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SO‘ZBOSHI

Matematik analiz fani oliy matematikaning asosiy va ayni vaqtda,
birinchi kurs talabalari duch keladigan dastlabki jiddiy bo‘limi bo‘lib, u
universitetlarning, pedagogika universiteti va institutlarining matematika,
fizika, mexanika-matematika, fizika-matematika fakultetlarida, tegishli o‘quv
dasturlari asosida alohida predmet sifatida o‘gitiladi. Shuningdek, texnika,
iqtisodiyot, qishloq xo‘jaligi va harbiy oliy ta’lim muassasalari talabalari
ham oliy matematika kursini o‘rganish jarayonida matematik analiz asosla-
ri bilan tanishadilar.

«Matematik analiz» degan atama predmetning asl mohiyatini to‘laroq
aks ettiradigan «cheksiz kichiklar yordamida analiz gilish» degan iboraning
so‘nggi vaqtlardagi gisqa ko‘rinishi bo‘lib, unda funksiyalar va ularning
umumlashmalari (funksionallar, operatorlar va boshqalar) cheksiz kichiklar
metodi yordamida analiz gilinadi. Bu fan XVII asrda paydo bo‘lgan bo‘lib,
unga buyuk ingliz fizigi va matematigi I.Nyuton (1643—1727) va nemis
matematigi G.Leybnits (1646—1716) asos solganlar. Ular matematik
analizning asosini (differensial va integral hisobni) yaratdilar. Albatta, hali
u paytda differensial va integral hisobning biz o‘rganadigan hozirgi qat’iy
matematik nazariyasi vujudga kelmagan edi. Bu nazariya XIX asring ikkinchi
yarmida (fransuz matematigi O.Koshi (1789—1857) tomonidan limit
tushunchasining aniq ta’riflanishi munosabati bilan qisga vaqt ichida nemis
matematiklari K.Veyershtrass (1815—1897), R.Dedekind (1831—1916)
va G.Kantor (1845—1918) lar bir-birlariga bog‘liq bo‘lmagan ravishda
haqiqiy sonning o‘zaro teng kuchli bo‘lgan turli nazariyalarini
yaratganlaridan so‘ng) bir gancha olimlarning ilmiy-uslubiy izlanishlari
natijasida paydo bo‘lgan.

Matematik adabiyotlar ichida matematik analizga oid bir qancha klassik
va zamonaviy adabiyotlar mavjud. Ularning ko‘pchiligi u yoki bu
ixtisoslikning o‘ziga xos jihatlarini aks ettiruvchi dasturlar asosida rus tilida
yaratilgan yoki xorijiy tillardan rus tiliga tarjima qilingan adabiyotlardir.
Ko‘p vyillik pedagogik faoliyatimizdan ma’lumki, o‘zbek tilida ta’lim
olayotgan birinchi kurs talabalarining aksariyati rus tilida yozilgan yoki
rus tilidan o‘zbek tiliga tajima qilingan adabiyotlardan foydalanishda ma’lum
giyinchiliklarga duch keladilar. Bu giyinchiliklarni bartaraf gilish magsadida
so‘nggi yillarda oliy matematikaning turli bo‘limlari, xususan, matematik
analiz bo‘yicha o‘zbek tilida bir nechta o‘quv go‘llanma va darsliklar nashr
qgilindi. Ular oliy ta’lim muassasalarida tayyorlanayotgan kadrlarning ma-
tematik salohiyatini zamonaviy talablar darajasiga ko‘tarishda muhim omil
bo‘lib xizmat gilmogda.



Mamlakatimizda oliy ta’limning ikki bosqichli (bakalavriat va
magistratura) tizimga o‘tilishi munosabati bilan o‘quv rejalari va fan
dasturlarida ro‘y bergan o‘zgarishlar hamda fizika va astronomiya ta’lim
yo‘nalishi talabalariga mo‘}jallangan matematik analiz kursini o‘gitishning
o‘ziga xos xususiyatlari mazkur o‘quv qo‘llanmaning yozilishiga turtki
bo‘ldi.

Qo‘llanma mavjud adabiyotlardan farqli ravishda, o‘qituvchining
talabalarga o‘qiydigan leksiyalari tiliga yaqgin tilda yaratildi. Bundan ko‘zda
tutilgan asosiy magsad, birinchidan, talabalarni o‘qgituvchi nutgini «so‘zma-
so‘z» yozib olishdan xalos qilish va bu bilan o‘gituvchining leksiya
materiallarini erkinroq bayon qilishi uchun imkon yaratish; ikkinchidan,
analiz kursini mustaqil o‘rganuvchilarga va mazkur kurs bo‘yicha leksiya
o‘qiydigan yosh o‘gituvchilarga ko‘mak berishdan iborat.

Qo‘llanma uchta bobdan tashkil topgan bo‘lib, unda hagiqgiy sonlar
nazariyasi, limitlar nazariyasi, bir argumentli funksiyalarning differensial
va integral hisobi bayon gilingan. Har bir bob matematik aniglik, qat’iylik
va ilmiylikka putur yetkazilmasdan, sodda va ravon qilib yozilgan hamda
kerakli misol va chizmalar bilan ta’minlangan. Muallif ushbu qo‘llanmani
yozishda mavjud adabiyotlarda uchraydigan an’anaviy misollar bilan birga-
likda o‘zi tanlagan misollardan ham foydalandi va mavzularni o‘z talginida
ixcham va tushunarli tarzda bayon qilishga harakat qgildi. Jumladan, ikkinchi
ajoyib limit haqgidagi teorema bir tomonli limitlar yordamida isbot qilindi;
adabiyotlarda bir nechta teorema ko‘rinishida ifodalanadigan Lopital qoidasi
bitta teorema shaklida ifodalandi va Bernulli-Lopital teoremasi deb ataldi.

Muallif go‘llanmadagi mavzular ketma-ketligini tuzishda va ularni
tanlashda fizik-bakalavrlar tayyorlash bo‘yicha ushbu fanning namunaviy
o‘quv dasturiga amal qildi va mavjud ([5—8], [15]) adabiyotlardan keng
foydalandi. Kitobda berilgan ta’riflar, teoremalar, formulalar va eslatmalar
kitobning har bir paragrafida alohida belgilandi.

Qo‘llanmaning dastlabki variantini o‘qib, foydali maslahatlar bergani
hamda maxsus muharrir sifatida gimmatli fikr va mulohazalar bildirgani
uchun O‘zFA hagqiqiy a’zosi, professor T.A.Azlarovga minnatdorchilik
bildiraman.

Kitobni qo‘lyozma holatida o‘qib, o‘zlarining gimmatli maslahatlarini
va xolisona baholarini berganliklari uchun Toshkent Davlat Pedagogika
Universiteti matematik analiz kafedrasi professori O‘. Toshmetovga hamda
fizika-matematika fanlari doktori, professor E.Z.Ilmamovga tashakkur
bildiraman.

Kitobdagi kamchiliklarni bartaraf etish va uning sifatini yanada yaxshilash
magsadida gqimmatli fikr va mulohazalarini bildiradigan kitobxonlarga
oldindan minnatdorchilik izhor gilamiz.



I BOB
MATEMATIK ANALIZGA KIRISH

1- §. MATEMATIK ANALIZ PREDMETI.
TO‘PLAMLAR VA ULAR USTIDA AMALILAR

1.1. Matematik analiz predmeti. Matematika fani miqdorlar
haqgidagi aniq abstrakt fan bo‘lib, u tevarak-atrofimizni qurshab
olgan moddiy dunyoning migdoriy munosabatlarini va fazoviy
shakllarini o‘rganadi. Uning aniqligi qo‘llaydigan metodlarining
qat’iy mantiqiy mulohazalarga asoslanganligi va xulosalarining qat’iy
mantiqiy shaklda jamlanganligi bilan tavsiflanadi, abstraktligi esa
tushunchalarining u yoki bu tabiiy (fizika, kimyoviy, biologik,
iqtisodiy va hokazo) jarayonni analiz qilish magsadida yaratllgan
mantiqiy modellar ekanligi bilan xarakterlanadi.

Matematikaning fan sifatida shakllanishida va tarixiy
taraqqiyoti jarayonida geometriya hamda fizikaning, ayniqgsa,
mexanikaning xizmatlari beqiyos darajada katta bo‘lgan. Buning
dalili sifatida asosiy matematik tushunchalarning kelib chigishiga
bir nazar tashlash kifoya. Narsalarni sanash, geometrik va fizik
kattaliklarni o‘lchash jarayonida sem tushunchasi, moddiy
nuqtaning mexanik harakatini o‘rganish jarayonida esa funksiya
tushunchasi paydo bo‘lgan. Harakatdagi moddiy nuqtaning oniy
tezligini aniqlash masalasi hesila tushunchasiga, hosilalarni
hisoblash masalasi esa funksiya limiti va uzluksizligi tushun-
chalariga olib keldi. Harakatdagi moddiy nuqtaning tezligiga ko‘ra
uning harakat qonunini tiklash masalasi boshlang‘ich funksiya
va anigmas integral tushunchalarining, egri chiziqli trapetsiya
yuzini hisoblash va harakatdagi moddiy nuqtaning berilgan vaqt
oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘lini hisoblash masalalari esa aniq
integral tushunchasining vujudga kelishiga sabab bo‘ldi. Siz bu
tushunchalar bilan dastlabki tarzda maktab, kollej, litsey
matematika kurslarida tanishgansiz.
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Oliy ta’lim muassasalarida o‘qitiladigan fizika va astronomiyaga
oid fanlar yuqorida aytilgan matematik tushunchalarni mukammal
bilishni va boshqga bir gator yangi mamematik tushunchalarni va
matematik metodlarni o‘rganishni talab giladi.

Matematik analizda funksiyalar va ularning umumlashmalari
(funksionallar, operatorlar va boshqalar) limitlar metodi (cheksiz
kichiklar metodi) vositasida analiz gilinadi. Biz o‘rganadigan
matematik analiz kursi to‘plamlar va ular ustida amallar, haqiqiy
sonlar nazariyasi, limitlar nazariyasi, differensial va integral hisob,
qgatorlar nazariyasi, oddiy differensial tenglamalar, kompleks
o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi elementlari, Furye qatorlari
va integrallari kabi asosiy mavzulardan tashkil topgan. Uning
o‘qitilishidan ko‘zda tutilgan asosiy magsad, birinchidan, talabalarda
fizika va astronomiyaning turli sohalarida differensial va integral
hisobdan foydalanish ko‘nikmalarini hosil qilish, ikkinchidan,
talabalarni matematikaning matematik-fizika metodlari, kompleks
analiz, funksional analiz, differensial va integral tenglamalar
nazariyasi, ehtimollar nazariyasi kabi jiddiy bo‘limlarini o‘rganishga
tayyorlashdan iborat.

Matematik analiz kursini o‘rganishni to‘plam, son va funksiya
tushunchalarini o‘rganishdan boshlaymiz.

1.2. To‘plam tushunchasi. Matematikaning asosiy tushun-
chalaridan biri to‘plam tushunchasidir. Bu tushuncha boshga sodda
matematik tushunchalar orqali ta’riflanmaydi. Biz «to‘plam»
deganda aniq belgilari bo‘yicha bitta guruhga birlashgan obyektlar
(sonlar, odamlar, kitoblar, funksiyalar, uchburchaklar, ko‘phadlar
va hokazo) majmuasini tushunamiz. Masalan, o‘zbek adabiy tilidagi
unli nutq tovushlari to‘plami (a, e, i, 0, u, 0); x>-3x+2=0
tenglamaning ildizlari to‘plami; barcha butun sonlar to‘plami; barcha
ratsional sonlar to‘plami; barcha irratsional sonlar to‘plami; barcha
haqiqiy sonlar to‘plami va hokazo.

To‘plamni tashkil etuvchi obyektlar shu to ‘plamning element-
lari deyiladi. Bunda aynan bir-biriga teng obyektlar to‘plamning
bitta elementi deb hisoblanadi. Odatda, to‘plam lotin alifbosining
bosh harfi yoki indeksli bosh harfi (masalan, A bilan,
to‘plamning elementlari esa shu alifboning kichik harflari yoki
indeksli kichik harflari (masalan, a) bilan belgilanadi. «a obyekt 4
to‘plamning elementi» degan ibora a€A ko‘rinishda, «a obyekt A
to‘plamning elementi emas» degan jumla esa a¢A shaklida yoziladi.
Bu yerdagi € belgi «tegishli» degan ma’noni bildiruvchi belgi bo‘lib,
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a € Ava a & A yozuvlar mos ravishda «a obyekt A to‘plamga
tegishli» va «a obyekt A to‘plamga tegishli emas» deb o‘qilishi ham
mumkKin.

Matematikada asosan matematik obyektlardan (sonlar,
funksiyalar va hokazo) tashkil topgan to‘plamlar qaraladi.
Elementlari sonlardan iborat bo‘lgan to‘plam sonli to‘plam deb
ataladi. Qulaylik magsadida ba’zi bir eng muhim to‘plamlar maxsus
harf va belgilar (simvollar) bilan belgilanadi. Masalan, barcha natural
sonlar to‘plami N, barcha butun sonlar to‘plami Z, barcha ratsional
sonlar to‘plami Q, barcha haqiqiy sonlar to‘plami R, barcha
kompleks sonlar to‘plami C deb belgilanadi. Elementlari a,, a,,
a, ..., a, .. bo‘lgan to‘plamni {a, a,, .., a, ..} ko‘rinishda,
umumiy P(x) shartga bo‘ysunadigan x obyektlar to‘plamini esa
{x | P(x)} yoki {x: P(x)} ko‘rinishda yozamiz. Shuni esda saglashimiz
lozimki, a va {a} lar turli obyektlar bo‘lib, ularning birinchisi — a
bilan belgilangan obyektni, ikkinchisi esa yagona a elementdan
tashkil topgan to‘plamni bildiradi.

Bitta ham elementga ega bo‘lmagan «to‘plam» bo ‘sh
to‘plam deb ataladi va @ ko‘rinishda belgilanadi. Masalan,
sin x < — 1.001 tengsizlikning yechimlari to‘plami bo‘sh
to‘plamdir.

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to‘plam chekli
to‘plam deb ataladi. Chekli bo‘lmagan to‘plam cheksiz to ‘plam
deyiladi.

Masalan, @, {1, 3, 5} — chekli to‘plam, {x:tg x=0} to‘p-
lam esa cheksiz to‘plamdir.

Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamning elementi
bo‘lsa, bu holda A to‘plam B to‘plamning gismi (yoki qismiy
to plami) deyiladi va A C B ko‘rinishda yoziladi. Masalan, N CZ C
Q C R C C. Har qanday A4 to‘plam uchun @ va A to‘plamlar A4
to‘plamning gismiy to‘plami deb hisoblanadi va ular (A4 to‘plamning
yugorida ta’riflangan xos gismiy to‘plamidan ajralib turishi uchun)
A to‘plamning xosmas qismiy to plamiari deb ataladi.

Endi to plamlarning tengligi tushunchasi bilan tanishamiz. Agar
A C Bva B C Abo‘lsa, bu holda 4 va B to‘plamlar bir-biriga teng
deb aytiladi va 4 = B ko‘rinishda yoziladi. Masalan, 4 ={-1; 1}
va B={x € R | x*-2x2+1=0) bo‘lsin. Bu yerda x*-2x?+1 =10
bikvadrat tenglamaning ildizlari to‘plami —1 va | sonlardan tashkil
topishini e’tiborga olsak, 4 = B ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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1.3. To‘plamlar ustida amallar. Ikkita 4 va B to‘plamning
elementlaridan tashkil topgan to‘plam A va B to‘plamlarning
birlashmasi (yoki yig‘indisi) deb ataladi va A U B Kko‘rinishda
yoziladi:

A U B={x|x€ A yoki x€ B}.

Ikkita A va B to‘plamning barcha umumiy elementlaridan tashkil
topgan to‘plam A4 va B to‘plamlarning kesishmasi (yoki ko ‘paytmasi)
deb ataladi va A N B ko‘rinishda yoziladi:

AN B={x| x€ Avax € B}.

A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘imagan barcha element-
laridan tashkil topgan to‘plam A4 va B to‘plamlarning ayirmasi deyiladi
va A\ B yoki A— B ko‘rinishda yoziladi:

A\ B={x |x€ Avax & B}.

To‘plamlar ustida bajariladigan U va N amallar quyidagi asosiy
xossalarga ega:

1)AU B=B U A, AN B= B N A (kommutativlik);

DAUBUC=AUBUO, ANBNC=AN(BNO
(assotsiativlik);

AN (BU O=A NB) U (4N C) (distributivlik);

HAC AU B, BC(BUA;, AN B C A (AN BCBH

S5 AC B=> (AU B=B; AN B=A).

Bu yerdagi = belgi matematik mantigning implikatsiya belgisi
bo‘lib, har doim M, = M, yozuvda M, mulohazadan M,
mulohazaning kelib chiqishini bildiradi. Masalan, 5) xossani so‘z
orqali «agar A to‘plam B to‘plamning gism to‘plami bo‘lsa, u
holda bu to‘plamlarning yig‘indisi B to‘plamga, ko‘paytmasi esa A
to‘plamga teng bo‘ladi» deb aytish mumkin. < belgi ekvivalen-
siya belgisi deb ataladi. M, & M, yozuv har doim M, va M,
mulohazalarning teng kuchliligini bildiradi. M, = M, yozuv
M, = M, mulohazaning inkorini bildiradi. 1)—5) xossalarni Eyler-
Venn* diagrammalari deb ataladigan chizmalar (1- rasm)
yordamida isbot gilish mumkin.

*) L.Eyler (1707—1783) — shveytsariyalik matematik; J. Venn (1834—1923) —
ingliz matematigi.
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1- rasm.
O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

. Matematik analiz predmeti nima?

. «To‘plam» deganda nimani tushunasiz? Missollar keltiring.

. To‘plamning elementlari deb nimalarga aytiladi?

. a€A va a€A yozuvlar nimani anglatadi?

. Qanday to‘plamlar sonli to‘plamlar deb ataladi?

. Matematikada qanday obyektlardan tashkil topgan to‘plamlar

garaladi?

. Qanday to‘plam bo‘sh to‘plam deyiladi? Bo‘sh to‘plam qanday

belgi bilan belgilanadi?

8. Chekli to‘plam deb nimaga aytiladi? Cheksiz to‘plam deb-chi?
Misollar keltiring.

9. ACB va ADB yozuvlar nimani bildiradi?

10. @ va A to‘plamlar A to‘plamning qanday qism to‘plamlari deb
ataladi?

11. Qanday to‘plamlar o‘zaro teng to‘plamlar deyiladi? Misollar
keltiring.

12. To‘plamlarning birlashmasi (yig‘indisi), kesishmasi (ko‘paytmasi)
va ayirmasi deb nimalarga aytiladi?

13. To‘plamlar ustidagi qo‘shish va ko‘paytrish amallarining asosiy
xossalari nimalardan iborat?

14. Eyler-Venn diagrammalari deb nimaga aytiladi?

AU EWN -

~

2- § HAQIQIY SONLAR

2.1. Son tushunchasi. Matematikaning boshlang‘ich, ayni
paytda asosiy tushunchalaridan biri son tushunchasidir. Siz maktab
kursida natural son, nul soni, butun son, ratsional son, haqiqiy
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son tushunchalari bilan tanishgansiz va ularning xossalarini va
amaliy tatbiqlarini o‘rgangansiz. Lekin, son haqgidagi bu
ma’lumotlar matematik analiz kursini o‘rganish uchun kamlik qiladi.
Matematik analizning funksiya, limit, yaqginlashish, uzluksizlik,
hosila, integral kabi tushunchalari hagida mukammal bilimga ega
bo‘lish uchun avvalo haqiqiy sonlar nazariyasini yaxshi bilish
lozim. Biz bu yerda dastavval natural, butun va ratsional sonlar
haqidagi zaruriy ma’lumotlarni eslatamiz; so‘ngra ratsional sonlar
to‘plamini kengaytirish masalasi, haqiqiy son tushunchasini
cheksiz o‘nli kasrlar yordamida kiritish usuli, haqigiy sonlarni
taqqoslash, aniq chegara prinsipi va haqiqgiy sonlar ustida arifmetik
amallar bilan tanishamiz.

2.2. Natural sonlar. Ushbu 1, 2, 3, ..., n, ... sonlar natural
sonlar deb ataladi. Barcha natural sonlar to‘plamini /N harfi bilan
belgilaymiz:

N={1, 2, 3, ..., n, ..}
Bu to‘plam cheksiz to‘plam bo‘lib, unda taqqoslash qoidasi,
qo‘shish va ko‘paytirish amallari aniglangan. Uning eng kichik

elementi mavjud: meiﬂx =1]; eng katta elementi yo‘q.
X

Matematik induksiya metodi yordamida isbotlash prinsipi na-
tural sonlar to‘plamining quyidagi ajoyib xossasiga asoslanadi:
Teorema (induksiya aksiomasi). Agar
(a) ACN,
(b) 1 €A,
(d) keA=>k+1€A4
shartlar bajarilsa, u holda A= N bo ladi.

Isboti. (b) va (d) shartlarga ko‘ra
leA=>2€A=>3€A>...2n€A>n+1€4 > ...

bo‘ladi (n — ixtiyoriy natural son). Bu esa N C A ekanligini bildiradi.
(a) shart bo‘yicha A C N. Demak, to‘plamlar tengligining ta’rifiga
ko‘ra A = N. Teorema isbot qilindi.

Misol. Matematik induksiya metodi yordamida har qanday »
natural son uchun

14+3+5+...+Q2n—1)=n *)
bo‘lishi isbot qilinsin.
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Yechish. 12=1 bo‘lgani sababli, (*) tenglik » =1 qiymatda
o‘rinli: 1 =12, ya’ni

leA={neN|1+3+5+ .. +2n-1)=n}CN.
Faraz qilaylik, £ €4 bo‘lsin. U holda
1+3+5+...+Rk+1)=kK+2k+1=(k+ 1)

ya’ni k+ 1 € A bo‘ladi.

Demak, yuqorida isbotlangan teoremaga ko‘ra, (*) tenglik har
ganday » natural son uchun o‘rinlidir.

2.3. Butun sonlar. Natural sonlar, ularga gqarama-qgarshi bo‘lgan

—1, =2, =3, ... sonlar va 0 (nul) son butun sonlar deb ataladi.
Natural sonlarni musbat butun sonlar, —1, -2, -3, ... sonlarni
manfiy butun sonlar, 0, 1, 2, 3, 4, ... sonlarni esa manfiymas

butun sonlar deb ataymiz. Barcha butun sonlar to‘plamini Z harfi
bilan, barcha manfiymas butun sonlar to‘plamini esa Z, bilan
belgilaymiz:

Z={.-3 -2 -1,0,1,23, .}, Z={0, 1, 2, 3, ...

Z to‘plam cheksiz to‘plam bo‘lib, unda taggoslash qoidasi,
go‘shish, ayirish va ko‘paytirish amallari aniglangan. Bu qoida va
amallar hamda ularning asosiy xossalari maktab kursidan ma’lum.
Ravshanki, NC Z C Z.

2.4. Ratsional somlar. Ushbu p/q (p€Z, g€ N) gisqarmas
oddiy kasr ko‘rinishida ifodalanadigan son ratsional son deb ataladi.
Barcha ratsional sonlar to‘plamini Q harfi bilan belgilaymiz:

0={2|pe Z,q¢ N}

Ko‘rinib turibdiki, Vpe Z son uchun p =p/1, ya’ni Z cQ.
Shuning uchun har bir pe Z son butun ratsional son deb aytiladi.
Bu yerda va bundan keyin har doim (umumiylik kvantori belgisi
deb ataladigan) Vv belgi «har qanday», «ixtiyoriy», <«har bir,
«barcha» degan so‘zlar o‘rnida ishlatiladi. U «Any — ixtiyoriy» va
«All — barcha» degan inglizcha so‘zlarning birinchi harfini yuqoridan
pastga ag‘darib yozishdan paydo bo‘lgan.
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Agar p> 0(p<0) bo‘lsa, p/q ratsional son musbat (manfiy)
ratsional son deb aytiladi. % kasr nul ratsional son deyiladi va

odatdagi 0 bilan belgilanadi.

Ratsional sonlar to‘plamida taqgqoslash qoidasi, go‘shish va
ko‘paytirish amallari quyidagicha aniglanadi:

Taqqoslash. 1) Agar ikkita a=p /q, va b=p/q, (p,, P,EZ,
49> ¢,€N) ratsional son uchun p g,= p,q, tenglik o‘rinli bo‘lsa, a
va b ratsional sonlar o‘zaro teng deb aytiladi va a = b ko‘rinishda
yoziladi.

2) Agar manfiymas a=p,/q, va b=p,/q, ratsional sonlar
uchun pg,> p,q, tengsizlik bajarilsa, a ratsional son b ratsional
sondan katta deb aytiladi va a > b ko‘rinishda yoziladi.

3) Agar musbatmas a va b ratsional sonlar uchun |a|<|p|
tengsizlik bajarilsa, a ratsional son b ratsional sondan katta deyiladi
va a > b ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda \x' bilan x ratsional sonning

moduli (absolut giymati) belgilangan:

’x'z{x(xZO),

-x(x <0).
4) Manfiymas ratsional sonlarni manfiy ratsional sonlardan
katta deb hisoblaymiz.
Qo‘shish. Ikkita a = p /q Ba b= p,/q, ratsional sonning yig‘indisi
quyidagicha aniqlanadi:

ﬂ+_P_2 - PdytPrg,
q q; 09>

Yig‘indini topish amali qo‘shish deb ataladi.
Ko‘paytirish. lkkita a= plq vab=p,lq, ratsional sonning
ko‘paytmasi quyidagicha amqlanadl

nonm_nn
d 9 a9

Ko‘paytmani topish amali ko ‘paytirish deyiladi.
12



Eslatma. Barcha mumkin bo‘lgan o‘zaro teng oddiy kasrlar
ichida bitta va fagat bitta gisqarmaydigan p/q (pe Z,qe N) kasr
mavjud bo‘lganligi sababli, ayni bitta ratsional sonni cheksiz ko‘p
butun sonlarning nisbati shaklida yozish mumkin. Masalan,

Shu sababli, biz har doim barcha mumkin bo‘lgan o‘zaro
teng kasrlarni ayni bitta ratsional sonning turli shakllari deb
garaymiz va ixtiyoriy p/q(pe Z,qe K\{0}) nisbatni ratsional son
deb ataymiz.

2.5. Ratsional sonlarning asosiy xossalari. Bu yerda biz «son»
deganimizda ratsional sonni tushunamiz.

I. Har ganday ikkita a va b son bir-biri bilan > («Kkatta»),
< («kichik») yoki = («teng») belgilarning bittasi va fagat bittasi
orqali bog‘langan, shu bilan birga a>b=b < a.

I1. Har qanday ikkita a va b son uchun, ularning yig ‘indisi
deb ataladigan va ¢ =a + b ko‘rinishda yoziladigan (yagona) c¢ son
mavjud.

II1. Har ganday ikkita a va b son uchun, ularning ko ‘payt-
masi deb ataladigan va ¢ =a - b yoki ¢ =ab ko‘rinishda yoziladigan
(yagona) ¢ son mavjud.

Taqqoslash qoidasi quyidagi qonunga bo‘ysunadi:

1° Tranzitivlik: agar a > b va b > ¢ bo‘lsa, u holda a > ¢ bo‘ladi;
agar a =b va b =c bo‘lsa, u holda a =c¢ bo‘ladi.

Qo‘shish amali quyidagi qonunlarga bo‘ysunadi.

2° Kommutativlik: a +b =5 +a.

3° Assotsiativlik: (¢ +b) +c=a +(b +o).

4° Nulning maxsus roli: nu/ son deb ataladigan shunday 0
son mavjudki, har ganday a son uchun a + 0 =g bo‘ladi.

5° Qarama-qarshi sonning mavjudligi: har bir a son uchun,
a ga qarama-qarshi son deb ataladigan va —a bilan belgilanadigan
shunday son mavjudki, a +(—a) =0 bo‘ladi.

Ko‘paytirish amali quyidagi qonunlarga bo‘ysunadi:

6° Kommutativlik: ab = ba.

7° Assotsiativlik: (ab)c = a(bc).

8° Birning maxsus roli: bir deb ataladigan va 1 bilan
belgilanadigan shunday son mavjudki, har ganday a son uchun
a- 1 = abo‘ladi.

9° Teskari sonning mavjudligi: nulga teng bo‘lmagan har bir
a son uchun, a ga feskari son deb ataladigan va ! bilan belgilanadigan
shunday son mavjudki, a @ '=1 bo‘ladi.
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Qo‘shish va ko‘paytirish amallari bir-biri bilan quyidagi qonun
bo‘yicha bog‘langan:

10° Distributivlik: (a + b)c =ac + bc.

Bu xossa ko ‘paytirishning qo ‘shishga nisbatan taqsimot qonuni
deb ham aytiladi.

Quyidagi ikkita xossa «>» belgini qo‘shish va Kko‘paytirish
belgilari bilan bog‘laydi:

11° agar a >b bo‘lsa, u holda har gqanday c¢ son uchun
a +c¢>b+c bo‘ladi.

12° agar a >b va ¢ > 0 bo‘lsa, u holda ac > bc bo‘ladi.

13° (Arximed aksiomasi). Har qanday a son uchun shunday
n natural son topiladiki, n >a bo‘ladi.

Yugorida bayon qilingan 1°—13° xossalar ratsional sonlarning
asosiy xossalari deb aytiladi. Bu xossalarning isbotlari bevosita butun
sonlarning mos xossalaridan kelib chigadi.

Ratsional sonlaming arifmetik amallar va bu amallarning tenglik
hamda tengsizlik belgilari bilan bog‘lanishiga taallugli bo‘lgan barcha
algebraik xossalari 1°—13° xossalardan natija sifatida kelib chigadi.

Masalan:

14° Agar a >b va ¢ >d bo‘lsa, u holda a + ¢ >b + d bo‘ladi.

Isboti. 11° xossaga binoan a>b=a+c>b+c va
c>d=>c+b>d+b.2° xossaga ko‘rac+b=b+cvad+b=b+d
bo‘ladi.

Demak, a+c>b+cvab+c>b+d.

U holda 1° xossaga asosan a + ¢ > b +d tengsizlikka ega bo‘lamiz.

15° (Zichlik xossasi). Bir-biriga teng bo‘lmagan har qanday
ikkita ratsional son orasida yotuvchi ratsional son mavjud.

I[sboti. Aytaylik, a > b bo‘lsin. U vaqgtda

11e 2° 12¢
a+b
a>b=2a> b+a=a+b=>a>T;

11° 12° a+b
a>b=>a+b>2b=>-—2—>b.

a+b
Demak, 4>—>b.

Bu xossadan bir-biriga teng bo‘lmagan ixtiyoriy ikkita a va b

ratsional son orasida cheksiz ko‘p ratsional sonlar yotishi kelib
chigadi.
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2.6. Ratsional sonlar to‘plamini kengaytirish masalasi. Aslida,
ratsional sonlar amaliy hisoblashlarning ehtiyojlarini to‘la
ganoatlantiradi. Biroq, geometrik va fizika kattaliklarni (masalan,
kesma uzunligini, massani) aniq (nazariy) o‘lchash uchun
ratsional sonlar talabga javob bera olmaydi. Masalan, son o‘qining
har bir M nugqtasiga [OM] kesma uzunligini ifodalovchi biror
sonni mos keltirish masalasini garaylik. Biz son o‘qgi deganda,
sanoq boshi deb ataladigan O nugqtasi, [OF] masshtab kesmasi
(uning uzunligini 1 ga teng deb hisoblaymiz) va musbat yo‘nalishi
(O nuqgtadan E nuqtaga) tanlangan to‘g‘ri chizigni tushunamiz
(2 a- rasm). Agar M va F
nugqtalar O nuqtaning bir 9 o F
tomonida (2 b- rasm) (turli
tomonlarida (2 d- rasm))
joylashsa, M nuqtaga mos
keluvchi sonni musbat (manfiy)
deb hisoblaymiz. 2- rasm.

Dastlab, har bir ratsional
songa son o‘qining biror nuqtasi mos kelishini ko‘rsatamiz.
Haqigatan, avval uzunligi [OE] masshtab kesma uzunligining
1/q (9e N) qismiga teng bo‘lgan 1/¢g[ OF] kesmani, so‘ngra bu
kesma yordamida uzunligi p/q (p,qe N) ratsional songa teng bo‘lgan
[AB] kesmani yasaymiz. Nihoyat, [4AB] kesmani son o‘qida O
nuqtadan o‘ng (chap) tomonga shunday joylashtiramizki, 4 va B
nuqtalar mos ravishda son o‘gining O va M (M, va O) nuqtalari
bilan ustma-ust tushadi. Shunday qilib, +p/¢(p,ge N) ratsional
songa M, nuqta, -p/q (p.qe N)

0 E M
9 O E

QL N/ QL

ratsional songa esa M, nuqta mos a—
keladi. Bunda «0 ratsi(;nal songa O . >
nuqgta mos keladi» deb hisoblaymiz M, 0 E M ¥
(3- rasm).

Son o‘qining ratsional sonlarga 3~ rasm.

mos keladigan nuqtalari ratsional

nugtalar deb ataladi. Uzunligi ratsional son orqali ifodalanmaydigan
kesmalarning mavjudligi (masalan, tomoni 1 ga teng bo‘lgan
kvadratning diagonali) son o‘gida ratsional nuqtalardan tashgari
yana boshqga nugqtalar ham mavjudligini bildiradi. Bunday kesmalarni
uzunlik bilan ta’minlash zaruriyati son o‘qining ratsional bo‘lmagan
nuqtalariga irratsional sonlar deb ataladigan yangi sonlarni mos
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qo‘yib, ratsional sonlar to‘plamini kengaytirish masalasiga olib
keladi. Biz bu masalani son o‘gining har bir nuqtasiga to‘la
aniglangan biror

a a a
ta ,aaa ..a..=t|la +2+2+. +2+.],
0 i 23 n 0 10 102 10'1

a,€Z,a¢e {0,1,2,3,...,9}(i=1,2,...)

cheksiz o‘nli kasrni mos keltirish yordamida yechamiz.

Son o‘qining ixtiyoriy M nuqtasini olib (aniglik uchun, M va
E nuqgtalar O nuqgtadan bir tomonda joylashgan deylik), [OM]
kesma uzunligini [OE] masshtab kesma yordamida o‘lchaymiz.
O‘Ichashni bosqichma-bosqich bajaramiz.

I bosgich. [ OF] masshtab kesmani [ OM] kesmada joylashtirib
chigamiz. Bu yerda ikkita holat bo‘lishi mumkin:

a) [OE] kesma [OM] kesmada a, marta joylashib, uzunligi
[OE] kesma uzunligidan kichik bo‘lgan [NM] qoldiq kesma ortib
qoladi (4- rasm). Bu yerda a, son [ OM] kesma uzunligining birlik
aniglikkacha kami bilan olingan tagribiy giymatini ifodalaydi;

b) [OE] kesma [OM] kesmada a,+ | marta goldigsiz joylashadi
(5- rasm). Amaliy ishlarda bu holatda kesmani o‘lchash jarayoni
tugagan hisoblanadi. Bu yerda ham g, son [ OM] kesma uzunligining
birlik aniglikkacha kami bilan olingan taqribiy giymatini ifodalaydi
deb aytish mumkin. Chunki [ OE] kesma [OM] kesmada g, marta
Jjoylashib, uzunligi [ OE] birlik kesma uzunligiga teng bo‘lgan [ NM]
kesma ortib qoladi.

<
>

0 E NM x O E N

4- rasm. 5- rasm.

II bosgich. (1/10)[OFE] kesmani [NM] kesmada joylashtirib
chigamiz. Bu yerda ham ikkita holat bo‘lishi mumkin:

a) (1/10) [OE] kesma [NM] kesmada a, marta joylashib,
uzunligi (1/10)[ OF] kesma uzunligidan kichik bo‘lgan [ PM] qoldiq
ortib qoladi (6- rasm). Bunda a,, a, ratsional son [OM] kesma
uzunligining 1/10 aniglikkacha kami bilan olingan taqribiy
giymatini ifodalaydi;

«,:n.t"' 16
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[\ 4

0] ﬁ[OE] E N PM

6- rasm.

b) (1/10){OE] kesma [NM] goldiq kesmada a, +1 marta
qoldigsiz joylashadi. Bu holda ham a, a, ratsional son [ OM] kesma
uzunligining 1/10 aniglikkacha kami bilan olingan taqribiy
giymatini ifodalaydi deb aytish mumkin. Chunki (1/10)[ OE] kesma
[NM] qoldiq kesmada a, marta joylashib, uzunligi
(1/10) [OE] kesma uzunligiga teng bo‘lgan [PM] qoldiq kesma
ortib goladi.

Bu jarayonni cheksiz (nazariy) davom ettirib, [OM] kesma
uzunligining 10* (k= 0, 1, 2, ...) aniglikkacha kami bilan olingan
taqribiy giymatlarini ifodalovchi cheksiz ko‘p

a, Gy a; Gy, 4, Q) .. 4,4 4y e 4 (N

n

ratsional sonlarni hosil gilamiz. Ko‘rinib turibdiki, (1) sonlarning
har birini ushbu

a, a, a, ..., a, .. )

cheksiz o‘nli kasrning mos xonasidan boshlab, keyingi barcha
raqamlarini tashlab yuborish vositasida hosil qilishimiz mumkin.
Shu bilan birga, (2) cheksiz o‘nli kasr (1) ratsional sonlarning
cheksiz ketma-ketilgi bilan to‘la aniglanadi.

Yugoridagi mulohazalarni M nuqta sanoq boshining chap
tomonida joylashganida ham tatbiq etish mumkin. Bu holda (1)
ratsional sonlar va (2) cheksiz o‘nli kasr manfiy ishorali bo‘ladi.

Son o‘gining O nuqtasiga (sanoq boshiga) 0=+ 0,00...0...=
= —(,00...0... cheksiz o‘nli kasr mos keladi deb hisoblaymiz.

Shuni ta’kidlash lozimki, son o‘qining har xil nugqtalariga
turli cheksiz o‘nli kasrlar mos keladi. Shu bilan birga, har bir
cheksiz o‘nli kasrga son o‘gida biror nugta mos kelishini isbot
gilish mumkin.

Shunday qilib, barcha mumkin bo‘lgan cheksiz o‘nli kasrlar
to‘plami bilan son o‘qgining barcha nuqtalari to‘plami orasida o‘zaro
bir giymatli moslik o‘rnatish mumkin ekan. Bu esa har ganday
kesmani birlik masshtab kesma yordamida o‘lchash imkonini beradi.

2.7. Haqiqiy sonlar va ularni taggoslash. Barcha mumkin
bo‘lgan cheksiz o‘nli kasrlar to‘plamini qaraymiz. Cheksiz o‘nli
kasr ko‘rinishida tasvirlanadigan son hagigiy son deb ataladi. Barcha
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haqiqiy sonlar to‘plami R harfi bilan belgilanadi. Musbat (manfiy)
cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishidagi sonlarni musbat (manfiy) haqiqiy
sonlar deb ataymiz. 0,000...0... cheksiz o‘nli kasrni nul haqiqiy son
deb ataymiz va 0 ko‘rinishida yozamiz.

Maktab kursidan ma’lumki, har bir +p/g(p,q € N) ratsional
kasrni davriy cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishida va aksincha, har bir
davriy cheksiz o‘nli kasmi + p 7/ ¢(p.q € N) ratsional kasr ko‘rinishida
tasvirlash mumkin. Demak, davriy cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishida
tasvirlanadigan barcha haqigiy sonlar to‘plami barcha ratsional
sonlar to‘plami bilan ustma-ust tushadi. Bu esa davriy bo‘lmagan
cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishda tasvirlanadigan hagiqiy sonlarni irratsional

sonlar (masalan, 2 =1,4142..\3=1,73...,.n =3,14...e=2,718...)

deb aytish imkonini beradi.

Shunday qilib, R= QUI (QNI= Q) deb yozish mumkin.
Bu yerda: I— barcha irratsional sonlar to‘plami. Agar A va B
to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatish mumkin
bo‘lsa, bu holda A va B to‘plamlar ekvivalent to‘plamlar deyiladi.
Barcha natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan to‘plamlar
sanogli to‘plamlar deyiladi. Sanoqli bo‘lmagan cheksiz to‘plam
sanogsiz to ‘plam deyiladi. Isbot gilish mumkinki, Q to‘plam sanoqli
to‘plam bo‘lib, I va R to‘plamlar sanogsiz to‘plamlardir. Bundan
ko‘rinadiki, Q to‘plamning «quvvati» I to‘plamning «quvvatidan
kichik» ekan.

Endi R to‘plamda taqqoslash goidasini, qo‘shish va
ko‘paytirish amallarini shunday aniglaymizki, birinchidan, bu qoida
va amallar R ning Q gismida ratsional sonlar to‘plamida aniglangan
xuddi shunday qoida va amallar bilan ustma-ust tushsin;
ikkinchidan, R to‘plamning barcha elementlari ratsional sonlarning
yugorida keltirilgan 1°—13° xossalariga ega bo‘lsin.

Taqqoslash. Ixtiyoriy ikkita a= *aga,a,a,...a, ... va
b= xb,bb,b, ... b, .. haqiqiy sonni (bu yerda «x» ishoralarning
biri olinadi) bir-biri bilan quyidagicha tagqoslaymiz:

1) agar a va b sonlar bir xil ishorali bo‘lib, a,=b,, a,= b,
.y @ =b_, .. bo‘lsa, bu holda a va b sonlar bir-biriga teng deb
aytamiz va a = b ko‘rinishida yozamiz. Aks holda, a=b deb yoziladi.

2) a#b bo'lsin.

U holda:

»



a) agar a va b sonlar manfiymas bo‘lib, a,= b, a,=b,,
a,=b, .., a ,=b_,, a>b, (a<b) bo'lsa, bu holda a son b
sondan katta (kichik) deb aytamiz va a >b (a <b) ko‘rinishda
yozamiz. Bu yerda k =min{i}. Ravshanki, a >b=b <a.

ay#h
b) manfiymas haqigiy sonni manfiy hagiqiy sondan katta deb
hisoblaymiz;
d) agar a va b lar manfiy haqiqiy sonlar bo‘lib,
|6 >|al(}al >|b|) bo‘lsa, bu holda a son b sondan katta
(kichik) deb aytamiz. Bu yerda

lxl _ X (X 2 0) N

-x(x<0). *)
(*) tengliklar bilan aniqlangan |x| son x hagqiqiy sonning moduli
(yoki absolut giymati) deb ataladi.

R to‘plamda kiritilgan taqqoslash qoidasi R ning Q gismida Q
to‘plamda kiritilgan taqqoslash qoidasi bilan ustma-ust tushadi.
Boshgacha aytganda, R to‘plamda Kiritilgan taqqoslash qoidasini
ratsional son uchun qo‘llaganimizda @ to‘plamda Kiritilgan
taqqoslash qoidasi bilan bir xil natija beradi.

Endi R to‘plamda 1° xossaning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz:
(@a>bvab>c)>a>cva(a=bvab=c)=>a=c.

Isboti. Mumkin bo‘lgan barcha uch holni alohida-alohida
garaymiz:

a) c = 0 bo‘lsin. U holda tagqoslash qoidasiga binoan a > 0 va
b > 0 bo‘lishi ravshan. Aytaylik, a = a,,a, a,... a, ..., b=b,b b, ...
b, ... va c=c,, c,..c, ... bo‘lib, a >bva b >cbo‘lsin. Bu holda
ta’rifga ko‘ra shunday & = min(i} va p =min{i} indekslar topiladiki,

a,*lil b %,
. =b_, a>b vab=c, .., b=c, ..,

b,> ¢, bo‘ladi. Agar bu yerda m=min(k, p) desak,

a,=by, a=>b, .., a

1
bp_l =C,

ratsional sonlarning 1° xossasiga asosan a,=c,, a=c,, ...,

1
a, =c,,, a >c, boladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra a>c ekanini
bildiradi.

b) c<0 va a=0 bo‘lsin. Bu holda a> ¢ tengsizlikning har
ganday b son uchun o‘rinli bo‘lishi ravshan.
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d) a, b, c lar manfiy haqiqiy sonlar bo‘lsin. Bu holda ta’rifga
ko‘ra a> b va b>c tengsizliklar mos ravishda |b| > |a]|va
|c| > | b| ekanini bildiradi. Bundan a) holga ko‘ra |¢| > |a| ekani
kelib chiqgadi. Bu esa ta’rifga binoan a > ¢ ekanini bildiradi.

Nihoyat, R da Kiritilgan «=» («teng») belgining tranzitivlik
xossasini isbot qilamiz. Aytaylik, a= b va b= ¢ bo‘lsin. U holda
«=» belgining ta’rifiga ko‘ra a=a,a, a,...a, ..., b=5b,b b, ... b, ...
va ¢ = ¢, ¢,..c, ... sonlar uchun a,= b, a,=b,, ..,a = b, ... va
b,=c, b,=c, ..., b, =c, ... bo‘ladi. Demak, Q to‘plamda kiritilgan
«=» («teng») belgining tranzitivlik xossasiga binoan a, = ¢, a,= ¢,
.., @, =c, ... bo‘ladi. Bu esa R da kiritilgan «=» («teng») belgining
ta’rifiga ko‘ra a = ¢ ekanini bildiradi.

3- §. ANIQ CHEGARA PRINSIPI. HAQIQIY SONLAR
USTIDA ARIFMETIK AMALLAR

3.1. Yugoridan (quyidan) chegaralangan sonli to‘plamlar. Aniq
chegara prinsipi. Barcha elementlari haqiqgiy sonlardan iborat bo‘lgan
X to‘plamni sonli to‘plam deb aytamiz va XC R ko‘rinishda yozamiz.
Agar boshga biror narsa aytilmagan bo‘lsa, biz bu yerda har doim
«to‘plam» deganda sonli to‘plamni tushunamiz.

Faraz qilaylik, bo‘sh bo‘lmagan X(XCR) to‘plam berilgan
bo‘lsin.

Agar shunday M hagiqgiy son (m haqigiy son) mavjud bo‘lib,
Vxe X uchun x < M (x= m) tengsizlik bajarilsa, bu holda X
to‘plam yuqoridan (quyidan) chegaralangan deb aytiladi. Bu yerdagi
M son (m son) X to‘plamning yuqgori (quyi) chegarasi deyiladi.

Masalan, barcha manfiy haqigiy sonlar to‘plami yuqoridan
(yuqgori chegara sifatida ixtiyoriy manfiymas haqiqiy sonni olish
mumkin), barcha natural sonlar to‘plami esa quyidan (quyi chegara
sifatida 1 sonidan katta bo‘lmagan ixtiyoriy haqiqiy sonni olish
mumkin) chegaralangan to‘plamlardir.

Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan to‘plamni,
gisqacha, chegaralangan to‘plam deb aytamiz. Aks holda esa,
chegaralanmagan to plam dcymiz.

Masalan, ushbu A= {x € R|0 =< x < 1} to‘plam chegaralangan,
Z={0, £1; %2; ...} to‘plam esa chegaralanmagan to‘plamdir.

Aniq chegaraning ta’rifi. Yugoridan (quyidan) chegaralangan
bo‘sh bo‘lmagan X (XC R) to‘plamning yuqori (quyi)
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chegaralarining eng kichigi (eng kattasi) X to‘plamning anig yuqori
(aniq quyi) chegarasi deyiladi va

supX yoki supx (inf X yoki infxx)

xe X

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi sup va inf belgilar lotincha
«supremum-eng yuqori» va «infimum-eng quyi» degan so‘zlardan
olingan. Masalan,

sup x =1, inf x =0, inf N =1, sup x=0, inf x =0.
0<x<l 0<x<1 x<0 x>0

Misollardan ko‘rinib turibdiki, to‘plamning aniq chegaralari
shu to‘plamning o‘ziga tegishli bo‘lishi yoki tegishli bo‘lmasligi
ham mumkin ekan.

Endi biror ¢ haqiqiy sonning yuqoridan (quyidan) che-
garalangan biror to‘plam uchun aniq chegara bo‘lishining zaruriy
va yetarli shartlarini bayon gilamiz. Uni aniq chegaraning ikkinchi
ta’rifi sifatida gabul qilish amaliy jihatdan juda qulay.

Teorema. Biror c€R sonning yuqoridan (quyidan)
chegaralangan bo‘sh bo‘lmagan X (XCR) to‘plam uchun aniq
yuqori (aniq quyi) chegara bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning
bajarilishi zarur va yetarli: (a)Vxe X uchun x < c(x=c);, (b) ¢
sondan kichik (katta) bo‘lgan Yx'e R son uchun kamida bitta
shunday x€X son topiladiki, x >x(x <x’) boladi.

Isboti. 1) Zarurligi. c=sup X (c=inf X) bo'lsin. U
holda yugori (quyi) chegaraning ta’rifiga binoan (a) shart bajariladi.
Endi (b) shartning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. Agar ¢ sondan
kichik (katta) bo‘lgan x'€R son uchun X to‘plamning barcha x
elementlari x' sondan katta (kichik) bo‘lmasa, ¢ =sup X (c=inf
X) bo‘la olmas edi. Demak, kamida bitta shunday x€X son
mavjudki, x> x' (x<x') bo‘ladi.

2) Yetarliligi. Aytaylik, (@) va (b) shartlar bajarilgan
bo‘lsin. Ravshanki, (a) shart ¢ sonning X to‘plam uchun yuqori
(quyi) chegara ekanini, (b) shart esa ¢ sonning X to‘plam yuqori
(quyi) chegaralarining eng Kichigi (eng kattasi) ekanini bildiradi.
Demak, bu holda c¢=sup X (c=inf X) bo‘lar ekan.

I1- eslatma. Yuqorida aytilgan teoremadagi (b) shartni
quyidagicha ham ifodalash mumkin: v &> 0 son uchun shunday
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X,= Xx,(e)EX son topiladiki, x,> ¢ — &e(x,<c+e¢) bo‘ladi. Bunga
ishonch hosil qilish uchun (b) shartda x¥’ =c—¢e(x'=c+e¢) va
x=x,(e) deb olish kifoya.

2- eslatma. Yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan X to‘plam
uchun sup X =+owo(inf X=—x) deb hisoblaymiz. Bu yerdagi
+o0 (plyus cheksiz) va —e (minus cheksiz) simvollar R to‘plamga
«¥ XER uchun —o < x <+ co» degan shart asosida birlashtirilgan
xosmas sonlardir. Ushbu R={-}URuU{+e} «to‘plam» hagigiy
sonlarning kengaytirilgan to‘plami deb ataladi.

Aniq chegara prinsipi. Agar bo‘sh bo‘lmagan sonli to plam
yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo ‘Isa, u holda bu to‘plamning
aniq yuqori (aniq quyi) chegarasi mavjud bo ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, bo‘sh bo‘lmagan X(XCR) to‘plam
yuqoridan chegaralangan bo‘lsin. Quyidagi mumkin bo‘lgan ikkita
holatni alohida-alohida qaraymiz:

1) X "R, #@ (R, — barcha manfiymas hagqiqiy sonlar

to‘plami) bo‘lsin. Har bir xe X ~ R, sonni cheksiz o‘nli kasr

shaklida tasvirlab, x sonning butun gismini (ya’ni x dan oshmaydigan
eng katta butun sonni) [x] deb,
¢, = rr;aag{[x], X, ={xe XN Rlx]= co}
XEANMN )

belgilashlarni Kiritamiz (c, sonning mavjudligi X to‘plamning
yuqoridan chegaralanganligidan kelib chigadi). So‘ngra barcha x€X;
sonlarning verguldan keyingi birinchi o‘nli ragamlarining eng
kattasini ¢, bilan belgilab, verguldan keyingi birinchi o‘nli ragami
¢, bo‘lgan barcha x€X, sonlarni qaraymiz. Bu jarayonni cheksiz
(nazariy ravishda) davom ettirib, biror ¢, c,c,...c,... cheksiz o‘nli
kasrni hosil gilamiz. Bu cheksiz o‘nli kasr biror ¢ haqiqiy sonning
cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishidagi tasviridir:

c=c, €C,..C,...

Endi ¢=sup X ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun aniq
chegaraning ikkinchi ta’rifidagi (@) va (&) shartlarni tekshirish
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kifoya. Dastlab, v x€X uchun x < ¢ bo‘lishini ko‘rsataylik. ¢=0
bo‘lgani sababli, v x€X manfiy haqigiy son uchun x<c¢ bo‘lishi

ravshan. Aytaylik, x=x,x, x,... X, ... € X "R, bo‘lsin. Bu holda

c=c¢y,CC, ..., C..., sonning tuzilishiga ko‘ra x < ¢ bo‘ladi.
Hagigatan, agar x > ¢ bo‘lganida edi, haqiqiy sonlarni tagqoslash
qoidasiga binoan shunday k natural son topilar ediki, x = c,,

_ _ = ) . .
X, =Ch X%,=0Cy oy X, =, X, >, bo'lar edi. Bu esa ¢ sonning

tuzilishiga ziddir. Demak, Vv x€X uchun x < ¢ bo‘lar ekan. Endi
(b) shartni tekshiramiz. Umumiylikka putur yetkazmasdan, ¢
sondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy

L N
x'=x,.xx,..x .€XNR,

sonni qaraymiz (chunki X nR; #@ bo‘lganligi sababli, Vx'€X

manfiy haqiqgiy son uchun kamida bitta xe X n R, son topiladiki,

x > x’bo‘ladi). Bu holda, birinchidan, haqigiy sonlarni tagqoslash
goidasiga ko‘ra shunday » indeks topiladiki,

x; =c (i=0,l.2,...,n—1),x;y<c,, (N
bo‘ladi. [kkinchidan, ¢ sonning tuzilishidan ko‘rinib turibdiki,
shunday x =x,, xx,... €X son mavjudki,

c=x (i=0,1, 2, ..., n—1), ¢, =x. (2)

(1) va (2) ifodalarni bir-biriga taqgoslab, tagqoslash qoidasiga ko‘ra
x> x'(x€X) tengsizlikni hosil gilamiz. Bu esa (b) shartning o‘rinli
ekanini bildiradi.

Shunday qilib, X R, #@ holda c¢c=sup X sonning
mavjudligi isbot gilindi.

2) X "R, =2 bo‘lsin. Bu holda X to‘plamning barcha
elementlari manfiy haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgani sababli, ularni
manfiy cheksiz o‘nli kasrlar ko‘rinishida tasvirlab va ¢, = rPEan[x]
deb,
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Xy ={xe X|ixl=¢,}

to‘plamni qaraymiz. So‘ngra barcha x€X, sonlarning verguldan
keyingi birinchi o‘nli raqamlarining eng kichigini ¢, deb, verguldan
keyingi birinchi o‘nli raqami ¢, bo‘lgan barcha
x€X, sonlarni garaymiz. Bu jarayonni cheksiz davom ettirib,
¢, ... ¢, ... haqiqiy sonni hosil gilamiz (agar bu yerda
c=~c, cc, ... ¢, (¢,#0) bolsa, uni c=—c,cc, ... ¢, (c—1)
999 ... ko‘rinishida ifodalaymiz). Bu holda ham ¢ = sup X ekanligi
xuddi 1- banddagi kabi isbot gilinadi.
Quyidan chegaralangan X(XCR, X=&) to‘plamning aniq quyi
chegarasining mavjudligi ham xuddi yuqoridagi kabi isbot gilinadi.
Teorema isbot qilindi.
Bu teorema R to‘plamning uzliksizligi (to‘ligligi)ni tavsiflaydi.
3.2. Haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar. Dastlab, hagiqiy
sonni ratsional sonlar bilan yaqinlashtirish masalasini garaymiz.

Teorema. Har gqanday x hagqiqgiy son va oldindan berilgan

c=~—c,

istalgan musbat ¢ ratsional son uchun shunday ikkita x, va X

ratsional son topiladiki, X <x<x (i -Xx < e) bo ladi.
Isboti. Aniglik uchun x = 0 deylik. x sonni

i X2 X
X=X, XX X 0. =X +—+~—+_ ..+ +...
0 12 n 0 10 102 lon

(x,€ Zy.x €{0;1;2;...,9}i = 1,2,...))

cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishida tasvirlaymiz va x =x ,xx, ..x_va
X =x +107" deb belgilaymiz. Bu yerdagi x va X, ratsional sonlar
mos ravishda x hagigiy sonning n-xonali quyi va yuqori onli
yaginlashuvchilari deb aytiladi. Ravshanki, x, <X <.. <x <.. va
}0 >Xx, >..2x,2...Haqiqiy sonlarni tagqoslash qoidasidan
foydalanib, har ganday » indeks uchun x <x<Xx bo‘lishini
ko‘rsatish mumkin. Bu esa x haqiqiy sonning X -x =10" shartni
ganoatlantiruvchi x va ¥ ratsional sonlar orasida yotishini
bildiradi.
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Endi oldindan berilgan ixtiyoriy musbat ¢ ratsional son uchun
107" <€ (n 2n = no(a)) bo‘lishini ko‘rsatamiz. e-ixtiyoriy musbat son
bo‘lsin. U holda, ravshanki, 1/¢ sondan katta bo‘lmagan natural
sonlarning soni chekli bo‘ladi. Demak, 10"<1/e tengsizlikni
ganoatlantiradigan n natural sonlarning soni ham cheklidir. Shunday
qilib, shunday n, indeks mavjudki, n=n, shartni ganoatlantiradigan
barcha n indekslar uchun 10"> 1/¢ yoki 107<e¢ bo‘lar ekan,
ya’'ni X —X <e. Teorema isbot qilindi.

Haqiqiy sonlar nazariyasining asosiy masalalaridan biri haqiqgiy
sonlar ustida qo‘shish, ko‘paytirish amallarini aniglash va bu
amallarning xossalarini o‘rganishdan iborat.

Qo‘shish. x va y haqiqiy sonlarning x + y yig‘indisi deb, barcha
n indekslar uchun X +y <z<x +j qo‘sh tengsizliklarni
ganoatlantiradigan z haqiqgiy songa aytiladi: z=x +y. Bu yerdagi
X, va y ()2" va 9") ratsional sonlar mos ravishda x va y haqiqiy
sonlarning n-xonali quyi (yugori) o‘nli yaginlashuvchilaridir.

Yig‘indini topish amali go‘shish deb ataladi.

Ko‘paytirish. x va y musbat haqiqiy sonlarning xy ko‘paytmasi
deb, barcha » indekslar uchun xy <z<Xxy qo‘sh tengsizliklarni
ganoatlantiradigan z haqiqiy songa aytiladi: z =xy. Bu yerda ham
X va y (in va )7“) ratsional sonlar mos ravishda x va y haqiqiy
sonlarning n-xonali quyi (yugori) o‘nli yaginlashuvchilaridir.

Ko‘paytmani topish amali ko‘paytirish deyiladi.

Har qanday x€ R son uchun x-0=0-x=0 deb hisoblaymiz.

Ixtiyoriy ishorali x va y haqiqiy sonlarning xy ko‘paytmasini
quyidagicha aniglaymiz:

v = x||y|(x va y bir xil ishorali),
Y- |x||¥|(x va y har xil ishorali).

3- eslatma. Y x, ye€R sonlar uchun x +y yig‘indi va xy
ko‘paytmaning mavjudligi va yagonaligini hamda R to‘plamda
aniglangan qo‘shish va ko‘paytirish amallarining R ning @ qismida,
Q to‘plamda aniglangan xuddi shu nomdagi amallar bilan ustma-
ust tushishini ko‘rsatish mumkin.
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4-§. HAQIQIY SONLARNING ASOSIY
XOSSALARI

4.1. Hagqiqiy sonlarning asosiy xossalari. Haqigiy sonlar uchun
ratsional sonlarning 2- paragrafda sanab chiqilgan (1°—13°) asosiy
xossalarining o‘rinli bo‘lishini isbot qgilish mumkin. 1° xossa 2-
paragrafda isbot qilingan edi. 2°—5° xossalar bevosita haqiqgiy sonlar
yig‘indisining ta’rifidan va bu xossalarning ratsional sonlar uchun
o‘rinli ekanligidan kelib chiqadi.

2°—5° xossalar asosida, qo‘shish amaliga teskari amal sifatida,
ayirish amalini aniglash mumkin: ¢ + b = a ko‘rinishda aniglangan
¢ haqiqgiy son a va b haqiqiy sonlarning ayirmasi deyiladi va ¢c =a — b
ko‘rinishda yoziladi. Ayirmani topish amali ayirish deb ataladi.

2°-5° xossalarga ko‘ra

3,2 5 4
ctb=(a+(-b))+b=a+(b+(-b))=a+0=a
bo‘lganligi sababli, a — b =a + (—b) deyishimiz mumkin.
Endi ayirmaning yagonaligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, c=a +(=b)
ayirmadan boshga yana biror d ayirma mavjud bo‘lsin: d +b =a.
U holda, birinchidan, (d+ b) +(=b) =a +( b) = ¢, ikkinchidan,

(a’+b)+(—b) a’+(b+(—b)) d+0=d

Demak, d =c.

6°—12° xossalarni ham isbot gilish giyin emas.

9° xossaga nisbatan quyidagini eslatamiz: agar a > 0 bo‘lsa,
a ga teskari bo‘lgan ! haqiqiy sonni, barcha n indekslar uchun
d'<a'<a' qo'sh tengsizliklarni ganoatlantiruvchi yagona haqiqiy
son sifatida aniglashimiz mumkin: a”' =supa,’

Bu yerda « va a lar mos ravishda > 0 haqiqiy sonning
n-xonali quyi va yugori o‘nli yaqinlashuvchlaridir.

6°—9° xossalar asosida ko‘paytirish amaliga teskari bo‘lgan
bo‘lish amalini aniglash mumkin. Har ganday x va y (y = 0) haqiqiy
sonlar uchun zy =x shartni ganoatlantiradigan yagona z haqiqiy
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son mavjud. Bu son x va y(y#=0) haqiqiy sonlarning bo‘linmasi
deyiladi va z =x/y ko‘rinishda yoziladi.
6°—9° xossalarga ko‘ra

7° 6 9° g

(xy" )y=X(y"y)=X(yy" )=X-1=x

bo‘lganligi sababli, z =xy ' deyishimiz mumkin. Bo‘linmaning ta’rifi
va 9° xossaga ko‘ra, y (y#0) haqiqiy songa teskari bo‘lgan y' sonni
quyidagicha yozish mumkin: y~'=1/y (y # 0).

Nihoyat, 13° xossani isbot qilamiz: oldindan berilgan har
qanday ¢ haqiqiy son uchun shunday » natural son topiladiki, »>a
bo‘ladi.

Isboti. 1) a <0 bo‘lsin. Bu holda 1> a bo‘lgani uchun, isbot
talab gilinmaydi.

2) a=0 bo‘lsin. a = a,a,a,...a,... deylik. R to‘plamda aniglangan
qo‘shish amali R ning Q gismida barcha ratsional sonlar to‘plamida
aniqlangan qo‘shish amali bilan ustma-ust tushganligi sababli, 1
sonni o‘zini-o‘ziga n marta go‘shib, n natural sonni hosil gilamiz.
Agar n =a,+ 2 deb olsak, n >a bo‘ladi.

Shunday qilib, R to‘plamda taqqoslash, go‘shish, ayirish,
ko‘paytirish va bo‘lish amallari aniqglandi va ularning 1°—13°
gonunlarga bo‘ysunishi ko‘rsatildi. Bu esa hagiqiy sonlar uchun
algebraning arifmetik amallar hamda tenglik va tengsizliklar bilan
bog‘liq bo‘lgan barcha qoidalari o‘z kuchida golishini bildiradi.

Pirovardida shuni aytishimiz kerakki, haqiqiy sonlar
nazariyasini qurishning cheksiz o‘nli kasrlar usulidan boshqa bir-
biriga teng kuchli bo‘lgan bir necha usullari mavjud. Masalan,
uning ratsional sonlar to‘plamida kesim tushunchasiga asoslangan
Dedekind usulini T.Azlarov va H.Mansurovning «Matematik
analiz», [- tom, (Toshkent, 1994), kitobidan garash mumkin.

4.2. Eng ko‘p qo‘llaniladigan sonli to‘plamlar. Aytaylik, a,
bER va a < b bo'lsin.

1° Kesma (yoki segment). [a, b] = {xER: a < x < b} to‘plamni
kesma (yoki segment) deb ataymiz (7- rasm).

SLLLLLLLL L
a

>
7- rasm.
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2° Ochiq kesma (yoki interval). (a, b) = {xER : a < x < b} to‘plamni
ochiq kesma (yoki interval) deb ataymiz (8- rasm).

. /771777177777 ; S
aQ b x
8- rasm.

3° Yarim ochiq kesma. (a, b]={x€ R:a<x=< b},
[a, b)={x€ R:a < x< b} to‘plamlarni yarim ochiq kesma deb
ataymiz (9- rasm).

9- rasm.

4° Yarim to‘g‘ri chiziq (yoki nur). Ushbu [a, +w)=
={x€ER: x=a}, (—o, a]={x€ER:x < a} to‘plamlarni yarim
to’g'ri chizig (yoki nur) deb ataymiz (10- rasm).

a X
10- rasm.
5° Ochiq yarim to‘g‘ri chiziq (ochiq nur). Ushbu (a, +»)=

={xER:x> a},(—», a) ={xER:x<a} to‘plamlarni ochiq yarim
to'g'’ri chiziq (yoki ochiq nur) deb ataymiz (11- rasm).

/7777777771777 177777177778
a X
VZITIHITITINIIII 171778 >
a x
11- rasm.

6° Sonli to‘g‘ri chiziq (som o‘qi). Ushbu (—x, +x)=R
to‘plamni sonli to‘g‘ri chiziqg (yoki son o°‘qi) deb ataymiz
(12- rasm).

»
>
X

0 E
12- rasm.
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7° Nugqtaning atrofi. Berilgan a nuqtani o‘z ichiga olgan har
ganday intervalni a nugtaning atrofi deb ataymiz.

8° Nugtaning ¢-atrofi. Ushbu (a — ¢; a + ¢)(¢ > 0) intervalni
a nugqtaning e-atrofi deb ataymiz (13- rasm) va U(a) kabi
belgilaymiz: U(a)=(a —¢; a+e¢).

SY7777777777/77777
a-g a a+g x
13- rasm.

9° Nugtaning o‘yiq c-atrofi. Ushbu UJ(a)\{a} to‘plamni a
nuqtaning o‘yiq e-atrofi deb ataymiz (14- rasm) va U.(q) belgi
bilan belgilaymiz:

U. (a)=(a-¢,a) u(a,a+e)=UF(a)\{a}.

—Ulllgiilly

a-g a a+te x

14- rasm.

4.3. To‘plamning limit nuqtasi. Agar ¢ nuqgtaning W; a)
atrofida X (XCR) to‘plamning kamida bitta elementi mavjud bo‘lsa,
a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi deb ataladi. To‘plamning limit
nuqtasi shu to‘plamning o‘ziga tegishli bo‘lishi ham, tegishli
bo‘lmasligi ham mumkin. Misollar:

a) A ={1/n: neN} to‘plam yagona ¢ =0 limit nuqtaga ega;

b) [a, b] segmentga tegishli bo‘lgan har bir nuqta [a, b]
segmentning limit nuqtasidir.

d) (a; b) intervalning barcha limit nuqgtalari to‘plami [a, b]
segmentdan iborat.

e) natural sonlar to‘plami limit nugtaga ega emas.

4.4. Haqiqiy son modulining asosiy xossalari.

1- x0ssa. vxe R uchun |>0,|x=|-x. x<|x.-x <] bo‘ladi.
Bu xossaning isboti bevosita modulning ta’rifidan kelib chiqadi.

2- X082 |x|<A & -A<x<AA>0).

Isboti. 1)Zarurligi. Faraz qilaylik, |x|< A bo‘lsin (4 —
biror musbat haqiqiy son). 1- xossaga asosan -|x| < x<|x bo‘lganligi
sababli, yuqoridagi shartga ko‘ra -4 <x< 4.
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2) Yetarliligi. Faraz qilaylik, -A<x< A4(4>0) bo‘lsin.
x20 vax<0 holatlarni alohida-alohida garaymiz. Ta’rifga asosan
vy >0 son uchun |x=x bo‘lganligi sababli, x < A tengsizlikka ko‘ra
Ix< A bo‘ladi. x <0 holatda esa yana ta’rifga asosan vi<0 son
uchun x| = -x bo‘lganligi sababli, x >-4 tengsizlikka ko‘ra x| < 4
bo‘ladi.

3- xossa. Vie R va Vve R sonlar uchun |v+y| <[s+|,
| = x|yl munosabatlar o‘rinli boladi.

Isboti. 1) |x+y|<|x|+|y] tengsizlikni isbot qgilamiz. x+y =0
va x + y <0 holatlarni alohida-alohida garaymiz. Birinchi holatda,
ta’rifga asosan ]x+y) =x+y bolib, 1- xossaga ko‘ra wxye R uchun
x<|x'vaVye R uchun y<|y| bo‘lganligi sababli, |x+ y|<|x|+|yl
bo‘ladi. Ikkinchi holatda, yana ta‘rifga asosan
x+y/==(x+y)=(-x)+(-») bo‘lib, 1- xossaga ko‘ra yxe R uchun
—x<!xjvaV¥ ye R uchun -y <|y| bo‘lganligi sababli, |x+ y| < |x|+|y|
bo‘ladi.

2) |xy|=|||y] tenglikni isbot gilamiz. Bunda ham xy20 va
xy <0 holatlarni alohida-alohida garaymiz. Birinchi holatda, ta’rifga
asosan |xy| = xy bo‘lib, haqiqiy sonlar ko‘paytmasining ta’rifiga ko‘ra,
xy20 bo‘lganda xy=|x||y| bo‘lganligi sababli, |xy|=|x|y| bo‘ladi.
Ikkinchi holatda, yana modulning ta’rifiga asosan (xyf =—xv bo‘lib,
haqiqiy sonlar ko‘paytmasining ta’rifiga ko‘ra, xv<O bo‘lganda

—xy =|x|y| bo‘lganligi sababli, |xy|=|x||y] bo‘ladi.

Natija. Har ganday x,, x,. ..., x hagiqgiy sonlar uchun
Ix] +x2 +..+x lSl.rl‘wL X, +...+\lxn|,z’x|x2...x” = A']ll,\'z'...lx”’

munosabatlar” o‘rinli bo‘ladi. "
X
4- xossa. Vxe R va Vye R(y #0) sonlar uchun lil =m teng-
lik o*rinli bo‘ladi. g

I[sboti.

X

5 =% (*)
deylik: x =yz. Demak, 3- xossadagi ikkinchi munosabatga ko‘ra
|x|=|yZ|=|y|l:] yoki l:l=% bo‘ladi. Bu yerda (x) tenglikni e’tiborga

:;i} tenglik hosil bo‘ladi.
y

X

y

olsak,
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5- xossa. Vxe Rva Vye R sonlar uchun
e szl =l b= sl 2 Do

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Birinchi tengsizlikni isbot qilish uchun x ni x =(x—y) +y
ko‘rinishida yozib olamiz va 3-xossadagi birinchi munosabatdan
foydalanamiz: |x|=|(x-y)+ | <|x—y|+[3]. Bu yerdan o= y] 2|2 ]3]
bo‘lishi kelib chiqadi.

Endi ikkinchi tengsizlikni isbot gilamiz. Yuqorida ko‘rsat-
ganimizga asosan

eyl 2 s -] ma x| =[y 2 1] =l
yoki —|x—y| Slx|—|yl. Demak, —‘x—y‘ S‘x\—
2- xossaga asosan |x-y| z|lx-y| bo‘ladi.

yl<lx-y yoki

O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Son tushunchasi matematikaning ganday tushunchasi hisoblanadi?

Qanday sonlarni bilasiz?

Qanday sonlar natural sonlar deb ataladi? Matematik induksiya

metodi (usuli) nima?

Qanday sonlar butun sonlar deb ataladi?

Ratsional son deb nimaga aytiladi?

Ratsional sonlar bir-birlari bilan ganday taqqoslanadi?

Ratsional sonning moduli (absolut giymati) deb nimaga aytiladi?

Barcha ratsional sonlar to‘plamida qo‘shish va ko‘paytrish amallari

ganday aniglanadi?

Ratsional sonlarning asosiy xossalari deb ularning ganday hossalariga

aytiladi?

9. Yuqoridan (quyidan) chegaralangan sonli to‘plam deb nimaga
aytiladi? Misollar keltiring.

10. Aniq chegara prinsipi nima? Isbotlang.

11. Hagqiqiy sonlar to‘plamida qo‘shish va ko‘paytirish amallari ganday
kiritiladi?

12. Hagqiqiy sonlarning asosiy xossalari deganda nimani tushunasiz?
Ularni sanab chiqing.

13. Eng ko‘p qo‘llaniladigan qanday sonli to‘plamlarni bilasiz? Aytib
bering va chizmada tasvirlang.

14. Sonli to‘plamning limit nuqtasi deb nimaga aytiladi? Misollar
keltiring.

15. Hagqiqgiy son modulining asosiy xossalarini aytib bering va isbotlang.

REARES

w
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5- §. SONLI KETMA-KETLIKLAR

5.1. Sonli ketma-ketliklar va ular ustida arifmetik amallar.
Agar 1, 2, ..., n,... natural sonlar qatoridagi har bir » songa aniq
gonun bo‘yicha biror x, haqiqiy son mos qo‘yilgan bo‘lsa, bu
holda x, x,, ..., x , ... sonli ketma-ketlik (yoki ketma-ketlik) berilgan
deb aytiladi va qisqacha {x,} belgi bilan belgilanadi.
Bu yerdagi x (i=1,2,...,n,..) sonlar {x} ketma-ketlikning
hadlari, x esa ketma-ketlikning umumiy hadi yoki n-hadi deb
ataladi. Masalan, maktab matematika kursidan ma’lum bo‘lgan
a,a +d,..a+(n-1)d,... cheksiz arifmetik progressiya va a, agq, ...,
ag™',... cheksiz geometrik progressiya sonli ketma-Kketlikdir. Biz
ularni, yuqoridagi kelishuvga binoan mos ravishda {a+
+ (n—1) d} va {ag™ '} shaklda yozishimiz mumkin. Har bir natural
songa x,= l/n ratsional sonni mos keltirib, {1/n} sonli ketma-
ketlikni, yoki x = (1+ (—1)")/2 qonun bo‘yicha har bir natural
songa x,= (1 +(—=1)")/2 butun sonni mos qo‘yib, {(I+
+(=1)")/2}:0; 1; 0; 1; ... ketma-ketlikni hosil gilamiz.

Ketma-ketlikni aniglovchi moslik rekurrent (bu so‘z lotincha
rekurrens so‘zidan olingan bo‘lib, o‘zbekchada «gaytma»,
«qaytarma» degan ma’noni anglatadi) formula ko‘rinishida berilishi
ham mumkin. Masalan,

rekurrent formula

{x,}:1; 2 %; %;...
ketma-ketlikni aniqlaydi.

Shuni ham aytishimiz lozimki, ketma-ketlikni aniqlovchi
moslik analitik usuldan boshqga usulda ham_berilishi mumkin.
Masalan, har bir natural songa navbat bilan V2 irratsional sonning
1; 1.4; 1.41; 1.414; 1.4142; 1,41421; ... taqribiy giymatlarini mos
keltirib, {x }: 1; 1.4; 1.41; 1.414; 1.4242; 1.41421, ... ketma-ketlikni
hosil gilamiz. Biz matematik analiz kursida asosan analitik usulda
berilgan ketma-ketliklar bilan ish ko‘ramiz.
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Sonli ketma-ketliklar ustida «arifmetik amallar»ni bajarib, yangi
sonli ketma-ketliklar hosil gqilamiz. Bu amallar quyidagicha Kkiritiladi.
Faraz qgilaylik, {x,} va {y} ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin. Ushbu
{x,+y}, {x,—»y) va {xy,} ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va
{y,} ketma-ketliklarning yig‘indisi, ayirmasi va ko ‘paytmasi deb
ataladi.

Berilgan ikkita ketma-ketlikka ko‘ra ularning yig‘indisini,
ayirmasini va ko‘paytmasini topish amallari mos ravishda ketma-
ketliklarni «qo‘shish», «ayirish» va «ko‘paytirish» deb ataladi.

Ketma-ketliklarni «bo‘lish» amali quyidagicha aniqlanadi.
Aytaylik, {xﬂ} va {y,} (Vne N uchun A #0) ketma-ketliklar
berilgan bo‘lsin. Ushbu {x /y} ketma-ketlik {x,} ketma-ketlikning
{y,} ketma-ketlikka «nisbati» deyiladi. Masalan, {sin(x/n)} ketma-
ketlikning {r/n} ketma-ketlikka nisbati

T
sin—
n

I
n

ketma-ketlikdir. Berilgan ikkita ketma-ketlikka ko‘ra ularning
nisbatini topish amali ketma-Ketliklarni «bo‘lish» deyiladi.

5.2. Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklar.
Agar shunday M haqiqgiy son (m haqiqiy son) mavjud bo‘lib,
{x,} ketma-ketlikning har bir x hadi x <M(x >m) tengsizlikni
ganoatlantirsa, bu holda {x} ketma-ketlik yuqoridan (quyidan)
chegaralangan deyiladi. Bu yerda M son (m son) {x} ketma-
ketlikning yuqori (quyi) chegarasi deyiladi. Ravshanki, M sondan
katta (m sondan kichik) bo‘lgan har ganday haqiqiy son {x}
ketma-ketlikning yuqori (quyi) chegarasi bo‘la oladi. Yuqoridan
(quyidan) chegaralangan {x} ketma-ketlikning yuqori (quyi)
chegaralarining eng Kichigi (eng kattasi) {x} ketma-ketlikning
anig yuqori (aniq quyi) chegarasi deyiladi va sup{x} (inf{x,})
ko‘rinishda yoziladi. Masalan,

sup {%} =1, inf {%} =0.

Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa, {x} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
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Masalan, {(1 +(—1)")/3} ketma-ketlik chegaralangan. Haqigatan,
Vne N uchun

n
I+(-1) < 2
3

0<

w|

Xuddi shunga o‘xshash, {1/n} ketma-ketlik ham chegaralangan,
chunki vpe N uchun

1
0<—x<1,
n

I- eslatma. Agar {x} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lib,
M=sup{x} va m=inf{x} bo‘lsa, u holda vne N uchun

x| < max (|m], m]) (1)

bo‘ladi. Aksincha, agar Vvne N uchun (1) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
u holda (haqiqgiy son modulining 2- xossasiga ko‘ra)

~max (|M|, |m|) < x < max{|M|,|m)(n=1)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi, ya’ni {x} ketma-ketlik chegaralangan
bo‘ladi.

Bu eslatmaga ko‘ra ketma-ketlikning chegaralanganlik
tushunchasini quyidagicha ham ta’riflash mumkin: agar shunday

A > 0 son mavjud bo‘lib, Vrne N uchun 1xl < A tengsizlik bajarilsa,
{x} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
Endi chegaralanmagan ketma-ketlik tushunchasi bilan

tanishamiz. Agar V4 >0 son uchun {x} ketma-ketlikning (xno} >A
tengsizlikni qanoatlantiradigan X, hadi topilsa, {x} ketma-ketlik
chegaralanmagan deb aytiladi. Masalan, ushbu

fx b2, 1,3, 1,45 . Long o Lnt 0L

ketma-ketlik chegaralanmagan. Haqigatan, Arximed aksiomasiga
ko‘ra A> 0 son har ganday bo‘lganida ham bu ketma-ketlikning
juft of‘rindagi hadlari ichida shunday had topiladiki, u A sondan
katta bo‘ladi.
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5.3. Cheksiz katta ketma-ketliklar. Agar vA >0 son uchun
shunday n,= n(A)EN topilsaki, Va(n=n)€EN uchun [x"l>A
bo‘lsa, {x,} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.
Masalan, {n’} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlikdir.
Haqiqatan, ixtiyoriy A >0 son berilgan bo‘lsin. Agar n,=
=[A'A] + 1 deb olsak, Vrn2n natural son uchun »’> A4 bo‘ladi:

3 3
" 2n3=([A'/3]+1) >(A'/3) = A.Bu yerda [x] yozuv x sondan

oshmaydigan eng katta butun sonni bildiradi.

1- teorema. ({x} — cheksiz katta)=>({x,} — chegaralanmagan).

I'sboti. Faraz qilaylik, {x } — ketma-ketlik cheksiz katta bo‘l-
sin. U holda, ta’rifga ko‘ra ¥4 >0 son uchun (bu son ganchalik
katta bo‘lmasin) shunday n,= n,(A) natural son topiladiki,
Vn2n, natural son uchun |x|>A4 bo‘ladi. Xususan |x, |> 4.
Demak, vA>0son uchun shunday n,=n(4)EN topiladiki,
Lx > A tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra {x} ketma-

e'alkning chegaralanmaganligini bildiradi. Teorema isbot qilindi.

2- eslatma. Umuman aytganda, chegaralanmagan ketma-ketlik
cheksiz katta bo‘lmasligi ham mumkin. Masalan, {x}: I, 2,1,
3,1, 4, ..., 1, n1, n+1,... ketma-ketlik chegaralanmagan (buni
biz yuqorida ko‘rgan edik), biroq u cheksiz katta emas, chunki
A>1 shartni ganoatlantiradigan barcha A sonlar uchun |x”|>A
tengsizlik n =2m+ 1(m =20, 1, 2...) o‘rindagi hadlar uchun o‘rinli
bo‘Imaydi.

Shunday qilib, bu eslatmadan va 1- teoremadan ko‘rinib turib-
diki, barcha cheksiz katta ketma-ketliklar to‘plami barcha chega-
ralanmagan ketma-ketliklar to‘plamining xos gism to‘plami ekan.

5.4. Cheksiz kichik ketma-ketliklar va ularning asosiy xossalari.
Endi cheksiz kichik ketma-ketlik tushunchasini ta’riflaymiz. Agar
Ve >0 son uchun shunday n =n/(c)eN topilsaki,
Vnzn, natural son uchun |x <e tengsizlik bajarilsa, bu holda
{x} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi. Masalan,

ushbu
{xn = La o> 0}

ketma-ketlik cheksiz kichikdir. Haqgigatan, aytaylik ¢ ixtiyoriy musbat
son bo‘lsin. Bu holda, agar n, =[g“/"]+1 deb olsak, Vnzn,
natural son uchun
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1 I 1 1

Biz endi, qulaylik magsadida, cheksiz kichik ketma-ketliklarning
hadlarini a, va B, belgilar bilan belgilaymiz.

Cheksiz kichik ketma-ketliklar quyidagi asosiy xossalarga ega:

1- xossa. Agar {a,} va {8} ketma-ketliklar cheksiz kichik
bo‘lsa, u holda {a,+ g} va {a,— B,} ketma-ketliklar ham cheksiz
kichik bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, {a} va {8} cheksiz kichik ketma-
ketliklar berilgan bo‘lsin. U holda ta’rifga ko‘ra, oldindan berilgan
Ve >0 son uchun shunday N,= N (¢) va N,= N,(¢) natural
sonlarni ko‘rsatish mumkin bo‘ladiki, vn2> N, natural son uchun
e |<e/2 va vn=N, natural son uchun Iﬂ"l<s/2 tengsizlik
bajariladi. Agarda n,= max(N,N,) deb belgilab olsak, ravshanki,
Vn 2 n, natural son uchun |a" + Bnl < |a”| +|ﬁ"| <e/2+e/2 =¢ bo‘ladi.
Bu esa {a,+ B,} ketma-ketlikning cheksiz kichik ekanligini bildiradi.
Xuddi shu singari

an —ﬁn|=|an +(—ﬁn)|g|an|+|—_ﬁn|=
+|B,|<el2+€e/2=¢e(n2n,).

an

Demak, ta’rifga ko‘ra, {«,— ,} ham cheksiz kichik bo‘lar ekan.
1- natija. Ixtiyoriy chekli sondagi cheksiz kichik ketma-
ketliklarning algebraik yig‘indisi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
Isboti. Faraz qilaylik, {a\"}, {e}. ... {ei”} cheksiz kichik
ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin. U holda oldindan berilgan
Ve >0 son uchun shunday

N, =N (&),N, =N, (&),N =N (), ... Ny =N (&)

natural sonlar topiladiki, Va2 N (i€ {l,2,.,s}) natural sonlar
uchun lan“)1<§ (i=1,s) bo‘ladi. Agar n,=max(N,, N,, N,, ...,
N) desak, vn>pn natural son uchun
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1 2 1 2
a +a? +...+a(s’l sla‘ ’l+la( )l+...
n n n n

n

(s)

...+‘a <Ei E, +E-sf ¢
n Y Ry S $

bo‘ladi. Bu esa {a’ + o’
kichikligini bildiradi.

2- xossa. ({a"}—cheksiz kichik) =({a, } — chegaralangan).

+ +a} yigindi ketma-ketlikning cheksiz

Isboti. Faraz qilaylik, {a"} ixtiyoriy cheksiz kichik ketma-
ketlik bo‘lsin. U holda, ta’rifga ko‘ra, ixtiyoriy € > 0 son uchun
shunday n,=n(¢) eN topiladiki, Vvn>n, natural son uchun
|| <& tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar A =maxd[e. i) el s |
desak, ravshanki, v» €N uchun lanls A bo‘ladi. Bu esa, ta’rifga
ko‘ra, {«} ketma-ketlikning chegaralanganligini bildiradi.

3- eslatma. Umuman aytganda, chegaralangan ketma-ketlik
cheksiz kichik bo‘lmasligi ham mumkin. Masalan, {x = (—1)"}
ketma-ketlik chegaralangan, biroq u cheksiz kichik emas. Haqigatan,
berilgan ketma-ketlikning hadlari —1 va 1 lardan iborat bo‘lganligi
uchun u chegaralangan. Bu yerda, cheksiz kichik ketma-ketlik
ta’rifidagi ¢ sonni =1 deb olsak, bu son uchun
|x,,|=‘(-l)"|< 1(n=n,) tengsizlikni ma’noli giluvchi birorta ham
n, sonni ko‘rsatib bo‘lmaydi, ya’ni {(—1)"} cheksiz kichik emas.

3- xossa. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik
ketma-ketlikning ko‘paytmasi cheksiz kichik bo‘ladi.

[sboti. Faraz qilaylik, {x } ketma-ketlik chegaralangan bo‘lib,
{a,} cheksiz kichik bo‘lsin. U holda shunday 4 > 0 son topiladiki,

vn €N uchun |x |< 4 bo‘ladi. Bundan tashqari, v%> 0 son uchun
shunday n o=n g% €N son topiladiki, Yn>n natural son uchun

& .
Ianl<7 bo‘ladi. Demak, \G/nZnO natural son uchun

'x"a"l =|x, e, | < A%:e tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra
{x, a,} ketma-ketlikning cheksiz kichik ekanligini bildiradi.

2- natija. Ikkita cheksiz kichik ketma-ketlikning ko‘paytmasi
cheksiz kichik bo‘ladi.

Isboti. Faraz qgilaylik, {a} va {8} cheksiz kichik ketma-

ketliklar bo‘lsin. Ma’lumki, 2- xossaga asosan {o} ketma-ketlik
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chegaralangan. Demak, 3- xossaga ko‘ra {a,,ﬁ,,} ko‘paytma
ketma-ketlik cheksiz kichikdir.

3- natija. Ixtiyoriy chekli sondagi cheksiz kichik ketma-
ketliklarning ko‘paytmasi cheksiz kichik bo‘ladi.

4- xossa. Agar cheksiz kichik sonli ketma-ketlikning barcha
hadlari biror ¢ o‘zgarmas songa teng bo‘isa, u holda ¢ =0 bo‘ladi.

Isboti. Teskarisini faraz gilaylik: {a,} cheksiz kichik ketma-
ketlikning barcha hadlari biror ¢ o‘zgarmas songa teng bo‘lib, ¢ # 0
bo‘lsin. U holda £=|c|/2 son uchun shunday », natural son
topiladiki,

o

n

<-l(—'| (nzn)

2

bo‘ladi. Bu yerdan, |o,|=]c|(n21) ekanligini e’tiborga olib, ushbu

<4 yoxi 1<)

noto‘g‘ri tengsizlikni hosil gilamiz. Bu ziddiyat «c#0 bo‘lsin»
degan noto‘g‘ri farazimizdan kelib chiqdi. Demak, ¢ =0.

S- xossa. Agar {x } ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lsa, u holda
{1/x } ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi. Agar cheksiz kichik {«,}
ketma-ketlikning barcha hadlari nuldan farqli bo‘lsa, u holda
{1/a} ketma-ketlik cheksiz katta bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, {x } cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsin, ya’ni
VA >0 son uchun shunday n,=n(A) natural son topilsinki, nzn
tengsizlikni ganoatlantiradigan v, natural son uchun lx”|> A
bo‘lsin. Bundan ]1 /xn|< 1/A(n2 no) tengsizlik kelib chiqadi. Agar
1/A= ¢ desak, ravshanki, ve¢ >0 son uchun shunday n =n(1/¢)
natural son topiladiki, n2n, shartni qanoatlantiradigan
Vne N uchun |1 /x"| <& bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra, {1/x} ketma-
ketlikning cheksiz kichik ekanligini bildiradi.

Endi faraz qilaylik, {a} ketma-ketlik barcha hadlari nuldan
farqli bo‘lgan cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lsin, ya’ni ve>o0
son uchun shunday n =n (¢) natural sonni ko‘rsatish mumkin
bo‘lsinki, Vn2n  natural son uchun 0<|e,|<e€ bo‘lsin. Bundan
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ll/an|>l/£(n.>.n“) tengsizlik  kelib  chiqadi.  Agar
1/A4 = ¢ necax, |]/a”| >A(n 2n (%)) bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra
{1/a,} ketma-ketlikning cheksiz katta ekanligini bildiradi.

6 - §. YAQINLASHUVCHI SONLI
KETMA-KETLIKLAR
VA ULARNING ASOSIY XOSSALARI

6.1. Sonli ketma-ketlikning limiti. Matematik analizning asosiy
amallaridan biri limitga o‘tish amali bo‘lib, u analiz jarayonida
turli ko‘rinishlarda uchraydi. Ularning eng oddiysi, shu bilan birga
eng asosiysi, bu — sonli ketma-ketlikning limiti ko‘rinishidir. Odatda
sonli ketma-ketlikning limiti tushunchasi bir-biriga teng kuchli
bo‘lgan uch xil ko‘rinishda ta’riflanadi va analiz jarayonida vaziyatga
nisbatan qaysi biri qulay bo‘lsa, o‘shanisidan foydalaniladi.

1- ta’rif («cheksiz kichik ketma-ketliklar> tilida). Agar berilgan
{x} sonli ketma-ketlik uchun shunday a haqiqgiy son topilsaki,
{x — a} sonli ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lsa, bu
holda {x} sonli ketma-ketlik a songa yaqinlashadi deb aytiladi va

IMx=awH%aaMA@

noe N

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi a son {x} ketma-ketlikning
n— o dagi (en cheksizlikka intilgandagi) /imiti deyiladi (lim belgi
«chek» ma’nosini anglatuvchi lotincha limes so‘zining birinchi uchta
harfidan tashkil topgan).

Masalan,

limL=o0.

n—e N

Hagqgiqatan, ve¢ >0 son uchun (Arximed aksiomasiga binoan)
shunday n =n (e) natural son topiladiki, # >1/e bo‘ladi. Demak,

Vnzn natural son uchun

11
0<—-<-—<e¢
noon
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tengsizliklar bajariladi. Bu esa (cheksiz kichik ketma-Kketlikning
ta’rifiga ko‘ra) {%—0} ketma-ketlikning cheksiz kichikligini, ya’ni
% 31»%»% ~~~~ L. sonli ketma-ketlikni 0 songa yagqinlashishini
bildiradi.

2- ta’rif («¢ — N> tilida). Agar berilgan {x} sonli ketma-
ketlik uchun shunday a haqigiy son mavjud bo‘lib, ve >0 son
berilganda ham shunday N = N(g) natural sonni ko‘rsatish
mumkin bo‘lsaki, vn> N natural son uchun |x, —a|<¢ tengsizlik
bajarilsa, bu holda «{x} sonli ketma-ketlik a songa yagqinlashadi»
deb aytiladi va

lim x =ayoki x —a(n— )
ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi a son {x} ketma-ketlikning limiti
deyiladi.
Masalan, Va >0 son uchun

lim — =0, (1)

N &

Haqiqatan, ¢ ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. Ravshanki, agar

deb olsak, vn>N natural son va har qanday o >0 son uchun

0<.l_<_1_= ! < ! =g

o - ga a
N ([(1/3)”"]+1)a ((1/5)”"‘)

tengsizlik bajariladi. Bu esa 2- ta’rifga ko‘ra (1) tenglikning o‘rinli
ekanligini bildiradi.

3- ta’rif («¢ — atrof»> tilida). Agar berilgan {x} sonli ketma-
ketlik uchun shunday a haqigiy son mavjud bo‘lib, Ve >0son
berilganda ham shunday n =n (¢) natural sonni ko‘rsatish mumkin
bo‘lsaki, Vrn>n natural son uchun x e(a-¢,a+¢) bo‘lsa, bu
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holda «{x } sonli ketma-ketlik a songa yaqinlashadi» deb aytiladi va
lim x =a yoki x —a(n— ) ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi a son
{x} ketma ketllknzng limiti deyiladi (15- rasm).

ag @ a+e x
15- rasm.

1- eslatma. Cheksiz katta ketma-ketliklarni «cheksizlikka yaqinla-
shuvchi ketma-ketliklar» deb aytish va lim x = yoki
X — oo (n — ) ko‘rinishda yozish mumkin.

Agar {x} cheksiz katta ketma-ketlikning kamida biror yetarli
katta n, indeksli x hadidan boshlab, barcha hadlari musbat

(manﬁy) bo‘lsa, «{x} ketma-ketlik musbat cheksizlikka (manfiy
cheksizlikka) yaqinlashadi» deb aytiladi va

lim x = 4o yoki x — +oo (n — o)

R—yoo n

(llm x =—oo yoki x -—>—oo(n—>oo))

n—oeo 7

ko‘rinishda yoziladi. Masalan: lnl_r)l;l. n =+oo, lim (—n2)= —oo,

n—yeo

2- eslatma. Quyidagi ekvivalensiya o‘rinli:

lim X =ae x =a+a (lima =0).

n—yeo n—eo 7

Isboti.

lim x =a« ({a,=x,~a}—cheksiz kichik )

=X =a+an(liman =0).

Limitga ega bo‘lmagan ketma-ketliklar va cheksiz katta ketma-
ketliklar uzoglashuvchi ketma-ketliklar deyiladi. Masalan,
{(—l)" :~1,1,-1,1,.., -1, 1, .. sonli ketma-ketlik uzoglashuvchi
ketma-ketlikdir. Hagigatan, teskarisini faraz qilaylik:

lim(-1)" =a

H—yoo

chekli limit mavjud bo‘lsin. U holda 2- eslatmaga binoan
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-)'=a+a (LI_EE o =0)

deb yozish mumkin. Bundan vp>1 uchun o =(-1)"-a bo‘ladi.
Ushbu {a,-«,,} sonli ketma-ketlikni garaymiz. {o,} va o, }
ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘lgani sababli,
ularning ayirmasi {a,-c,,} ham cheksiz kichik bo‘lmog‘i lozim.
Lekin bu yerda bunday bo‘lmaydi, chunki agar ¢=1 desak,
vn2tuchun |a —ea  |=2>1=¢ bo‘ladi. Bu ziddiyat «{(—1)"}
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsin» degan noto‘g‘ri farazimizdan
kelib chigdi. Demak, {(—1)"} sonli ketma-ketlik uzoqglashuvchi
bo‘lar ekan.

Endi yaqginlashuvchi ketma-ketliklarning asosiy xossalarini
garaymiz:

6.2. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning asosiy xossalari.

1- xossa. Yaginlashuvchi sonli ketma-ketlik yagona limitga ega.

Isboti. Faraz qilaylik, yaginlashuvchi {x } sonli ketma-ketlik
ikkita a va b limitga ega bo‘lIsin: limx =a valimx =5 U holda 2-
eslatmaga binoan x = a+a hm; :0 va x =nl;1ﬁ (hmﬁ —0) Bu
yerdan o = x - a, [3 =X Z 5" Bo" hb {a,-B,=b-a} bo'ladi. Ma’lum-
ki, agar chek51z lehlk ketma-ketlikning barcha hadlari biror
o‘zgarmas songa teng bo‘lsa, u holda bu o‘zgarmas son 0 dan
iborat bo‘ladi. Demak, b — a=0. Bundan b =a.

2- xossa. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo ‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, lim x =a chekli limit mavjud bo‘lsin.
Bu holda sonli ketma-ketlik limitining «e— N> tilidagi ta’rifiga binoan,
Ve >0 son berilganda ham shunday N = N(¢) natural son
topiladiki, wvx > N natural son uchun |xn— a| < ¢ tengsizlik bajariladi.
Ravshanki, wvx> N natural son uchun

‘x| lx -a +a‘ ‘x —a' |al<€+la‘
Agar A=max(g+|a|,‘xl|,lle,...,lxN_J) desak, vn>1 natural

son uchun |xn|sA bo‘ladi. Bu esa {x} ketma-ketlikning
chegaralanganligini bildiradi.
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Umuman aytganda, chegaralangan ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo‘lmasligi mumkin. Masalan, {(—1)"} sonli ketma-ketlik
chegaralangan, lekin u uzoglashuvchi (biz buni yugorida ko‘rdik).

3- xossa. Agar {x} va {y} ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda {x,xy} va {xy} ketma-ketliklar ham
yagqinlashuvchi, shu bilan birga

lim (x +y )=limx, tlimy,, Q)
n—oo " n R—>o0 N—roo
lim x y =limx, limy, 3
N—eo n"n N—yo0 N—so0

formulalar o‘rinli bo ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, lim x =a va lim y, =b chekli limitlar
mavjud bo‘lsin. U holda 2- eslatmaga binoan
x, =a+a,lim o =0)va y =b+B ('l,i_x)rolo B,=0) deb yoza olamiz.

Ravshanki, x +y, =(a+b)+(@, +B,).
x" —yll =(a_b)+(all-ﬁll)’ xnyn =ab+aﬂ"+wﬂ +aﬂﬂﬂ‘

Cheksiz kichik ketma-ketliklarning xossalariga asosan,
{a, +B,},{o,—B,} va {aB,—ba,+o,B,} sonli ketma-ketliklar

cheksiz kichik ketma-ketliklardir. Demak, 2- eslatmaga ko‘ra x, +,,

x, —y, va x y, ketma-ketliklar yaginlashuvchi va ularning limitlari
mos ravishda a + b, a — b va ab sonlarga teng:

lim (xni-y")zaib, limx,y, =ab.

n—eo n—oo

Bu yerda a=1lim x va b= lim y, ekanligini e’tiborga olsak,
(2) va (3) formulalar hosil bo‘ladi.

4- xossa. Agar {x } va {y} sonli ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bolib, limy, #0 bo‘lsa, u holda biror n, natural sondan boshlab
{"—"} k;;;za-ketlik aniqglangan, shu bilan birga bu ketma-ketlik
yznqinlashuvchi va
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lim x,

lim 22 = 22= 4
noe Yn lim y, ( )
n—oe

Jormula o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Dastlab xossaning birinchi qgismini isbot gila-

miz. Faraz qilaylik, limy, =b=%0 chekli limit mavjud bo‘lsin. U
holda e=[p|/2 son uchun shunday n, natural son topiladiki,
Vn2n natural son uchun |yn‘b|<|bl/2 tengsizlik bajariladi.
Ravshanki, Vanzn natural son uchun |b|=|(b—y”)+yn <
<|b=y,|+|y./ < (pl/2)+|y,|. Bundan Vnzn natural son uchun
12
] W

Demak, n, natural sondan boshlab {l/y} ketma-ketlik
aniglangan va u chegaralangan. Ana shu n, natural sondan boshlab

tengsizlikning  bajarilishi  kelib  chiqadi.

{x ._l-}s{x_"} sonli ketma-ketlik aniglangan deyishimiz mumkin.

" .vn yn
Endi xossaning ikkinchi gismini isbot gilamiz. Faraz qilaylik,
limx, =avalimy =b#0 chekli limitlar mavjud bo‘lsin. {_}
e N Yn
sonli ketma-ketlikning cheksiz kichikligini ko‘rsatamiz. 2- eslatmaga
ko‘ra
X =a+a, (lim o =0) vay =b+p (limﬂ" :0)

n—oeo

ekanligini e’tiborga olsak,

2oy pala L " L o
_);"_ b ¥, (xn ynb]_y (a+an b(b+ﬁn)] y (an ﬁnb)

n n

bo‘ladi. L} ketma-ketlik chegaralangan, {a,,—[},,%} ketma-ketlik esa
Yn
cheksiz kichik. Ma’lumki, chegaralangan ketma-ketlikning cheksiz

kichik ketma-ketlikka ko‘paytmasi cheksiz kichik bo‘ladi. Demak,

ta’rifga ko‘ra, {x"} ketma-ketlik yaginlashuvchi va lim 2= %. Bu

Nn—eo Y,

n
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yerda a=limx va b=limy ekanligini e’tiborga olib, (4) formulani

noe 7 n—eo

hosil gilamiz.

§. TENGSIZLIKLARDA LIMITGA O‘TISH.
ANIQMAS TFODALAR

7.1. Tengsizliklarda limitga o‘tish.

1- teorema. Agar limx =a chekli limit mavjud va Yn>n
natural son uchun x > b(x <c) bo‘lsa, u holda, a=b(a<c) bo ‘ladl

Isboti. Aytaylik, teoremaning shartlari bajarilganda a < b (a>c)
bo‘lsin deylik. U holda € =b—a(e =a-c) son uchun shunday #,
natural son topiladiki, Vn2n  uchun |x,—d] x,—a|<a-c)
bo‘ladi. Bundan x, ~a<b-a (x,—a>c-a) yokix, <b(x > c)
tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa teoremaning x >b(x,<c) degan
shartiga ziddir. Bu ziddiyat a < b(a>c) degan noto‘g‘ri farazimizdan
kelib chigdi. Demak, a > b(a<c) bo‘lar ekan. Teorema isbot qilindi.

Eslatma. Agar lim x = o chekli limit mavjud va vn 25, natural
son uchun x, >b(x, < ¢) tengsizlik bajarilsa, u holda a = b (a=c)
bo‘lishi ham mumkin. Masalan, vn>1 natural son uchun

x =150 (x =—l<0); limi=0 (hm(——):O)
n n n n H—yoo N n—o0l

1- teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

1- natija. Agar limx =avalimy =b chekli limitlar mavjud
va Vn2 n, natural son uchun x <y, tengsizlik bajarilsa, u holda
a < b bo‘ladi.

Isboti. Shart boyicha y, —x ZO(anzO) va lim(y"—xn)=b—-a.

U holda 1- teoremaga ko‘ra b-a2>0. Bundan a <b tengsizlik hosil
bo‘ladi.

2- natija. Agar yaqinlashuvchi ketma-ketlikning barcha hadlari
biror kesmada yotsa, u holda uning limiti ham shu kesmada yotadi.

Isboti. Aytaylik limx =a chekli limit mavjud va va>1
N—e !
natural son uchun c<x <d bo‘lsin. U holda 1- natijaga asosan
a>c va a<d, ya’ni c<a<d bo‘ladi.
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2- teorema. Agar {x } va {z } yaginlashuvchi ketma-ketliklar

a limitga ega va Vnzn  natural son uchun x <y, <z, tengsizliklar

bajarilsa, u holda {y} ketma-ketlik yaqginlashuvchi, shu bilan birga
limy =a bo ladi.

Isboti. Aytaylik, shunday n, natural son mavjud bo‘lsinki,
Vn2n  natural son uchun x <y <z bo‘lsin. Bundan

X -asy -asz,-a (nZnO)

tengsizliklarni hosil gilamiz. Ko‘rinib turibdiki, V»>n natural son

zn_a|)'
Shartga ko‘ra ve >0 uchun shunday N, va N, natural sonlar
topiladiki,

uchun |y,—a| < max (|x,-d|.

I)c,l —a|<8(n 2N,) va

z,—a|<e(m=N,)

bo‘ladi. Agar bu yerda N= max(n,, N,, N,) desak, v, > N natural

son uchun |y,—a|<e tengsizlik bajariladi. Bu esa {y} ketma-

ketlikning yaginlashuvchi, shu bilan birga limy =a ekanligini
bildiradi.

Endi shu paytgacha qaralmagan maxsus hollar bilan
tanishamiz:

1°. Agar {x } ketma-ketlik yaginlashuvchi va lim y = bo‘lsa,
u holda 1im 2 =0 bo‘ladi.

n—eo Y,

Isboti. Haqigatan,

ifodadagi ikkinchi ko‘paytuvchi (cheksiz katta ketma-ketlikka teskari
ketma-ketlik sifatida) cheksiz ki;hik va {x} ketma-ketlik

chegaralangan bo‘lganligi sababli, —;— cheksiz kichik ketma-ketlik

bo‘ladi, ya’ni lim 2~ =0.

n—o y,
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2°. Agar limx =a#0 (a-chekli yoki «) va limy =0 bo‘lsa,

n—oo n—roo

u holda lim 2 =« bo‘ladi.

n—ee Y,

Isboti. Hagigatan,

1
=x Lyp—
Yn " Ya

Xn

ifodadagi ikkinchi ko‘paytuvchi cheksiz katta, birinchi ko‘paytuvchi

esa, limx =« bo‘lganida, cheksiz katta; lim x =a=#0,- bo‘lganida

n—yeo n—eo

chegaralangan bo‘lganligi sababli, {X_} ketma-ketlik cheksiz katta
Vn

bo‘ladi, ya’ni lim 2" = co.

n—eo y,,

7.2. Anigmas ifodalar.
3°. Agar limx =limy =0 bo‘lsa, bu holda {x,} va {y } ketma-

n—oo n—oo

ketliklarning o‘zgarish xususiyatlarini bilmasdan turib, {;—}

n

ketma-ketlikning limiti hagida biror tayin fikr bildira olmaymiz.
Buni quyidagi misollarda tushuntiramiz:

a) {x = Lz} ning {y =%} ga nisbati {X—J-} ni qaraylik:
" n n n

n

x—"—)O(n—)oo);

Yn

b) {xn = ,'1—} ning {y ='—2} ga nisbati {ﬁ:n} ni garaylik:
n n ¥,

n

X,
f"——)w(n——)w):

Yn

d) {xn =3} ning {yn = %} ga nisbati {ﬁ =2} ni qaraylik:

n
n

z"——)2(n—)<><>)

Yn
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n+l
e) {xn = (_l’: } ning {yn = %} ga nisbati {%=(—1)"“} ni qaraylik.

Bu holda limX* mavjud emas.

n—oe Y,

Ko‘rinib turibdiki a)—d) misollarning har birida

lim x_ _hm y =0 bo‘lgani bilan, ularning har qaysisida {—i—}

ketma-ketliklarning limitlari turlichadir; hatto e) misolda limit

mavjud emas. Shu sababli, agar limx =limy =0 bolsa, {i—}

N—yco n—oo Yn

ifoda % ko ‘rinishdagi anigmas ifoda deyiladi.

,’1_1-1
1- misol. lim 1=
H—yoo 2
1- ’H._
n

Yechish. = shakhda berilgan anigmaslikni ochamiz:

limit hisoblansin.

limx =zt va limy =+oo

n—oeo N R0

bo‘lsa, bu holda ham {x} va {y} ketma-Kketliklarning o‘zgarish

xususiyatlarini bilmasdan turib, {x—} bo‘linma ketma-ketlikning

limiti hagida aniq bir fikmi bildira olmaymiz. Biz bu holatni quyidagi
sodda misollar orgali tushuntirib berishimiz mumkin:
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a) {x = n} ning {y, = n?} ga nisbati {%—%} ni qaraylik:

Xy

1
2= 50 (n— o)
y, n

b) {x = n?} ning {y, = n} ga nisbati {ﬁz } ni garaylik:
y

n

X,
L =n—+oo (N > ),

"

d) {x,= 5n} ning {y = n} ga nisbati {i‘n_:s} ni garaylik:
Y

n

x—"=5—>5(n—)oo);

n

e) {x, = (—1)™'y} ning {y =n} ga nisbati {x—"z(—l)”*‘} ning

limiti mavjud emas.

Qaralgan a)—d) misollardan ko‘rinib turibdiki, ularning har
birida {x} va {y} ketma-ketliklar cheksiz katta ketma-ketliklar
bo‘lib, ularning nisbatlarining limitlari turlichadir; hatto oxirgi
€) misoldagi nisbat limitga ega emas. Shu sababli, surati ham,

maxraji ham cheksiz katta bo‘lgan ;‘— ifoda = shakldagi anigmas

ifoda deyiladi.

1-243-4+.-2n

2- misol. limT— limit hisoblansin.
n—yoo n

Yechish. Dastlab

X =1-243-4+.-21=(1-2)+(3-)+(5-6)+..+

+2n-1-2n)=(-D+ D+ + (=) =-n, y = Vi+n?

ekanligini e’tiborga olib, berilgan X ifoda = shaklidagi anigmas

n

ifoda bo‘lishini bilib olamiz. So‘ngra
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v, =Vl+n’ =n /1+L7
n”

shakl almashtirishni bajarib, mazkur anigmaslikni ochamiz:

. 1-243-4+. -2n . -n . 1
lim =lim =-lim =~
n—oo :;l+n N—oo | N—roo 1
n H— +—
n- n-

5°. Agar {x y } ketma-ketlik berilgan bo‘lib, {x,} va {y } ketma-
ketliklarning biri cheksiz kichik, ikkinchisi esa cheksiz katta bo‘lsa,
bu holda ham {x } va {y } ketma-ketliklarning o‘zgarish qonunlarini
bilmasdan turib, {xy } ko‘paytma ketma-ketlikning limiti haqida
biror tayin so‘z ayta olmaymiz. Biz buni quyidagi sodda misollar
orqali tushuntirib beramiz:

a) {x" = ni} ning {y =n} ga ko‘paytmasi {xn y = "—1} ni garaylik:

Xy, =20 (n-e)

b) {xn =i} ning {\ = nz} ga ko‘paytmasi {x y =n} ni qaraylik:

n

Xy =n =>4 (n—>00);

d {xn =i} ning {y,= n} ga ko‘paytmasi {xy,=4} ni qaraylik:

n

x v”=4—->4(n—-—>°<>);

n*

e) {xn = (_")lw} ning {y =n} ga ko‘paytmasi {x y = (—1)"*'} ning

limiti mavjud emas.

Bu misollardan ayonki, ularning har birida {xy} ko‘paytma
ketma-ketlikning ko‘paytuvchilaridan biri cheksiz kichik, ikkinchisi
esa cheksiz katta, lekin {x y} ko‘paytma ketma-ketlik har bir
misolda turli limitlarga ega; hatto e) misoldagisining limiti mavjud
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emas. Mazkur holatni tavsiflash magsadidax v ifoda 0+ o shakldagi
anigmas ifoda deyiladi. {x} va {y} ketma-ketliklarning o‘zgarish
xususiyatlarini e’tiborga olib, x y ifodani tekshirish jarayoni 0.
shakldagi anigmaslikni ochish deb ataladi.

. 1 1
3- misol. llm(\}H——,}l——)(HH) limit hisoblansin.
oo n n
Yechish. «x =,}1+'——1/1—'_. y =n+1 deb, berilgan xy
n n n n non

ifodaning 0 - o ko ‘rinishdagi anigmas ifoda ekanligiga ishonch hosil
gilamiz. Bu anigmaslikni quyidagicha ochamiz:

1 1 2(n+l) 1+l— |
lim| J1+——,[1—— j(n+ 1 =lim & =21lim n =2.—=1.
o n n Ll VL e Jl+l+;kl—]— 2
H n n n

6°. Agar {x ty} ketma-ketlik berilgan bo‘lib,

limx =t va limy =3 bo‘lsa, bu holda ham biz {x} va {y}

ketma-ketliklarning o‘zgarish qonunlarini bilmasdan turib, {x, +y }
ketma-ketlikning limiti haqgida biror tayin so‘z ayta olmaymiz. Biz
buni quyidagi sodda misollar orqali tushuntirib beramiz:

a) {x,= 2n} va {y, = —n} ning yig‘indisi {x +y, =n} ni qaraylik:

X +Y =N > o (N o)
n n

b) {x =n} va {y,= —2n} ning yig'indisi {x +y =-n} ni
garaylik:

X +y =-H—> - (n > o0);

n

d) {x,=n+3} va {y =—n} ning yig‘indisi {x, +y =3} ni
garaylik:

x +y =353 (1> )
e){x,=n+(=-1)"} va {y =—n)} ning yig'indisi {x, +y =
=(—1)""'} ning limiti mavjud emas.
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Bu misollardan ayonki, {x} va {y} ketma-ketliklar mos
ravishda +e Ba -~ ga intilganlari bilan ularning {x +y }
yig‘indisi a)—d) misollarda turli limitga ega; hatto e) misolda
limitga ega emas. Shu sababli, mazkur holda x +y ifoda -
shakldagi anigmas ifoda deyiladi. {x} va {y} ketma-ketliklarning
o‘zgarish xususiyatlarini €’tiborga olib, x +y, ifodani tekshirish
jarayoni . —o.. shakldagi anigmaslikni ochish deb ataladi.

4- misol. lim(,/n2+1_,/n3+n+l) limit hisoblansin.

n—eo

Yechish. x =yn’+l. y =yn’+n+l deb, berilgan x +y

ifodaning « -~ ko‘rinishdagi anigmas ifoda ekanligiga ishonch hosil
gilamiz. Bu anigmaslikni quyidagicha ochamiz:

llm(xln +1—\[n +n+1 J- l,,lfl \/,,THW
= ~lim

N—yoo
H-300
\/1+1+J1+ +—7

8- §. MONOTON KETMA-KETLIKNING LIMITI.
e SONI

8.1. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. Ma’lumki, sonli
ketma-ketlikning chegaralangan bo‘lishi bu ketma-ketlikning
yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun zaruriy shart bo‘lib, yetarli shart
bo‘la olmaydi. Monoton ketma-ketliklar deb ataladigan shunday
sonli ketma-ketliklar mavjudki, bu shart ularning yaqinlashishi
uchun ham zaruriy, ham yetarli bo‘ladi.

1- ta’rif. Agar {x} sonli ketma-ketlikning barcha hadlari uchun
x Sx, S..<x <..(x 2x 2..2x 2.) shart bajarilsa, bu holda
{x} ketma-ketlik kamaymaydigan (o‘smaydigan) ketma-ketlik
deyiladi.

Masalan, 11%12'11% ketma-ketlik o‘smaydigan, 1, 1,

2, 2,...n, n,... ketma-ketlik esa kamaymaydigandir.
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2- ta’rif. Agar {x} ketma-ketlikning barcha hadlari uchun

X <x <.<x <ofx >x>>x >.) shart bajarilsa, bu holda

{x} ketma-ketlik o‘suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.
1 1 |

.—... ketma-ketlik kamayuvchi,

l,—.—,..
Masalan, ST

1
5

n

23 . .1
T T ketma-ketlik esa o‘suvchidir.

Kamaymaydigan va o‘smaydigan ketma-ketliklar bitta nom bilan
monoton ketma-ketliklar, o‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar
esa gat’ly monoton ketma-ketliklar deb ataladi.

8.2. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyidagi teoremalar
o‘rinli;

1- teorema. Agar kamaymaydigan yoki o‘suvchi (o‘smaydigan
yoki kamayuvchi) ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralangan
bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik yagqinlashadi. Aks holda, uning
limiti +e (—e0) ga teng bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, {x} ketma-ketlik kamaymaydigan
(o‘smaydigan) ketma-ketlik bo‘lib, u yugoridan (quyidan) chega-
ralangan bo‘lsin. Ya’ni shunday A haqiqiy son mavjud bo‘isinki,

vn 21 natural son uchun x, < A(x, 2A) tengsizlik bajarilsin.
Ravshanki, wvn>1 natural son uchun, x <x SA(x 2x, 2A4),

ya’ni {x} ketma-ketlik chegaralangan. Bu holda aniq chegara

prinsipiga ko‘ra X =supx (x =infx ) mavjud. Biz

limx =x (limx :g)

n—eo n—eo N

bo‘lishini ko‘rsatamiz. Aniq yuqori (aniq quyi) chegaraning ikkinchi
ta’rifiga ko‘ra, birinchidan v, >1 natural son uchun

x, <X (x,2x) yokix-x,20 (x,-x20) (1)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. lkkinchidan, ve>0 son uchun

shunday »n =n(¢) natural sonni Kko‘rsatish mumkinki,

x, >X-e(x, <x+e) boladi. {x} ketma-ketlik kamaymaydigan
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(o‘smaydigan) bo‘lganligi sababli, n>n bo‘lganda X, 2x (x,Sx )
Demak, Vn>n natural son uchun
x,>x-¢(x, <x+e)yoki x-x, <e (x,—x<e) (2)

bo‘ladi. (1) va (2) tengsizliklarni birlashtirib, quyidagiga ega

bo‘lamiz: vn2n  natural son uchun O0<x-x <e
(0<x, —x<eg). Ko'rinib turibdiki, Vnzn natural son uchun

—£<x-x,<¢(-e£<x,—x<e) yoki Vanzn natural son uchun

[x-x,|<e (]x,-x| <€) tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra {x }

ketma-ketlikning x = supx, ( x = infx, ) songa yaginlashishini bildiradi.

Endi teoremaning ikkinchi qismini isbot qilamiz. Aytaylik,
kamaymaydigan (o‘smaydigan) {x } ketma-ketlik yuqoridan
(quyidan) chegaralanmagan bo‘lsin. U holda v4 >0 son uchun
shunday n =n (A) natural son topiladiki, x, > A(x, <-A4) bo‘ladi.
Ravshanki, Va2n natural son uchun x 2x, (x <x, ). Demak,
VA >0 son uchun shunday »n =n(4) natural son topiladiki,
Vn > n, natural son uchun x, > A(x, <-A) tengsizlik bajariladi. Bu
esa ta’rifga ko‘ra limx = +e (lim x =—oo) bo‘lishini ko‘rsatadi.
Teorema isbot qi]iné'f ) o

2- teorema. Kamaymaydigan yoki o‘suvchi (o‘smaydigan yoki
kamayuvchi) sonli ketma-ketlikning yagqinlashuvchi bo‘lishi uchun
bu ketma-ketlikning yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo‘lishi
zarur va yetarlidir.

Isboti. 1) Zarurligi. Kamaymaydigan yoki o‘suvchi
(o‘smaydigan yoki kamayuvchi) {x } ketma-ketlik yaqinlashuvchi
bo‘lsin. Ma’lumki, har gqanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik
chegaralangan bo‘ladi. Demak, {x} yuqoridan (quyidan)
chegaralangan.
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2) Yetarliligi. Faraz qilaylik, kamaymaydigan yoki o‘suv-
chi (o‘smaydigan yoki kamayuvchi) {x} ketma-ketlik yuqoridan
(quyidan) chegaralangan bo‘lsin. U holda yugorida isbot qilingan
1- teoremaga ko‘ra {x,} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘ladi.

8.3. e soni. Endi limitga o‘tish amali yordamida aniglanadigan
(e son deb ataladigan) yangi son bilan tanishamiz. Ushbu

sonli ketma-ketlikning yaqginlashuvchi ekanligini isbot qilamiz.
Dastlab uning o‘suvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Nyuton binomi deb
ataladigan ushbu

n
(x+ y)n =x" + 2 n(n—1). '(:I_MH)X"_'"y'"
m
m=|

formula yordamida x va x ,, hadlarni quyidagicha tasvirlaymiz:

x,, =(1+ ) _l+zn(n =D..(n=m+1) 1 1

t m
nt.
m=l n

S o

n+l
2 m—I
=2+ 2 mv(l‘m)(‘“m)-"(l‘ — )

Ko‘rinib turibdiki, 1<m < n shartni qanoatlantiradigan v
natural son uchun

va bundan tashqari, x ,, had x hadga qaraganda ortigcha musbat
go‘shiluvchilarni o‘z ichiga oladi. Demak, vn >1 natural son uchun

x,<x,, ya'ni {x} ketma-ketlik o‘suvchi. Nihoyat, ketma-
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ketlikning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz: (3)
tenglikdan vn>1 indeks uchun

n n

1 1 1
x" <2+Z;<2+22—,"-_T=3“F<3,
m=2 m=2

ya’'ni {x} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan. Shunday qilib,

- teoremaga asosan {x" =(1+l)"} ketma-ketlik yaginlashuvchi

n

bo‘ladi. Uning limitini, Eyler (L. Euler) belgilaganidek, e harfi
bilan belgilaymiz:

e= 1im(l+l) )
n—oo n

Bu sonning irratsional son ekanligi isbotlangan:
e=2,718281828459045... . Asosi e songa teng bo‘lgan logarifm
natural logarifm deyiladi va In x bilan belgilanadi. Asosi e songa teng
bo‘lgan ko‘rsatkichli funksiya eksponensial funksiya deb ataladi va e*
yoki exp x ko‘rinishda yoziladi.

O‘ZINI-O‘Zl TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Sonli ketma-ketlik deb nimaga aytiladi va sonli ketma-ketliklar
ustida arifmetik amallar ganday Kkiritiladi?

2. Chegaralangan ketma-ketlik, chegaralanmagan ketma-ketlik,
ketma-ketlikning yuqori (quyi) chegarasi, aniq yuqori (anig quyi)
chegarasi tushunchalarini ta'riflang. Misollar keltiring.

3. Cheksiz katta ketma-ketlik, cheksiz kichik ketma-ketlik
tushunchalarini ta'riflang. Misollar keltiring.

4. Cheksiz kichik ketma-ketliklarning asosiy xossalarini ayting va
isbotlang.

5. Sonli ketma-ketlikning limitini “cheksiz kichik ketma-ketliklar
tilida”, “e-N”tilida va “e-atrof” tilida ta'riflang va ularning
ekvivalentligini isbotlang.

6. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning asosiy xossalarini aytib bering.

Cheksiz katta ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

Chegaralangan ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladimi?

. «Yaqginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi» deb ayta

olamizmi? Isbotlang.

9. Tengsizliklarda limitga o‘tish mumkinmi?

% =
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10. Oralig o‘zgaruvchi limiti haqgidagi teoremani ayting va isbotlang.
0
11. 6, —, 0.0, o - o ko‘rinishdagi aniqmas ifodalarni

misollar bilan tushuntirib bering.
12. Monoton ketma-ketlik deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.
13. Monoton ketma-ketlikning limitga ega bo‘lishining zaruriy va
yetarli sharti nima? Isbotlang.
14. ¢ soni deb nimaga aytiladi? Isbotlang.

9- §. QISMIY KETMA-KETLIKLAR.
YUQORI VA QUYI LIMITLAR

9.1. Qismiy ketma-ketliklar. Aytaylik,

Xy Xy Xgpeewy Xp5ee (1)

n

sonli ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Hadlari natural sonlardan iborat
bo‘lgan ixtiyoriy

ki, k, k.., k ... 2
o‘suvchi ketma-ketlikni qaraymiz. (1) ketma-ketlikning
x, (m=12,..n.) hadlarini tanlab, ularni (2) ketma-ketlikning
hadlari qay tartibda joylashgan bo‘lsa, shu tartibda joylashtirib,
ushbu {x, }:

Xig > Xi s Xp oves Xy 5one

sonli ketma-Ketlikni hosil gilamiz. Bu ketma-ketlik {x} ketma-
ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi. Masalan, barcha juft natural
sonlardan tuzilgan 2, 4, 6, ..., 2n, ... ketma-Ketlik barcha natural
sonlardan tuzilgan 1, 2, 3, ..., n, ... ketma-ketlikning qismiy
ketma-Kketligidir. Yoki {x = (—1)"} sonli ketma-ketlikni qaraylik.
Ravshanki, -1, -1, ..., =1, ... va 1, 1, ..., 1, ... ketma-
ketliklar {x = (—1)"} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketliklaridir.

Har bir {x} sonli ketma-ketlikni o‘zining qismiy ketma-
ketligi deb aytish mumkin.

1- teorema. Agar {x} sonli ketma-ketlik yaqinlashuvchi
bo‘lsa, u holda uning har qanday {x,} qismiy ketma-ketligi
yagqinlashuvchi, shu bilan birga lim x

n—oo kn

=limx  ftenglik orinli bo‘ladi.
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[sboti. Aytaylik, limx =a chekli limit mavjud bo‘lsin. Bu
holda ta’rif bo‘yicha, ve >0 berilganda ham shunday » =n (¢)
natural sonni ko‘rsatish mumkinki, Vn2n natural son uchun
|v,—a| < & tengsizlik bajariladi. Faraz qilaylik, {x,,} ketma-ketlik {x }
ning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi bo‘lsin. lim x, =a ekanligini

n—eo

ko‘rsatamiz. Hagiqatan, Vn2n uchun k 2k va k 2n
ekanligini e’tiborga olsak, yuqorida aytilganga ko‘ra Vk: 2k, natural
son uchun }x&,—a} < ¢ tengsizlik bajariladi. Bu esa {x, } qgismiy ketma-
ketlikning yaginlashuvchi ekanligini, shu bilan birga

lim x = lim x

bo‘lishini ko‘rsatadi.

2- teorema. Agar ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lsa, u holda
uning har qanday qismiy ketma-ketligi cheksiz katta bo‘ladi.

Bu teorema xuddi 1- teorema singari isbot qilinadi.

Shuni aytish lozimki, berilgan ketma-ketlik limitga ega bo‘Imasa
ham uning qismiy ketma-ketliklari limitga ega bo‘lishlari mumkin.
Masalan, {x = (—1)"} ketma-ketlik limitga ega emas, biroq uning

{x:" = 1} va {xh_l s—l} gismiy ketma-ketliklari mos ravishda 1 va

—1 limitlarga ega.

Endi chex matematigi B.Boltsano (1781—1848) va nemis
matematigi K.Veyershtrass (1815—1897) ga mansub bo‘lgan
quyidagi muhim teoremani isbot gilamiz.

Boltsano-Veyershtrass teoremasi. Har ganday chegaralangan
sonli ketma-ketlikdan yagqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin.

Bu teoremani isbot qilish uchun dastavval «ichma-ich
joylashgan kesmalar haqidagi lemma» deb ataluvchi lemmani isbot
gilamiz.

Lemma. Agar {[an;bn]} kesmalar ketma-ketligi
[a;:b]1>la,:b,150a:b 15 ..0(a b 15 ... shartni qanoatlantirsa, u
holda kamida bitta shunday ¢ nuqta topiladiki, v >1 natural son
uchun cefa ;b 1 boladi.
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Isboti. Shartga ko‘ra {a} va {b} sonli ketma-ketliklar mos
ravishda kamaymaydigan va o‘smaydigan ketma-ketliklardir
(16- rasm).

o

" " 3 e 1 A n - ;
a a; ay b by b x

16- rasm.

Bundan tashqgari, ko‘rinib turibdiki, vy >1natural son uchun
a <b. Demak, vn>1uchun a<a <b <b. Bu tengsizliklar {a}
ketma-ketlikning yugoridan b, bilan, {b} ketma-ketlikning quyidan
a, son bilan chegaralanganligini ko‘rsatadi. Shunday qilib, monoton
ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra {a } va {b } ketma-
ketliklar yaqginlashuvchi ekan. Aytaylik,

lima =a, limb =bH

n—roo n n—oeo 1

bo‘lsin. Vn =1 uchun a,< b, bo‘lgani sababli, tengsizliklarda limitga
o‘tish qoidasiga ko‘ra a < b bo‘ladi. Demak, vn>1 uchun
a <a<b<b_. Bu esa a va b nuqtalarning (a =b =c bo'lishi ham
mumkKin) barcha [a; b ] kesmalarga tegishli bo‘lishini ko‘rsatadi.

Boltsano-Veyershtrass teoremasining isboti. Faraz gilaylik, {x }
ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsin. Ma’lumki, bu holda shunday
A>0 son topiladiki, Vn =1 natural son uchun |x"|s A tengsizlik
bajariladi, ya’ni {x} ketma-ketlikning barcha hadlari [-A4, A]
kesmada yotadi. Qulaylik magsadida —A = a,, A= b, deb belgilaylik.

“*h  nugta yordamida teng ikkiga bo‘lamiz.

[t (252

kesmalarning kamida bittasida {x } ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
hadlari yotadi. Aytaylik, ana shu kesma [al,a‘;b‘} bo‘lsin. Uni
b,] deb belgilaylik. Endi [a,, b,] kesmani ‘L;’_bl nuqta

yordamida yana teng ikkiga bo‘lamiz va

[a,, b] kesmani
Ravshanki,

la,,
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[ aj+b):| [a')""b’) ]
ays —= | —, b2
2 2

kesmalarning qaysi birida {x } ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari
yotgan bo‘lsa, o‘sha kesmani [a,, b,] deb belgilaymiz va bu
jarayonni cheksiz (nazariy) davom ettiramiz. Natijada ichma-ich
joylashgan [al,bl]:)[:az,bl]D...D[an,b"]D... kesmalar ketma-

ketligini hosil gilamiz. Ravshanki, [a,, b,] kesmaning uzunligi
quyidagiga teng:

b—a,

g (n=12,..).

b" -a =

Demak, ichma-ich joylashgan kesmalar haqidagi lemmaga
ko‘ra shunday ¢ nugta mavjudki, V» >1 uchun a < ¢ < b bo‘ladi.
Endi {x} ketma-ketlikning c songa yaqinlashadigan {x,,} qismiy
ketma-ketligini tuzamiz: X, had sifatida {x } ning ixtiyoriy hadini,
x,, sifatida {x } ning [a,, b,] kesmada yotgan k, —hadini (k,> k)
va hokazo, {x,,} had sifatida {x} ning [a, b ] kesmada yotgan k
— hadini (k > k,_,) tanlaymiz va hokazo. Shunday qilib, Vr 21
uchun g, <x, <bp, lim x_=c bo'lishini ko‘rsatamiz. Ma’lumki,

n—oo

Vn>1 uchun a <c<b . Demak, vn>1uchun
~bh-a
OS’C‘X,(J Sbn ~an —'—2—":r.

Bundan, tengsizliklarda limitga o‘tish goidasiga ko‘ra limx =c¢

=300 kyy

tenglik kelib chigadi. Teorema isbot gilindi.

9.2. Limit nuqtalar. Yuqori va quyi limitlar. Endi sonli ketma-
ketlikning limit nuqtasi tushunchasi bilan tanishamiz. Agar {x}
sonli ketma-ketlikning biror {x, } qismiy ketma-ketligi biror a
songa yaqinlashsa, bu holda a son {x } ketma-ketlikning /imit nugtasi

deb  ataladi. Masalan, {x =(-1)"} sonli ketma-
ketlikning ikkita —1 va 1 limit nuqtalari bor. Ular mos ravishda
{x,,_,= —1} va {x, =1} ketma-ketliklarning limitlaridir.
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Faraz gilaylik, {x } ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsin. Uning
limit nuqtalari to‘plamini A4 bilan belgilaylik. Boltsano-Veyershtrass
teoremasiga asosan A=, ya’ni 4 to‘plam bo‘sh to‘plam emas.
Bundan tashqari, 4 to‘plam chegaralangan. Hagiqatan, agar barcha
hadlari |x | <M shartni ganoatlantiradigan {x} ketma-ketlikning
{x.,} gismiy ketma-ketligi biror a limitga ega bo‘lsa, u holda |¢|< M
bo‘ladi (chunki lxk"l < M ). Shunday qilib, bo‘sh bo‘lmagan A sonli
to‘plam, ham quyidan, ham yuqoridan chegaralanganligi sababli,
aniq chegara prinsipiga ko‘ra x =sup A, x = inf A aniq chegaralar
mavjud. xe A va xe A ekanligini isbot gilish mumkin.

Ta’rif. x =supA va x =inf4 sonlar mos ravishda {x} sonli
ketma-ketlikning yuqori limiti va quyi limiti deyiladi. Bu yerda A
to‘plam {x} ketma-ketlikning barcha limit nuqtalari to‘plamidir.
Odatda {x,} ketma-Kketlikning yuqori limiti limx, (yoki limsupx,)
quyi limiti esa lim x, (yoki liminfx,) kabi belgilanadi. Masalan,

n—ooo

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ravshanki, 4= {0; 1}. Demak,

limx, =1, limx, =0.

NnN—yeo n—ooo

n

Eslatma. Agar {x} sonli ketma-ketlik yuqoridan (quyidan)
chegaralanmagan bo‘lsa, E}:xn = +eo (lim x, = <) deb yoziladi.

3- teorema. Sonli ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo ‘lishi
uchun uning chegaralangan bo ‘lishi hamda quyi va yuqori
limitlarining bir-biriga teng bo lishi zarur va yetarli.

[sboti. 1) Zarurligi. Aytaylik, {x} sonli ketma-ketlik
yaginlashuvchi bo‘lsin. Bu holda, ma’lumki, {x} chegaralangan
va (1- teoremaga ko‘ra) uning barcha qismiy limitlari !LI)I: x, ga
teng bo‘ladi. Demak, xususan, limx, =lim x, = lim x,.

n—yoo n—yeo
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2) Yetarliligi. Faraz qilaylik, {x,} ketma-ketlik
chegaralangan va Exn = P%xn shart bajarilsin. U holda, ko‘rsatish
mumkinki, {x} ketma-ketlikning biror hadidan boshlab barcha
hadlari (ixtiyoriy & >0 uchun) (limx, ~¢, LEX,,N?) oraliqgda
yotadi. Shart bo‘yicha @X =lim x, = a bo‘lgani uchun bu oraligni
(a—e, a+te¢) deb yozish mumkin. Demak, sonli ketma-ketlik
limitining «e—atrof» tilidagi ta’rifiga ko‘ra a son {x } ketma-ketlikning
limiti bo‘ladi. Shunday qilib, {x } ketma-ketlik yaqinlashuvchi.
Teorema isbot qilindi.

§. YAQINLASHISH PRINSIPI

10.1. Fundamental ketma-ketlik tushunchasi. Bu tushuncha
quyidagicha ta’riflanadi.

1- ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday N= N(e) natural
son topilsaki, V> N va Vp natural son uchun
bajarilsa, bu holda {x } sonli ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik
deyiladi.

Masalan,

X,., = X,| < & tengsizlik

no_.
sinm
Xy = ’_2_}
{ m=1 M

sonli ketma-ketlik fundamental ketma-ketlikdir. Hagigatan, v, va
p natural son uchun

ntp . n+p n+p
sin m
DR B L S e
m=n+l M m=n+l m(m-1)
m= n+l m=n+l
n+p
11 1 1 |
( Tm) <7
s \m=1 m n  n+p n

Aytaylik, e ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. Agar N =[H+1
desak, v, >N natural son uchun #=2 E]H >% tengsizlik o‘rinli
‘ . 1
bo‘ladi. Bu yerdan —<e (n> N = [ }+1)
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Demak, ve >0 son uchun N = [_l-]ﬂ natural son mavjudki,
< ¢ tengsizlik bajariladi.

X

Vn > N va p natural son uchun
Bu esa 1- ta’rifga ko‘ra berilgan ketma-ketlikning fundamental

ketma-ketlik ekanligini bildiradi.

Analiz jarayonida ko‘pincha ketma-ketlikning fundamentalligi
tushunchasining (yuqoridagi ta’rifga teng kuchli bo‘lgan) quyidagi
ta’rifidan ham foydalaniladi:

2- ta’rif. Agar ve >0 son uchun shunday N= N(¢) natural
son topilsaki, Vn > Nva Vm>N natural sonlar uchun |x, - x,|<¢
tengsizlik bajarilsa, bu holda {x } sonli ketma-ketlik fundamental
ketma-ketlik deyiladi.

Lemma. Agar {x} ketma-ketlik fundamental bo‘lsa, u holda
bu ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.

nep Xn

Isboti. Aytaylik, {x } ketma-ketlik fundamental va ¢ ixtiyoriy
musbat son bo‘lsin. Bu holda 2- ta’rifga ko‘ra, berilgan ¢ > 0 son
uchun shunday N = N(¢) natural son topiladiki, va>N va
Vm > N natural sonlar uchun |x, - x,|< ¢ tengsizlik bajariladi. Agar
bu yerda m= N+ 1 deb olsak, va2>N natural son uchun
Ix, —xy, <€ bo‘ladi. Endi x hadni quyidagicha ifodalay-
lik: x, = (x, — )+ x U holda vn=N natural son

xN+l N+1°

uchun  |x,| <|x, —xy,|+|xya|<€e+[xy,| bo‘ladi. Agarda

M = max(e +|xy,,/|,

Xy

3'x2

xy|) desak, Vn 21 natural son uchun

|x,/ < M bo‘ladi. Bu esa {x} ketma-ketlikning chegaralanganligini

bildiradi.

10.2. Yaqinlashish prinsipi. Endi sonli ketma-ketlik
yaqginlashishining zaruriy va yetarli shartini ifodalovchi va fanda
Koshi kriteriyasi (yoki yaqinlashish prinsipi) deb yuritiladigan
quyidagi muhim teoremani isbot gilamiz. Uning muhimligi
shundaki, bu yerda sonli ketma-ketlikning yaginlashishi ketma-
ketlik hadlarining ichki qonuniyatlariga asosan aniqlanadi.

Koshi kriteriyasi. Sonli ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo ‘lishi
uchun bu ketma-ketlikning fundamental bo lishi zarur va yetarli.
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Isboti. 1) Zarurligi. Aytaylik, {x} sonli ketma-ketlik biror
a songa yagqinlashsin. U holda ta’rifga ko‘ra v% >0 son uchun shunday
N=N % natural son topiladiki, Va> N natural son uchun
|x, —a| < 3 tengsizlik bajariladi. Demak, Vn > N va Vm > N natural

sonlar uchun

[x —x,,,|=|(x,,—a)+(a—x,,,)|$|x,,—a|+)a—xm]<%+5=£.

2

n

Bu esa, 2- ta’rifga ko‘ra, {x} ketma-ketlikning fundamental
ekanligini bildiradi.

2)Yetarliligi. Faraz qilaylik, {x,} sonli ketma-ketlik fun-
damental bo‘lsin. U holda yuqorida isbot qilingan lemmaga ko‘ra
{x} ketma-ketlik chegaralangan. Demak, Boltsano-Veyershtrass
teoremasiga ko‘ra undan biror a songa yaqginlashuvchi {xk”} qismiy

ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda, ta’rifga ko‘ra, V§>0

son uchun shunday N, natural son topiladiki, Va2~ natural

son uchun

i, -4l < 3 M

tengsizlik bajariladi, chunki k =n (n=1).
Yana {x } ketma-ketlikning fundamentalligidan foydalanamiz,

ya’ni {x} fundamental bo‘lganligi sababli, ta’rifga ko‘ra, V%>0
son uchun shunday N, natural son topiladiki, Vm > N, va Vn> N,
natural sonlar uchun (x,,—x,,,|<§ tengsizlik bajariladi. Bu yerda

m=k_deb olsak, Vn > N, natural son uchun

%, - x| <5 )

Nihoyat, N=max(¥,, N,) desak, Van> N natural son uchun
((1) va (2) tengsizliklarga ko‘ra)
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|x, —a| = l(x,, -x )+ (x, - a), <

x, —xk"|+|xk" —al<%+%=e
bo‘ladi. Bu esa ta’rifga binoan {x } ketma-ketlikning a songa yaqin-
lashishini ko‘rsatadi. Teorema isbot qilindiJ

Yagqinlashish prinsipini amaliyotda ham qgo‘llash mumkin.
Masalan,

_ & cosm
{x” "2 }
sonli ketma-ketlikning yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini
aniqlash talab qilingan bo‘lsin. Buning uchun uning fundamental
yoki fundamental emasligini ko‘rsatish kifoya. Ravshanki, vr» va
p natural son uchun

n+ n+ n+
i cosmlS i |cosm|S i _1_=_]___l_<i.
l 2” 2n+p 2n

m=n+1 2™ m=n+l 2™ men+l 2™

X =

nep

X,

n

Agar ¢ ni ixtiyoriy musbat son deb olsak, u holda

tengsizlikni qanoatlantiradigan V» natural son uchun 2" <¢ bo‘ladi.

Demak, Vn >N va p natural son uchun |x,,, —x,|<¢ tengsizlik

o‘rinli bo‘ladi, ya’ni {x} — fundamental. Bu esa yaqginlashish

prinsipiga ko‘ra {x} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini
ko‘rsatadi.

O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Qismiy ketma-ketlik deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.

2. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi
yaqinlashuvchi bo‘ladi-mi?

3. Cheksiz katta ketma-ketlikning har qanday qismiy ketma-ketligi
cheksiz katta bo‘ladi, deb ayta olamiz-mi?
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4. Uzoqglashuvchi ketma-ketlikning gqismiy ketma-ketliklari
yaqinlashuvchi bo‘lishlari mumkin-mi?

5. Chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin-mi?

6. Ichma-ich joylashgan kesmalar hagidagi lemmada nima deyiladi?

7. Sonli ketma-ketlikning limit nuqtasi va yugori (quyi) limiti
tushunchalarini ta'riflang.

8. Chegaralangan ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo‘lishining zaruriy
va yetarli sharti nima?

9. Fundamental ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

10. Fundamental ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi-mi?

11. Kema-ketlikning fundamentalligi uning yaqinlashishi uchun zaruriy
va yetarli shart bo‘la oladi-mi?

11- §. FUNKSIYA

11.1. O‘zgaruvchi miqdorlar orasida funksional bog‘lanish.
Biz moddiy dunyoning u yoki bu tabiiy (fizik, kimyoviy, biologik,
iqtisodiy va hokazo) jarayonini o‘rganish paytida turli o‘zgaruvchi
miqdorlarni uchratamiz. Kuzatuviar shuni ko‘rsatadiki, har bir
tabiiy jarayon biri qolganlarining o‘zgarishiga bog‘liq ravishda
o‘zgaradigan bir nechta o‘zgaruvchi miqdor bilan tavsiflanadi. Eng
oddiy tabiiy jarayon biri ikkinchisiga bog‘liq ravishda o‘zgaradigan
ikkita o‘zgaruvchi miqgdor bilan tavsiflanadi. Masalan, moddiy
nuqtaning to‘g‘ri chizigli tekis harakatini garaylik. Bu jarayon s = vt
gonun bilan bog‘langan ikkita ¢ va s o‘zgaruvchi miqdor bilan
xarakterlanadi. Bu yerda: v — o‘zgarmas tezlik, — vaqt, s — yo‘l.
Ko‘rinib turibdiki, ¢ vaqtning orta borishi bilan bosib o‘tilgan s
yo‘l ham orta boradi. Yoki massalarning butun olam tortishish
gonunini eslaylik. Bu qonun Nyufon formulasi deb ataladigan

F=kD2
2

formula bilan ifodalanadi. Bu yerda: k — gravitatsion doimiy; m, va
m, — tortishuvchi jismlarning massalari; r— tortishuvchi jismlar
orasidagi masofa, F esa tortishuvchi jismlar tortishish kuchining
miqdoridir. Bu jarayon ham ikkita r va F o‘zgaruvchi miqdorlar
bilan xarakterlanadi. Ravshanki, r ning kattalasha borishi bilan, F
o‘zgaruvchi miqdorning qiymatlari Kichiklasha boradi. Bu kabi
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misollarni fan va texnikaning turli sohalaridan juda ko‘plab
keltirishimiz mumkin. Bunday hollarda matematiklar «o‘zgaruvchi
miqdorlar orasida funksional bog‘lanish mavjud» deb aytadilar.
Funksional bog‘lanishning mantiqiy modeli — funksiya tushun-
chasidir.

11.2. Funksiya tushunchasi. O°fzgarish sohasi
(to‘plami) X(XCR) bo‘lgan x o‘zgaruvchi berilgan bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar x o‘zgaruvchining har bir x € X giymatiga
aniq f qoida yoki gonun bo‘yicha bitta y haqgigiy son mos qo‘yilgan
bo‘lsa, bu holda X to‘plamda f funksiya aniglangan (berilgan) deb
aytiladi va y = f(x)(x€X) ko‘rinishda yoziladi.

Bu yerdagi X to‘plam f funksiyaning aniglanish sohasi
(to ‘plami), y,=f(x,) son f funksiyaning x,€X nuqtadagi giymati,
Y={y:y=f(x), x€X) to‘plam f funksiyaning o‘zgarish sohasi
(yoki giymatlari to ‘plami) deb ataladi. Bundan tashqari, x — erkli
o0 Zgaruvchi (yoki funksiyaning argumenti), y esa erksiz o‘zgaruvchi
(yoki x o‘zgaruvchining funksiyasi) deyiladi. Odatda f funksiyaning
aniglanish va o‘zgarish sohalari mos ravishda D(f) va E(f) belgi
(simvol)lar bilan belgilanadi va y=f{x) funksional bog‘lanishdan
aniglanadi.

Teskari funksiya tushunchasi. Aytaylik, y = f(x) (x€X) funk-
siya berilgan bo‘lib, har bir y€Y = {y:y =f(x), x€X} songa,
S (x) =y shartni ganoatlantiradigan bitta x€X haqiqiy son mos kelsin.
U holda, y o‘zgaruvchining har bir y€ Y giymatiga f(x) = y shartni
ganoatlantiradigan x€X haqiqiy sonni mos qo‘yib, Y to‘plamda
x=f"!(y) funksiyani aniglashimiz mumkin. Bu funksiya y=f(x)
funksiyaga teskari bo‘lgan funksiya deb ataladi. Ko‘rinib turibdiki,
y=/f(x) funksiya x=/f"!(y) funksiyaga teskari bo‘lgan funksiyadir.
Shuning uchun fva f! funksiyalar o%aro teskari funksiyalar deb

ataladi. Masalan, y = 2x funksiyaga teskari bo‘lgan funksiya x = %y

funksiyadir. Odatda, qulaylik magsadida, oxirgi ifodadagi x va y
larning vazifalarini almashtirib, y = 2x funksiyaga teskari bo‘lgan

funksiya y = %x ko‘rinishda yoziladi; y = a*(0 < a#1) funksiyaga

teskari bo‘lgan funksiya x = log_y funksiyadir. Yoki, oxirgi ifodadagi
x va y larning vazifalarini almashtirsak, y = log x bo‘ladi. Shunday
qilib, ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar o‘zaro teskari
funksiyalardir.
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&, f(x)
y=f(x

Qo
{
.

"y

18- rasm.

Funksiyani ko‘rgazmali
tasvirlash magsadida funksiya grafigi
tushunchasidan foydalaniladi.
Aytaylik, y=f(x) (x€X) funksiya
berilgan bo‘lib, tekislikda xOy to‘g‘ri
burchakli Dekart koordinatalari
tizimi (sistemasi) o‘rnatilgan
bo‘lsin.

2- tarif. xOy koordinat
tekislikning (x, f(x))(x€X)
nugqtalaridan tashkil topgan

G={(x, »):y =f(x), x€X}

to‘plam y=f(x) (x€X) funk-
siyaning grafigi deb ataladi (17-
rasm).

O¢zaro teskari bo‘lgan y = f(x)
va y=g(x) funksiyalarning gra-
fiklari har doim birinchi va
uchinchi koordinat burchaklar
bissektrisasiga nisbatan simmetrik
joylashgan bo‘ladi (18- rasm).

Amaliyotda uchraydigan funk-
siyalar asosan analitik usulda (ya’ni
formula ko‘rinishida), jadval usu-
lida va grafik usulida beriladi.

Funksiyaning analitik usulda berilishiga misol qilib maktab
kursidan ma’lum bo‘lgan asosiy elementar funksiyalarni aytish

mumkin:

1) y = C(C — o‘zgarmas son) — o Zgarmas funksiya;
2) y = x*(a — haqiqiy son) — darajali funksiya;

3)y = a"(0 < a=#l) — ko‘rsatkichli funksiya;

4)y = log, x(0<a=#1)— logarifmik funksiya;

5) y =sin x,
6) y = cos x,
NHy=tg x

8) y = ctgx,

— trigonometrik funksiyalar;
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9) y = arcsin x,
10) y = arccos x,

11) y = arctg x,
12) y = arcctg x

— teskari trigonometrik funksiyalar.

Bu funksiyalarning aniqlanish va o‘zgarish sohalarini,
grafiklarini siz maktab kursidan yaxshi bilasiz.

Shuni aytish lozimki, bitta funksiyaning o‘zi, o‘z aniglanish
sohasining turli qismlarida turli formulalar orqali berilishi ham
mumkin. Masalan,

x? (x <0),
1(0<x<1),

Y=/ = (=2 (<x<3),

%uzn

Bu funksiyaning grafigi 19- 4
rasmda tasvirlangan.

Funksiyaning analitik usulda
berilishi turli-tuman ekanini
ko‘rsatish maqsadida yana bir nechta
misol keltiramiz:

Signum-funksiya. Quyidagi

-1(x <0),
y=signx=:0(x=0),
I(x > 0)

tengliklar bilan aniglangan funksiya signum-funksiya deb ataladi.
Bu yerdagi sign lotincha signum (ishora) so‘zining birinchi to‘rtta
harfidan tashkil topgan; D(y) = R, E(y)={—1;0;1} (20- rasm).

Ante-funksiya. Har bir x haqigiy songa shu sonning butun
gismini mos qo‘yuvchi y = [x] funksiya ante-funksiya deb ataladi.
Bu yerdagi ante so‘zi fransuzcha Entier (butun) so‘zidan olingan.
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=y

%y

22- rasm.

Ante-funksiyaning grafigi 21-
rasmda tasvirlangan; D (y) = R,
E(y)=Z

Modul-funksiya. Har bir x
haqiqiy songa shu sonning
modulini (absolut qiymatini) mos
go‘yuvchi funksiyani modul-

9 %x Sunksiya deb ataymiz va uni y = |x|

ko‘rinishda yozamiz. Bu
funksiyaning grafigi 22- rasmda
tasvirlangan; D(y)=R, E(y)=
=R =[0; + ).

Dirixle funksiyasi. Har bir
ratsional songa 1 sonni va har bir
irratsional songa 0 sonni mos
go‘yuvchi funksiya Dirixle
Sfunksiyasi deb ataladi va y = D(x)
ko‘rinishda yoziladi:

1 (x —ratsional son),
y=Dix)= {O(x — irratsional son).
Bu funksiyaning aniqlanish sohasi
X = R, o‘zgarish sohasi esa

Y = {0; 1} (L.Dirixle (1805—
1859) — nemis matematigi).
Funksiyaning jadval usulida

berilishiga misol gilib, temir yo‘l

shoh bekatlarida ilib qo‘yilgan
poyezdlar harakati jadvalini aytish
mumkin. Bu jadval yordamida
harakatdagi poyezdning qaysi
vaqtda, qgaysi aholi punktiga yetib

kelishini aniglash mumkin. Funksiyaning jadval usulida berilishidan,

aynigsa, tajriba o‘tkazuvchi tadqgigotchilar ko‘p foydalanadilar.
Funksiyaning grafik usulda berilishiga ossillografda chizilgan

grafiklar misol bo‘ladi. Bunday grafiklar yordamida u yoki bu
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jarayonning xususiyatlari o‘rganiladi va tegishli xulosalar chiqariladi.
Bu usuldan ko‘pincha fiziklar va shifokorlar foydalanadilar.

Matematik analiz kursida asosan analitik usulda berilgan
funksiyalar garaladi.

11.3. Funksiyalarning tengligi. Agar Vxe X nugqtada
f(x) =g (x) bo‘lsa, bu holda f va g funksiyalar X to‘plamda bir-
biriga feng deb aytiladi.

Masalan, y =x va y= |x| funksiyalar X= [0; +) to‘plamda
bir-biriga teng.

11.4. Funksiyalar ustida arifmetik amallar. Aytaylik, X (XCR)
to‘plamda fva g funksiyalar aniglangan bo‘lsin. Har bir x€X haqiqiy
songa bitta y = f(x) + g (x) hagiqiy sonni mos qo‘yuvchi funksiya
f va g funksiyalarning yig‘indisi deyiladi va y=f(x) + gx) (x&€X)
ko‘rinishda yoziladi.

Masalan, y=x+log,x (x€X=(0; +x)).

Avval aytganimizdek, amaliyotda y =f(x) + g(x) yig‘indi
funksiyaning aniglanish sohasi bo‘lgan X to‘plam y=f(x) + g(x)
funksional bog‘lanishdan topiladi: X= D (HND (g).

Masalan, y =+2-x +log;(x-1) funksiyaning aniglanish so-
hasi X = D(v2 - x)n D(log,(x = 1)) = (==, 2]~ (I;4+) = (1;2] bo‘ladi.

Ikkita funksiyaning ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi ham
xuddi yuqoridagi kabi aniqglanadi:

_ _ _fx)
y=sr(x)-8x), y=f(x)gx), y==r
(oxirgisida g(x) = 0).

Berilgan funksiyalarga ko‘ra ularning yig‘indisini, ayirmasini,
ko‘paytmasini va bo‘linmasini topish amallari funksiyalarni
qo ‘shish, ayirish, ko ‘paytirish va bo lish deb ataladi.

11.5. Murakkab funksiya tushunchasi. y=f(r) (t€7) va
t=g(x) (x€X) funksiyalar berilgan bo‘lib, E(g)CT bo‘lsin.

3- ta’rif. Agar har bir x€X haqigiy songa bitta y=f(g(x))
haqiqiy son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda y=f(g(x))
murakkab  funksiya aniglangan deb aytamiz. Masalan, har bir
x€ (0; +) haqiqiy songa bitta y=sin(lgx) hagiqiy sonni mos
go‘yish mumkin bo‘lganligi sababli, X= (0; + «) to‘plamda
y = sin(lgx) murakkab funksiya aniglangan deb ayta olamiz.
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4- ta’rif. Har bir x€X haqiqiy songa bitta f(g(x)) haqiqiy
sonni mos go‘yuvchi funksiya (ya’ni murakkab funksiya) f va g
funksiyalarning kompozitsiyasi (yoki superpozitsiyasi) deb ataladi
va y = f(g(x))(x€X) ko‘rinishda yoziladi.

Masalan, agar f(x)=x+1 va g(x)=-1x— desak,

Fee) =1 (1) =5+1
bo‘ladi. Agar f va g funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar bo‘lsa,
u holda f(g(x)) =g(f(x)) =x bo‘ladi. Umuman aytganda,
f(g(x))#g(f(x)). Masalan, yuqoridagi misolda f (g(x))=~+1 bo‘lib

g(f())= ;% bo‘ladi.

Xuddi yuqoridagi kabi, » ta funksiyaning superpozitsiyasini
ham aniglash mumkin: y = f,(f,(...(f(x))...)).
Masalan,

f(x)=2x-1, gx)=x>+1, h(x)=

x| -

funksiyalarning f(g(h(x))) superpozitsiyasi quyidagicha aniglanadi:

 (g(h(0))) = f(g(i))= f(-):—3+1)=2(%+1)—1 =241

11.6. Elementar va noelementar funksiyalar. Asosiy elementar
funksiyalar ustida qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish va
superpozitsiyalash amallarini chekli son marta bajarish natijasida
hosil bo‘lgan funksiyalar elementar funksiyalar deb ataladi.
Masalan,

y = 2tgx? + 3" flog,(5 - x) - 7

funksiya elementar funksiyadir. Ushbu y = |x| funksiya ham

elementar funksiya bo‘ladi, chunki |x| = Jx? deb yozish mumkin.

Elementar bo‘lmagan funksiyalar noelementar funksiyalar
deyiladi. Bunday funksiyalar asosan matematik analizni o‘rganish
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jarayonida kelib chiqadi va o‘rganiladi. Masalan, yuqorida keltirilgan
signum-funksiya, ante-funksiya, Dirixle funksiyasi va o‘z
aniqlanish sohasining turli qismlarida turli formulalar bilan berilgan
ko‘pchilik funksiyalar noelemantar funksiyalardir.

11.7. Giperbolik funksiyalar. Amaliyotda ba’zan (giperbolik
funksiyalar deb ataladigan) quyidagi funksiyalarni ham uchratish
mumkin:

e—X

shx = ex_z — giperbolik sinus,

X —-X
e +¢€
chx = 5

— giperbolik kosinus,
shx . s
tgx = — giperbolik tangens,

h
cthx = z—hg — giperbolik kotangens,

Bu funksiyalarning birinchi uchtasi son o‘gining hamma joyida,
to‘rtinchisi esa X = R\{0} to‘plamda aniglangan.
Quyidagi ayniyatlar o‘rinli:

sh? x+ ch? x=ch2x,
ch? x —sh’x =1,
sh(x + y) = shx chy + chx shy,
ch(x + y) = chx chy + shx shy.

Bu ayniyatlarning isboti bevosita giperbolik funksiyalarning
ta’riflaridan kelib chigadi.

Eslatma. y=sin x va y=cos x funksiyalar x>+ y2=1 birlik
aylanani garashdan qanday qoidalar bo‘yicha hosil bo‘lgan bo‘lsa,
y=shxva y=chx funksiyalar ham x2—y 2= 1 teng yonli giperbolani
qgarashdan xuddi o‘sha qoidalar bo‘yicha hosil bo‘ladi. Shuning
uchun bu funksiyalar giperbolik funksiyalar deb ataladi. Ularning
grafiklari 23—28- rasmlarda tasvirlangan:
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V= shx
0 > -
/| * :
23- rasm.
vt
I_____;V= thx -
> X
e T -1 X
25- rasm. 26- rasm.
3
Y / y
V= shx+chx
1
_/ o
0 > —
X
AJ/}: shx-chx X
27- rasm. 28- rasm.
O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR
1. O‘zgaruvchilar orasidagi funksional bog‘lanish deganda nimani

W N

tushunasiz? Misollar keltiring.

. Funksiya va teskari funksiya tushunchalarini ta'riflab bering.
. Funksiya grafigi deb nimaga aytiladi? Teskari funksiya grafigi qanday

chiziladi?

. Funksiya ganday usullarda beriladi? Har bir usulni sharhlab bering

va misollar keltiring.

. Funksiyalarning tengligi va ular ustida arifmetik amallar ganday

aniglanadi?

. Murakkab funksiya deb nimaga aytiladi? Funksiyalarning

superpozisiyasi (yoki kompozisiyasi) nima?

. Elementar va noelementar funksiya deganda nimani tushunasiz?

Misollar keltiring.

. Giperbolik funksiyalarni bilasiz-mi? Sanab chiqing, grafiklarini

chizib ko‘rsating.
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12- §. FUNKSIYANING LIMITI

12.1. Funksiyaning limiti. Biz shu vaqtgacha sonli ketma-
ketliklarning limitlari nazariyasini o‘rgandik. Endi ana shu
ma’lumotlar asosida ketma-ketlikka qaraganda umumiyroq bo‘lgan
obyektning — funksiyaning (sonli ketma-ketlikni natural argumentli
funksiya deb garash mumkin) limiti tushunchasini o‘rganamiz.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X (XCR) to‘plamda aniqlagan va
a nuqgta X to‘plamning limit nuqtasi (ya’ni a nuqtaning har qanday
atrofida X to‘plamning a nuqtadan fargli kamida bitta elementi bor)
bo‘lsin. Bu yerda a€X yoki a¢ X bo‘lishi mumkin.

Biz f(x) funksiyaning a nuqgtadagi (aniqrog‘i, x->a dagi) limiti
tushunchasi bilan tanishamiz. Bu tushuncha ikki xil ko‘rinishda
(nemis matematigi G. Geyne (1821—1881) bo‘yicha va Koshi
bo‘yicha) ta’riflanadi.

1- ta’rif (Geyne). Agar shunday b son mavjud bo‘lib, x
argumentning x €X (x#a, n=1, 2, ...) giymatlaridan tuzilgan
va x ~a (n—>) shartni qanoatlantiradigan har qanday {x } ketma-
ketlikka mos keluvchi {f(x,)} sonli ketma-ketlik b songa yaginlashsa,
bu holda b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti (yoki x argument
a ga intilgandagi /limiti) deyiladi va

ling f(x)=b yoki [f(x)—- bx— a)
ko‘rinishda yoziladi. Masalan,

lim2=xtt o1
x-0 Xx-2 2 :

Hagigatan,

f(x) = xzx-_x2+1
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funksiya X= (—; 2) U (2; + =) to‘plamda aniglangan; x = 0 nuqta
X to‘plamning limit nuqtasi va 0€X. Faraz qilaylik, {x} ketma-
ketlik x argumentning x €X giymatlaridan tuzilgan va x >0 (n->x)
shartni.ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. Bu ketma-
ketlikka

_ x,f—x,,+l
{f (xn) - x"_z }
sonli ketma-ketlik mos keladi. Demak, yaginlashuvchi sonli ketma-
ketliklarning asosiy xossalariga ko‘ra

2 lim (xz—x +l)
; — i X Xat]l _ oV =
lim f(x,) = lim =225 Tim (x,—2)
n-—>oo

lim x2-lim x,+ lim 1 lim x, [ —0+1
— noe " H—yoo " noe [n—)c- n]z = 02+1 =_l
lim x,—lim 2 0-2 -2 2’

B—>oo N—roo

Shunday qilib, 1- ta’rifga asosan,

2
s oxt=x+l ]
!clirol x-2 2

Endi 1- ta’rif yordamida f(x)=sin% funksiyaning x=0

nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsatamiz. Berilgan funksiya
X=(—ow; 0)U(0; +x) to‘plamda aniglangan va 0 €X. x argument-
ning X to‘plamga tegishli bo‘lgan giymatlaridan tuzilgan va
0 songa yaqinlashuvchi ikkita

{x —L} x =_1
TS "—£+2mr
2

sonli ketma-ketlikni qaraymiz. Ravshanki,

| L .

limsin— = limsinzzn =1lim0 =0;

n—300 Xy n—oo N

. . 1 . . n . . T 1
limsin — = limsin (— + 27m) =limsin= =sin> = 1.
N0 x’l n-—oc 2 H—yec 2 2
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Demak, funksiya limitining Geyne bo‘yicha ta’rifiga binoan
lim sin% limit mavjud emas.

2- ta’rif (Koshi). Agar shunday b haqigiy son mavjud bo‘lib,
Ve >0 son uchun shunday 6 =d(¢) > 0 sonni ko‘rsatish mumkin

bo‘lsaki, 0 < |x ~ a| <9 shartni qanoatlantiruvchi Vxe X nuqtada
|f(x) —b| <e tengsizlik bajarilsa, bu holda
b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi /imiti (yoki x argument
a ga intilgandagi /imiti) deyiladi va £i_r32f(x)=b yoki

f(x) > b(x — a) ko‘rinishda yoziladi. {/

Masalan, limx=a Haqiqatan, aytaylik, ¢ son ixtiyoriy

X—oa

musbat son bo‘lsin. Agar bu yerda 6 =¢ deb olsak, |x—a|<J
shartni gqanoatlantiradigan barcha x sonlar uchun |x—a| <e bo‘ladi.
Bu esa, 2- ta’rifga ko‘ra, a son f(x) = x funksiyaning a nuqtadagi
limiti ekanini ko‘rsatadi.

1- eslatma. (1- ta’rify«(2- ta’rif).

Isboti. (1- ta’rif)=(2- ta’rif). Haqiqatan, aytaylik, (1- ta’rif)
= (2- ta’rif) bo‘lsin. Ya’ni shunday & >0 son mavjud bo‘lib,
v& >0 son uchun shunday x'€{x:0< |x—a| <J}CX nuqta
topilsinki, |f(x') — b| =¢ tengsizlik bajarilsin.

limé, =0 (5, >0) ™

shartni qanoatlantiruvchi {d,} sonli ketma-ketlikni olamiz. Har
bir 4, son uchun shunday x (0 < |x —a| <4,) topiladiki, |f(x,) —
— b|=¢ bo‘ladi. Yuqoridagi (*) shartga ko‘ra, 0<| x —a|<
<4, tengsizliklardan (tengsizliklarda limitga o‘tish qoidasiga
binoan) limx, =a tenglik kelib chiqadi. |f(x)) — b|z¢ bo‘lgani
uchun {f(x )} ketma-ketlik b songa yaginlashmaydi. Bu esa
1133_ f(x,)=b shartga ziddir. Demak, (1- ta’rif)=(2- ta’nf).

Endi (2- ta’rif) = (1- ta’rif) implikatsiyani isbot gilamiz.
Faraz qilaylik, 2- ta’rif o‘rinli bo‘lib, {x }(x #a) ketma-ketlik
x,~a (n—>) shartni ganoatlantiradigan ixtiyoriy ketma-ketlik
bo‘lsin. U holda 2- ta’rifdagi 6 > 0 son uchun shunday n, = n(J)
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natural son topiladiki, Vn>n_ uchun 0< |x,—a| <6 bo‘ladi. Bu
holda |f(x) — b| <& shartga ko‘ra, {f(x )} ketma-ketlik uchun
|f(x) = b| <e(n>ny) boladi. Bu esa f(x,)) > b(n—>«=) ekanligini
ko‘rsatadi. Demak, (2- ta’rif)=(1- ta’rif).

Endi funksiyaning cheksiz uzoglashgan nuqgtadagi (x>« dagi)
limiti tushunchasini ta’riflaymiz:

3- ta’rif (Geyne). Faraz qilaylik, shunday ¢ >0 son mavjud
bo‘lib, f(x) funksiya X = {x:|x| > ¢} (X CR) to‘plamda aniglangan
bo‘lsin. Agar shunday b haqiqiy son mavjud bo‘lsaki, x
argumentning x,€X qiymatlaridan tuzilgan, x >oo(n—->%) shartni
qanoatlantiruvchi  V{x} sonli ketma-ketlik uchun
l,,ifl f(x,) = btenglik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning cheksiz
uzoqlashgan nuqtadagi (x>« dagi) limiti deyiladi va

Li_g f(x)=b yoki f(x)— b(x — )

ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, lim 2;‘:3 2. Hagiqatan, f(x)= 2;‘:13 funksiya
X=R\{—1} to‘plamda aniglangan bo‘lib, limx, =< shartni

ganoatlantiradigan V{x } (x,€X) sonli ketma-ketlik uchun

re a3 243 ]im[2+-x3—)
lim f(x,) = lim x+1 =lim - = 22 =
n T le— 1imTl+—j
Xn n—yeo Xn
.3
lim 2+ lim —
— ne  poeXy _2+0_2
lim 1+ lim L 1+0

N—co n—oXp

4- ta’rif (Koshi). Faraz qilaylik, shunday c¢ > 0 son mavjud
bo‘lib, f(x) funksiya X = {x:|x| >c}CR to‘plamda aniglangan
bo‘lsin. Agar shunday b haqiqiy son mavjud bo‘lib, Ve >0 son
berilganda ham shunday A= A(¢)(4> c) son topilsaki, |x|> A4
shartni qanoatlantiradigan vx uchun |f(x)—b| <& tengsizlik
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bajarilsa, b son f(x) funksiyaning cheksiz uzoqlashgan nugtadagi
(x—>o dagi) /imiti deyiladi va

Eiﬂf(x)=b yoki f(x) > b (x — )

ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, yuqorida qaralgan limitni qaraylik:

. 2x+3
11—12 x+1 =2. (*)

Hagqiqatan, aytaylik, ¢ ixtiyorty musbat son bo‘lsin. U holda

|x|>A=1 +£ shartni ganoatlantiruvchi Vx nuqtada

2x+3 _2|<8
x+1

bo‘ladi, chunki |x|> 4 =l+é bo‘lganda,

Px+3 | I S BN N
| x+1 xe+1] = -1 1L
€

Bu esa 4- ta’rifga binoan (*) tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.

2- eslatma. (3- ta’rif)«>(4- ta’rif).

Bu eslatma 1- eslatma kabi isbotlanadi.

Nihoyat, quyidagi maxsus hollarni garaymiz:

5- ta’rif (Koshi). Agar vE -~ ¢ son berilganda ham shunday
0 =0(F) >0 son topilsaki, Vxe{x:0<|x—-a| <d} uchun
|f(x)] > E(f(x) > E yoki f(x) <—FE) tengsizlik bajarilsa,
«xargument a ga intilganda f(x) funksiya cheksizlikka
(musbat cheksizlikka yoki manfiy cheksizlikka) intiladi» deb ayti-
ladi va

lim f(x) = (lim/(x)=+e yoki lim/(x)=—=)

ko‘rinishda yoziladi.
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Masalan,

lim
x-1 (l—x)2

= oo, (**)

Haqiqatan, E ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. Ravshanki,
Vxe{x:0<|x—-1]<é} uchun

1 1

e > —

1-x* I &

Agar bu yerda 6 = 7'? deb olinsa, u holda vxe {x: 0<|x—1]| <8}
1
(1-x)?

(**) tenglikning to‘g‘riligini bildiradi.

6- ta’rif (Koshi). Aytaylik, shunday ¢>0 son mavjud bo‘lib,
f(x) funksiya X = {x: |x| > c}CR to‘plamda aniglangan bo‘lsin.
Agar VE >0 son berilganda ham shunday A= A(E) (4> ¢) son
topilsaki, Vxe {x:|x| > A}CR uchun |[f(x)| > E(f(x) > E yoki
f(x) < — F) tengsizlik bajarilsa, «x argument cheksizlikka intilganda
f(x) funksiya cheksizlikka (musbat cheksizlikka yoki manfiy
cheksizlikka) intiladi» deb aytiladi va

uchun ushbu > E tengsizlik bajariladi. Bu esa 5- ta’rifga ko‘ra

lim f(x) =eo (lim f(x) =+ yoki lim f(x) = )

X—yoo

ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, limx? =+~. Hagiqatan, F ixtiyoriy musbat son

bo‘lsin. Ravshanki, Vxe{x:|x| > A4} uchun x?>=| x|2> A% Agar
bu yerda 4=E deb olinsa, Vxe{x: |x| > AA/CR uchun x>> E
tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra lim x? = 4oo
ekanini bildiradi.

12.2. Koshi sharti. Agar ve >0 son uchun shundayé = é(¢) > 0
sonni Kko‘rsatish mumkin bo‘lsaki, Vx'e {x:0<|x— a| <} va
Vx"e {x:0< |x—a| <4} sonlar uchun |f(x) —f(x"") | <e¢
tengsizlik bajarilsa, «f(x) funksiva x =a nuqtada Koshi shartini
ganoatlantiradi» deb aytiladi.
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Masalan, f (x)— funksiya x=1 nuqtada Koshi shartini

ganoatlantiradi. Haqlqatan, D (f) = R\{1} bo‘lib, x=1 nuqta
D (/) to‘plamning limit nuqtasi ekanligi ravshan. Aytaylik,
¢ ixtiyoriy musbat son bo‘lib, x'€{x:0<|x—-1| <8} va
x'€ {x:0< |x-1]| <4} lar ixtiyoriy nuqtalar bo‘lsin. Bu yerda
6 bilan hozircha noma’lum bo‘lgan (¢ ga bog‘liq) sonni belgiladik.
U holda

x2-1 —1 _ x"2-1
-1

|f(x) - f(x")| =
$|x—1|+|1—x"| <8+86=26.

=|x'+1 - x"-1| <

Agar 20 =¢ yoki 5=§ deb olinsa, Vx'e {x:0<|x—1| <48}

va Vx"e{x'0<|x— 1} <4} nuqtalar uchun lf(x) f(x')] <e

' funksiyaning

=1 nuqtada Koshi shart1n1 qanoatlantmshml b11d1rad1

Endi lxin‘al f(x) (a— chekli) limitning mavjudligi masalasini
garaymiz. thaylik, f(x) funksiya biror X (XCR) to‘plamda
aniglangan bo‘lib, x = a nuqgta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
U holda quyidagi teorema o‘rinli:

Koshi kriteriyasi. f(x) funksiyaning x = a nuqtada limitga ega
bo‘lishi uchun bu funksiyaning a nuqtada Koshi shartini
qanoatlantirishi zarur va yetarli.

Isboti. 1)Zarurligi. Faraz qilaylik, lriE}f(x)=b chekli
limit mavjud bo‘lsin. U holda funksiya limitining Koshi bo‘yicha
ta’rifiga asosan, \-/% > 0 son berilganda ham shunday 6 =d(¢) > 0
son topiladiki, 0< |x' —a| <6 bo‘lganda|f(x') - b <% va,
0<|x"'—al <6 bo‘lganda [f(x)-b/<5 bo‘ladi. Demak,
Vx'e{x:0< |x—a| <4} va Vx"e {x:0<|x—a| <o} nuqtalar
= |fGe)=b+ b= f(x)| S| f(x)-b|+[b - £ (x| <
<Z+Z=¢ boladi. Bu esa f(x) funksiyaning x = a nugtada Koshi

2772
shartini ganoatlantirishini bildiradi.

uchun
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2) Yetarliligi. Faraz qilaylik, ve >0 son uchun shunday
0=0(e)>0 son topilsinki, Vx¥e{x:0<|x—-a| <d} va
Vx"e {x:0< |x—a]| <4} nuqtalar uchun |f(x') —f(x"")| <e
bo‘lsin, ya’ni f(x) funksiya a nugtada Koshi shartini ganoatlantirsin.
f(x) funksiyaning x = a nuqgtada limitga ega bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, {x } ketma-ketlik x argumentning giymatlaridan tuzilgan,
a songa yaqinlashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. Bu ketma-
ketlikka {f(x )} sonli ketma-ketlik mos keladi. {f(x )} ketma-ketlik
fundamental ketma-ketlikdir. Haqiqatan, limx, = a(x, # a)
bo‘lganligidan, ketma-ketlik limitining «¢—N» tilida"g; ta’rifiga ko‘ra,
yugoridagi ¢ uchun topilgan 6 >0 uchun shunday n,= n,(J)
natural son topiladiki, » = n, bo‘lganda

0< |x,—a] <o (1)
bo‘ladi. Bu holda ravshanki, Yn2n, va Vp natural sonlar uchun

0<|x,,,—al <o (2)
bo‘ladi. Koshi shartiga ko‘ra (1) va (2) tengsizliklardan vn2n va
Vp natural sonlar uchun |f(x,,) —f(x,)|<e bo‘ladi. Bu esa
{f(x,)} ketma-ketlikning fundamental ekanligini bildiradi. Demak,
sonli ketma-ketlik yaqinlashishining Koshi Kriteriyasiga binoan
{f(x)} ketma-ketlik yaqinlashuvchidir.

Endi x argumentning qiymatlaridan tuzilgan, a songa
yaginlashuvchi V{x,,}(x" # a) sonli ketma-ketliklarga mos keluvchi
{f(x,)} sonli ketma-ketliklarning yagona limitga ega bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, {x} va {x;,} ketma-ketliklar x
argumentning giymatlaridan tuzilgan, a songa yaqinlashuvchi
(x,#a, x,#a) ixtiyoriy ikkita ketma-ketlik bo‘lsin. Ularga mos keluv-
chi {f(x)} va {f(x;,)} ketma-ketliklar, yuqorida ko‘rganimizdek,
yaginlashuvchidir: lim f(x,)=b va lim f (x,)=b'"- b=b ekanini
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ko‘rsatamiz. Buning uchun, a songa yaqinlashuvchi
Xy Xy Xyy Xpseees X,y X, ... sONNi ketma-ketlikni garaymiz. Bu ketma-
ketlikka f(x,), £(x)), f(X)), f(X,),ers F(X,), f(x,),... sONli ketma-ketlik
mos keladi va u, yuqorida isbot gilganimizga ko‘ra, yaginlashuvchi
bo‘ladi. Ma’lumki, yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklarning barcha
gismiy ketma-ketliklari yaqinlashuvchi va ularning limitlari bir-
biriga teng bo‘ladi. Shuning uchun b'=5b, ya’ni
lim f(x,) = lim f(x,). Shunday qilib, funksiya limitining Geyne
I;S?yicha ta?i?iga asosan f (x) funksiya x = a nuqtada limitga ega
ekan.

Koshi kriteriyasi isbot qilindi.

3- eslatma. Funksiyaning cheksiz uzoglashgan nuqtada limitga
ega bo‘lishining Koshi kriteriyasi quyidagilardan iborat:

1) lim f(x) chekli limitning mavjud bo‘lishi uchun quyidagi
shannirfgzajaﬁlishi zarur va yetarli: ve >0 son uchun shunday
A= A(e) son topiladiki, x'>A va x"> A shartlarni
ganoatlantiruvchi vx'va Vx" sonlar uchun |f(x)-f(x")|<e
tengsizlik bajariladi.

2) lim f(x) chekli limitning mavjud bo‘lishi uchun quyidagi
shartnirETaajarilishi zarur va yetarli: ve >0 son uchun shunday
A= A(e) >0 son topiladiki, x'<-4 va x"<-A shartlarni
ganoatlantiruvchi Vx' va Vx” sonlar uchun |f(x)- f(x")
bo‘ladi.

Bu kriteriyalar ham xuddi lxlll'(} f(x) mavjudligining (a —
chekli) Koshi kriteriyasi kabi isbot gilinadi.

<€

13- §. FUNKSIYANING LIMITI HAQIDAGI
ASOSIY TEOREMALAR

13.1. Funksiyaning limiti hagidagi asosiy teoremalar. Faraz
gilaylik, f(x) funksiya X (XCR) to‘plamda aniqlangan bo‘lib, a
nuqgta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
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1- teorema. Agar f(x) funksiya a nuqtada chekli limitga ega
bo‘lsa, u holda bu limit yagona bo‘ladi.

Isboti. Teskarisini faraz qilaylik: ljn} f(x) chekli limit mavjud
bo‘lib, lim f(x) = b va lim f(x)=b(b ¢7>2) bo‘lsin. b, = b, ekanini
ko‘rsatan:‘i,z. Aytaylik, {)E; ‘i ketma-ketlik x argumentning qiymat-
laridan tuzilgan limx, = a(x, # a) shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
sonli ketma—ketlikﬁgo‘lsin. Unga {f(x )} sonli ketma-ketlik mos keladi
va farazimizga muvofiq, lim f(x,) =4, l”inl f(x,)=5b va b =b,.
Bundan, 1- ta’rifga ko‘ra lin}}m(x) limitningﬁmavjud emasligi kelib
chiqadi. Bu ziddiyat farazﬁnizning noo‘rin ekanligini ko‘rsatadi.
Demak, b, = b,. Teorema isbot gilindi.

2- teorema. Agar X(XCR) to‘plamda aniglangan f(x) va
g (x) funksiyalar a nuqgtada chekli limitga ega bo‘lsa, u holda
f(x)xg(x), f(x)g(x), f(x)/g(x) funksiyalar (oxirgisida
limg(x)#0 va Vxe X uchun g(x)#0) a nuqtada limitga ega, shu

bilan birga
lim(f(x) % g(x)) = lim f(x) + lim g(x), (1)
lim(f(x)-g(x)) = lim f(x)'Lig} g(x), (2)
lim f(x)
(X)) _ x5a
LIE} g(x) TTnTx)' ()
xX—a

formulalar o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, Li_rBf(x)zb, lim g(x) =c chekli limitlar
mavjud bo‘lsin. Bu holda, 1- ta’rifga muvofiq, x argumentning
giymatlaridan tuzilgan hamda lxif} x, =a(x, # a) shartni ganoat-

lantiradigan v{x,} sonli ketma-ketlikka mos keladigan {f(x )} va

{g(x)} sonli ketma-ketliklar mos ravishda b va c sonlarga
yaqinlashadi: *

lim f(x,) =5, limg(x,) =c.
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Ma’lumki, agar ikkita sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa,
bu holda ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi
(oxirgisida mahrajdagi sonli ketma-ketlikning limiti nuldan farqli
deb faraz gilinadi) ham yaqinlashuvchi bo‘ladi, shu bilan birga
ularning limitlari mos ravishda berilgan ketma-ketliklarning
limitlarining yig‘indisiga, ayirmasiga, ko‘paytmasiga va bo‘linmasiga
teng bo‘ladi. Demak,

{0+ 800 {50 - g0}, {05 a0}, {22)

sonli ketma-ketliklar mos ravishda
b+c, b-c, b-c, %

(oxirgisida ¢#0) sonlarga yaginlashadi. Bu esa, funksiya limitining
Geyne bo‘yicha ta’rifiga ko‘ra,

lim(f(x) % g(x)), lim(f(x)-g(x), lim 22

a g(x)

limitlarning mavjudligini hamda ular uchun (1)-(3) formulalarning
o‘rinli bo‘lishini bildiradi. Teorema isbot gilindi.

Natija. O‘zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashqariga
chigarish mumkin:

lirr’} f(x)=C lxml} f(x) (C =Const).

Isboti. Aytaylik, lim f(x) mavjud bo‘lib, C= Const bo‘lsin.
U vaqtda lim C = C ekanligini e’tiborga olsak, (2) formuladan

lim Cf (x) = lim C lim /(x) = Clim £(x)

kelib chiqgadi. Natija isbot qilindi.

3- teorema. Ayraylik, f(x), n(x), g(x) funksiyalar biror
X(XCR) to‘plamda aniqlangan va f(x), g(x) funksiyalar a nuqtada
chekli limitga ega boIsin. U holda:

a) agar vxe X uchun fix)<g(x) (yoki fix)<g(x)) tengsizlik
bajarilsa, lxn_rP f(x)sLiE g(x) boladi;
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b) agar wxe X uchun f(x) <n(x) <g(x) va linz f(x) =
=limg(x) = b bo‘lsa, n(x) funksiya a nuqtada limiiga ega, shu
bilan birga limn(x) = b bo ladi.

Isboti. Aytaylik, x argumentning qiymatlaridan tuzilgan
hamda a nuqtaga yaqinlashadigan {x } (x #a) sonli ketma-ketlikka
mos keladigan {f(x )} va {g (x )} sonli ketma-ketliklar mos ravishda
b, va b, sonlarga yaginlashsin. Bu holda sonli ketma-ketliklar limitlari
nazariyasidan ma’lumki,

fx,) <g(x,) (yoki f(x,) < g(x,)= lim f(x,) < lim g(x,)
hamda (f(x,) <n(x,) < g(x,) va lim f(x,) = lim g(x,) = b) =
= (limn(x,)3 s limn(x,) =)

implikatsiyalar o‘rinli bo‘ladi. Bu esa, funksiya limitining Geyne
bo‘yicha ta’rifiga binoan, mos ravishda, teoremaning a) va b)
bandlarining o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatadi. Teorema isbot qilindi.

1- misol. Ushbu 11m xsm — limit hisoblansin.
Yechish. Ravshankl ‘v’x e R\ {0} uchun |sm —‘ <1 bo‘lgani
sababli bu to° plamda|x sm~| <|x|, ya'ni

—|x| < xsinlslxl.
X

Bu yerda lirr[}(—[x}) = ling}x] =0 ekanini e’tiborga olsak, 3-
teoremaning b) bandiga ko‘ra lirr% xsint = o bo‘ladi.
xX— X

13.2. Anigmas ifodalar. Funksiya limitini hisoblash jarayonida
ham xuddi sonli ketma-ketlik limitini topishdagi kabi
g,i‘i 0-e0,00 -0 ko‘rinishdagi aniqmas ifodalar uchraydi.
Faraz qilaylik, f(x), g(x) funksiyalar X(XCR) to‘plamda
aniglangan va a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. U holda:

1) agar lim f(x) = lim g(x) = 0 bo‘lsa, R}

. 0
yie) ifoda x > a da 3

ko ‘rinishdagi anigmas zfoda deb ataladi;
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S(x)

2) agar lim f(x) = £eo va lim g(x) = 4o bo‘lsa, bu holda T

ifoda = ko ‘rinishdagi anigmas ifoda deyiladi;

3) agar lim f(x) =0 va limg(x) =« bo‘lsa, f(x)-g(x) ifoda
x»>ada0- ooxlzg)‘rinishdagi ar;i?izmas ifoda deyiladi;

4) agar lim f(x) =< va limg(x)=—~ bo‘lsa, f(x) + g(x)
ifoda x—»a da ooxj—aoo ko ‘rinishda)ig;ﬂaniqmas ifoda deyiladi.

1)—4) bandlardagi ifodalarning nima sababdan anigmas ifodalar
deb aytilishini, xuddi sonli ketma-ketliklar nazariyasidagi kabi,
misollar bilan tushuntirish mumkin.

2- misol. Ushbu

" (n+Dx+n

lIim=——2""""" (ne N)
x> (x—l)2
limit hisoblansin.
Y e chis h;
n+l n
lim x" —(n+)x+n - lim x(x" -D)-n(x-1) _
= (x-1)? xol (x-1y?

= lim x=D(x"+x" 1+ 4 x2

2l (x—1)2

+x-n) _

lim ("= D+ " =D (x=1)
- x—1 x-1 -

(x—l)[(x”"1 +x"72 +...+x+l)+(x"'2+x"‘3+...+x+l)+...+(x+l)+l]

= lim =
x—>1 x-1

n(n+l)

=n+(n-1)+...+2+1= 5

13.3. Birinchi ajoyib limit. Biz endi amaliyotda keng
go‘llaniladigan va adabiyotlarda birinchi ajoyib limit deb
yuritiluvchi limit bilan tanishamiz. U quyidagi teorema orqali
ifodalanadi:
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sin x
X

4- teorema. Ushbu y =
ega, shu bilan birga

Sunksiya x=0 nuqtada limitga

. sinx
lim =1
x—-0 X

tenglik o‘rinli bo ladi. Bu limit birinchi ajoyib limit deb ataladi.

Isboti. Markazi O nuqtada joylashgan va radiusi 1 ga teng
bo‘lgan doirani qaraymiz (29- rasm). Ravshanki, OA=0B=1,

2A0B=x(0<x<Z),

1 . 1
Saios = 7SN x, Seek 408 = 7%

1
Sasoc =3tgx.
Bundan tashqari, 29- rasmdan ko‘rinib turibdiki,

c Sas08 < Secex 108 < Sasoc-

B Demak, sinx<x<tgx(0<x<%). Bu yer-
dan cosx <

sin x
x

<1 (0 <x< —’25) qo‘sh tengsizlik

O D kelib chigadi. cos x va SnX fynksiyalar

X
juft funksiyalar  bo‘lgani sababli,

cos x < S0X
29- rasm. x

yerda limcosx =1va liml =1 bo‘lgani tufayli

<1 (O <|x< %) deb yoza olamiz. Bu
3- teoremaning b) bandiga ko‘ra y =3i%-’5 funksiya x =0 nuqtada
limitga ega va bu limit 1 ga teng. Teorema isbot gilindi.

3- misol. Ushbu limS"*2). [imit hisoblansin.

x=0 (sin x)"
Y e chis h.

sin(x")x" O(n>m),

im 3D _fim X" fim x™" = 1(n = m),
=0 (sinx)”  *20 (sinx \" x>0

) x oo(n < m).

X
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14- §. BIR TOMONLI LIMITLAR.
IKKINCHI AJOYIB LIMIT

14.1. Bir tomonli limitlar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya a
nugtaning o‘ng (chap) atrofida aniglangan va a nuqta shu atrofning
limit nugtasi bolsin.

1- ta’rif (Geyne). Agar shunday b haqgiqiy son mavjud bo‘lib,
hadlari x argumentning x > a(x, < @) giymatlaridan iborat bo‘lgan
va g songa yaginlashuvchi V{x"} ketma-ketlikka mos keluvchi {f(x )}
ketma-ketlik b songa yaginlashsa, bu holda b son f(x) funksiyaning
a nuqtadagi o‘ng (chap) limiti deyiladi va xl_ilrfof(x) =
=b(lim_f(x) = b) ko‘rinishda yoziladi.

Bir tomonli limitlar «¢ — d» tilida quyidagicha ta’riflanadi:

2- ta’rif (Koshi). Agar shunday b haqiqiy son mavjud bo‘-
lib, Ve >0 son uchun shunday 6 =d(¢) > 0 son topilsaki, Vxe (a,
a+90)(vxe(a—90, a)) uchun |f(x) — b} <e tengsizlik bajarilsa,
bu holda b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi o‘ng (chap) limiti
deyiladi va lim, f(x)= b(lim f(x)=b) ko‘rinishda yoziladi.

Bir tomonli limitlarning Geyne va Koshi bo‘yicha ta’riflari
bir-biriga teng kuchli bo‘lib, ular analiz jarayonida qaralayotgan
masalaning xarakteriga mos ravishda qo‘llaniladi.

Qisqalik uchun xl_ifﬂo f(x) va xl_i,ra'}o f(x)bir tomonli limitlar mos
ravishda f(a+0) va f(a-0) simvollar bilan belgilanadi:
fla+0)= xl_iglof(x) va f(a-0)= xl_i,?.‘o f(x). Xususan, f(0+0)
va f(0-0) bir tomonli limitlarni mos ravishda f(+0) va f(-0)
simvollar bilan belgilaymiz.

1- misol. y = signx funksiyaning x=0 nuqtadagi bir tomonli
limitlari tekshirilsin.
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Y e chis h. Ta’rif bo‘yicha

1 (x>0),
y=ysignx =50 (x=0), (1)
-1 (x<0)

ckanligi ma’lum. Aytaylik, {x } ketma-ketlik hadlari x argumentning
x, >0 (x,<0) giymatlaridan iborat bo‘lgan va 0 songa
yaginlashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. Bu ketma-ketlikka
hadlari y = signx funksiyaning qiymatlaridan iborat bo‘lgan
{signx = 1} ({signx = —1}) ketma-ketlik mos keladi. Ravshanki,

llm szgnx —llml—l ( llm s1gnx —llm( ) =-1).

Bu esa, bir tomonli limitning Geyne bo‘yicha ta’rifiga binoan,
sign(+0) =1 (sign(—0) =—1) ekanini bildiradi.

2- misol. f(x) :'_;' funksiyaning x =0 nuqtadagi bir tomonli
limitlari tekshirilsin.

Y e chis h. Ravshanki, D(f) = (—o; 0)U(0; +x). Modul-
funksiya ta’rifiga ko‘ra

Fix _ {l(x>0)

x  =1(x < 0) 2)
Aytaylik, ¢ ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. U holda 6 > 0 son

har ganday bo‘lganda ham barcha x&(0; 6) lar uchun

£ >

Lﬂ—l’:[l—l|=0 va barcha x&€ (=4, 0) lar uchun

> 3;_+l =|~1+1|=0 bo‘ladi. Bu esa, bir tomonli limitning Koshi

bo‘yicha ta’rifiga binoan, f(+0) = 1 va f(—0) = —1 ekanligini bildiradi.

Bir tomonli limitlar funksiyaning nuqtada limitga ega yoki ega
emasligini aniglashda juda qulay vosita sanaladi. Buni quyidagi teorema
ko‘rinishida ifodalash mumkin:

1- teorema. Funksiyaning nuqtada limitga ega bo‘lishi uchun
uning shu nuqtada bir tomonli limitlarga ega bo ‘lishi hamda bu
limitlarning bir-biriga teng bo‘lishi zarur va yetarli.
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Isboti. 1) Zarurligi. Aytaylik, lim f(x)=56 chekli limit
mavjud bo‘lsin. U holda, funksiya limitining Koshi bo‘yicha ta’rifiga
ko‘ra, Ve>0 son uchun shunday 6 =0 (¢) >0 son topiladiki,
Vxe (a, a+d) va Vxe (a-—9, a) nuqtada |f(x) — b| <e
tengsizlik bajariladi. Bu esa, bir tomonli limitning Koshi bo‘yicha
ta’rifiga binoan, f(a — 0), f(a + 0) limitlarning mavjudligini va
f(a—-0)=f(a+0)=>b ekanini bildiradi.

2) Yetarliligi. Aytaylik, f(a — 0), f(a+ 0) bir tomonli
limitlar mavjud va f(a — 0)=f(a+ 0) =5 bo‘lsin. U holda bir
tomonli limitning Koshi bo‘yicha ta’rifiga binoan ve >0 son uchun
shunday 6,=6,(¢) >0, 6,=06,(¢)>0 sonlarni ko‘rsatish
mumkinki, vxe (a-—96,, a) va Vx (a, a+6,) nuqtada
|f(x) — b| <e¢ tengsizlik bajariladi. Ko‘rinib turibdiki, agar bu yerda
6=min (§,, §,) deb olsak, Vxe 135 (a) nugtada |f(x) — b| <e
bo‘ladi. Bu esa, funksiya limitining Koshi bo‘yicha ta’rifiga ko‘ra,
lim f(x) = b limitning mavjudligini bildiradi.

o Teorema isbot gilindi.

Yugorida garalgan misollarda bir tomonli limitlar o‘zaro ten%
bo‘lmaganligi sababli, 1- teoremaga ko‘ra, y=signx va f(x) =|_i-
funksiyalar x = 0 nuqgtada limitga ega emas.

Qaralayotgan a nuqgta cheksiz uzoglashgan nugta (a= )
bo‘lganda ham funksiyaning a nuqgtadagi «bir tomonli» limitlari
haqida so‘z yuritishimiz mumkin. Aytaylik, f(x) funksiya
a= tow(a=—w) nuqtaning biror (4, +») ((—w, J§)) atrofida
aniqlangan va a nuqta shu atrofning limit nuqtasi bo‘lsin.

3- ta’rif (Geyne). Agar shunday b haqgigiy son mavjud bo‘lib,
hadlari (8, +o)((—, §)) atrofga tegishli bo‘lgan va +oo(—o)ga
«yaqginlashuvchi» V{x,} ketma-ketlik uchun lim f(x,) =5 bo‘lsa,
b son f(x) funksiyaning x>+ oo(x> —w) dagi limiti deyiladi va
lim f(x)=b(lim f(x) = b) ko‘rinishda yoziladi.

" Endi bu ta'rifga teng kuchli bolgan yana bitta ta’rifni keltiramiz.

4- ta’rif (Koshi). Agar ve >0 son uchun shunday 6 = d(¢)
son topilsaki, Vxe (d; + o) (vx(—o;d)) nugtada |f(x) — b| <e
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bo‘lsa, bu holda b son f(x) funksiyaning x - + o(x -» —w) dagi
limiti deyiladi va lim f(x) = (lim f(x) = ) ko‘rinishda yoziladi.

Qulaylik ucth; lim f(x;ﬁ;; xl'ﬂo f(x) limitlar mos ravishda
f(+2) va f(—o) simvollar bilan belgilanadi: f(+~) = lim f(x) va
f=) = lim f(x).

3- misol. Ushbu lim a* = 0(a > 1) tenglik isbot gilinsin.

Yechish. Aytayiiqk‘j {x } ketma-ketlik hadlari x argumentning
x,> 0 giymatlaridan iborat bo‘lgan va +o ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy
ketma-ketlik bo‘lsin. U holda

. _ ~Im x,
lima™ =a~~" =0(a>1).

n—4oo

Demak, 3- ta’rifga binoan lim a™* = 0(a > 1) bo‘ladi.

4- misol. Ushbu [im !

X 14 3%

Y e chish. Aytaylik, ¢ ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. U holda

=1 tenglik isbotlansin.

bu son uchun shunday

]og3-l-f—€-(0 <e<l),

6=08(e)=
{ 0 (e=21)

L g
1+3*

son mavjudki, Vxe (—;8) nuqtada < ¢ bo‘ladi. Hagiqgatan,

dastavval 0 < ¢ < 1 deylik. Bu holda Vxe (‘”;logﬁf—g) nuqtada

£
|1 ' 3 3logs7,
1 = <

1435 | 143~ lopam
1+3'0831-¢

b

3X
1+3*

chunki y = funksiya o‘suvchi.
Aytaylik, e=1 bo‘lsin. U holda Vxe (—;0) nuqtada
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1 ll |
-1 = < =< E
1+3* 143 2

bo‘ladi. Shunday qilib, 4- ta’rifga ko‘ra, lim '_ -1 bo‘lar ekan.

X 143
14.2. Ikkinchi ajoyib limit. Bu limit quyida+gicha aniglanadi:
2- teorema. Ushbu f(x)=( + x)"*(x>—1) darajali-

ko ‘rsatkichli funksiya x =0 nugqtada limitga ega, shu bilan birga

1
lxigg(1+x)7 =e(e=2,718..) (3)

tenglik o ‘rinli bo‘ladi. Bu limit ikkinchi ajoyib limit deb ataladi.
Isboti. Teoremani isbot gilish uchun (1- teoremaga ko‘ra)

1 |
lim(1+x)* =e, lim(1+x)* -¢ (4)
tengliklarning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish kifoya.

Dastlab (4) tengliklarning birinchisini isbot qilamiz. x
argumentning musbat giymatlaridan tuzilgan hamda 0 songa
yaginlashuvchi {xn = ;11-} sonli ketma-ketlikni garaymiz. Bu ketma-
ketlikka funksiyaning {(l + %)"} giymatlari ketma-ketligi mos keladi.
Ma’lumki,

lim(l+%)n e (5)

Agar limit belgisi ostidagi ifodani » natural agrumentning
funksiyasi deb qarasak, u holda (funksiya limitining Geyne bo‘yicha
ta’rifiga asosan) (5) tenglik, hadlari k natural sonlardan iborat

bo‘lgan hamda k - + o« (n-> =) shartni qanoatlantiradigan v {k,}
ketma-ketlik uchun
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lim(l+kl—)k" =e. (6)

bo‘lishini bildiradi.

Faraz qilaylik, {x} ketma-ketlik x argumentning musbat
giymatlaridan tuzilgan hamda 0 songa yaginlashuvchi ixtiyoriy sonli
ketma-ketlik bo‘lsin. Bu yerda Vn2n_  uchun 0 <x, <1 deb olish
mumkin, chunki x>0 (n—> ) va 0<1 bo‘lgani sababli, {x}
ketma-ketlikning biror X, hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari
1 sonidan kichik bo‘ladi. [;—J=k,,(n= 1,2, ...) bo‘lsin. U holda
k, < XL <k,+1 va limk, =+ bo‘ladi. Ravshanki, kﬂ‘ﬂ <x, < k'_
Demak,

[ hn _l_ 1 kp+1
[1+ ]<(1+xn)""<(l+k—) .

kn+l n

Bu yerdan, (6) formulaga va tengsizliklarda limitga o‘tish
goidasiga asosan,

1
lim(l+x,)™ =e

n—oeo

kelib chiqadi. Bu esa, funksiyaning nuqtadagi o‘ng limiti ta’rifiga
ko‘ra,

|
len}o(l +Xx)* =e

bo‘lishini bildiradi.

Endi (4) tengliklarning ikkinchisini isbot gilamiz. Aytaylik,
{x,} ketma-ketlik x argumentning manfiy giymatlaridan tuzilgan va
0 ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy sonli ketma-ketlik bo‘lsin. Bu yerda
Vn21 uchun —1<x <0 deb olish mumkin. Agar x = —¢ deb
belgilasak, u holda 0 < <1 va lim¢, =0 bo‘ladi. Endi

H—o0
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1
T+ x,)™

ifodani ¢, orqali quyidagicha tasvirlaymiz:

L L 1 717
(1+x, )7 =(1-1,) 7 =(1—rn) -

1

1-1,
_ !y E_ t, —’n— t,
[ (e )

Bu yerdan

1 Ly
lim(l+xn)§=hm<1+ In )"' ~lim(1+ d: ):e.

n—eo noe l-—t,, nooo l—t,,

Bu esa, funksiyaning nuqtadagi chap limitining ta’rifiga asosan,
|
}i_{r}) (I+x)*=e
bo‘lishini bildiradi.

Shunday qilib, f(x) = (1 + x)'”* (x > —1) funksiya x = 0 nuqtada
o‘ng va chap limitlarga ega, shu bilan birga ular bir-biriga teng. Bu
esa, 1- teoremaga ko‘ra, f(x) =(1+x)/* (x> —1) funksiyaning
x =0 nuqgtada limitga ega ekanini hamda (3) tenglikning o‘rinli
bo‘lishini bildiradi. Teorema isbot qilindi.

Natija. f(x)= (1 +%)x darajali-ko‘rsatkichli funksiya x - « da
limitga ega, shu bilan birga

lim (1 +§) —e (e=2718.)

X—yoo

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu limit ham ikkinchi ajoyib limit deb ataladi.
Isboti. ;1(-= t deb belgilaylik. U holda (3) tenglikka asosan

1
. IRNET T
11m(1+}-) —1’1_r)1(')1(1+t)'_e

Natija isbot qilindi.
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14.3. Ba’zi bir muhim limitlar. Biz bu yerda amaliyotda keng
go‘llaniladigan ayrim muhim limitlar bilan tanishamiz:

. In(l+h) _
D lim—=—=1.

Isboti.

h—0

In(l+h) . 1 _ |
llm“h+ -_=1h1231n(l+h)h=ln[l}11£13(l+h)h]=lne=1_

Umumiy holda

lim

log, (1+h) _
h—0 h

1
logae—m—a O<a=zl).

2) Agar a — o‘zgarmas haqiqiy son bo‘lsa, u holda

lim &L
t—0 t
bo‘ladi.
Isboti. (1 +1)*— 1=y deb belgilaylik. U holda bu yerdan
_ In(l+y)
~ In(1+¢)
bo‘ladi. Demak,
o (1+0%-1 L In(l+r) 1 3
lrl_r,{)l f _alrl_r}01 1 i n{d+y) © o
y-0 y
. a1 _
3) lhl_rB - =lna (O<a=zl).

Isboti. a"— 1 =x desak,

_ In(1+x)
~ TIna
bo‘ladi. Demak,
im@= < lim -9 __lng ©<axl)
w0k w0 I ‘
X
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4) va >0 son uchun

lim 12X = 9.

X +eo xa

Isboti. Inx=1¢deb olamiz. U holda Vxe (l; +) uchun

O<Inx=;= !

& £ at Y .
lim (1+—J
N — 00! n

Endi VYne N (n=3) va h>0 uchun (l+h)">l+§h2 (bu

tengsizlik Nyuton binomi formulasidan kelib chiqadi) bo‘lishini
va tengsizlikda limitga o‘tish qoidasini e’tiborga olib, quyidagiga ega
bo‘lamiz:

0< lim "X _ lim ! <lim —X =lim L_—o.
Xt O [ lim l+a’ 1 oo s (af) 40 | ) a2t
ot ™ "4 t 4

Demak, vga >0 son uchun

. In x
lim =0
x40y

bo‘lar ekan.

15- §. MONOTON FUNKSIYANING LIMITL
CHEKSIZ KATTA VA CHEKSIZ KICHIK
FUNKSIYALAR

15.1. Funksiyaning aniq chegaralari. Faraz gilaylik, f(x)
funksiya X (XCR) to‘plamda aniqlangan bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar shunday M hagqiqiy son (m haqigiy son) mavjud
bo‘lib, Vxe X uchun f(x) = M (f(x) = m) tengsiziik bajarilsa,
bu holda f(x) funksiya X to‘plamda yuqoridan (quyidan)
chegaralangan deyiladi. Bu yerdagi M va m sonlar mos ravishda
f(x) funksiyaning X to‘plamdagi yuqori va quyi chegaralari deb
ataladi.
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Masalan, y=x* va y=2 — x? funksiyalar X= R to‘plamda
mos ravishda quyidan va yugoridan chegaralangan, chunki vxe R
uchun y=x?=0va y=2-x*< 2.

2- ta’rif. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham quyidan, ham
yugoridan chegaralangan bo‘lsa, bu holda f(x) funksiya X to‘plamda
chegaralangan deyiladi.

Masalan, y=sinx va y=cosx funksiyalar X= R to‘plamda
chegaralangan funksiyalardir, chunki Vxe R uchun — 1 <sin x< 1
va—l=<cosx=< 1.

Funksiya aniq chegarasining ta’rifi. Ushbu

Y={y:y=rf(x), x€ X}

sonli to‘plamning aniq quyi (aniq yuqori) chegarasi, ya’'ni inf Y

(sup Y), y=f(x) funksiyaning X to‘plamdagi anig quyi (aniq
yuqori) chegarasi deb ataladi va 52; f(x)(S\tl/‘[/) f(x)) simvol bilan
belgilanadi.

Masalan, inf x?* =0, sup(2-x*)=2,
XE .\'ER

inf (6sin(2x —1))= -6 sup (6sin2x - 1)) = 6.

15.2. Monoton funksiyaning limiti. Funksiya limitining
mavjudligi masalasi monoton funksiyalar deb ataladigan funksiyalar
uchun ancha oson yechiladi. Dastavval monoton funksiya
tushunchasi bilan tanishib chiqaylik:

3- ta’rif. Agar f(x) funksiya biror X(XCR) to‘plamda
aniglangan bo‘lib, x, <x, shartni ganoatlantiradigan Vx.x, e X
uchun f(x)) <f(x)(f(x,) > f(x,)) tengsizlik bajarilsa, bu holda f(x)
funksiya X to‘plamda o ‘suvchi (kamayuvchi) funksiya deb ataladi
(30, a, b rasm).

4- ta’rif. Agar f(x) funksiya biror X(XCR) to‘plamda
aniglangan bo‘lib, x, <x, shartni ganoatlantiradigan Vx ,x, e X
uchun f(x) =< f(x,) (f(x,) = f(x,) tengsizlik bajarilsa, bu holda
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POY
b33

X 30- rasm. ¥
f(x) funksiya X to‘plamda kamaymaydigan (o ‘smaydigan) funksiya
deb ataladi (31, 32- rasmlar).

Mumtoz adabiyotda kamaymaydigan (o‘smaydigan) funksiya
keng ma’noda o ‘suvchi (keng ma’noda kamayuvchi) funksiya deb
aytiladi. O‘suvchi, kamayuvchi, keng ma’noda o‘suvchi va keng
ma’noda kamayuvchi funksiyalar esa bitta umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deb ataladi. Zamonaviy adabiyotda
kamaymaydigan va o‘smaydigan funksiyalar monoton funksiyalar,
o‘suvchi va kamayuvchi funksiyalar esa qat’iy monoton funksiyalar
deb ataladi.

Ko‘rinib turibdiki, monoton ketma-ketlikni natural
argumentning monoton funksiyasi deyish mumkin. Endi monoton
funksiyaning limiti haqidagi masalani garaymiz. Bu masalaning
yechimi quyidagi ikkita teorema orqali ifodalanadi:

1- teorema. Agar f(x) funksiyva X(XcR) to‘plamda
kamaymaydigan yoki o‘suvchi (o ‘smaydigan yoki kamayuvchi)
bolib, x argumentning barcha x€X qiymatlaridan katta bo‘lgan a
nuqta (a-chekli yoki +w) X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u
holda chekli yoki cheksiz f(a—0) limit mavjud, shu bilan birga

f@a-0)=sup f(x) (f(a-0)=inff(x)
xe X xe

bo‘ladi.
vt yt
—
.0 x o— %
—] —
—
31- rasm. 32- rasm.
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Isboti. Aytaylik, f(x) funksiya X to‘plamda kamaymay-
digan yoki o‘suvchi bo‘lib, shu to‘plamda yuqoridan chegaralangan
bo‘lsin. Demak, aniq chegara prinsipiga ko‘ra b=sup f(x)=sup Y
mavjud. Bu yerda Y={y:y=f(x), x€X}. f(a—0)= b ekanini
ko‘rsatamiz. b son aniq yuqori chegara bo‘lgani sababli, ve >0
son berilganda ham x argumentning shunday x,= xy(e)(x, < a)
qiymatini ko‘rsatish mumkinki, f(x,) > b—e bo‘ladi. Shart bo‘yicha
S(x) =z f(x)(x>x). Demak, f(x)>b—e (x> x,). Ikkinchidan,
Vxe X uchun f(x)<b. Demak, f(x) <b+e. Shunday qilib,
Ve >0 son uchun shunday x,=x,(¢) son topiladiki, vxe
{x:x,<x<a} nuqtada |f(x) — b| <e tengsizlik bajariladi (bunda a
chekli son bo‘lsa, x, = a—4(d > 0) deb, a= +« bo‘lganda esa x, = 4
deb olamiz). Bu esa, funksiya chap limitining Koshi bo‘yicha
ta’rifiga binoan, f(a—0) = b ekanini bildiradi.

Aytaylik, f funksiya X to‘plamda kamaymaydigan yoki o‘suvchi
bo‘lib, shu to‘plamda yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
ta’rifga ko‘ra VE >0 son uchun x argumentning shunday x, = x,(E)
giymati topiladiki, f(x,) > E bo‘ladi. Shart bo‘yicha
J(X) = f(x)(x>x). Demak, Vxe {x:x,<x<a} nuqtada f(x) > E
bo‘lar ekan. Bu esa f(a—0) = + ekanini bildiradi.

Teoremaning ikkinchi gismi ham xuddi yuqoridagi singari isbot
qilinadi.

2- teorema. Agar f(x) funksiya X(XCR) to‘plamda
kamaymaydigan yoki o ‘suvchi (o‘smaydigan yoki kamayuvchi)
bolib, x argumentning barcha x€X qiymatlaridan kichik bo‘lgan a
nuqta (a — chekli yoki —») X to‘plamning limit nugqtasi bo‘lsa, u
holda chekli yoki cheksiz f(a + 0) limit mavjud, shu bilan birga

fla+0)=inf f(x) (f(@+0)=supf(x))

bo ‘ladi.

Bu teorema xuddi 1- teorema kabi isbot qgilinadi.

15.3. Cheksiz katta funksiyalar va ularni taqqoslash. Faraz
qilaylik, f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lib, a (a-chekli
yoki cheksiz) nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar lim f(x) = - bo‘lsa, f(x) funksiya x->a da cheksiz

katta funksiya deyiladi. Masalan, f(x) = = funksiya x-1 da cheksiz
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katta, g (x) =x? + 1 funksiya esa x>0 da cheksiz katta funksiyadir.
Hagqgiqatan,

llm—zl--oo llm(x +1)

x-] X— X300

Aytaylik, f(x) funksiya biror X (XCR) to‘plamda aniglangan
bo‘lib, berilgan @ nuqtaning V(a,a+e)(e >0) o‘ng atrofida
(V(a-¢,a)(e >0) chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta
elementi bor (ya’ni a nuqta X ning o‘ng (chap) limit nuqtasi)
bo‘Isin.

6- ta’rif. Agar

i, === (lig, /0 =2 =

x—a-0
bo‘lsa, bu holda f(x) funksiya @ nuqtada chapdan (o ‘ngdan) cheksiz
katta funksiya deb ataladi. Masalan,

2 2

lim ==~ e, lim = =+ o
x->1-0 x | x40 X—
bo‘lgani sababli, f(x)=— funksiya x=1 nuqtada chapdan ham,

o‘ngdan ham cheksiz katta funksiyadir.

Cheksiz katta funksiyalar bir-biri bilan quyidagicha
tagqgoslanadi:

1) agar f(x) va g(x) funksiyalar x=a nuqtada o‘ngdan
(chapdan) cheksiz katta bo‘lib, ﬁ;‘—)) funksiya x = a nugtada o‘ngdan
(chapdan) cheksiz katta bo‘lsa, f(x) funksiya x = a nuqtada o igdan
(chapdan) g(x) funksiyaga nisbatan yugqori tartibli cheksiz katta
JSunksiya deyiladi. Masalan, f(x)=l2 funksiya x=0 nuqtada
o‘ngdan ham chapdan ham g(x) =%xfunksiyaga nisbatan yuqori
tartibli cheksiz katta funksiyadir, chunki

limZ% = fim L=y oo lim LX) = o

x—+0 g(x) x-+0 X x—-0 g(x)

2) agar f(x) va g(x) funksiyalar x=a nuqtada o‘ngdan
(chapdan) cheksiz katta bo‘lib,
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m I _ < oo fx)  too
x_mog( " =c¢ (¢ # 0;%c0), (1_131”( )—c (c #0;+ ))
bo‘lsa, f(x) va g(x) funksiyalar x = a nuqtada o‘ngdan (chapdan)
bir xil tartibli cheksiz katta funksiyalar deb ataladi. Masalan,

fx )—-5% va g(x)—l; funksiyalar x=0 nugtada o‘ngdan ham,

chapdan ham bir xil tartibli cheksiz katta funksiyalardir, chunki

f(x) _ s S _ s _ &
lim —=L lnm(5+x) 5, }Lr{lom—}m(5+x)—5,

X—3+0 g(x x>

3) agar f(x) funksiya x>« da cheksiz katta bo‘lib,

lim LX) — ¢ (c#0; £o0; p>0)

X0

bo‘lsa, x»>w da f(x) funksiya x ga nishatan p — tartibli cheksiz
katta funksiya deb ataladi. Masalan, x> da

FO)=Ux®+14+x* +1

funksiya x ga nisbatan 2- tartibli cheksiz katta funksiyadir, chunki

lim f;;’ = Lim(s/1+x%+1+x%)= 2.

15.4. Cheksiz kichik funksiyalar va ularni taqqoslash. Endi
cheksiz kichik funksiyalar va ularni bir-biriga tagqoslash haqida
to‘xtalamiz. Faraz qilaylik, f(x) funksiya biror X to‘plamda
aniglangan va g nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

7- ta’rif. Agar lim f(x) =0 bo‘lsa, f(x) funksiya x =a nuqtada
cheksiz kichik deyilaaﬁi‘j Masalan, f(x) = (x — a)" (n — natural son)
funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik bo‘ladi. Hagiqgatan,

lim (x - a)” —hm(x a)(x-a)..(x-a)=

Xx—a

n marna

= (lim(x - a))n = (lxlm x- a)'l =(a-a)" =0.

x-a
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3- teorema. Agar lim f(x)=b chekli limit mavjud boIsa,
u holda a(x) =f(x) — b funksiva x = a nugtada cheksiz kichik bo ‘ladi.

I[sboti. Aytaylik, lim f(x) =b chekli limit mavjud bo‘lsin. U
holda

lxinza(x)zlin}(f(x)—b)=lxin3f(x)—b=b—b=0.

Bu esa cheksiz kichik funksiyaning ta’rifiga ko‘ra a(x)=/f(x)—b
funksiyaning x = a nuqtada cheksiz kichikligini bildiradi.

Yugqorida isbot qgilingan teoremadan ayonki, agar lim f(x) = b
chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda x-a da f(x) funksigl—e)lani

f(x)=b+a(x) (x> a) @)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerdagi a(x) funksiya a nuqtada
cheksiz kichik bo‘lgan ixtiyoriy funksiyadir. Masalan,

lim 3% = |
a0 X -

bo‘lgani uchun sin x =x(1 +a(x)) (x»0) deb yozish mumkin.
Bu yerda a(x) funksiya lxiir(}a(x)=0 shartni qanoatlantiruvchi
ixtiyoriy funksiyadir.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan quyidagicha taqqos-
lanadi:

1) agar f(x) va g(x) funksiyalar @ nuqtaning biror (]5 (a)
atrofida aniqlangan bo‘lib, g(x);tO(xe Us (a)), lim f(x) =
= l‘i_r'r(} g(x) =290,

. fx)
l‘lm g(x) 0 **

bo‘lsa, f(x) funksiya x=a nuqtada g(x) funksiyaga
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya deb ataladi va gisqacha
f(x) = o(g(x))(x=>a) ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi o belgi
E. Landau tomonidan kiritilgan bo‘lib, u «tartib> degan ma’noni
bildiruvchi inglizcha order so‘zining birinchi harfidir (o belgi «o
kichik» deb o‘qiladi).
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Yuqoridagi (*) formulaga asosan f(x)= o(g(x))(x—>a)
formulani f(x) =e(x)g(x)| x e U s (@) | ko‘rinishda yozish mumkKin.
Bu yerdagi £(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan
ixtiyoriy funksiyadir. Haqigatan, (*) ga asosan (**) dan

f(x) . _
e (1:33 e(x) = 0).

Bundan f(x)= e(x)g(x)(x c Us (a) )

2) agar x =a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan f(x) va g(x) funk-
siyalar uchun

L) e
)lcTag(X)—c (¢ # 0;%0)
limit mavjud bo‘lsa, bu holda f(x) va g(x) funksiyalar x=a
nuqtada bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyalar deb ataladi.
Masalan,

fim 322X _ 31jm $03% _ 3.9 =3
x-0 X x—0 3x

bo‘lgani uchun y=sin 3x va y = x funksiyalar x =0 nuqtada bir
xil tartibli cheksiz kichik funksiyalardir.

Xususan, bu yerda ¢=1 bo‘lsa, bu holda f(x) va g(x)
funksiyalar x = a nuqtada ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar deb
ataladi va gisqacha f(x) ~ g(x)(x—a) ko‘rinishda yoziladi. ~ belgi
«asimptotik tenglik» belgisi bo‘lib, oxirgi formula «x—»>a da f(x)
funksiya g(x) funksiyaga asimptotik teng» deb o‘qiladi. Masalan,
x->0 da sin x funksiya x funksiyaga asimptotik teng:

sinx~x  (x=0),
chunki

Biror a nuqtada bir xil tartibli bo‘lgan f(x) va g(x) cheksiz
kichik funksiyalar orasidagi bog‘lanishni

fx)~cglx)  (x>a)
deb yozish mumkin. Bu yerda c(c # 0) — o‘zgarmas son.

104



3) agar x=a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan f(x) funksiya
uchun

lim __f_(x_)_
x—a (x_a)p

=¢ (cz20;to0; p>0)

limit mavjud bo‘lsa, bu holda x—»a da f(x) funksiya y=x—a
funksiyaga nisbatan p-tartibli cheksiz kichik funksiya deb ataladi.
Masalan, x>0 da f(x) = 1— cos x funksiya y = x funksiyaga nisbatan
2- tartibli cheksiz kichik funksiya bo‘ladi, chunki

4- teorema. Agar f (x) Junksiya x-»a da cheksiz katta
(cheksiz kichik) bo ‘Isa, u holda 7(—) Sunksiya x->a da cheksiz kichik
(cheksiz katta) bo ladi.

Isboti. Aytaylik, f(x) funksiya x->a da cheksiz katta (cheksiz
kichik) bo‘lsin. U holda cheksiz katta (cheksiz kichik) funksiyaning
ta’rifiga asosan v g > ¢ son uchun shunday 6 = 8(E) > 0 topiladiki,
Vxe {x:0<|x—a] <6} uchun | f(x)|>E (|f(x)]| < E) bo‘ladi.
s

funksiyaning x-»a da

Bu yerdan Vxe {x:0<]|x—a|<4} uchun f(lx) <%(
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa ta’rifga ko‘ra f(l 3
cheksiz kichik (cheksiz katta) ekanini bildiradi.

Eslatma. a = « holda ham xuddi shunga o‘xshash teorema o‘rinli

bo‘ladi.

O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Funksiya limitining Geyne va Koshi bo‘yicha ta'riflarini ayting va
ularning ekvivalentligini isbotlang.
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2. Koshi sharti deb nimaga aytiladi? Koshi sharti funksiyaning nuqtada
limitga ega bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shart bo‘la oladi-mi?

3. Funksiya limiti haqidagi asosiy teoremalarni bilasizmi? Sanab chiqing
va isbotlang.

4. Funksiya limitini hisoblashda uchraydigan 0/0, «/c, 0.0 va o — o

ko‘rinishdagi anigmas ifodalarni sharhlab bering. Misollar keltiring.

Birinchi ajoyib limit deb nimaga aytiladi? Isbotlang.

Bir tomonli limit tushunchasini Geyne va Koshi bo‘yicha ta'riflang.

Tkkinchi ajoyib limit deb nimaga aytiladi? Isbotlang.

Funksiyaning aniq yuqori (aniq quyi) chegarasi deb nimaga aytiladi?

Monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremalami isbotlang.

. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiya tushunchalarini ta'riflang.

Ular bir-birlari bilan ganday taqqoslanadi?

Sexpaaw

16- §. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

16.1. Funksiyaning uzluksizligi. Matematik analizda uchraydigan
funksiyalarni ikkita sinfga ajratish mumkin:

a) uzluksiz funksiyalar; b) uzlukli funksiyalar.

Analiz jarayonida asosan uzluksiz funksiyalar bilan ish ko‘ri-
ladi. Bunday funksiyalar (umuman aytganda, uzlukli funksiyalarga
xos bo‘lmagan) bir gancha muhim xususiyatlarga ega bo‘ladilarki,
bu xususiyatlar ularni tahlil gilish va tatbiq etish jarayonini ancha
yengillashtiradi. Albatta, fan va texnikada, umuman tatbiqiy
masalalarda uzlukli funksiyalar ham ko‘p uchraydi. Shu sababli,
matematik analizda (nisbatan oz bo‘lsa-da) uzlukli funksiyalar
bilan bog‘liq bo‘lgan masalalar ham qaraladi.

Dastavval funksiyaning uzluksizligi tushunchasi bilan tanishib
chigamiz. Faraz qilaylik, f(x) funksiya biror X(XCR) to‘plamda
aniglangan bo‘lib, a€X nuqta X to‘plamning limit nugqtasi bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar lim f(x) chekli limit mavjud bo‘lib,

lim £(x) = (a)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, bu holda f(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz
deyiladi. Masalan, f(x) =x" (n — natural son) funksiya vage R
nuqtada uzluksiz. Haqgiqatan,
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lim f(x)=limx" = limx x..x = lim xlim x...lim x =

xX—a X—a xX—a X—a x-oa ~a
n mara x

=a-a..a=a = f(a).

Aks holda (ya’ni yo lim f(x) chekli limit mavjud bo‘lmasa,
yoki bu chekli limit mavjud bo‘lib, u f(a) ga teng bo‘lmasa)
f(x) funksiya a nuqtada uzlukli deb ataladi. Bu holda x = ¢ nuqta
f(x) funksiyaning wuzilish nuqtasi deyiladi. Masalan,

funksiya (33- rasm) x=0 nuqtada uzlukli, chunki

lirréf(x) = lirr; x?=0=1= f(0).

I[zoh. D(f) to‘plamning a€¢D (f) limit nuqtasini ham f
funksiyaning uzilish nuqtasi deb hisoblaymiz. Masalan, x =0 nuqta
f(x)=3i2x funksiyaning uzilish nuqtasi bo‘ladi, chunki
D (f) = R\{0} bo‘lib, x=0 nuqta D (f) ning limit nuqtasidir. Yana
shuni ham aytishimiz kerakki, qulaylik magsadida, f funk-
siya D (f) to‘plamning yakkalangan (ya’ni uning limit nugqtasi
bo‘lmagan) nugqtalarida uzluksiz deb hisoblanadi.

Funksiyaning nuqtada uzluksiz yoki uzlukli bo‘lish xususiyati
uning lokal xususiyati (ya’ni ma’lum bir nuqtagagina (joygagina)
mansub bo‘lgan xususiyati) sanaladi. A
Masalan, yuqorida qaralgan funksiya Y
x =0 nuqtada uzlukli bo‘lib, son
o‘gqining qolgan barcha nuqtalarida 1
uzluksizdir.

Funksiya limitining Koshi bo‘yi-
cha ta’rifiga asosan funksiyaning nug- -1 0 1
tada uzluksizligi tushunchasini quyi-
dagicha ta’riflash mumkin: 33- rasm.

Xy
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2- ta’rif. Agar ve>0 son uchun shunday 6 =d(e) >0 son
topilsaki, Vxe {x: |x— a| <o} nuqtada |f(x) — f(a)| <e tengsiz-
lik bajarilsa, bu holda f(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz deyiladi.
AKks holda, f(x) funksiya x = a nuqtada uzlukli deb ataladi.

16.2. Bir tomonli uzluksizlik. Endi funksiyaning nuqtada bir
tomonli uzluksizligi tushunchasi bilan tanishamiz.

3- ta’rif. Agar f(a+0) (f(a—0)) chekli limit mavjud va
f(a+0)=f(a)f(a — 0) =f(a)) bo‘lsa, f(x) funksiya x = a nuqtada
o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Masalan,
-1 (x<0),
f(x)_{l (x20)
)’A funksiya x =0 nuqtada o‘ngdan
uzluksiz bo‘lib, chapdan uzluklidir
(34- rasm). Haqgiqatan,
! lim f(x) = lim 1 =1= £(0),
- x->+0 x—>+0
0 x
-1 lim f(x) = lim(=1) = -1 # 1 = £(0).
x—-0 x—-0
Funksiyaning nuqtada
34- rasm. uzluksizligini tekshirishda quyidagi

teorema muhim ahamiyatga ega:

1- teorema. Funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo lishi
uchun uning shu nuqtada ham o‘ngdan, ham chapdan uzluksiz
bo lishi zarur va yetarli.

Isboti. Faraz gilaylik, f(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz
bo‘lsin, ya’ni

lim f(x) = f(a). (1)

X—a

Ma’lumki, (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi uchun
f(a-0)= lim f(x) va

x—a-0

fa@a+0)= lim f(x)

x—a+0

bir tomonli limitlarning mavjud bo‘lishi va ularning f(a) ga teng
bo‘lishi zarur va yetarli edi. Demak, f(x) funksiyaning x = g nuqtada
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uzluksiz bo‘lishi uchun uning shu nuqtada ham chapdan, ham
o‘ngdan uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lar ekan.

1- misol. f(x) =signx funksiya x= 0 nuqtada uzluksiz bo‘la-
dimi?

Y e chis h. Ma’lumki,

-1 (x<0),
signx =10 (x=0),
I (x>0).
lim signx = lim (-1) = -1 # 0 = sign0

x—-0 x—-0

bo‘lgani uchun ta’rifga ko‘ra signx funksiya x = 0 nuqtada chapdan
uzluklidir. Demak, 1- teoremaga asosan signx funksiya x = 0 nuq-
tada uzlukli bo‘ladi.

Endi funksiyaning kesmada va intervalda uzluksizligi
tushunchalari bilan tanishamiz.

4- ta’rif. Agar f(x) funksiya Vxe[a,b}(Vxe(a,b)) nuqtada
uzluksiz bo‘lsa, bu holda Ax) funksiya [a, b] kesmada ((a, b)

intervalda) uzluksiz deb ataladi.

Bunda kesmada uzluksizlik haqida gap ketganda, f(x)
funksiyaning a nuqtada o‘ngdan uzluksizligi va » nuqtada chapdan
uzluksizligi talab qilinadi; intervalda uzluksizligi to‘g‘risida gapiril-
ganda esa f(x) funksiyadan @ va b nuqtalarda hech narsa talab
gilinmaydi.

1- eslatma. Agar f(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz bo‘lsa,
u holda

lim f(x) = f(lim x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Hagigatan, f(x) funksiya x=a nugtada
uzluksiz bo‘lgani uchun, ta’rifga ko‘ra,

lim f(x) = f(a).

xX—a

Bunda a4 =1imx ekanligini e’tiborga olsak,

xX-=a

lim f(x) = f(lim x)

X—a X—a

bo‘ladi. Masalan, f(x) =x" (n — natural son) funksiya a€R nuq-
tada uzluksiz bo‘lgani uchun
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x—a X—=a

limx" = (lim x) .

16.3. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. Quyidagi
teorema o‘rinli.

2- teorema. Agar ayni bitta X to‘plamda aniglangan f(x) va
g(x) funksiyalar a€X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

SO +ex), £ -8, f(x)-gn, L&

Sunksiyalar (oxirgisida g(x) =0, g(a) # 0) a nuqtada uzluksiz
boladi.
Isboti. Faraz qilaylik,

lim f(x) = f(a), limg(x) = g(a)

X—a X—a

bo‘lsin. Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar
hagidagi teoremaga binoan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

im(f(x) £ g(x) = lim f(x) +1lim g(x) = f(a) + g(a);
lim f(x)g(x) = lim f(x) - lim g(x) = f(a)g(a);

L fxy Im )
Ll—rf}z g(x) - li_)l’l’}lg(x) - g(a) (g(a) ¢0)

Bu esa 1- ta’rifga ko‘ra

f@)+ g, f()-g(, f(x)-8, L2
funksiyalarning x = a nuqtada uzluksizligini bildiradi. Teorema
isbot qilindi.

16.4. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Quyidagi teorema
o‘rinli.

3- teorema. Agar T (TCR) to‘plamda f(g(f)) murakkab
Junksiya aniqlangan bolib, x= g(t) va f(x) funksiyalar mos
ravishda t €T va x,= g(t,) nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, u holda
S (&) murakkab funksiya t €T nuqtada uzluksiz bo ladi.

Isboti. f(x) funksiya x, = g(#) nuqtada uzluksiz bo‘lganligi
sababli, 2- ta’rifga asosan ve >0 son uchun shunday 6, =d,(¢) > 0
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son topiladiki, vxe {x:|x—x,] <J,} nuqtada

lf(x)-f(x)] <e (2)
tengsizlik bajariladi. x = g() funksiyaning #, nuqgtada uzluksizligidan,
2- ta’rifga asosan yuqoridagi 6,> 0 son uchun shunday
6 =0(6,) >0 son topiladiki, Vre{r: |-t |<d} nuqtada

1g(n ~g(1)]| <4, (3)

tengsizlik bajariladi.
Nihoyat, (2) tengsizlikda x, = g(#) ekanini e’tiborga olsak,
Vie{t:|t— 1| <o} nuqtada

|f(e () —f(g () |<e

bo‘lishiga ishonch hosil qilamiz. Bu esa, 2- ta’rifga ko‘ra,
¥ = f(g(9)) murakkab funksiyaning #, nuqtada uzluksizligini bildiradi.
Teorema isbot gilindi.

2- eslatma. Agar 1€ T nuqta T to‘plamning limit nugtasi bo‘lib,
¥ =f(g(#)) murakkab funksiya £, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

,lig; f(e®)= f[}grg g(t)] @

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Haqgiqatan, y = f(g (7)) funksiya #, nuqtada
uzluksiz bo‘lsin:

lim £ (g(1)) = £ (&(%))-

11,

Bu yerda g(r)) = }Lrp g() ekanini e’tiborga olsak, (4) tenglik hosil
bo‘ladi. ’

16.5. Darajali-ko‘rsatkichli funksiyaning uzluksizligi. Faraz
gilaylik, biror X(XCR) to‘plamda y=u(x)"® (u(x) > 0) darajali-
ko‘rsatkichli funksiya berilgan bo‘lsin.

4- teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar a(a€X) nuqtada
uzluksiz (u = u(x) funksiya a nuqtaning biror atrofida musbat) bo Isa,
u holda y= u(x)*™ (u(x)>0) funksiva x=a nuqtada uzluksiz
bo ‘ladi.

Isboti. Dastavval y= u(x)*® (u(x) > 0) funksiyani

In u(x)u(x) - ev(x)ln u(x) (5)

y=u(x)" =e
11



ko‘rinishda tasvirlaymiz. #(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz bo‘lgani
uchun In u(x) murakkab funksiya x = a nugtada uzluksiz bo‘ladi.
v(x) va In u(x) funksiyalar x = a nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun
v(x) In u(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz. Nihoyat, v(x)In u(x)
funksiya x = a nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun (5) murakkab
funksiya, ya’ni y = u(x)*® (u(x) > 0) darajali-ko‘rsatkichli
funksiya x = a nuqtada uzluksiz bo‘ladi:

lim u(x)"* = w(a)*®.

Teorema isbot gilindi.

Darajali-ko‘rsatkichli funksiyaning limiti hagida quyidagilarni
aytish mumkin: (5) ifodadan ko‘rinib turibdiki, u(x)*® ifodaning
x->a dagi limiti # (x)In u(x) funksiyaning x—a dagi limitiga bog‘liq:

D limo(x) Inu(x) = b = limu(x)*® = ¢’;

X=a x—a

2) limv(x) Inu(x) = —o = lim u(x)’™® = 0;

X—=a X—=a

3) limv(x) Inu(x) = +o0 = limu(x)"® = +4oo.

X—a X—a

16.6. Anigmas ifodalar. Darajali-ko‘rsatkichli funksiyaning
limitini hisoblashda quyidagi uch turli anigmas ifoda uchraydi:
1=, 0°,

a) Agar hm u(x)=1va llmv(x) = bo‘lsa, u(x)*® ifoda x—>a
da 1* ko rzmshdagz amqmas 1foda deb ataladi. 1= ko‘rinishdagi
anigmaslikni ochish uchun dastlab uni quyidagi usulda 0- «
ko‘rinishdagi anigmaslikka keltirish lozim:

lim u(x)*® = lim(1 + u(x) - 1)*® =

xX—-a X —-a

1
= lim((1 + (u(x) - 1) o1 -

him v (x)(u(x)-1) — o* lgnau(x)(u(x)—l)

= (llm(l + (u(x) - 1))u(x) l)x—m

So‘ngra odatdagi usul bilan 0- o ko‘rinishdagi anigmaslikni
ochish kerak.
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.
2- misol. Ushbu lir%(l +2x)** limit hisoblansin.

Y e chis h.

L L2
im(1+ 2x)™ = lim((1+ 2™ )™ =

2
sin x

hm

1 24
. I ImSw
=(lim(1+2x) )™ =ex0 ¥ =e
x—0

2
T 2
=e”

b) Agar lim u(x) = lim v(x) = 0 bo‘lsa, u(x)® ifoda x=»a da (°
ko ‘rinishdagi anigmas ifoda deb ataladi. Masalan: x»+0 da x* ifoda
0° ko‘rinishdagi anigmas ifodadir.

d) Agar }‘i_ng u(x) = +oo Ba kig} v(x) =0 bo‘lsa, x»a da u(x)™
ifoda «° ko ‘rinishdagi anigmas ifoda deb ataladi. Masalan, x’fl_Z
ifoda x » + o da «° ko‘rinishdagi anigmas ifodadir.

Amaliyotda 0° va «° ko‘rinishdagi anigmas ifodalar quyidagi
usul bilan 1 ko‘rinishdagi anigmaslikka keltirilib, ochilishi mumkin:

y= u(x)v(x) = elnu(x)”(x) = er0)Inu(n) = (ez'(x))lnu(x) ( u(x) > 0)_
Bu yerda f(x) =e™, g(x) =Inu(x) desak,
y = u(x)*® = f (x)s

bo‘ladi. Ravshanki, lim f(x) =1, limg(x) = +.

x-a X—a

3- misol. Ushbu iim x* limit hisoblansin.

x—>+0
Y e chis h.

: X _ 1i xylnx _ xli)"l()xmx _

lim x* = lim(e*)"* =e =

x—+0 x—+0
_llm-l"—’ 0

=e -1 =g =1,
chunki Vo e (0;+) uchun lim LU ekanligini biz avval isbot

=400 |

gilgan edik.
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4- misol. Ushbu

lim x'/**
N = too
limit hisoblansin.
Y e chis h.
In x Inx
. 2 . 1/x2 Im —5-
lim x'/* = lim (e ) =" Z et o,
A= oo X oo

17- §. UZILISH NUQTALARINI TASNIFLASH.
MONOTON FUNKSIYANING UZILISHLARI
VA UZLUKSIZLIGI

17.1. Uzilish nugqtalarini tasniflash. Funksiyaning uzilish
nuqtalari uch turli bo‘ladi: a) yo‘qotiladigan wuzilish nuqtalar;
b) birinchi tur uzilish nugtalar; d) ikkinchi tur uzilish nugtalar.

Aytaylik, f(x) funksiya X (XCR) to‘plamda aniglangan bo‘lib,
a nugta X to‘plamning limit nugqtasi bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar lim f(x) chekli limit mavjud bo‘lib, yo f(x)
funksiya a nuqtadz;%aniqlanmagan yoki aniqlanganu, lekin
lim f(x)# f(a) bo‘lsa, bu holda x=a nuqta f(x) funksiyaning
;}; ?qotiladfgan uzilish nuqtasi deb ataladi. Masalan,

lim 30X = |
a0 X

bo‘lib, f(x)=332% funksiya x = 0 nuqtada aniglanmaganligi sababli,

X

x =0 nuqta bu funksiyaning yo‘qotiladigan uzilish nuqtasidir (35-

rasm). Bu uzilish nuqtasi quyidagi tarzda yo‘qotiladi:

f*(x) = (=0
I (x=0).
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Ravshanki, f*(x) va f(x) Va
funksiyalar bir-biridan fagat x=0

nuqtadagina farq qiladi. f*(x) =S§nX
funksiyva esa x=0 nuqtada !
uzluksizdir: ~ ~~

-TC 0 I X

lim f *(x) = lim S“;" =1=f*(0).

x—0 x—-0

Yana bitta misol qaraylik. x=1
nuqta 35- rasm.

CJxe=1? (xz1,
f<x>_{ AR

funksiyaning yo‘qotiladigan uzilish nuqtasidir (36- rasm).
Haqigatan,

lim f(x) =lim(x-1)’ =(lim(x-D)’ =(1-1)>=0=1= f(1)_
-1 1ol

x—1 2

Bu uzilish nugtasini quyidagicha yo‘qotish mumkin:

(o JE=DP (x21),
/e ]’0 (x=1).

f*(x) funksiya x=1 nuqtada
uzluksiz va f(x) funksiyadan faqat
x =1 nuqtadagi qgiymati bilangina
farq giladi.

2- ta’rif. Agar f(a—0) va

(&)
~
(N
=

f(a+0) bir tomonli chekli limitlar
mavjud bo‘lib, f(a—0) = f(a+ 0)
bo‘lsa, x =a nuqgta f(x) funksiyaning
birinchi tur uzilish nugqtasi deb
ataladi.

36- rasm.
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Masalan, x =0 nuqta /”(x):lxi| funksiyaning birinchi tur

vzilish nuqtasidir (37- rasm), chunki

. ETIN -
fim /) = fim 5 < lim % - fim 1 <1,
; —lim P _
fim £00) = fim 2 = fim == = lim(-1) = 1.
y‘r Funksiyaning birinchi tur

uzilishi chekli uzilish deb ataladi.
Geometrik nuqtai nazardan
garaganda, birinchi tur uzilish
nugtasida (x=a da) f funksiyaning
—! grafigi h= =|f(a+0) — f(a-0)|
masofaga sakraydi. Masalan,

"

_ I svani Ly =
37 rasm. f(x) =% funksiyaning grafigi x =0

nuqtada A= | 1— (-1)| = 2 masofaga
sakraydi.

3- ta’rif. Agar f(a— 0) va f(a+ 0) bir tomonli limitlarning
kamida bittasi mavjud bo‘lmasa, yoki ularning kamida biri
cheksizlikka teng bo‘lsa, bu holda x = a nuqta f(x) funksiyaning
ikkinchi tur uzilish nuqtasi deb ataladi. Masalan, x =0 nugqta

0 (x £0),
f(x)=

.
sin — (x>0)

funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugqtasidir (38- rasm), chunki
f(+0) o‘ng tomonli limit mavjud emas.
Yana bitta misol keltiraylik: x = 1 nuqta

S =-
funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasidir (39- rasm), chunki
f(1-0)= 11m f(x)= 11m 1 = — oo}
Sa+0)= hm f(x)—xlnl'r+10x [ =

Ravshanki, f(a—-0) va f(a+ 0) bir tomonli limitlarning
kamida biri cheksizlikka teng bo‘lganda, f funksiya grafigining x =a
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A
y
1
g .
z / _ sin - (x>0)
2 y
7 0 (x<0)
1
2
0 £ £ % 4
LU

38- rasm.

nuqtadagi «sakrash masofasi» +o ga teng. Shuning uchun bunday
uzilishlar odatda cheksiz uzilishlar deb ataladi.
17.2. Bo‘lakli-uzluksiz funksiya tushunchasi. Bu tushuncha

quyidagicha ta’riflanadi.

4- ta’rif. Agar f funksiya [a, b] segmentdagi birinchi tur
uzilish nuqtalaridan boshqa barcha ichki nuqtalarda uzluksiz, shu
bilan birga f (a+ 0) va f(b — 0) bir tomonli

bo‘lsa, f funksiya [a, b] segmentda
bo ‘lakli-uzluksiz deb ataladi. Masalan,
ante-funksiya deb ataladigan
f(x) = [x] funksiya [—5; 6] segmentda
bo‘lakli-uzluksizdir. Chunki bu
funksiya [—5; 6] segmentdagi birinchi
tur uzilish nuqtalari (x=-—4, —3,
-2, —1, 0,1, 2,3,4,5) dan boshga
barcha ichki nugtalarda uzluksiz, shu
bilan birga f(-5+0)= lim [x]=-5, /(6-0)=
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39- rasm.



= lim [x]=5 bir tomonli limitlar mavjud. Bu yerda [x] ifoda, har

x—6-0
doimgidek, x haqiqiy sondan oshmaydigan eng katta butun sonni

bildiradi.

Endi funksiyaning intervalda bo‘lakli-uzluksizligi tushunchasini
ta’riflaymiz:

5- ta’rif. Agar f funksiya (a, b) intervalga (bu yerda g = —o,
b=+ bo‘lishi ham mumkin) tegishli bo‘lgan har qanday
segmentda bo‘lakli-uzluksiz bo‘lsa, f funksiya (a, b) intervalda
bo ‘lakli-uzluksiz deb ataladi. Masalan, y= [x] funksiya (—o, +o)
cheksiz to‘g'ri chizigda bo‘lakli-uzluksiz funksiyadir.

17.3. Monoton funksiyaning uzilishlari va uzluksizligi. Dast-
avval monoton funksiyaning uzilish nugtalarini tavsiflovchi quyidagi
teoremani isbot gilamiz.

1- teorema. Agar f funksiva |a, b] segmentda aniqlangan
monoton (yoki qat’ly monoton) funksiva bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
x,Ela, b] nuqtada f funksiya yo uzluksiz, yoki birinchi tur uzilishga
ega boladi.

Isboti. Aytaylik, f funksiya [a, b] segmentda aniglangan
kamaymaydigan (yoki o‘suvchi) funksiya bo‘lib, x,€ [a, b] nuqta
ixtiyoriy tayin nuqta bo‘lsin. U holda, ravshanki, Vxe (a, x,)
nuqtada f (x) < f (x)) (yoki f (x) <f(x,)) va Vxe (x, b) nuqtada
S0=f (x) (yoki f (x) >f (x,)) bo‘ladi. Demak, monoton
funksiyaning limiti haqidagi teoremaga binoan f (x, — 0) va
S (x,+0) chekli limitlar mavjud. Tengsizliklarda limitga o‘tish
qoidasiga ko‘ra f (x, — 0) = f (x)) va f (x, + 0) = f (x,) tengsizliklarni
hosil gilamiz. Ko‘rinib turibdiki, agar bu yerda f (x,—0) = f (x, + 0)=
= f (x,) bolsa, f funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Aks holda,
S funksiya x, nuqtada birinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.

Endi x, = a (x,= b bo‘lganda ham xuddi shu kabi isbotlanadi)
bo‘lsin. Bu holda vxe (a, b) nuqtada f (a) < f (x) <f (b) (yoki
f (a) <f (x) <f (b)) bo‘ladi. Demak, yana monoton funksiyaning
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limiti haqgidagi teoremaga binoan f(a+0)= limof(x) > f(a)
limit mavjud. Agar bu yerda f (a + 0) =f (a) bo‘lsa, f funksiya a
nuqgtada o‘ngdan uzluksiz bo‘ladi. f (a+ 0) > f (a) holda esa, [
funksiya a nuqtada birinchi tur uzilishga ega bo‘ladi. Teorema isbot
gilindi.

1- eslatma. f funksiya [a, b] kesmada aniglangan o‘smaydigan
(yoki kamayuvchi) funksiya bo‘lganda ham - teorema xuddi
yuqoridagidek isbot qilinadi.

2- teorema. [a, b] segmentda aniglangan gat’iy monoton f
Junksiyaning shu segmentda uzluksiz bo‘lishi uchun, f (a) va

f (b) sonlar orasida yotuvchi ~YC son berilganda ham f (c)=C
tenglikni qanoatlantiruvchi c€(a, b) nuqtaning mavjud bo ‘lishi zarur
va yetarli.

Isboti. 1) Zarurligi. Aytaylik, f funksiya [a, b] segment-
da aniqglangan o‘suvchi uzluksiz funksiya bo‘lib, Ce (fla), f(b))
son ixtiyoriy son bo‘lsin (40- rasm). f(c) = C tenglikni qa-
noatlantiruvchi c€ (a, b) sonning mavjudligini ko‘rsatamiz.
A={x€ [a, bl :f(x) = C} deb belgilaymiz. Ravshanki, 4= &
(chunki a€A) va yuqoridan (b son bilan) chegaralangan. Demak,
aniq chegara prinsipiga binoan ¢ = sup A son mavjud. Aniq chega-
raning ta’rifiga asosan [a, ¢) CA va (¢, b)NA=. Endi
c€ (a, b) va f(c¢) = C bo‘lishini ko‘rsatamiz. Avvalo, ¢ < b ekanini
ko‘rsataylik (a < ¢ tengsizlik ham xuddi shu singari isbotlanadi).
Faraz qilaylik, ¢=5b bo‘lsin. U
holda, birinchidan, f funksiya ¢=b
nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lganligi y
sababli, f(b-0)= lim f(x)= f(b) )
bo‘ladi. Ikkinchidan, ¢=sup A €
bo‘lganligi sababli, Vxe (a, b) f@
nuqtada f(x) = C bo‘ladi. Demak, 0 2 7

&

Ry

tengsizliklarda limitga o‘tish qoidasiga
ko‘ra f(b-0)= lim f(x)<C teng- 40- rasm.
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sizlikka ega bo‘lamiz. Bu yerda f(b — 0) =f(b) ekanini e’tiborga
olsak, f(b) < C bo‘ladi. Bu esa Ce (f(a), f(b)) shartga ziddir. Bu
ziddiyat «c = b bo‘lsin» degan noo‘rin farazimizdan kelib chiqdi.
Demak, ¢ < b. Endi f(c) = Cbo‘lishini ko‘rsataylik: f funksiya c€ (a, b)
nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun f(c—-0)=/f(c+ 0)=f(c)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Ravshanki, x€ [a, c) bo‘lganda f(x) < C va
x€ (¢, b] bo‘lganda esa f(x) > C tengsizliklar bajariladi. Demak,
tengsizliklarda limitga o‘tish qoidasiga binoan f(c)=f(c—-0) =< C
va f(c) =f(c+ 0) =2 C. Bu yerdan f(c) = C bo‘lishi kelib chiqgadi.

2) Yetarliligi. Aytaylik, / funksiya [a, b] segmentda
aniglangan o‘suvchi funksiya bo‘lib, VCe (f(a), f(b)) son uchun
shunday c€ (a, b) nuqta topilsinki, f(c) = C bo‘lsin (f funksiya
[a, b] segmentda o‘suvchi bo‘lgani sababli, bunday ¢ nuqta yagona
bo‘ladi). f funksiyaning ¢ nuqtada uzluksiz bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik: f funksiya c€ (a, b) nuqtada uzlukli,
masalan, chapdan uzlukli bo‘lsin (I- teoremadan ma’lumki, bu
uzilish birinchi tur uvzilishdir). Bu holda f(c-0) = lim f(x) chekli
limit mavjud, lekin f(c — 0) < f(c) bo‘ladi. x€ [a, c) bo‘lganda
f(x) =f(c—0)vaxe (c b] bo‘lganda f(x) = f(c) bo‘lganligidan,
Ce (f(c—0), f(c)) son uchun f(c) = C shartni ganoatlantiruvchi
c€ (a, b) nuqta mavjud emasligi kelib chigadi. Bu esa teorema
shartiga ziddir. Bu ziddiyat «f funksiya ¢ nuqtada uzlukli bo‘lsin»
degan noto‘g‘ri farazimizdan kelib chiqdi. Demak, f funksiya ¢
nuqtada uzluksiz. Xuddi shunday, f funksiyaning a va b nuqtalardagi
uzluksizligini ham ko‘rsatish mumkin. Shunday qilib, f funksiya
[a, b] segmentda uzluksiz ekan.

Teorema isbot qilindi.

2- eslatma. f funksiya [a, b] kesmada aniqlangan kamayuvchi
funksiya bo‘lganda ham 2- teorema xuddi yuqoridagidek isbot
qgilinadi.

3- eslatma. 2- teorema yordamida asosiy elementar
funksiyalarning o‘z aniqlanish sohalarida uzluksiz bo‘lishini
(uzluksizlik ta’rifidan foydalanmasdan) ko‘rsatish mumkin. Masalan,
y=a* (a> 1) funksiyani qaraylik. Bu funksiya X= (—o; +)
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to‘plamda aniglangan o‘suvchi Vs
funksiyadir (41- rasm). Ko‘rinib
turibdiki, vCe (0; +) son uchun L o)
a= C shartni qanoatlantiruvchi C Vo
c=log C € (—»; +wo) nuqta 1

mavjud. Demak, 2- teoremaga _AO
binoan y=a* (a> 1) funksiya
X=(—w; +w) to‘plamda uzluk- 41- rasm.

sizdir.

17.4. Teskari funksiyaning mavjudligi hagidagi teorema. Agar
f funksiya |a, b] segmentda aniqlangan, o‘suvchi (kamayuvchi) va
uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya [f(a), f(b)] (If(b), f(a)])
segmentda aniglangan, o ‘suvchi (kamayuvchi) va uzluksiz x = g(y)
teskari funksiyaga ega bo ladi.

Isboti. 2- teoremaga binoan Y={y:y=f(x), x € [a, b}} =
=[f(a), f(b)] (If (b), f(a)]) bo‘ladi. f funksiya [a, b] segmentda
gat’iy monoton bo‘lgani sababli, har bir y€ Y songa f(x)=y
shartni qanoatlantiruvchi fagat bitta x € [a, b] nuqta mos keladi.
Shu sababli, teskari funksiyaning ta’rifiga binoan, y = f(x) funksiya
Y segmentda aniqlangan x = g(y) teskari funksiyaga ega bo‘ladi.
Bundan tashqari, agar f funksiya [a, b] segmentda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘lsa, g funksiya ham [f(a), f(b)] (If (), f(a)])
segmentda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi. Haqiqatan, aytaylik,
y=f(x) funksiya [a, b] segmentda o‘suvchi bo‘lsin. x=g(y)
funksiyaning [f(a), f(b)] segmentda o‘suvchi ekanini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik: y, <y,=x, =x, bo‘lsin. f funksiya
[a, b] segmentda o‘suvchi bo‘lgani uchun x, < x, bo‘lganda
y,=fx) <y =f(x), ya’ni y =y, bo‘ladi. Bu y, <y, shartga ziddir.
Bu ziddiyat «y, <y, bo‘lganda x, = x, bo‘lsin» degan noto‘g‘ri
farazimizdan kelib chiqdi. Demak, y, <y, # x, <x,, ya’ni f funksiya
[a, b} segmentda o‘suvchi bo‘lsa, unga teskari bo‘lgan g funksiya
ham [f(a), f(b)] segmentda o‘suvchi bo‘lar ekan. f funksiya [a, b]
segmentda kamayuvchi bo‘lsa, unga teskari bo‘lgan g funksiyaning
[f(b), f(a)] segmentda kamayuvchi bo‘lishi ham xuddi shu singari
isbot qilinadi. X={x:x=g(y), y€Y}=[a, b] bo‘lgani sababli,
2- teoremaga asosan x = g(y) funksiya Y segmentda uzluksiz bo‘ladi.
Teorema isbot gilindi.

Ry

(4
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18- §. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR HAQIDAGI
ASOSIY TEOREMALAR.
TEKIS UZLUKSIZLIK

18.1. Uzluksiz funksiyalar haqidagi asosiy teoremalar.
Quyidagilar o‘rinli:

Funksiyaning lokal chegaralanganligi haqidagi teorema. Agar
S (x) funksiya x, nugtaning biror atrofida aniglangan bolib, x,
nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda x, nugtaning shunday U(x,) atrofi
topiladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo ‘ladi.

Isboti. f(x) funksiya x, nuqtaning biror atrofida aniglangan
va x, nuqtada uzluksiz bo‘lganligi sababli, funksiyaning nuqtada
uzluksizligining «& — d» tilidagi ta’rifiga ko‘ra, biror tayin &£ >0
son uchun shunday 6 =4d(e, x,) >0 sonni Ko‘rsatish mumkKinki,
Vxe U, x,)nuqtada |f(x) — f(x,)| <e tengsizlik bajariladi. Bu
tengsizlik f(x)) — e <f(x) <f(x,) t+ & go‘sh tengsizlikka teng kuchli.
Bu esa f(x) funksiyaning U,(x,) atrofda chegaralanganligini bildiradi.
Teorema isbot qgilindi.

Funksiya ishorasining turg‘unligi haqidagi teorema. Agar f(x)
Junksiya x, nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘lib, x, nugtada
uzluksiz va f(x)) # 0 bolsa, u holda x, nuqtaning shunday U,(x,)
atrofi topiladiki, f(x) funksiyaning bu atrofdagi ishorasi f(x,)
sonning ishorasi bilan bir xil bo ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, lim f(x)= f(x,) bolib, f(x)>0
(f(x,) <0) bo'lsin. U holda ta’rifga ko‘ra e=f(x,) (e=—f(x,)
son uchun shunday 6 >0 sonni ko‘rsatish mumkinki,
Vre U, (x,) nugtada |Ax) — £ )| <)) ~f(x) <= £(x)
tengsizlik bajariladi. Bundan VxeU,(y) nuqtada
0< f(x)<2f(x,)) (2f(x) <f(x) <0) bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa
f(x) funksiyaning U/(x,) atrofdagi ishorasi f(x) sonning ishorasi
bilan bir xil ekanligini bildiradi. Teorema isbot gilindi.

Funksiyaning nuli haqgidagi teorema. Agar f(x) funksiya |a, b]
kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lib, shu kesmaning chetki a va
b nugqtalarida turli ishorali giymatlar qabul qilsa, u holda kamida
bitta shunday ¢ € (a, b) nugta ropiladiki, f(c) =0 bo ladi.
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Isboti. Aniglik uchun f(a) <0 v
va f(b) > 0 bo‘lsin deylik (42-rasm).
x argument [a, b] kesmada
o‘zgarganda f(x) funksiya manfiy
giymatlar qabul qgiladigan x € [a, b]
nuqtalar to‘plamini G harf bilan

belgilaylik: o a l/ 2
G={x€E€la, b] : f(x) <0} Cla, b]. fa)---

Ravshanki, G sonli to‘plam
yuqoridan b haqiqiy son bilan 42- rasm.
chegaralangan. Demak, aniq chegara prinsipiga asosan G to‘plamning
aniq yuqori chegarasi (¢ =sup () mavjud. Biz f(¢) =0 bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik: f(c) # 0 bo‘lsin. Bu holda
yo f(c) <0 yoki f(c)>0 bo‘lishi ravshan. Agar f(c) <0 bo‘lsa
(shart bo‘yicha f(b) > 0 bo‘lgani sababli, ¢ < b bo‘lishi ayon), bu
holda funksiya ishorasining turg‘unligi hagidagi teoremaga binoan
¢ nuqtaning o‘ng atrofida shunday x* nuqta topiladiki, f(x*) <0
bo‘ladi. Bu esa ¢ =sup G ekanligiga ziddir. Agarda f(c) > 0 bo‘lsa,
bu holda ham yana o‘sha teoremaga ko‘ra ¢ nuqtaning shunday
chap atrofi topiladiki, bu atrofga tegishli bo‘lgan barcha x nuqtalarda
f(x) >0 bo‘ladi. Biroq bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki
shart bo‘yicha ¢=sup G. Bu ziddiyatlar «f(c) # 0 bo‘lsin» degan
noto‘g‘ri farazimizdan kelib chigdi. Demak, f(c) = 0. Teorema isbot
qilindi.

Eslatma. Funksiyaning nuli hagidagi teoremada funksiyaning
garalayotgan kesmada uzluksiz bo‘lishi muhim ahamiyatga ega.

Masalan, f (x)=[x]—'— funksiya [0; 2] kesmada aniglangan va
2

kesmaning chetki nuqtalarida turli ishorali f(0)=-%, f(2)=%
giymatlarni qabul giladi. Birog u [0; 2] kesmaning hech bir
nuqgtasida nulga aylanmaydi (43-rasm). Buning sababi, f(x)= [x]—%

funksiyaning =1 nuqtada  uzlukli bo‘lishidir:
1

Jim, 769 = im ([]-5) =3 3 = 70

Koshining oraliq giymat haqidagi teoremasi. Agar f(x) funk-
siya [a, b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lib, shu kesmaning
chetki nuqtalarida bir-biriga teng bo ‘Imagan qiymatlarni qabul qilsa,
u holda f(a) va f(b) sonlar orasida yotuvchi har qanday C son uchun

y=£f(x)

=y
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4 kamida bitta shunday c € (a, b) nugta
topiladiki, f(c) = C bo‘ladi.
1 — Isboti. Aniqlik wuchun
; y 72— f(a)<f(b)deylik. C son f(a)<C<
220 S f(b) shartni ganoatlantiradigan
ixtiyoriy son bo‘lsin. Ushbu
43- rasm. yordamchi g(x) = f(x) — C funk-
siyani garaymiz. Ko‘rinib turibdiki,
ikkita uzluksiz funksiyaning ayirmasi sifatida g(x) funksiya
[a, b] kesmada aniqlangan va uzluksiz, bundan tashgqari,
gla)=f(a)—-C<0, g(b)=f(b) — C>0. Demak, funksiyaning
nuli haqgidagi teoremaga ko‘ra kamida bitta shunday c € (a, b)
nugqta topiladiki, g(c) = 0 bo‘ladi. g(c) = f(c) — C ekanligini e’tiborga
olsak, f(c) = C bo‘ladi. Teorema isbot qilindi.

Bu teoremani geometrik tilda quyidagicha ifodalash mumkin:
y=C to‘g‘ri chiziq (f(a) < C<f(b) yoki f(b) < C<f(a))
y=f(x) funksiya grafigini kamida bitta nuqtada kesib o‘tadi
(44- rasm).

Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya [a, b]
kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya shu

M~ e

S

kesmada chegaralangan bo ‘ladi.

Isboti. Teskarisini faraz qilaylik: [a, b] kesmada
uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiya shu kesmada chegaralanmagan bo‘lsin.
U holda VM >0 son uchun shunday x, € [a, b] nuqta topiladiki,
|f(x,)| > M boladi.

Endi M=n(n=1, 2, ..)

y* deb, shunday {x }, {x E[a, b]) son-
fO)F---nmmmmmme li ketma-ketlikni tuzamizki,
y=C 5 [£(x)| >n bo‘ladi. Ravshanki, {x }
f (a)___yffk ketma-ketlik chegaralangan. Demak,
_ Boltsano-Veyershtrass teoremasiga

o) ¢ ¢ b X ko‘ra {x)} ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi {x,} qism ketma-

44- rasm. ketlik ajratish mumkin. Aytaylik,
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limx, = x, bo‘lsin. Bu yerda a < x,, < b ekanligini e’tiborga olsak,
t'grol‘gsizlildarda limitga o‘tish qoidasiga ko‘ra a < x, =< b bo‘ladi. Shart
bo‘yicha f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz. Shuning uchun
lim f(x, ) = f(limx, ) = f(x,). Bunday bo‘lishi esa mumkin emas,
chunki |f(x) > n tengsizlikdan |f(x,)| >k, va tim f (x,)- =
munosabatlar kelib chigadi. Bu garama-qgarshilik «f(x) funksiya
la, b] kesmada chegaralanmagan bo‘lsin» degan noto‘g‘ri
farazimizdan kelib chiqdi. Demak, [a, b] kesmada uzluksiz bo‘igan
f(x) funksiya shu kesmada chegaralangan bo‘lar ekan. Teorema
isbot qilindi.

Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya
la, b] kesmada uzluksiz bo‘sa, u holda shunday c € [a, b] va
c e [a,b] nugqtalar topiladiki, xlel[lt; , f(x)=f(c) va sup f(x) = = f@©)
bo ‘ladi.

Isboti. Ravshanki, X’be | f(x) = —Xiﬁg](— f(x)). Shuning uchun

sup f(x) = f(c)(a < ¢ < b) ekanligini ko‘rsatish bilan kifoyalanamiz.
xela.b)

Qisqalik uchun sup f(x)=M deb belgilaylik. f(¢)= M shartni
xela.b)

qanoatlantiruvchi ¢ e [4,6] nuqtaning mavjudligini ko‘rsatamiz.

Teskarisini faraz qilaylik: f(¢)= M shartni ganoatlantiruvchi

¢ € [a,b] nugta mavjud bo‘lmasin. Ushbu

g(x) ZTFlfTT)(a <x<b)

yordamchi funksiyani qaraymiz. Farazimizga ko‘ra bu funksiya
la, b] kesmada uzluksiz. Demak, Veyershtrassning birinchi
teoremasiga binoan g(x) funksiya [a, b] kesmada yuqoridan
chegaralangan, ya’ni shunday A4 > 0 son topiladiki,

0 < g(x) =ﬁ_l—f(x—)s A (xe[a,b])
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bo‘ladi. Bu yerdan Vxe[a.b] uchun f(x)sM—%<Mbo‘lishi
kelib chiqgadi. Bunday bo‘lishi esa mumkin emas, chunki

M= sup f(x). Bu ziddiyat «f(c)=M shartni qanoatlantiruvchi
xelab

¢ € [a,b] nuqta mavjud bo‘lmasin» degan noto‘g‘ri farazimizdan

kelib chiqdi. Shunday qilib, shunday ¢ e [q,b] nuqta mavjud

ekanki, f£(¢)= sup f(x) bo‘lar ekan. Teorema isbot qilindi.
]

xe[a.b

18.2. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya biror X (XCR) to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar ve > 0 son berilganda ham shunday 6 =d(g)> 0
son topilsaki, |x”— x'| <o tengsizlikni ganoatlantiruvchi
V', x"e X nuqtalar uchun |f(x”) — f(x')|<e tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Kantor teoremasi. Agar f(x) funksiya |a, b] kesmada uzluksiz
bo‘lsa, u holda bu funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bo ‘ladi.

Isboti. Teskarisini faraz qilaylik: f(x) funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz bo‘lib, bu funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bo‘lmasin.
U holda biror tayin ¢ >0 son va v§ >0 son uchun |x"—x'| <&
shartni ganoatlantiruvchi shunday x'€Jla, b] va x”"€[a, b] nuqtalar
topiladiki, |f(x") —f(x)| = e bo‘ladi.

Endi 6,-0 (n—»c) shartni qanoatlantiradigan {6,} (6,> 0)
sonli ketma-ketlikni tanlab,

[x,"=x/|< 3,|f(x,)—f(x)] z¢ (1)
tengsizliklarni qanoatlantiradigan {x,}(x, € [a,b]}va {x,} (x, € la,b])
sonli ketma-ketliklarni tuzamiz. Ko‘rinib turibdiki, {x,} va {x,}
sonli ketma-Kketliklar chegaralangan. Demak, Boltsano-Veyershtrass
teoremasiga ko‘ra ulardan mos ravishda, x, va x, sonlarga
vaginlashuvchi, {x, } va {x, } qismiy ketma-ketliklarni ajratish
mumkin. x,€[a,b] va x,E[a,b] bo‘lgani uchun, ma’lumki
x,€[a,b] va x,€[a,b]. (1) tengsizliklarning birinchisidan
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%, — %, | <8, voki x, -8, <x, <x,+8, boladi. Bu yerdan
Lim(x;" ~§,) <lim X, < lnim(x;” +8,) Yoki x,<x <x. Demak,
x, =x, . Shart bo‘yicha !Lr?f(x)=f(x5). Shunday qilib,
[£(x)} Ba {f(x,)} sonli ketma-ketliklar ayni bitta f(x,) limit
giymatga ega bo‘ladi. Bunday bo‘lishi esa mumkin emas, chunki
|f(x) - f(x,)

f(x) funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bo‘lmasin» degan noto‘g‘ri

>¢. Bu ziddiyat «[a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan

farazimizdan kelib chiqdi. Demak, [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan
funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bo‘lar ekan. Teorema isbot
qilindi.

2- ta’rif. Ushbu

o =ao(f;X) =Supf(x)—§g§f(x)

son X to‘plamda chegaralangan f(x) funksiyaning X to‘plamdagi
tebranishi deb ataladi.

Masalan, f(x)=sin x funksiyaning [0;%] kesmadagi

tebranishini topaylik (45- rasm):

= w(sin x;[O;%]) = sup sinx— inf sinx=1-0=1I.
oz] sefol]

Kantor teoremasidan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar f(x) funksiya [a, b]
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda 4
Ve >0 son berilganda ham shunday
0=09(s) >0 sonni ko‘rsatish mum-
kinki, f(x) funksiyaning uzunligi o Y= sinx
sondan kichik bo‘lgan v[c,d]c[a,b]

gism kesmadagi tebranishi ¢ sondan ® -

kichik bo‘ladi. 0 T x
Isboti. Kantor teoremasiga 2

binoan f(x) funksiya [a, b] segmentda 45- rasm.
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tekis uzluksiz. Shuning uchun ve >0 son berilganda ham shunday
0 =03(¢) > 0 sonni ko‘rsatish mumkinki, |x"—x'| <J shartni
ganoatlantiradigan Vx',x"e [a,b] sonlar uchun |f(x") — f(x')]| <e
tengsizlik bajariladi. Aytaylik, [c, d] kesma [a, b] kesmaning d — ¢ <é
shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy qism kesmasi bo‘lsin. f(x) funk-
siya [c, d] kesmada zluksiz bo‘lgani uchun Veyershtrassning ikkinchi
teoremasiga binoan shunday x’, X’ € [c, d] nuqtalar topiladiki,

m= infxefmﬂf(x) =f(x)va M= S}u()j]f(x) = f(x") bo‘ladi. Demak,

|x'—x'| < & (chunki d — ¢ <d) bo‘lgani sababli, yuqoridagiga ko‘ra
If(x") = f(xY)] <e.

Ravshanki, f(x'") = f(x')=M - m=w(f, |[c, d]). Shunday
qilib, w(f; [c, d]) <e. Natija isbot qilindi.

O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Funksiyaning nuqtada va oraligda uzluksizligini ta'riflang. Bir
tomonli uzluksiz deb nimaga aytiladi?

2. Funksiyaning nuqtada ham chapdan, ham o‘ngdan uzluksiz bo‘lishi
uning shu nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shart
bo‘ladimi? Isbotlang.

3. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amatlarni bilasizmi? Murakkab
funksiyaning uzluksizligi, darajali-ko‘rsatkichli funksiyaning uzluk-
sizligi haqidagi teoremalarni isbotlang.

4. 1°,0°,0% anigmas ifodalar deganda nimani tushunasiz? Misollar
keltiring.

5. Funksiyaning uzilish nuqtasi deb nimaga aytiladi? Ularning
sinflarini ayting, misollar keltiring.

6. Bo‘lakli-uzluksiz tushunchasini ta'riflang. Monoton funksiyaning
uzilish nuqtalari va uzluksizligi haqidagi teoremalarni isbotlang.

7. Teskari funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremani isbotlang.

8. Funksiyaning lokal chegaralanganligi, funksiya ishorasining
turg‘unligi haqidagi teoremalarni isbotlang.

9. Funksiyaning nuli haqidagi, Koshining oraliq giymat haqidagi
teoremalarni isbotlang.

10. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalarini isbotlang.

11. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasini ta'riflang. Kantor
teoremasini isbotlang.

12. X (XCR) to‘plamda chegaralangan funksiyaning X to‘plamdagi
tebranishi deb nimaga aytiladi?
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II BOB
DIFFERENSIAL HISOB

1- §. HOSILA

Biz endi matematik analizning asosiy bo‘limlaridan biri bo‘l-
gan differensial hisob va uning tatbiglarini o‘rganamiz.

Dastavval argument orttirmasi, funksiya orttirmasi va hosila
tushunchalari bilan tanishamiz.

1.1. Argument va funksiya orttirmalari. Faraz qilaylik, y = f(x)
funksiya x, nuqtaning biror U(x,) atrofida aniglangan va xe U (xy)
bo‘lsin (46- rasm). Ushbu x—x, ayirma «x argumentning x, nuqtada
qabul qilgan orttirmasi» yoki qisqacha «argument orttirmasi» deb
ataladi va Ax bilan belgilanadi: Ax = x — x,. Bu yerdan

x=x+tAx. (1)

Ushbu f(x) — f(x,) ayirma «x argument x, nuqtada Ax orttirma
olganda f funksiyaning qabul qilgan orttirmasi» yoki gisgacha
«funksiya orttirmasi» deb aytiladi va Ay, Af, Af(x,) simvollarning
istalgan bittasi bilan belgilanadi: Ay =f(x) — f(x,). Bu yerda (1)
ifodani e’tiborga olsak,

Ay=f(x,+ Ax) — f(x,) bo‘ladi. yﬂ\
Masalan, y=x? funksiyaning, x D
argument x,=1 nuqtada Ax=0,1 ﬂ/,ﬁk
orttirma olganda qabul qilgan AY=FX)Sf(x o)
orttirmasi quyidagicha bo‘ladi: r l
AX
\ o X x'
Ayl =1+0,1P —1P = ° Utx.)
Ax=0,!
=1,21—-1=0,21. 46- rasm.
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1.2. Hosilaning ta’rifi. Agar

lim 2 = lim
Ax—0 Ax—0

f(xg+Ax)—f(x)
Ax

chekli limit mavjud bo‘lsa, bu limit y=f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi hosilasi deb ataladi va y'(x)), f'(x,) (Lagranj)
belgilarning istalgan biri bilan belgilanadi:

' 1 f(X()+AX)—f(X())
f(x())—grj})———Ax———' (2)

1- eslatma. (1) tenglikka ko‘ra (2) formulani quyidagi
ko‘rinishda yozishimiz mumkin:

f(x)—llm f(x)- f(xo)

X—3Xq X—Xq

1- misol. Ushbu y =x* funksiyaning x, = 1 nuqtadagi hosilasi
hisoblansin.
Y e chis h. Ta'rif bo‘yicha

1y i YOOy 1
y(l)_lxlm x-1 lxl—n x-1
2
- lin?-(L(;_"Lx—Hl= lim(x® +x+1) =3.

2- misol. Ushbu

-1
xsm;(x = 0),
0 (x=0)

f(x)=

funksiya x, = 0 nuqtada hosilaga egami?
Y e chis h. Ta'rif bo‘yicha

= lim — = limsin l.

1
(O = Fiemy LX)/ (0) xsin
f (0) - lxlI)r(} x-0 x>0 X x—0
Ma’lumki, oxirgi limit mavjud emas. Demak, f(x) funksiya
x, = 0 nuqtada hosilaga ega emas.
1.3. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari.
1°. Agar y= C (C=Const) bo‘lsa, u holda y’=0 bo‘ladi.
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Isboti. Faraz qilaylik, y=/f(x) = C (C= Const) o‘zgarmas
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar x argumentga ixtiyoriy tayin x nugtada
Ax (Ax = 0) orttirma bersak, berilgan funksiya Ay=f(x+ Ax) —
- f(x) = C—C=0 orttirma «qabul giladi», ya’ni orttirma olmaydi.
Shuning uchun hosilaning ta’rifiga ko‘ra

, . Ay . 0 .
=lim—==Ilim —=1im0=0.
Y A,\l}»]()AX A;l(r—l}oAx Ax-0

2°. Agar y=x* (a — ixtiyoriy o‘zgarmas hagqiqiy son) bo‘lsa,
u holda y' = ax<~! bo‘ladi.

Isboti. Avval y=x* darajali funksiya haqgida ikki og‘iz so‘z
aytaylik. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi « songa bog‘liq bo‘ladi.
Masalan, « son manfiy butun son bo‘lganida, funksiyaning
aniglanish sohasi D (y) = R \ {0}, manfiymas butun son bo‘lganida
esa D(y) = (—w, +w). Agarda a = _(me N.m=1) bo‘lsa, u holda
m son juft bo‘lganda D (y) =[0; +«); m toq bo‘lganda esa D(y) =
= (—w, +o) bo‘ladi. Agar « son irratsional son bo‘lsa, bu holda
D(y) = (0; +o) deb olinadi (bunda « >0 bo‘lganida D(y) =
=[0; +o) bo‘ladi).

Endi y =ax<"' formulani isbot gilamiz. Albatta, yuqorida
aytilganlarga asosan bu hosila funksiyaning aniglanish sohasi ham
a songa bog‘lig bo‘ladi.

Faraz qilaylik, x # 0 bo‘lsin. U holda hosilaning ta’rifiga asosan,

(il

. Ax)® —x
'=(x*y= lim &
y ( ) Ax—0 Ax Ax—)O
1+4% ) 4
= x*! lim0 zx =ax®!
Ax—
X

(biz bu yerda limitlar nazariyasida isbot qilingan

lim (+0)%-1 _
10
(¢ — o‘zgarmas haqiqiy son) formuladan foydalandik).
2- eslatma. Agar a>1 bo‘lsa, u holda y'= ax«' formula

x =0 nuqgtada ham o‘rinli bo‘ladi.
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3°. Agar y= a* (0<a=1) bo‘lsa, y' = a*In a bo‘ladi.
Isboti. Hosilaning ta’rifiga ko‘ra

aX+Ax an_l

=a*lna.

F AN 1 -a* X
y'=(@=lim = =a" fim,
Biz bu yerda

a1

- =lna (O<a=zl)

lim
h—0

formuladan foydalandik.
Xususan, (€)' =¢*, chunki Ine=1.
4°. Agar y=1logx (0<a#1, x>0) bo‘lsa, u holda

y’=(]oga X)'= E)_iﬂ = xlila O<a=l,x>0)

bo‘ladi.

Isboti. Tarif bo‘yicha y'=(log, x)'= lim log"(“ixx)'log" X =

= lim log, (1 +£x"_)é = log, {2130 (1+£x".)§}; = log, o =

_1 _ 1
—-;logae—m O<a=xl,x>0).

Biz bu yerda logarifmik funksiyaning uzluksizligidan va ikkinchi
ajoyib limitdan foydalandik.

Natija. (Inx)= 31? (x> 0).

5°. Agar y=sinx bo‘lsa, u holda y'=cosx bo‘ladi.
Isboti. Ta’rif bo‘yicha

Ax . Ax
. . sin(x+Ax)-sin x 2cos x+-2- SmT
y'=(sinx)=lm>—"—""""" "= = lim
Ax—0 Ax—0
sin%
= lim 2 lim cos(x+i‘i)=1-cos lim (x+——) =COS X.
Ax—0 AX Ax0 2 Ax—0 2

2

Bunda biz birinchi ajoyib limitdan va y = cosx funksiyaning
uzluksizligidan foydalandik.
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6°. Agar y = cosx bo‘lsa, u holda y’' = —sinx bo‘ladi.
Isboti. Ta’rif bo‘yicha

cos(x+Ax)—-cosx _
Ax

2 sin[x+%I— sin%) sin2 Ax
= lim =-lim —2lim sin (x + —) =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0 2

y'=(cosx)= B:To

7

- (—l)-sin(glyo(“%)) — _sinx.

a+f
2

funksiyaning toqligidan va uzluksizligidan hamda birinchi ajoyib
limitdan foydalandik.

Bunda biz cosa ~cos 8 = 2sin

sin E;—a formuladan, y = sinx

1

Cos™ x

7°. Agar y=tgx bo‘lsa, u holda y'= (xznr+% ne Z)

bo‘ladi.

Isboti. Ta’rif bo‘yicha y'=(tex)=lim tg(x+§§)—tgx -

. sin{x+Ax-x) . sin Ax 1
= lim = lim =
A0 Ax COS(X+AX)COSX  Av—0 AX  cOoS(x+Ax)cosx

=1 L Iv xznr+Z ne Z)

2 2 2
COs™ x COos™ X

sinfa—f3)

cosacosf

Biz bu yerda tga-tgB= formuladan, y = cosx

funksiyaning uzluksizligidan va birinchi ajoyib limitdan foydalandik.
1

sin® x

8°. Agar y=ctgx bo‘lsa, u holda y =-

bo‘ladi.
Isboti. Ta’rif bo‘yicha

(x#2nr,ne Z)

y’=(ctgx)'= 22}) ctg(x+Ax)-ctgx _

Ax
T sin(x+Ax-x)
- lx—yo AXSIN(X+AX)SIN X gin? x (x # ne,ne Z).
1 _ — _ sinfa—p) o

funksiyaning uzluksizligidan va birinchi ajoyib limitdan foydalandik.
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Endi teskari trigonometrik funksiyalarning hosilalarini qaraymiz.
Buning uchun dastlab teskari funksiyaning hosilasi hagidagi
quyidagi teoremani isbot gilamiz:

Teorema. Agar y=f(x) funksiya X(XCR) oraligda
aniglangan, uzluksiz va qat’iy monoton bo lib, biror x,€X nuqtada
nuldan fargli f'(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu funksiyaga
teskari bolgan x=g()(y€Y,Y={y:y=f(x), x€X}) funksiya
Y, =f(x,)EY nugtada hosilaga ega, shu bilan birga

, _ i
g()’o)—m

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Berilgan y = f(x) funksiya X oraligda qat’iy monoton
va uzluksiz bo‘lgani sababli, teskari funksiyaning mavjudligi hagidagi
teoremaga asosan {y:y=f(x), x€X} to‘plamda aniqlangan bir
giymatli x = g(y) teskari funksiya mavjud. Bundan tashqari, agar
y=/f(x) funksiya X oraligda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa,
x=g(y) teskari funksiya ham {y:y= f(x), x€X} to‘plamda
o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

Shart bo‘yicha

F1(xy) = lim LO8 TG0 - (1(x)  0)

chekli limit mavjud. Endi x=g(y) funksiyaning y argumentiga
y =y, nuqtada ixtiyoriy Ay (Ay # 0, y, + Ay € {y:y=f(x), xEAX})
orttirma beramiz. U holda x = g(y) funksiya biror Ax= g(y, + Ay) —
— g(y,) orttirmani gabul giladi. Ushbu

Ax _ g(yo+ay)-g(o)
Ay Ay

nisbatni garaymiz. y = f(x) funksiya bir giymatli bo‘lganligi sababli,
Ay # 0 bo‘lganda Ax ham nuldan fargli bo‘ladi. Bundan tashqari,
x=g(y) funksiya y =y, nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun
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lim Ax = lim (g(y, +Ay) - 8(7)) =

Ay —0

=g (,ETO(YO + Ay)) -8() = 8(»y)—~8(y) =0.

Demak, ta’rifga ko‘ra

) — b 8W0tAY)-&(y) _ 1 _ 1
g'(y) = lim ==—= T T A T T
Ax—0 Ax

I M ’ — I '
ya'nt g'(y,)= T f (x,) #0).

Teorema shartiga ko‘ra f'(x,) chekli hosila mavjud bo‘lganligi
sababli, yuqoridagi tenglikdan g'(y,) chekli hosilaning mavjudligi
kelib chigadi. Teorema isbot gilindi.

3- eslatma. Yuqoridagi teoremada x, nuqta X oraligning
ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, y=f(x) funksiyaga teskari bo‘lgan
x = g(y) funksiyaning hosilasini topish formulasini

’ — 1 '
g(y)—m (f(X)iO,XEX).
ko‘rinishda yoki undan ham qulayroq

x'.=L, v, 20, xe X) (*)

]

Ya

ko‘rinishda yozish amaliy jihatdan juda qulay. y = f(x) va x=g(»)
funksiyalar bir-biriga teskari funksiyalar bo‘lganligi sababli,
amaliyotda (*) formulani

¥, :717 (x,20,yeY) (**)

y

ko‘rinishda go‘llash maqgsadga muvofiq bo‘ladi. Bu yerda
Y={y:y=f(x), x€X}. Bu formulant biz bu yerda y= arcsinx,
y=arccosx, y=arctgx va y=arcctgx teskari trigonometrik
funksiyalarning hosila funksiyalarini topishda qo‘llaymiz.

9°. Agar y=arcsinx bo‘lsa, u holda y= 1 -l<x<l)
d :/l—x2
bo‘ladi.
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Isboti. y=arcsinx funksiya [—1; 1] kesmada aniqlangan bir
qiymatli funksiya bo‘lib, uning giymatlari to‘plami Y = _%;%]

segmentdan iborat (47- rasm). Ma’lumki, bu funksiya Y = _.’25;%]

kesmada bir qiymatli, o‘suvchi va uzluksiz bo‘lgan x=siny
funksiyaga teskari bo‘lgan funksiyadir. x = siny funksiya vy e (-%%)
nuqtada nuldan fargli hosilaga ega bo‘lgani sababli, (**) formulaga

binoan
y' = (arcsin x)’ = L =1
y‘f Xy cos y
n.x
% y= arcsin x Vye (—7,7) nuqtada cos;_z ? 0
R bo‘lgani uchun cosy = =+1-sin“y
bo‘ladi. Demak, siny = x ekanligini
7 IR + ¢’tiborga olsak,
. 1
'=(arcsin x)'= (—1<x<1
e formula hosil bo‘ladi.
2 10°. Agar y =arccos x bo‘lsa,
1 —
47- rasm. UhOI.da y = H ( 1<X<l)
bo‘ladi.

Isboti. y=arccosx funksiya X= [—1; 1] kesmada aniglangan,
bir giymatli, kamayuvchi funksiya bo‘lib, uning giymatlari to‘plami
Y=1[0; n] kesmadan iborat (48- rasm). Bu funksiya Y=
= [0; 7] kesmada aniglangan, bir qiymatli, kamayuvchi va uzluksiz
bo‘lgan x = cosy funksiyaga teskari funksiyadir. Bundan tashqari,
x=cosy funksiya vye (0;z) nuqtada nuldan farqli bo‘lgan
x, =-siny hosilaga ega. Demak, (*+) formulaga binoan,

y'= (arccos x)’ =—l,- = 1
x, —siny

bo‘ladi. Bu yerda vy e (0;z) uchun siny > 0 ekanini e’tiborga olgan
holda, sin y=4yl-cos’y = =41-x* deb yozish mumkin.

Shunday qilib,
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1 Ya
y' = (arccosx) = —
1-x2
(-l<x<l). y = arccos x
11°. Agar y=arctg x bo‘lsa, u
holda y'= —— bo‘ladi.
l+x
Isboti. y=arctgx funksiya T o 7 Py
X=(—w, +w) cheksiz to‘g‘ri

chizigda aniqlangan bir qiymatli
funksiya bo‘lib, uning qiymatlari
to‘plami Y = —12’.;% oraligdan iborat
(49- rasm). Bu funksiya Y = (_%,%)
oraligda aniglangan, bir giymatli,
o‘suvchi va uzluksiz bo‘lgan x = tgy

48~ rasm.

funksiyaga teskari bo‘lgan
funksiyadir. x=tgy funksiya

Vye (—%%) nuqtada nuldan fargli

R

y=arctg x

Q
*‘w

, 1 »
X = - A i
cos” y

hosilaga ega bo‘lganligi sababli, (**)
formulaga binoan '%

y'= (arc tgx)’:% =cos’ y (—% <y< %)

bo‘ladi. Bu yerda

cos’y =
1+tg?y

ayniyatni va tgy = x ekanini e’tiborga olsak,
y'=(arc tgx)’=L2 (=00 < X < +00)
I+x
formula hosil bo‘ladi.

1

l+x

(—o0 < X < 400)

12°. Agar y = arcctgx bo‘lsa, u holda y'=-
bo‘ladi.
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vt Isboti. y=arcctgx funksiya
X=(—w, +mo) cheksiz to‘g‘ri
chizigda aniglangan, bir qiymatli,
\YK T kamayuvchi va uzluksiz funksiya

2 bo‘lib, uning qgiymatlari to‘plami
\=“’“’g" Y= (0; n) oraligdan iborat (50-
i K- ?\ rasm). Bu funksiya Y= (0; n)
: ! oraligda aniqlangan, bir qiymatli,
kamayuvchi va uzluksiz bo‘lgan
x = ctgy funksiyaga teskari bo‘lgan
50- rasm. funksiyadir. x = ctgy funksiya

Vy e (0;z) nuqtada nuldan fargli

1

x’, = -
sin? y

hosilaga ega bo‘lganligi sababli, (**) formulaga binoan
y' = (arctgx) = }1,—= -sin’y (O<y<n)
y

bo‘ladi. Bu yerda

sin’ y =

l+ctg2y
ayniyatni va ctgy = x ekanini e’tiborga olsak,

y'=(arcctgx) =— ! (—o0 < X < +0)
1+x2

formula hosil bo‘ladi.
1.4. Hosilalar jadvali. Amaliy qulaylik magsadida, yuqorida
isbot gilingan 1°—12° teoremalarga ko‘ra quyidagi jadvalni tuzamiz:

Ne y y Ne y y
[
1 C 0 5 Jx NS
2 X 1 6 X2 ax*"!
3 X" nx"! 7 a(0<a=1) a‘lna
1
4 1 -= 8 e &
X X
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Ne y y Ne y y
1 . 1
9 log x <ina 15 arcsinx 2
i
10 Inx 1 16 arccosx - S
X I-x
11 sinx cosx |
' 17 arctgx e
12 cosx —sinx
1
13 tgx > 1
O 18 arcctgx v
14 ctgx Tantx

Bu jadval hosilalar jadvali deb ataladi va u hosila hisoblashga
doir masalalarni yechishda keng qo‘llaniladi.

2- §. BIR TOMONLI HOSILALAR.
DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYALAR

2.1. Bir tomonli hesilalar. Faraz qilaylik, y =f(x) funksiya
biror X oraligda aniglangan va x€X, x+Ax€X bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar

lim S (x+Ax)- f(x) ( lim f(x"’AX)—f(x))
Ax—+0 Ax Ax—-0 Ax

chekli limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x nugqta-

dagi o‘ng (chap) hosilasi deyiladi va f'(x+0) (f(x-0)) kabi
belgilanadi:

' — lim J(x+AX)-f(x) U O) — i S XFAX)=S(X)
S e+ 0) = lim LET (' (x - 0) ~ lim LX+202/0),

Funksiyaning biror nuqtadagi o‘ng va chap hosilalari bir
tomonli hosilalar deb ataladi.

1- misol. f(x) = |x|funksiyaning x=0 nuqtadagi bir tomonli
hosilalari topilsin.
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Y e chis h. Ta’rif bo‘yicha

£ (40) = lim LEOSO _ jim I _ i 260

Ax—+0 Ax Ax—+0  Ax

Ax _
AlxlfzoXx—_ hm 1=1,

£/(=0) = lim L&/ _ jim o - fjm &0 _

Ax—-0 Ax Ax——-0

-Ax
= Jim, 5 = fim ) =

Quyidagi teorema o‘rinli:

1- teorema. f'(x) hosilaning mavjud bo lishi uchun f'(x—0)
va f'(x+0) bir tomonli hosilalarning mavjud bo ‘lishi, shu bilan
birga f'(x—0) =f(x+ 0) boTishi zarur va yetarli.

Isboti. Ma’lumki, funksiyaning biror nuqtada limit giymatga
ega bo‘lishi uchun uning shu nuqtada bir tomonli limitlarga ega
bo‘lishi hamda ana shu bir tomonli limitlarning bir-biriga teng
bo‘lishi zarur va yetarli. Demak,

. i S(XHAX)-f(X)
S (x) = lim ———"——

chekli limitning mavjud bo‘lishi uchun f'(x—0) va f'(x+0) bir
tomonli hosilalarning mavjud bo‘lishi, shu bilan birga
[ (x=0)=f"(x+0)=/f"(x) bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lar ekan.

Bu teorema funksiyaning berilgan nugtada hosilaga ega yoki ega
emasligini tekshirishda muhim rol o‘ynaydi. Masalan, 1- misoldan
ko‘rinib turibdiki, f'(—0) # f'(+0). Demak, yugoridagi teoremaga
asosan «f(x) =|x|funksiya x = 0 nuqtada hosilaga ega emas» deya
olamiz.

Yana bitta misol garaylik:

2- misol. Ushbu

xsin% (x #0),
0 (x=0)

S(x) =

funksiya x = 0 nuqgtada hosilaga egami?
Y e chis h. Ta’rif bo‘yicha
xsinl—O

f(+0) = lim f(x) SO _ fim X __ - lim sml.

x—+0 X x—+0
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Ma’lumki, oxirgi limit mavjud emas. Demak, yugoridagi
teoremaga ko‘ra, berilgan f(x) funksiya x = 0 nuqgtada hosilaga ega
emas.

2.2. Differensiallanuvchi funksiya tushunchasi. Endi differen-
sial hisobning yana bir muhim tushunchasi bilan tanishamiz. Faraz
qgilaylik, y =f(x) funksiya X oraligda aniglangan va x&X, x + Ax€X
bo‘lIsin.

2- ta’rif. Agar y =f(x) funksiyaning (x argument x nuqtada
Ax orttirma olganda gabul qgilgan) Ay = f(x + Ax) — f(x) orttirmasi
X nugtada

Ay=A - Ax+a * Ax (1)

ko‘rinishda tasvirlansa, bu holda f(x) funksiya x&X nugtada
differensiallanuvchi deyiladi. Bu yerdagi 4 migdor, umuman
aytganda, x nuqtaga bog‘liq bo‘lib, Ax orttirmaga bog‘liq bo‘lmagan
biror son; a = a(Ax) va Erj})a =0.

2- teorema. y=f(x) funksiyaning berilgan x nugtada
differensiallanuvchi bo ‘lishi uchun bu funksiyaning shu nuqgtada chekli
hosilaga ega bo lishi zarur va yetarli.

Isboti. 1) Zarurligi. Aytaylik, Ay =f(x+ Ax) — f(x)
orttirma x nugtada

Ay=A-Ax+a-Ax (mmo)
ko‘rinishda tasvirlansin. Demak,
. i Ay g AAx+aAx . _
09 = lim 3 = lim A2 < (4 +) = 4.

Shart bo‘yicha bu yerdagi A chekli son mavjud bo‘lgani uchun
f'(x) chekli hosila ham mavjud bo‘ladi.
2)Y e tarliligi. Faraz qilaylik,

. i AY
Fe0=fim 2
chekli hosila mavjud bo‘lsin. Bundan
Ay _ o ; —
2= rwea (ima=
deb yozishimiz mumkin. Demak, f'(x) = A deb belgilasak,
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Ay=A Ax+a-Ax (gr_%a=0)
bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra y=f(x) funksiyaning x nuqtada
differensiallanuvchi ekanligini bildiradi.

Teorema isbot qilindi.

Bu teoremaga asosan funksiyaning nuqgtada differensiallanishi
tushunchasini quyidagicha ta’riflashimiz mumkin: agar f(x)
funksiya x nuqgtada chekli hosilaga ega bo‘lsa, bu holda f(x) funksiya
x nuqtada differensiallanuvchi deb ataladi.

Bu ta’rifga ko‘ra hosila hisoblashni odatda differensiallash deb
yuritiladi.

Yana bir muhim teoremani isbot gilamiz:

3- teorema. Agar f(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, f(x) funksiya x nuqtada
differensiallanuvchi, ya’ni

Uy = Tim S xFA)-[f(x)
0= im F30 10

chekli hosila mavjud bo‘lsin. Bundan

Sx+M0)-f(x) _ ¢ : _
Ax =/ )+a (Ll(r_poa—O)

yoki
f(x+ Ax) — f(x) = f'(x)Ax + aAx.

Bu yerda Ax—0 da limitga o‘tsak,

lim (f(x +Ax) - f(x)) = Eg})(f’(x)Ax +0Ax) = 0.

Demak, Bmof(x+Ax)=f(x). Bu esa f(x) funksiyaning x

nuqtada uzluksizligini bildiradi.

1-eslatma. Shuni aytishimiz lozimki, funksiyaning biror nug-
tada uzluksizligidan bu funksiyaning shu nuqtada differensialla-
nuvchiligi har doim ham kelib chigavermaydi. Boshqacha aytganda,
funksiyaning uzluksizligi uning differensiallanuvchi bo‘lishi uchun
zaruriy shart bo‘lib, yetarli shart bo‘la olmaydi. Buni quyidagi
misol orgali tushuntirib berishimiz mumkin. f(x) = | x| funksiyani
garaylik. Bu funksiya x = 0 nuqgtada uzluksiz, chunki
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f0) = lim, || = lim, (=)= 0= /(0).
f0) = lim,|x| = lim, x = 0 = f(0).

Biroq bu funksiya x=0 nuqtada differensiallanuvchi emas
(buni biz yuqorida ko‘rdik).

2.3. Differensiallashning asosiy qoidalari va formulalari. Endi
biz differensiallashning asosiy qoidalari va formulalari bilan
tanishamiz;

1°. Agar f(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi va
C=Const bo‘lsa, u holda Cf(x) funksiya x nuqtada differensial-
lanuvchi, shu bilan birga

(GF(x) = Cf'(x) (A)

formula o‘rinli bo‘ladi. Boshgacha aytganda, o‘zgarmas
ko‘paytuvchini hosila belgisidan tashqgariga chigarish mumkin.
[sboti. Faraz qilaylik,

: i JXHAX)—f(x)
S0 = lim ———

chekli hosila mavjud va C = Const bo‘lsin. Hosilaning ta’rifiga ko‘ra,

i S+ A)-CF(X) _ o SHA)-f(X) _
() = im == Cg'—l?()T =G ().
2°. Agar u=u(x) va v =wv(x) funksiyalar biror X oraligda
aniglangan bo‘lib, x€X nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
utv, u—v, w va = funksiyalar x nuqtada differensiallanuvchi,

shu bilan birga

(u(x) £ v(x)" = u'(x) £ v'(x), (B)
(U (x)v(x))" = u' (Xv(x) + u(x) v'(x), (D)
(—%) = LD (u() % 0) (E)

formulalar o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Faraz qilaylik,
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u'(x) = Ll(r_x)lo% = lim u(xcrAx)-ulx)
V'(x) = gr_po% = lim ”(X+AAX):-v(x)’

chekli limitlar mavjud bo‘lsin. U holda ta’rif bo‘yicha:

(u(x+Ax)Tv(x+Ax))-(u(x)2v(x)) _

(u(x) £ v(x))= 1’1‘21() =

{uCe+Ax)—u(x)] £ [v(x+Ax)-v(x)] B

= lim
Ax—0 Ax
- lim u(x+Ax)~u(x) + lim v(x+Ax)-v(x) -
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=u'(x) £0'(x);

u(x+Ax)v(x+Ax)—u(x)v(x) _

(u(x)(x))= gr_po —

- lim [u(x+Ax)—u(x)o(x+Ax)+u(x)[v(x+Ax)-v(x)]

Ax—0 AX
_ lim AN —UX) Ji, V(X + Ax) +
Ax—0 Ax Ax—0
+u(x) gg%ﬂ = u'(x)v(x) + u(x)v'(x)

(biz bu yerda v =v(x) funksiyaning x nuqtada uzluksizligidan
foydalandik);
u(x+Ax)_u_(x_)_

(Mj = lim v(x+Ax) v(x) _
v(x) Ax—0 Ax

u(x+Ax)v(x)-u(x)v(x+Ax) _

= lim
Ax—0 v(x)v(x+Ax)Ax

- lim [ (x+Ax)—u(x) Jo(x)—u(x)[v(x+Ax)-v(x)] _

T Ax-0 v(x)v(x+Ax)Ax -
- lim [u(x+Ax)-u(x)jo(x)  [v(x+Ax)-v(x)]u(x) g
T ax0 Ax B Ax

. _ u(x)u(x)-u(x)v'(x)

x BI}}, v(x)(x+Ax) 2 (x) (v(x) # 0).
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Biz bu yerda ham v =wv(x) funksiyaning x nuqtada
uzluksizligidan (bu xususiyat uning differensiallanuvchanligidan
kelib chiqadi) foydalandik.

3°. Agar X oraligda f(g(x)) murakkab funksiya aniglangan
bo‘lib, r=g(x) va f(¢) funksiyalar mos ravishda x€X va
t=g(x)€E(g) nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
f(g(x)) murakkab funksiya x€X nuqtada differensiallanuvchi, shu
bilan birga

(f(gx))) = f'(g(x))g' (x), (F)

formula o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. = g(x) funksiyaning x argumenti x nuqtada
Ax (Ax = 0) orttirma olganda ¢ funksiya biror Af= g(x+ Ax) —
— g(x) orttirma oladi. Bu orttirmaga o‘z navbatida f(¢) funksiyaning
Af=f(t + At) — f(¥) orttirmasi mos keladi. Shart bo‘yicha f(¢)
funksiya ¢ = g(x)€E(g) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lgani
uchun ta’rifga ko‘ra,

Af = (DAL +a - A (m a= 0)

bo‘ladi. Demak, hosilaning ta’rifiga asosan,

T . "(H)A+o At , : (x+Ax)-g(x)
(f(e()= lim & = lim ZOLE = 1(g(x)) lim EX0E0 o

+lim g(x+Ax)—g(x)
Ax—0 Ax

lima = £/(g(x))g(x),

chunki Ax » 0 da A7 - 0 (bu ¢ = g(x) funksiyaning uzluksizligidan
kelib chigadi) va shart bo‘yicha

' _ Y1 8(X+AX)—g(X)

Ax—0
chekli hosila mavjud. Teorema isbot gilindi.
3- misol. y = In cos x funksiyaning hosilasi topilsin.
Yechish. Agar ¢t =cos x, y=1n ¢ desak,
y'=y -t L=

x t 2 cosx

(—sin x) = —tgx.

4°. Logarifmik differensiallash. Faraz gilaylik, y = f(x) funksiya
x nuqtada musbat va differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x nuqtada
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Inyy =2
(Iny) >

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu formulani hosila hisoblashda qo‘llash
uchun dastlab berilgan ifoda natural asosga nisbatan logarifmlanadi.
So‘ngra hosila hisoblanadi va undan y ' hosila aniglanadi. Hosila
hisoblashning bu usuli logarifmik differensiallash deyiladi. Bitta misol
garaylik:

4- misol. y = u(x)'® (u(x)>0) funksiyaning hosilasi topilsin.
Bu yerda u=u(x) va v=v(x) funksiyalar x nuqtada
differensiallanuvchi funksiyalar.

Y e chis h. Dastlab, berilgan y = u(x)"* ifodani
logarifmlaymiz: In y = v(x)Inu(x). Bu yerdan

(Inyy = y7 =0'(x)In u(x) + v(x) u—(lx—)u’(x)
yoki

y'=y (u'(x)lnu(x) + v(x)ﬁ u’(x)).

Bunda y = u(x) ekanligini e’tiborga olsak,
(u“)’z u? (v’lnu+%u’) (u>0) (G)

bo‘ladi.

2- eslatma. (G) formuladan y = u” darajali-ko‘rsatkichli funk-
siya hosilasini hisoblashning quyidagi formal qoidasi kelib chigadi:
y = w’ darajali-ko ‘rsatkichli funksiyaning hosilasini topish uchun avval
undan darajali funksiya sifatida hosila hisoblab, so‘ngra ko ‘rsatkichli
Sfunksiya sifatida hosila hisoblab, natijalarni qo ‘shish lozim:

(u") =vu""'w+utv' Inu=u" (v' Inu+ %u’) (u>0).

Hagqgigatan, (G) formuladan

(0 )=w (v’ln u +%u’) = vu’ ' W+u'v' Inu.

Ko‘rinib turibdiki, formal ravishda birinchi go‘shiluvchi u”
funksiyadan darajali funksiya sifatida olingan hosilani, ikkinchi
go‘shiluvchi esa & funksiyadan ko‘rsatkichli funksiya sifatida olin-
gan hosilani bildiradi.
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Amaliyotda bu formal qoidadan foydalanish hosila hisoblash
jarayonini ancha qisqartiradi. Masalan,

()'=x"" + x Inx = x*(1 + Inx) (x> 0).

3- §. HOSILANING GEOMETRIK
VA FIZIK MA’NOLARI.
CHEKSIZ HOSILALAR. DIFFERENSIAL

3.1. Hosilaning geometrik ma’nosi. Faraz qilaylik, y = f(x)
funksiya biror X oraligda aniqlangan bo‘lib, x,€X nuqtada
differensiallanuvchi, ya’ni

£(x,) = lim L0t 202/00) )

chekli limit mavjud bo‘lsin. f'(x,) hosilaning geometrik ma’nosi
quyidagi teorema orqali ifodalanadi:

1- teorema. f'(x) hosila y=f(x) funksiya grafigiga
M (x,; f(x,))) nugtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientiga
teng:

[ (x)=k (k=tga),
bu yerda « — urinmaning abssissalar o‘qi musbat yo‘nalishi bilan
tashkil etgan burchagi.

[sboti. Faraz qilaylik, (1)
chekli hosila mavjud bo‘lsin. y
y = f(x) funksiyaning x argumenti y=f(x)
x, nugtada Ax (Ax = 0) orttirma r
olganda, y = f(x) funksiya grafigida
yotgan M (x, f(x,)) nuqta shu M
grafikda yotuvchi N(x, + Ax;
f(x, T Ax)) nuqtaga siljiydi (51-
rasm). Endi M va N nuqtalar orqali
y = f(x) funksiya grafigiga (MN):

X=X, y—f(xa)

AX F(x,+Ax)-f(x,) 51- rasm.

ay

2y

0 / Xe XotAX
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kesuvchini o‘tkazamiz (bu yerda x va y lar orqali kesuvchi grafigida
yotgan nuqtalarning abssissasi va ordinatasi belgilangan). Bu
tenglamadan

y:f(X0+AAx:“f(xo)(x__x0)+f(x0) Q)

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama (MN) kesuvchining burchak
koeffitsientli tenglamasidir:

Bunda ¢ — (MN) kesuvchining abssissalar o‘qi musbat
yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchagi. (2) tenglikda Ax—- 0 da

limitga o‘tamiz. U holda, x va y lar Ax ga bog‘lig bo‘lmaganligi
sababli,

Slx, +ax)-f(x)
LT | £

y=(e-x)lim
bo‘ladi. Demak,
y=r(x)(x—x,) + f(x). (3)

Ikkinchi tomondan, 51- rasmdan ko‘rinib turibdiki, N nuqta
y = f(x) funksiya grafigi bo‘ylab M nuqtaga intilganda (ya'ni Ax -0
da) (MN) kesuvchi y = f(x) funksiya grafigiga M (x; f(x,)) nuqtada
o‘tkazilgan (MT) urinma holatini oladi. Shunday qilib, (3) tenglama
(MT) urinmaning burchak koeffitsientli tenglamasini bildiradi. Unda
k = f'(x,)(k = tga). Teorema isbot qilindi.

1- misol. y ='; va y=+x egri chiziglarning bir-biri bilan
ganday burchak ostida kesishishi aniglansin.

Yechish. %: Jx(x >0) tenglamani yechib, berilgan

chiziglarning bir-biri bilan M (1; 1) nugtada kesishishini aniglaymiz
(52- rasm). So‘ngra berilgan chiziglarga M (1; 1) nuqtada o‘tkazilgan
urinmalarning burchak koeffitsientlarini topamiz:

(1 _ (1 _1
kl —( ;?)L\A - 19 k2_(m)lx=l -3
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ky -k

Demak, tga = ik

1
—+1
_2 =
=iT= 3. Bundan o = arctg3.
2

3.2. Hosilaning fizik ma'nosi.
Fizika nuqtai nazaridan mate- y
matikaning hosila tushunchasi
turli fizik tushunchalarni ifodalashi T
mumkin. Masalan: \ YV

1) Faraz qilaylik, moddiy ) U~
nuqgta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
y = f(x) gqonun bo‘yicha harakat %' 7
gilayotgan bo‘lsin (x —vaqt, y esa + >
x vaqt davomida bosib o‘tilgan yo'l). 0| 1 2\ £ X
Ravshanki, Ay = f(x+ Ax) — f(x) T
orttirma harakatdagi moddiy
nuqtaning x dan x+ Ax gacha
bo‘lgan vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan
yo'lini,

—~
1
4
i
U

Ay _ f(x+Ax)~f(x)
F R e Chly)

nisbat esa moddiy nuqtaning shu vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezligini
bildiradi:

_ Ay _ fx+Ax)-f(xX)

Bu yerda, Ax - 0 da limitga o‘tsak,

. . Ay .
v(x)=Ilimv, =Ilim == lim
( ) Ax—0 o7 Ax—0 AX Ax -0

f(x+A:)Z_f(x) - fl(x)

Shunday qilib, mexanika nuqtai nazaridan f(x) hosila y = f(x)
gonun bo ‘yicha tog'ri chiziqli harakat qilayotgan moddiy nuqtaning
x vaqt momentidagi oniy tezligini bildiradi:

S (%) =v(x).

2) Faraz qilaylik, o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimi orqali x
vagt momentida y = f(x) elektr migdori oqib o‘tsin. U holda
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Ay = f(x+ Ax) — f(x) orttirma o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimi
orqali [x, x + Ax| vaqt oralig‘ida oqgib o‘tgan elektr miqdorini,

&y _ a0 (5 )
AXx

Ax
nisbat esa Ax vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tok kuchini bildiradi. Demak,
Ax >0 da bu nisbatning limit holati, ya'ni f'(x) hosila x vaqt
momentidagi tok kuchini ifodalaydi:

Y Tip JOXHA)=[(X) _
R

3) Faraz qilaylik, biror jismni 0°C dan x°C gacha gizdirish
uchun y = f(x) issiqlik miqdori kerak bo‘lsin. U holda
Ay = f(x + Ax) — f(x) orttirma jismni x’C dan (x + Ax)°C gacha
gizdirish uchun sarf qgilingan issiglik miqdorini,

Ay _ f(x+Ax)-f(x)
ST ax=0)
nisbat esa jismning x’C dan (x + Ax)°C gacha qizdirilgandagi o‘rtacha
issiqlik sig‘imini bildiradi. Demak, issiqlik fizikasi nugtai nazaridan
f'(x) hosila jismning berilgan x haroratdagi issiglik sig‘imini
ifodalaydi:
f'(x) = lim L&/ - ),

Ax—0

3.3. Cheksiz hosilalar. Biz shu paytgacha chekli hosilalar hagida
so‘z yuritdik. Endi cheksiz hosilalar bilan tanishamiz. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya biror X oraligda aniglangan va x,€X, x,+Ax€X
bo‘lsin.

1- ta'rif. Agar f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz va

lim
Ax—0

f(Xo*’ix)Z‘f(xo) = +4oo (yoki —oo)
bo‘lsa, bu holda f(x) funksiya x, nugtada cheksiz hosilaga ega
deyiladi va f'(x))= +o (yoki f'(x,) = —») ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, agar f(x) Yx bo‘lsa, f'(0) = + « bo‘ladi. Hagiqatan,
ta'rif bo‘yicha

f(Ax)f(O) N N
fo= = lim . gr‘n’oi/-(z&x_)z_m
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Cheksiz hosilani ham 4
geometrik nuqtai nazardan 7

(a) (b) (d) (e)
urinmaning burchak koef-
fitsienti deyish mumkin (bu
holda urinma ordinatalar
o‘qiga parallel bo‘ladi) (53-

rasm). Bundan tashqari, O
mazkur holda ham bir
tomonli hosilalar hagida so‘z
yuritish mumkin. Shuni
aytishimiz lozimki, bu holda bir tomonli hosila faqat tayin ishorali
cheksizlikka (ya'ni +o yoki —«) teng bo‘ladi. Aniglik uchun,

f(x+0)= lim SO fx)

v—1,+0 x_xo

53- rasm.

o‘ng hosilani qaraylik. Ko‘rinib turibdiki, Lﬂ%’ﬁ‘_’ nisbat X = (x,; +)
-0

ochiq yarim to‘g‘ri chiziqda x
argumentning uzluksiz funksiya- N
sidir. Demak, funksiyaning nuli Y
haqidagi teoremaga ko‘ra, bu funk-
siya o‘z ishorasini o‘zgartirganda
nulga aylanishi lozim. Shuning

uchun, agar f'(x, +0) = « bo‘lsa, y=Vx
x)— f(x 1
X=X, 5 —>
0 1 x

funksiya x, nuqta yaqginida o‘z
ishorasini o‘zgartira olmaydi. Bu esa
S'(x,+0) o‘ng hosilaning tayin
ishorali cheksizlikka teng bo‘lishini bildiradi. Masalan, f(x)=+/x
funksiyaning x, = 0 nuqtadagi f'(+0) o‘ng hosilasini garaylik (54-
rasm):

54- rasm.

£140) = lim LSO _ iy B0 i L= oo,

Aa-H X x—o+H VX

Xuddi shunga o‘xshash, f(x):i/;cT funksiya uchun

F/(+0) = 400, f'(—0) = —o0 bo‘ladi (55- rasm).
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v Eslatma. Agar biror x,
nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiya
shu nuqtada cheksiz hosilaga ega
bo‘lsa, u holda bu hosila geometrik
nuqtai nazaridan 53- rasmdagi (a),
(b) holatlarning birini ifodalaydi.
(a) holatda +ow; (b) holatda —oo
(bir tomonli hosilalar bir xil isho-
55-rasm. rali); (d) va (e) holatlarda cheksiz
hosila mavjud emas (bir tomonli

hosilalar ishora bilan farglanadi).

3.4. Funksiyaning differensiali va uning geometrik ma'nosi.
Aytaylik, y=f(x) funksiya biror x nuqtada differensiallanuvchi,
ya'ni x nuqtada Ay = AAx + aAx bo‘lsin. Bu yerda A4 bilan Ax ga
bog‘liq bo‘lmagan biror son belgilangan; hm a=10. Ko‘rinib
turibdiki, hm = =0 (Ax#0), yahi aAx = o(Ax)(Ax - 0). Demak,
A= 0 bo lganda AAx qo‘shiluvchi Ay orttirmaning bosh gismi bo‘ladi.
Ana shu bosh gism y = f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali
deb ataladi va dy simvol bilan belgilanadi:

dy = AAx. &)

A =0 bo‘lganda AAx =0 bo‘lganligi hamda, umuman
aytganda, aAx # 0 bo‘lganligi sababli, bu holda AAx qo‘shiluvchi
Ay orttirmaning bosh gismi bo‘la olmaydi. Bu holda, agar dy =0
deb gabul qilinsa, (4) formula yana o‘z kuchini saglaydi: dy = 0 Ax.

Erkli o‘zgaruvchi x ning differensiali deb, uning x nuqtada
gabul gilgan Ax orttirmasiga aytiladi: dx =Ax. 4 = f'(x) ekanligini
e'tiborga olib, bu ta'rifga ko‘ra (4) formulani

dy = f'(x)dx

shaklda yozamiz. Bu formula y = f(x) funksiyaning x nugqtadagi
differensialini topish formulasi deb ataladi.

Differensialning geometrik ma'nosi quyidagi teorema orqali
ifodalanadi:

2- teorema. y = f(x) funksiyaning x nugtadagi dy = f'(x)dx
differensiali y = f(x) funksiya grafigiga M(x; f(x)) nuqtada
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o ‘tkazilgan urinma ordinatasining (x yt y=f(x)

argument Ax # 0 orttirma olganda)
qabul qilgan orttirmasiga teng. /
Isboti. Aytaylik, y=f(x) Mo
funksiya biror X oraligda aniglangan
va x€ X nuqtada differensiallanuvchi M
bo‘lsin:

Ay =

y:

M(x;

Z[&\®
\—‘b
<

<\
Q
4

dy+o (Ax) (Ax-0).

f(x) funksiya grafigiga

f(x)) nuqtada (MT) S6- rasm.

urinmani o‘tkazamiz (56- rasm).

Hosilaning geometrik ma'nosidan

ma'lumki, bu urinmaning k = tga burchak koeffitsienti f'(x)
hosilaga teng. Agar x abssissaga Ax (Ax # 0) orttirma bersak, M
nuqtaning ordinatasi

Ay =f(x+ Ax) = f(x) = NM'

orttirma gabul giladi. U holda (MT) urinmadagi nuqtaning ordinatasi
NK orttirma oladi. To‘g‘ri burchakli AMNK dan NK= MN -tga.
Bu yerda MN = Ax = dx, tga =f'(x) ekanini e'tiborga olsak,
dy = NK bo‘ladi. Teorema isbot qilindi.

-

[— Y}

O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

Argument va funksiya orttirmalarini ta'riflang. Misollar keltiring.

. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi deb nimaga aytiladi? Misollar

keltiring.

. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalarini ta'rif yordamida

hisoblang.

Teskari funksiyaning hosilasi haqidagi teoremani isbotlang va bu
teorema yordamida teskari trigonometrik funksiyalarning hosilalarini
toping.

. Hosila hisoblashda qo‘llaniladigan hosilalar jadvalini tuzing.
. Bir tomonli hosila deb nimaga aytiladi? Funksiyaning nuqtadagi

chap va o‘ng hosilalarining mavjud bo‘lishi hamda bu hosilalarning
o‘zaro teng bo‘lishi funksiyaning shu nuqtada hosilaga ega bo‘lishi
uchun zaruriy va yetarli shart bo‘ladimi?
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7. Funksiyaning nugtada differensiallanuvchiligi deb nimaga aytiladi?
Uning zaruriy va yetarli sharti nima?

8. Nugtada differensiallanuvchi bo‘lgan funksiya shu nugtada uzluksiz
bo‘ladimi? Isbotlang.

9. Hosila hisoblashning asosiy qoidalarini ayting va formulalarini
yozing . Murakkab funksiyaning hosilasi hagidagi teoremani isbotlang.

10. Logarifmik differensiallash deganda nimani tushunasiz? Misollar
keltiring.

11. Hosilaning geometrik ma'nosi nima? Fizik ma'nolari-chi?

12. Cheksiz hosila deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.

13. Funksiyaning nuqtadagi differensiali deb nimaga aytiladi? Uning
geometrik ma'nosi nima?

4- §. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
SHAKLINING INVARIANTLIGI.

4.1. Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligi.
Ma'lumki, agar y = f(x) funksiya biror X oraligda aniglangan va
X€X nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda y = f(x)
funksiyaning x nugtadagi differensiali

dy = f"(0)dx M

shaklda bo‘ladi.

Tabiiy ravishda quyidagi savolni go‘yish mumkin: y = f(x)
funksiyaning x argumenti 0‘z navbatida biror yangi 7 o‘zgaruvchining
differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lganida y = f(x) funksiyaning
differensiali (1) shaklda bo‘ladimi yoki boshgacha ko‘rinishda
bo‘ladimi?

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi:

1- teorema. Agar x = g(0) funksiya ixtiyoriy t€T nuqtada
differensiallanuvchi va y = f(x) funksiva x = g(f) €X={x:x=g(1),
te T} nuqrada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda y = f(x) funk-
siyaning differensiali (1) shaklda bo‘ladi: dy = f'(x)dx.

Birinchi tartibli differensialning bu xususiyati birinchi tartibli
differensial shaklining invariantligi deb ataladi.

Isboti. Teorema shartiga ko‘ra y = f(g(#)) murakkab funksiya
teT nuqtada differensiallanuvchi (murakkab funksiyani
differensialash hagidagi teoremaga binoan), shu bilan birga
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V=YX 0}

formula o‘rinli. Demak, (1) formulaga ko‘ra y =f(g(9))=F()
funksiyaning t& T nuqtadagi differensiali dy = y, dr bo‘ladi. Bundan
(2) tenglikka asosan, dy = y! - x,dr formulani hosil gilamiz. Bu yerda
xdt = dx, y. = f'(x) ekanligini e'tiborga olsak, dy = f'(x)dx bo‘ladi.
Bu esa (1) formulaning xuddi o‘zginasidir. Teorema isbot qilindi.

Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligidan
foydalanib hosila funksiyani belgilash uchun yana bitta belgi, ya'ni
% belgi (Leybnits) kiritilgan:

dy . Y(x+Ax)-y(x)
2o gy 20
dx Ax—0 Ax
Hagiqatan, ma'lumki, dy =y 'dx. Bundan y - % . % belgini

«y funksiyadan x bo‘yicha hosila» yoki «dy ning dx ga nisbati» deb

o‘gqish mumkin.

4.2. Differensial hisoblashning asosiy qoidalari va formulalari.
Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligidan foydalanib,
differensial hisoblashning quyidagi qoidalarini va formulalarini
aniglash mumkin:

1°. O‘zgarmas ko‘paytuvchini differensial belgisidan tashqariga
chigarish mumkin:

d(Cu) = Cdu (C = Const).

Bu yerda, u = u(x) funksiya differensiallanuvchi funksiya.

Isboti. Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligiga
asosan d(Cu) = (Cu)'dx bo‘ladi. Bu yerda (Cu)' = Cu' va u'dx = du
ekanini e'tiborga olsak,

d(Cu) = Cdu (C = Const)

bo‘ladi.
2°. Agar X oraligda aniqlangan u = u(x) va z=v(x)
funksiyalar biror x€X nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
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utv, u—v, u*vva % (oxirgisida v # 0) funksiyalar ham x
nuqgtada differensiallanuvchi, shu bilan birga
d(u £v) =du = dv, d(uv) = vdu + uadv,
d(%) _ va’u—zudv (v % 0)

v

formulalar o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligi va
hosila hisoblash formulalariga binoan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

duxzv)=(uzxv)ydi=(u'+xv)dx=udx xv'dx=du = dv,

d(uw) = (w)'dx = (v’ + w')dx = vu'dx + wv'dx = vdu + uadv,

d(iJ:(ﬁ)’dxzuv;uv dxzvudx—vuvdx dx =

v v v I’

- vdu-udv (v # 0).
V2

4.3. Differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqi. Funksiya
differensialidan funksiya giymatini tagribiy hisoblashda foydalanish
mumkin. Faraz qilaylik, y = f(x) funksiya biror X oraliqda
aniglangan va x,€X nuqtada differensiallanuvchi bo‘Isin:

Af(x) = f(x,+ Ax) = f(x,) = ' (x)Ax + o(Ax)  (Ax—0).

Ravshanki, f'(x,) # 0 bo‘lganda f'(x,)Ax qo‘shiluvchi Af(x,)
orttirmaning bosh qismi bo‘ladi. Shu sababli

F(x,t Ax) = f(x) +f'(x,)Ax (*)

taqribiy tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, bu yerdagi Ax
orttirma yetarli kichik bo‘lsa, (*) taqribiy tenglikning nisbiy xatosi
istalgancha kichik bo‘ladi. (*) formulani gisqacha Ay = dy ko‘rinishda
yozish mumkin. (*) formula yordamida, funksiya va uning hosila
funksiyasining x, nuqtadagi qiymatlariga ko‘ra, funksiyaning
x, + AXEX nuqtadagi qiymati taqribiy hisoblanadi.

1- misol. /4,01 sonning taqribiy giymati topilsin.

Y e chis h. Ushbu y =+/x funksiyani garaymiz. Ma’lumki,
(*) formulaga ko‘ra
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f 1
xo+sz X5 +—27;0—Ax

Bu yerda, x, =4 va Ax=0,01 deb olsak, 4,01 =2+.0,01 =
=2+0,0025=12,0025, ya'ni /4,01 ~2,0025 bo‘ladi.

2- misol. cos 31° sonning tagribiy qiymati topilsin.
Y e chis h. y=cos x funksiyani garaymiz. (*) formulaga
ko‘ra

cos (x, + Ax)= cos x, — sin x; * Ax.
Bu yerda, x;, = 30° va Ax=1° deb olsak,

o o . o o_\/_j I n _
cos31° = cos30° —sin30° -1 = 575~

LL73 31430826 30826 g gse

2 360 360 36

4.4. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasini
hisoblash. Aytaylik, x =¢(?) va y = ¥ (f) funksiyalar biror T
oraligda aniglangan bo‘lib, x = ¢(#) funksiya T oraligda qgat'iy
monoton va uzluksiz bo‘lsin. Bu holda X={x:x= (), t€T}
oraligda x = ¢(#) funksiyaga teskari bo‘lgan f=g(x) funksiya
mavjud bo‘lib, y o‘zgaruvchi ¢ oraliq argument orqali x o‘zga-
ruvchining murakkab funksiyasi bo‘ladi: y = ¢(g(x)) (x€X).

Bu holda y = y (x) funksiya

x = o(1),

V= v(0) }(t — parametr)

tenglamalar bilan parametrik ko ‘rinishda berilgan deb ataladi.

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi quyidagi
teoremaga asosan topiladi:

2- teorema. Agar x = ¢(f) va y=y(f) funksiyalar T
to‘plamda aniglangan bo‘lib, ular ixtiyoriy t€7 nuqtada
differensiallanuvchi va ¢ '(#) # 0, shu bilan birga x = ¢(#) funksiya
T oraligda gat'iy monoton va uzluksiz bo‘lsa, u holda y = y(g(x))
murakkab funksiya t€T nuqtaga mos x = ¢(f)€X nuqtada
differensiallanuvchi, shu bilan birga
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formula o‘rinli bo‘ladi. Bu formula parametrik ko ‘rinishda berilgan

Sfunksiyaning hosilasini topish formulasi deb ataladi. Bu yerdagi z,
belgi «z dan u bo‘yicha hosila» deb o‘qiladi.

Isboti. x = ¢(f) funksiya T oraligda gat'iy monoton, uzluksiz
va qaralayotgan r€7T nuqtada ¢'(r) # 0 bo‘lganligi sababli,
X={x:x=p(fH, t€T} oraliqda x = ¢(r) funksiyaga teskari bo‘lgan
t = g(x) funksiya mavjud va u x = ¢o(f)€X nuqtada differen-
siallanuvchi, shu bilan birga

Bundan tashqari, shart bo‘yicha y = y(f) funksiya = g(x)eT
nuqtada differensiallanuvchidir. Demak, murakkab funksiyani
differensiallash qoidasiga ko‘ra, y = y¢(g(x)) murakkab funksiya
x.= p(HEX nuqtada differensiallanuvchi, shu bilan birga

Y, =¢'(8(x))g'(x)

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda g(x) = fva g'(x) = - hamda Y=y,
Xr
ekanini e'tiborga olsak,

=2 (X %0
vi=2 (5 20)
formula hosil bo‘ladi. Teorema isbot qilindi.
3- misol. x=In(1 + ¢?), y = t-arctgr ko‘rinishda berilgan y
funksiyaning x bo‘yicha hosilasi topilsin.
Y e chis h.

- 1
y’ RN U o
N g 2 2t

X, _

|3

!

=5 (r20).
1412

4.5. Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasini

topish. F(x, y) = 0 ko‘rinishda berilgan y = y (x) funksiya oshkormas

ko‘rinishda berilgan funksiya deb ataladi. Masalan, y? = 2x bo‘lsin.

Bu yerda, x va y lar orasidagi funksional bog‘lanish y? —2x =0
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ko‘rinishda berilgani sababli, y =+2x (yoki y =-v2x) funksiya
oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyadir. Biz bu yerda oshkormas
funksiyaning mavjudligi haqgida to‘xtalib o‘tirmasdan, oshkormas
funksiyaning hosilasini topishni misol orgali ko‘rsatish bilan
kifoyalanamiz:

4- misol. Agar y2 = 2x bo‘lsa, y’ topilsin.

Y e chis h. y?= 2x tenglikdan x bo‘yicha hosila hisoblaymiz:

2yy ' =2. Bundan yy' =1 yoki ¥ =}|,—- Agar bu yerda y =+y2x

C 1 Qarl
"=+ <
ekanini e'tiborga olsak, y t - bo‘ladi.

5- misol. Agar y =sin (x+ y) bo‘lsa, y’' topilsin.
Y e chis h.

y=sin(x+y) = y'=cos(x+y)-(1+y)= y(I —cos(x+ y)) =

cos(x+y)

=Cos(x +y) = ¥'= iy

Ta’rif. Agar f(x) hosila funksiya [a,b] kesmada uzliksiz
bo‘lsa, f funksiya [a,b] da uzliksiz differensiallanuvchi deyiladi.

5- §. YUQORI TARTIBLI HOSILALAR

5.1. Yugori tartibli hosilalar. Aytaylik, y = f(x) funksiya biror
X oraliqda differensiallanuvchi bo‘lib, x€X va x+Ax&X bo‘lsin.
1- ta'rif. Agar f'(x) hosila funksiya uchun

, i i S (XHAX)-f1(X)
(f')y= E%_Ax—

chekli (yoki cheksiz) limit mavjud bo‘lsa, bu limit y = f(x)
funksiyaning x€X nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va
S'(x) («ef ikki shtrix iks») yoki y” («igrek ikki shtrix») belgi bilan
belgilanadi: f"(x) = (f'(x)). Bu holda y = f(x) funksiya x€ X nuqtada
ikki marta differensiallanuvchi deb ataladi.

Masalan, f(x)=+/x funksiya x=1 nuqtada ikki marta
differensiallanuvchi funksiyadir. Hagiqatan, ta'rif bo‘yicha
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1
fn(l) hm f(l"'AX) f(l) llm ;l+ 2

Ax—0

_ lim 1-VI+Ax _ 1 l'm ~Ax
ao0 2T+ AxAx 2 Axs0 (I+J1+Ax)\/l+AxAx

1 I 1

= -zim o(ii+axVivax 4

S (1) ni quyidagi usul bilan ham hisoblash mumkin:

S0 =55 S0 =@ =[]
[ 3
{x 2_] = —i—x 2= —ﬁ;; £ =—%.

Xuddi shunga ofxshash, uchinchi, to‘rtinchi va hokazo n-
tartibli hosila tushunchalarini kiritish mumkin:

2- ta'rif. Agar, y = f(x) funksiya x nuqtaning U(x) atrofida
n — 1 marta differensiallanuvchi bo‘lib, uning n—1- tartibli hosila
funksiyasi f"Y(x) berilgan x€X nuqtada chekli (yoki cheksiz)
(f""(x))" hosilaga ega bo‘lsa, bu hosila y=f(x) funksiyaning x
nuqtadagi n- tartibli hosilasi (yoki qisqacha n- hosilasi) deyiladi va
y yoki f(x) belgi bilan belgilanadi:

[P0 = (") (n2). (1)

Bu yerda, f®(x)=f(x). (1) rekurrent (gaytarma) formulani
gisqacha

y = (y Dy (nz=1)

shakida yozish ham mumkin. y funksiyaning uchinchi hosilasi odatda
y'"" simvol bilan belgilanadi va «igrek uch shtrix» deb o‘qgiladi.
Berilgan x nugtada »- tartibli chekli hosilaga ega bo‘lgan f(x) funksiya
x nuqtada n marta differensiallanuvchi funksiya deb ataladi.

1- misol. Agar y=1In (x+\/1 +x2) bo‘lsa, y'’’ hosila topilsin.
Y e chis h. Dastlab y' va y'’ larni topamiz:
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I x

1 X
y= o2 |= o =y =- .
x+\/l+x2 [ \/I+x2 ] \/l+x2 (l+x2)3

Ta'rif bo‘yicha

(l+x2 )3 —3x2m _

e (p) =~ —_
’ 7 \j(l+x2)3 (1+x2)3
L e T B
(l+x2); (l+x2)5

3- ta'rif. Agar f(x) funksiya X oraligning har bir nuqtasida
n marta differensiallanuvchi bo‘lsa, bu holda f(x) funksiya X
oraligda n marta differensiallanuvchi deyiladi. Agarda f(x) funk-
siya X oraligning har bir nuqtasida istalgancha marta dif-
ferensiallanuvchi bo‘lsa, bu holda f(x) funksiya X oraliqda cheksiz
differensiallanuvchi deyiladi.

Masalan, har ganday

f=axtax'+..+ta_x+ta, (a, = 0)
algebraik ko‘p had X = R to‘plamda cheksiz differensiallanuvchidir.
Haqiqatan,

f'(x)=nap'+(n—ax2+..+2a _x+ta,,

S () = n(n-1ax"*+ (n-1)(n—-2)ax"3+ ..+ 2a,_,

SP(x) = n(n—1)(n-2)...2 + 1 * a,= n'a,

JS™(x) hosila funksiya o‘zgarmas funksiya bo‘lgani sababli, f"*"(x),
S™2(x) va bundan keyingi barcha yuqori tartibli hosilalar nulga
teng.

5.2. Yugqori tartibli hosilalarni hisoblash qoidalari va
formulalari. Yuqoridagilardan ko‘rinib turibdiki, funksiyaning n-
tartibli hosilasini topish uchun, umuman aytganda, dastlab uning
birinchi, ikkinchi va hokazo (n—1)-nchi tartibli hosilalarini
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hisoblash lozim. Lekin shunday holatlar ham uchrab turadiki,
bunda matematik induksiya usuli (metodi) yordamida n-hosila uchun
bevosita n ga bog‘liq bo‘lgan formulani keltirib chigarish mumkin.
Masalan, y = sinx funksiyaning »n- tartibli hosilasini hisoblash talab
gilingan bo‘lsin. Ma'lumki, » =1 bo‘lganda

Yy =cosx = sin(x+l-12r-).

Faraz qilaylik,
y"D =sin (x +(n- l)%)

formula o‘rinli bo‘lsin. Bundan

¥y = (y" ")y =cos (x +(n- l)%) =sin (x + n%)

Shunday qilib,

(sin x)” =sin (x + n-’zr-)

Teorema. Agar u = u(x) vav =v (x) funksiyalar X oraligda

aniglangan bo lib, biror x€X nuqtada n marta differensiallanuv-

chi bo‘lsa, u holda Cu(x) (C= Const), u(x) +v(x), u(x)—v (x)

va u(x)v(x) funksiyalar ham x€X nuqtada n marta
differensiallanuvchi, shu bilan birga

(Cu(x))” = Cu"(x) (C = Const), 2)
(u(x) £ v(x))" = u"(x) £ v"(x), (3)
(u(x)v(x))(") = ;C,:"u"'""’(x)v""’(x) )

Sormulalar o ‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
uO(x) = u(x), vO(x) = ulx), C) =1,
cr = n(n=1)...(n-m+1) (m -1.2 n)
= ,2,...n).
(4) formula Leybnits formulasi deyiladi.
Isboti. Aytaylik, ¥ = u(x) va v =v(x) funksiyalar x€X
nuqtada » marta differensiallanuvchi bo‘lib, C = Const bo‘lsin.

Avval (2) formulani isbot gilamiz. Matematik induksiya usulini
go‘llaylik. » =1 bo‘lsin. Bu holda, ma'lumki
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(Cu(x)) = Cu'(x).
Faraz qilaylik,
(Cu(x))=) = Cutr=(x)
formula o‘rinli bo‘lsin. Bundan
(Cu(x))" = ([Cu(x)]"Y)" = (Cu"""(x))" =

= C(u"9(x))" = Cu(x).

Demak, C o‘zgarmas son bo‘lib, ¥ (x) hosila mavjud bo‘lgani
uchun Cu”(x) hosila mavjud, shu bilan birga (2) formula o‘rinli
bo‘lar ekan.

Endi (3) formulani isbot gilamiz. Yana matematik induksiya
usulini qo‘llaymiz. Aytaylik, » = 1 bo‘lsin. Bu holda, ma'lumki,

(u(x) zv(x)) = u'(x) £v'(x);

faraz qilaylik,
(u(x) = ()" = uD(x) = V()

formula o‘rinli bo‘lsin. Bu yerdan
(u(x) 2 v(x) )" = ((u(x) £ v(x))" V)=
= (" 0()) = (X)) = u(x) £ V(x).

Shart bo‘yicha u"(x) va v®”(x) hosilalar mavjud. Demak,
tenglikning chap tomonidagi (u(x) = v(x))"™ hosila ham mavjud,
shu bilan birga (3) formula o‘rinli.

Nihoyat, Leybnits formulasini isbot qilamiz. Bunda ham
matematik induksiya usulini qo‘llaymiz. Aytaylik, # = 1 bo‘lsin. Bu
holda, ma'lumki (wv)' = u'v+ w'.

Bu tenglikni, v@ = u, 4 =u, C° =1 kelishuvlami va C' =1
tenglikni e'tiborga olib,

(uv)(l) — COu(l)v(O) +Clu(())v(l) _ 21: Cmu(l—m)v(m)
1 1 e
shakida yozib olamiz. Bunda v' =v", u' =u® va (w) = (w)"
belgilashlardan foydalanildi.
Faraz qilaylik,

n-1
(uv)(nvl) — ZO C':n_lu(n—lvm)v(m)
m=
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formula o‘rinli bo‘lsin. Bu yerdan

n-1 Y
(@)™ = (o) Y= (Z Cru ™ J=

n-1 n-|
— m (n-1-m), (m)\i__ m (n-m), (m) (n-1-m),, (m+1) \ _
—EOC,,_,(u vMy= 'EOC,,_, (4" +u V™ ) =
5 P (n=1-m), (m+1)
— m n~m), (m m n-l-m), (m+
= MF:O Crummy™ ¢ EO Chu vy,

Endi birinchi yig‘indining birinchi hadini alohida yozib,
ikkinchi yig‘indida m + 1 ni m bilan almashtiramiz va uning oxirgi
hadini alohida yozamiz:

n-1 n-l
(m))(n) = C’(')_lu(n)v(a) + ZIC,',"_,U("_'")U('") + zlc:slu(n—mv('n) +
m= m=
n=1
+CUOV™ = CLu™v + T(Cr, + O Um0 + Crlu o,
m=
Bu yerda,
CI?—I =C,, C5=C;, CL+Ch =Cy
ekanligini e'tiborga olsak,

n=l
@) = Cou™v@ + X Cru ™ + Cruy™ =

m=1

1
- ”,2=0 C;"u("‘””v(”‘)

bo‘ladi. Demak, C" lar o‘zgarmas sonlar bo‘lib, shart bo‘yicha

um va v® hosilalar mavjud bo‘lganligi sababli, tenglikning chap
tomonidagi («v)® hosila ham mavjud, shu bilan birga (4) formula
o‘rinli bo‘lar ekan. Teorema to‘liq isbot qilindi.

2- misol. Ushbu y = x? + 2sinx funksiyaning 20-tartibli hosilasi
topilsin.

Y e chis h. (2) va (3) formulalarga ko‘ra

y = (x2 +2sin x)(zo) = (x2 )(20) +2(sin x)(zo) =

=0+2sin(x+20%)= 2sin x.

3- misol. Ushbu y = ¢ sinx funksiyaning n- tartibli hosilasi
topilsin.
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Y e chis h. Leybnits formulasiga asosan
y = (e smx) = ZC”'(e ) (sin x)™ =

3 « ¥ n(n-l)..(n-m+l) . .
e XLCy (x+m7) e '"Z:O-—————m! sm(x+m5).

4- misol. Ushbu
L

(n)
(eilf‘x"-') =) S (=120 (5)

formula isbot qilinsin.
Isboti. Matematik induksiya usulini go‘llaymiz. Ravshanki,

n=1 bo‘lganda

l

_——( ) l+l :

—_—
o
f—
N——
1]
Sajm

Aytaylik,
| (k)
(er"-‘) =() £ (k=12.n-1)

formulalar o‘rinli bo‘lsin. U holda

L (1) 1 D 1 (n-1)
[exxn—l] — [efxn—l) {(n_l)ex X" 2 exxn—3} —
1 (n-1) 1 (n-1)
_(n_l)[ nZ) _(e?xn—S] —
1 (n-2) \
:(_l)n-l ( _l)ex —n {(exxn—S] J —

’

= (-1)" (n—l)e}x‘"—{( "’ ex l} =
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1

1 1
= (1" (n-1)eXx = (1) & x Y —(=1)" (n-1)Fx" =

L
X

n e
=(_l) n+l "

X

Demak, har qanday » natural son uchun (5) formula o‘rinli
bo‘lar ekan.

6- §. IKKINCHI TARTIBLI HOSILANING
MEXANIK MA'NOSI.
YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIALLAR

6.1. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma'nosi. Ma'lumki,
y=/f(x) funksiyaning x nuqtadagi birinchi tartibli hosilasi, me-
xanika nuqtai nazaridan, y =f(x) qonun bo‘yicha to‘g‘ri chizigli
harakat gilayotgan moddiy nuqtaning x vagt momentidagi oniy
tezligini bildirar edi. Endi y = f(x) funksiya ikkinchi tartibli hosi-
lasining mexanik ma'nosini aniqlaymiz. Faraz qgilaylik, moddiy nuqta
y=f(x) gonun bo‘yicha f'(x) =v(x) tezlik bilan to‘g‘ri chizigli
harakat gilayotgan bo‘lsin. Ravshanki,

Av _ v(x+Ax)-v(x)

Ax Ax

nisbat moddiy nuqtaning [x, x + Ax] vaqt oralig‘idagi o‘rtacha
tezlanishini ifodalaydi. Demak,

' . v(x+Ax)-v(x)
0 = i et
hosila harakatdagi moddiy nuqtaning x vaqt momentidagi tezlani-
shini bildiradi: v'(x) = a(x). Bu yerda v(x) = f'(x) ekanini e'tiborga
olib, f'(x) = a(x) ifodani hosil gilamiz. Shunday qilib, y=f(x)
funksiyaning x nuqgtadagi ikkinchi tartibli hosilasi, mexanika nuqtai
nazaridan, harakatdagi moddiy nuqtaning x vaqt momentidagi
tezlanishini bildirar ekan.

6.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning yugqori tar-
tibli hosilasini hisoblash. Parametrik ko‘rinishda berilgan
funksiyaning yuqori tartibli hosilasi
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y, =% (x,'¢0)

X

formula yordamida odatdagi hosila hisoblash qoidalari bo‘yicha
hisoblanadi. Masalan,

L= () i[y; ]ggzykx}—y;x}'zLzykx;—y}x;'z.

yX2 T dx ﬁ - drt dx (X;)Z x; (xt')3

X

Bu yerdagi Vo belgi y dan x bo‘yicha ikki marta hosila olinayotga-

nini bildiradi (ba'zan uni y. deb ham yoziladi). Uchinchi, to‘rtinchi

va hokazo n-tartibli hosilalar ham xuddi shu singari hisoblanadi.
1- misol. x= a(1-cosf), y= a(t- sinf) bo‘lsa, Yo topilsin.

Y echis h.
) .2t
y! _ Y _a(l=cost) _ 2sin 2 —tg’
* er asint 25inicosi 2
2 2
Demak,
Y Y
) b (e)
R )
; “Jy X, asint t  a(l+cost?)sint

2asint coszi

6.3. Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyaning yuqori tar-
tibli hosilasini hisoblash. Endi oshkormas ko‘rinishda berilgan
funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini hisoblash masalasini
qaraylik. Biz F(x, y) =0 ko‘rinishda (ya’ni oshkormas ko‘rinishda)
berilgan y =y (x) funksiyaning birinchi tartibli hosilasini hisob-
lashni bilamiz. Masalan, sin(x + y) — y =0 ko‘rinishda berilgan
y=y(x) funksiyaning birinchi tartibli y' hosilasi quyidagicha
hisoblanar edi:

cos (x+yy(1+y")y—y'=0.
Bu yerdan

i COS(x+y)
T l-cos(x+y) "
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Oshkormas ko‘rinishda berilgan y = y (x) funksiyaning yuqori
tartibli hosilalari ham odatdagi hosila hisoblash qoidalari bo‘yicha
navbatma-navbat hisoblanadi. Masalan, yuqorida qaralgan
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topaylik: ma'lumki,

r _ cos(x+y)
Yy = 1—cos(x+y) "
Bundan
yi= ~sin(x+y)(1+y"){l-cos(x+y)+cos(x+y)} _ _-sin(x+y)

(1-cos(x+y))* (1-cos(x+y)y’ .

Ikkinchi hosilaga ko‘ra uchinchi, uchinchi hosilaga ko‘ra to‘rtin-
chi va hokazo tartibli hosilalarni topish mumkin.

6.4. Yugori tartibli differensiallar. Aytaylik, y =f(x) funksiya
berilgan x nuqtaning biror atrofida bir marta differensiallanuvchi
bo‘lsin. U holda, ma'lumki, bu funksiyaning x nuqtadagi diffe-
rensiali

dy=f'(x)dx=y'dx

bo‘lar edi. Ravshanki, dy differensial x va dx = Ax o‘zgaruvchilarga
bog‘lig (Ax migdorning x ga bog‘liq emasligi bizga avvaldan ma'lum).
Demak, y'=f'(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lganda, dy differensialning (x ga nisbatan) differensiali hagida
so‘z yuritishimiz mumkin. Keyingi differensialni (avvalgisidan
farglash uchun) 6 harf bilan belgilaymiz:

8(dy) = 8[f'(x)ax] = [ [ (x)dx}ox =
=[f"()dx + f'(x) (), ]8x = fr(x)dxbx,

chunki (dx) =0.

Ta'rif. Biror x nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo‘lgan
y=f(x) funksiyaning dy=f'(x)dx differensialidan olingan d&(dy)
differensialning dx = dx bo‘lgandagi giymati y = f(x) funksiyaning
x nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali yoki ikkinchi differensiali
deb ataladi va d %y bilan belgilanadi:

&y =0(dy) | 4o =" (X)(dx)* = y"" (dx)?
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Ko‘rinib turibdiki, d?y differensial x ga va dx = Ax o‘zgaruv-
chilarga bog‘liq. Demak, y'' = f"(x) funksiya x nuqtada differen-
siallanuvchi bo‘lganda, 4%y differensialning (x ga nisbatan)
differensiali haqgida gapirish mumkin:

5(d?y) =8 frwax]=[ f'(0a] 6x =

- {f"’(x)dx2 + 100[(dx)] }Sx = £ (x)(dx)8x,

chunki [(dx)2 ]X =0.

Shunday qilib, uchinchi differensialni quyidagicha ta'riflash
mumkin: ixtiyoriy tayin x nuqgtada uch marta differensiallanuvchi
bo‘lgan y=f(x) funksiyaning ikkinchi differensialidan olingan
o0(d%y) differensialning 6x = dx bo‘lgandagi qiymati y=f(x)
funksiyaning x nuqtadagi uchinchi tartibli differensiali yoki uchinchi
differensiali deb ataladi va @’y belgi bilan belgilanadi:

Ly =0(dy) |, =" (X)(dx)’ =y (dx)’.

Xuddi ikkinchi va uchinchi differensiallar singari to‘rtinchi,
beshinchi va hokazo n- differensial tushunchalari anigla-
nadi. Ixtiyoriy tayin x nuqtada n marta differensiallanuvchi bo‘l-
gan y=f(x) funksiyaning (n—1)- tartibli differensialidan olingan
o(d'y) differensialning éx = dx bo‘lgandagi giymati y=f(x)
funksiyaning x nuqtadagi n- tartibli differensiali yoki n- differensiali
deb ataladi va d"y bilan belgilanadi.

Har ganday » natural son uchun

dry = y"(dx)" (*)

formula o‘rinli bo‘ladi. Buni isbotlash uchun matematik induk-
siya usulini qo‘llaymiz. n=1 uchun (*) formulaning to‘g‘riligi
ma'lum:

dy=y'dx = yVdx.

Faraz qilaylik, d"-'y = y-D(dx)"~! bo‘lsin. d"y differensialning
ta'rifiga ko‘ra
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d'y=96 (a"_ly)|ax=dx=5[y("_”(dx)n_I ]5x=dx =
= [y (0] |5y =

= {y‘")(dx)"-' + Y [(axy ] } dx = Y (dx)',

chunki [(dx)"'], =0. Shunday qilib, (*) formulaning har ganday

n natural son uchun to‘g‘riligi isbot qilindi.

Odatda qulaylik magsadida (dx)” o‘rniga dx" deb yoziladi (hech
vaqt uni x" ning differensiali deb tushunmaslik kerak; x" ning
differensiali d(x") ko‘rinishda yoziladi):

dry =y™dx". (1)

Bundan »" hosilani

yo =22 (n=1,2,.) 2)

dx

nisbat ko‘rinishda ifodalash va «y dan x bo‘yicha n-hosila» deb o‘qish
imkoniyati paydo bo‘ladi.

Shuni aytishimiz lozimki, (1) va (2) formulalar #» > 2 uchun
umuman aytganda, fagat x o‘zgaruvchi erkli bo‘lgandagina o‘rinli
bo‘ladi. Boshqacha aytganimizda, ikkinchi differensialdan boshlab,
barcha yuqori tartibli differensiallarning shakllari invariantlik
xususiyatiga ega bo‘lmaydi. Buni biz ikkinchi differensial misolida
ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, y =f(x), x = g(#) murakkab funksiya
berilgan bo‘lib, y=f(x) va x=g(#) funksiyalar ikki marta
differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. U holda

d’y =o(dy) | ,,_,, =0 (0)dx) | sy =
=0(f' (X)) |, dx+f()o(dxX)|, .=
=f(x)0x|, _, dx + f (x)d>x = [ (x)dx? + f' (x)d’x.

Ko‘rinib turibdiki, bu holda f'(x)d’x qo‘shimcha had paydo
bo‘ldi. Ya'ni ikkinchi differensialning x erkli bo‘lgan holidagi shakli
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buzildi. Yugorida biz «cumuman aytganda» dedik. Bu shunga ishoraki,
y=f(x), x=at+ b (a, b— o‘zgarmas sonlar) bo‘iganda (1) va
(2) formulalar o‘z kuchini saqlaydi, chunki bu holda d’x=0.

Yugori tartibli differensial tushunchasi turli adabiyotlarda
turlicha bayon qilinadi. Masalan, bu tushuncha [6] da aksiomatik
usulda, [1] da induktiv usulda berilgan.

2- misol. y = sinx funksiyaning n-tartibli differensiali topilsin.

Yechish. Ma'lumki, (sinx)" =sin(x+ng). Demak, (1)
formulaga asosan

d"y =sin (x + n%)dx".

3- misol y=ga* (0 <a = 1) funksiyaning »- tartibli differen-
siali topilsin.

Yechish. Ma'lumki, (a9 = &In"a. Demak, (1) formulaga
asosan

d'y = a*In"adx".

Teorema. Agar u =u(x) va v = v(x) funksiyalar biror x nuq-
tada n marta differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda Cu(C = Const),
u * v, uv funksiyalarning x nuqtadagi n differensiallari uchun

d"(Cu) = Cd'u,

d'(u xv) =dy * dv,

d"(uu) _ z": n(n-1)...(n-m+1) 4" ud™y (3)

m=0 m!
SJormulalar o‘rinli bo ladi. Bu yerda va bundan keyin har doim

n(n—1)...(n-0+1)=1, O!'=1, du=u, dv=v

deb hisoblaymiz.

Bu teoremaning isboti bevosita (1) formuladan va 5-
paragrafdagi (2)—(4) formulalardan kelib chigadi. (3) formula
Leybnits formulasining differensial shakli deb ataladi.

4- misol. y = e*cosx funksiyaning n- differensiali topil-
sin.
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Y e chis h. (3) formulaga asosan

10.
11.

dy = 3 2o Anomil) gnom (e" )d"’ (cosx)=

m=0 m:

=e* 2 —————"("_l)"'(,n*mm cos(x+m£)dx”.
m! 2

m=0

O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

. Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligi deb nimaga

aytiladi?

. Differensial hisoblashning asosiy qoidalari va formulalarini aytib

bering va yozing.

. Differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqini ayting va misollar

keltiring.

. Parametrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning

hosilalari qanday hisoblanadi? Misollar keltiring.

. Yuqori tartibli hosila deb nimaga aytildi? Misollar keltiring.
. Yugori tartibli hosilalarni hisoblash qoidalari va formulalarini ayting

va yozib ko‘rsating.

. Leybnits formulasini isbotlang.
. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma'nosi nima?
. Parmetrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning yuqori

tartibli hosilalari ganday hisoblanadi? Misollar keltiring.

Yuqori tartibli differensial deb nimaga aytiladi?

Ikkinchi va undan yuqori tartibli differensiallar invariantlik xosasiga
ega-mi? Tushuntirib bering.

7- §. DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYALAR

HAQIDAGI ASOSIY TEOREMALAR

Faraz qilaylik, y =f(x) funksiya biror X intervalda aniqlan-

gan bo‘lsin.

1- ta'rif. Agar biror x,€X nuqtaning shunday (x,—d, x,+9J)

(6>0) atrofi mavjud bo‘lib, vxe (x,—9, x,) nuqgtada f(x) <f(x,)

(fF(x) > f(x))) va ¥x€ (x,, x,+6) nugtada f(x) > f(x)(f(x) <f(x,)
tengsizliklar bajarilsa, bu holda y = f(x) funksiya x, nugtada o ‘sadi
(kamayadi) deyiladi (57-, 58- rasmlar).
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Teorema. Agar f(x) funksiya yﬁr
x, nuqtada differensiallanuvchi va
S (x)) >0 (f(x,) <0) bo‘lsa, u ¥
holda bu funksiya x, nugtada o ‘sadi
(kamayadi).

Isboti. Shart bo‘yicha

f,(xo) = lim f(x)_f(x())

X=X X=X 0

v

X5 X x+5 X

chekli limit mavjud. Demak,
funksiya limitining Koshi bo‘yicha
ta'rifiga asosan Ve >0 son uchun
shunday 0=06(e) >0 son
topiladiki, 0< |x~ x,| < shartni 4
ganoatlantiruvchi vx nuqtada y

57- rasm.

S)-f(x)
T LX) <E

bo‘ladi. Bu tengsizlik quyidagi qo‘sh
tengsizlikka teng kuchli:

S - < LDL0

< fl(x,) +€ () 58- rasm.

Shartga ko‘ra f'(x,) > 0 (f'(x,) < 0) bo‘lganligi sababli, ¢ sonni
shunday tanlaymizki, ¢ < f'(x)(¢ <— f'(x,)) bo‘lsin. U holda (1)
tengsizliklarning chap (o‘ng) tomonidan

f®-fx) | ¢ (f(x)—f(Xo) <0)
X—Xq X=Xy

tengsizlikni hosil gilamiz. Bu tengsizlikdan ko‘rinib turibdiki,
Vxe (x,— 06, x,) nuqtada f(x) <f(x) (f(x)>f(x)) va
vxe (x,, x,+0) nugtada f(x)>f(x) (f(x)<f(x,)) tengsizlik
bajariladi. Bu esa 1- ta'rifga ko‘ra y = f(x) funksiyaning x, nuqtada
o‘sishini (kamayishini) bildiradi. Teorema isbot qilindi.
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1- misol. f(x)=+v1+x? funksiya x =1 nuqtada o‘sadimi yoki
kamayadimi? g(x)=e¢* funksiya-chi?

Yechish. a) 1- usul. Hosila ta'rifiga ko‘ra

\/l+x J_

. (x=D)(x+1)
)= 11m = lim =
U Visx? 442
2 0.

= lim = =Y

Xl m 75 2
2- usul. Hosila hisoblash qoidasiga ko‘ra
) =g = S (= - >0.

Demak, yugoridagi teoremaga ko‘ra f(x) funksiya x =1 nug-
tada o‘sadi.
b) 1- usul. Hosila ta'rifiga ko‘ra
e e i €7D0 _
x—l 1—X2

g'(h) =1lim £
= hne=-2<0 (e=2718..)
e e

2- usul. Hosila hisoblash qoidasiga ko‘ra

g(ﬂ:e“(&xﬁ:gn)=_h4=_§<u

Demak, g(x) funksiya x =1 nuqtada kamayadi.

Aytaylik, f(x) funksiya X intervalda aniglangan bo‘lsin.

2- ta'rif. Agar x,€X nuqtaning shunday (x,— J, x,* d) atro-
fi mavjud bo‘lib, bu atrofga tegishli bo‘lgan har bir x nuqtada
F) = f(x) (F(x)=f(x)) bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada lokal
maksimumga (lokal minimumga) ega deyiladi (59, a, b- rasm)).

Bu yerdagi x, nuqta f(x) funksiyaga lokal maksimum (lokal
minimum) beradigan nuqta, f(x,) qiymat esa f(x) funksiyaning
lokal maksimumi (lokal minimumi) deb ataladi.

Funksiyaning lokal maksimumi va lokal minimumi bitta nom
bilan funksiyaning lokal ekstremumi deyiladi.
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Endi fransuz matematigi va y4‘
huqugshunosi Per Ferma (1601—
1665) ga mansub bo‘lgan quyidagi
teoremani isbot qilamiz.

. Y=f(x)
Ferma teoremasi. Agar

x, nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lgan f(x) funksiya shu nuqtada
lokal ekstremumga ega bo‘lsa, u
holda f'(x,) =0 boladi. 0| %8 % Xkt X

Isboti. Shart bo‘yicha

@
f(x) = lim LE=LL0) A

chekli hosila mavjud. Demak,

f/(xﬂ_o)z lim f(x)_f(x()), (2)

x—=x,-0 X=Xy Nf’;%

_ o =8 % = X
fl(xo +0) = Xl_i}m() f(xx):—i(fx()) (3)
b)
bir tomonli hosilalar mavjud va 59- rasm.
S x=0)=f"(x), [ (x,10)=/"(x). 4)

Yana teoremaning sharti bo‘yicha f(x) funksiya x, nuqtada
lokal maksimumga (lokal minimumga) ega, ya'ni x, nugtaning
shunday atrofi mavjudki, bu atrofga tegishli bo‘lgan har ganday x
nuqtada quyidagi tengsizlik o‘rinli:

F) =fx) (F)=f(x)). (%)

Demak, (5) tengsizlikka ko‘ra (2) va (3) ifodalardan
S'(x, = 0)=0 va f'(x;+ 0) = 0(f"(x,— 0) < 0 va f'(x,+ 0) = 0) teng-
sizliklar hosil bo‘ladi. Shunday qilib, (4) tengliklardan bir vaqtning
o‘zida f'(x) = 0 va f'(x,) < 0 bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f'(x,) =0
bo‘lishini bildiradi. Teorema isbot qilindi.
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i
Alxy; (%))
y=£(x)
0 Xo ?
60- rasm.

Geometrik nuqtai nazar-
dan, Ferma teoremasini quyida-
gicha ifodalash mumkin: agar
y =f(x) funksiyaning grafigiga
A(x,, f(x,)) nugtada urinma mavjud
bo‘lib, f(x) funksiya x, nuqtada
lokal ekstremumga ega bo‘lsa, u
holda bu urinma abssissalar o‘qiga
parallel bo‘ladi (60- rasm).

Endi fransuz matematigi
M. Rollning (1652—1719) hosila
funksiyaning nuli haqidagi
teoremasi bilan tanishamiz.

Roll teoremasi. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda uz-
luksiz va (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo‘lib, f(a)=f(b)
shartni qanoatlantirsa, u holda (a, b) oraligda kamida bitta shun-
day & nugqta topiladiki, f'(§) =0 boladi.

Isboti. Qaralayotgan f(x) funksiya [a, b] segmentda uzliksiz

bo‘lganligi sababli, Veyershtrassning birinchi teoremasiga binoan
bu funksiya shu segmentda chegaralangan bo‘ladi. Demak, aniq

chegara prinsipiga ko Ta

aniq chegaralar mavjud.

M = sup f(x),

xela,b]

m= inf f(x)

xela,b]

Bu yerda ikkita holat bo‘lishi mumkin: 1) M=m; 2) M > m.
Bu holatlarni alohida-alohida garaymiz:

1. Aytaylik, M =m bo‘lsin. Bu holda, ravshanki, f(x) =
=M =m= Const(a =x < b) bo‘ladi. Demak, vxe[a, b] nuqgtada
f'(x) = 0 tenglik bajariladi. Shunday qilib, mazkur holatda f'(§) = 0
shartni ganoatlantiruvchi & nuqta sifatida istalgan x € (a, b) nugtani

olish mumkin.

2. Faraz qilaylik, M > m bo‘lsin. Bu holda, ravshanki,
f(a)=f(b) < M va f(a)=f(b) > m munosabatlarning kamida bittasi
o‘rinli bo‘ladi. Aniglik uchun f(a)=f(b) < M deylik. U holda,
f(x) funksiva [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lganligi sababli,
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Veyershtrassning ikkinchi teore- y“
masiga binoan kamida bitta shunday
E€ (a, b) nuqta topiladiki,
M= f(&) (bunda & # a, b bo‘lishi
ravshan, chunki f(a) =f(b) <
< M) bo‘ladi, ya'ni f(x) funksiya
& nuqgtada lokal maksimumga ega
bo‘ladi (61-rasm). Bundan
tashqgari, shart bo‘yicha f(x)
funksiya £ nuqtada differen-
siallanuvchi. Demak, bu holda,

Ferma teoremasiga ko‘ra 61- rasm.
f'(&) = 0 bo‘ladi. Teorema isbot "
gilindi. y

Geometrik nuqtai na-
zardan, Roll teoremasini quyi-
dagicha ifodalash mumkin: agar
f(x) funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz, (a, b) oraligda diffe-
rensiallanuvchi va f(a) =f(b) 0
bo‘lsa, u holda bu funksiya
grafigida kamida bitta shunday 4
nugta topiladiki, bu nuqgta orqali
y=f(x) funksiya grafigiga
o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘qiga parallel bo‘ladi (62- rasm).

2- misol. Ushbu y = 45 funksiya hosilasining [0; ] segment-
dagi nullari topilsin.

Yechish. y=4s> funksiya [0; x] segmentda differen-
siallanuvchi:

Y'(x) =4~ cosx-In4 (0 < x < x).

Demak, bu funksiya [0; x] segmentda uzluksiz. Bundan
tashqari, y(0) = y(x) = 1. U holda Roll teoremasiga asosan shunday
& € (0; m) nuqgta mavjudki, y'(¢) =0, ya'ni

Y (E)=4"cost-Ind=0=cos&=0.

f@)=fO)

62~ rasm.

Bundan & = %

Eslatma. Roll teoremasida f(x) funksiyaga qo‘yilgan har uchala
shartning har biri muhim ahamiyatga ega. Buni biz misollar orgali
tushuntirib beramiz. Masalan, ushbu
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x (0<x <),
f<x>_{0 o=

g)=|x| (-l=sx=s ), px)=xO0=<sx=<1)

funksiyalarni garaylik. Ravshanki, f(x) funksiyva uchun Roll
teoremasining birinchi shartidan boshga hamma shartlari, g(x)
funksiya uchun ikkinchi shartidan boshga hamma shartlari, y(x)
funksiya uchun esa uchinchi shartidan boshqa hamma shartlari
bajariladi (63- rasm).

)

~ . e =

=

[} ~
[
xy

63~ rasm.

Hech qiyinchiliksiz tekshirish mumkinki, f(x), g(x), yw(x)
funksiyalarning hech biri uchun Roll teoremasining xulosasi o‘rinii
bo‘lmaydi.

Endi fransuz matematigi va mexanigi J.L. Lagranjning
(1736—1813) o‘rta giymat hagidagi teoremasi bilan tanishaylik.

Lagranj teoremasi. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda
uzluksiz va (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
kamida bitta shunday & € (a, b) nuqta topiladiki,

f(b) = f(a)=f" ()b - a) (a<&<b)

bo‘ladi. Bu formula amalda ko‘pincha Af=f'(§)Ax (Af=f(x) —
-f(x), Ax=x-x,, §=x,t60 + Ax (0<6<1)) ko‘rinishda
go‘llanilgani uchun u Lagranjning chekli orttirmalar formulasi deb
ataladi.

Isboti. Quyidagi yordamchi funksiyani qaraymiz:

§(x) = /() - f(a) - LOL D (x - a).

Ravshanki, g(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz, (a, b)
oraligda differensiallanuvchi va g(a) = g(b) =0. Demak, Roll
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teoremasiga ko‘ra kamida bitta shunday £€ (a, b) nuqta topiladiki,
g'(§) =0 bo‘ladi. Endi g'(¢) ni topamiz:

g'(x) = f'(x) ——Z%E({—(Q(a <x<b)
bo‘lgani uchun

g) = £ -7,
Bu yerda g'(§) = 0 ekanini e’tiborga olsak,

f(é) f(b) f(ﬂ)

yoki f(b) — f(a) =f"(E)(b—a) (a<E<Db) tenglik hosil bo‘ladi.
Teorema isbot qilindi.

Nihoyat, Lagranj teoremasining umumiy holi bo‘lgan Koshi
teoremasi bilan tanishamiz.

Koshi teoremasi. Agar f(x) va g(x) funksiyalar |a, b]
segmentda uzluksiz va {(a, b) oraligda differensiallanuvchi bo‘lsa, u
holda kamida bitta shunday & € (a, b) nuqgta topiladiki,

(f(b) — f(a)g' (&) = (g(b) — gla))f'(§)

SJormula o'rinli bo‘ladi. Bu formula chekli orttirmalar formulasining
umumlashgan shakli deyiladi. Xususan, agar hech bir x€ (a, b)
nuqtada g'(x) funksiya nulga teng bo‘lmasa, bu holda
b)—f(a (
g:b;—ga)) - f;é; (@<c<b)
formula o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Ushbu

p(x) = (g(b) = g(@)f (x) = (f(b) - f(a))g(x)

yordamchi funksiyani garaymiz. Ravshanki, bu funksiya [a, b]
segmentda uzluksiz va (a, b) oraligda differensiallanuvchi hamda
y(a) =y(b) =f(a)g(b) — f(b)g(a) tenglik o‘rinli. Demak, Roll
teoremasiga ko‘ra kamida bitta shunday £€ (a, b) nugta mavjudki,

¥'(§) =0 bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, Vxe (a, b) uchun
Y’ (x) = (g(b) — g(@)f" (x) — (f(b) — f(a))g'(x).
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Xususan, x=¢ € (a, b) nuqtada y'(§) = (g(b) — g(a))f (&) —
- (f(b) = f(a))g'(¢). Demak, y'(£) =0 tenglikni hisobga olsak,
(&(b) — g(a))f (&) = (f(b) — f(@)g'(§) (a<§<b) boladi. Agar
vxe (a, b) nuqtada g'(x) # 0 bo‘lsa, bu holda yuqoridagi
formuladan

FB)-fia) _ F1E)
cBga ~ 7@ @<6<P

formula kelib chiqgadi. Teorema isbot qilindi.
Eslatma. Koshi teoremasida g(x) =Xx desak, undan Lagranj
teoremasi kelib chiqadi.

8- §. LOPITAL QOIDASI

Biz bu yerda hosilaning limit hisoblashga tatbiqini, aniqrog‘i
aniqgmaslikni ochishning Lopital qoidasi (G. Lopital (1661—1704) —
fransuz matematigi) deb ataladigan maxsus usuli bilan tanishamiz.

Ushbu %(yoki z) ko‘rinishdagi anigmaslikni ochishning Lopital
goidasi quyidagi teoremaga asoslanadi:

Bernulli-Lopital teoremasi. Agar f{x) va g(x) funksiyalar
a (a— chekli yoki ) nugqtaning biror U, (a) atrofida aniglangan

va differensiallanuvchi (g'(x) = 0) bo'lib,

lim /(x)=limg(x) =0 (lim f(x) = lim g(x) = o)

hamda chekli yoki cheksiz b= hm 2 ( ) limit mavjud bo‘lsa, u holda

f(x)
g(x)

Junksiya a nuqtada limiiga ega, shu bilan birga

f(x) f'(x)
lim = L
x—a g(x) lx—m g(x)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. a) Aytaylik, a€R bo‘lsin. fa) = g(a) = 0 deb olamiz.
U holda shartga ko‘ra
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lim f(x) = f(a) ea lim g(x) = g(a),

ya'ni f(x) va g(x) funksiyalar a nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Agar
ixtiyoriy x€U s (a) nugtani tanlasak, u holda, Koshining o‘rta
giymat haqgidagi teoremasiga ko‘ra, a va x nuqtalar orasida shunday
& nuqta topiladiki (64- rasm),

L \
\ 7
a-9 a g x atd X

v

64- rasm.

f(x)-fla) _ /¢
g(x)-gla)y g'¢)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda f(a) = g(a) =0 ekanini e’tiborga
olsak,

f(x) _ f'&) _ _
ERG) E=a+6(x-a), 0<06<l)

tenglik hosil bo‘ladi. Bundan, lim & = 4 ekanini nazarga olib,

xX—a

) e f0)
hm o = M

tenglikka ega bo‘lamiz. Shart bo‘yicha bu tenglikning o‘ng tomoni
mavjud bo‘lganligi sababli, uning chap tomoni ham mavjud.

Shunday qilib, a-chekli va lx'_r.'} f(x)= lxlll’} g(x)=0 bo‘lgan
holatda Bernulli-Lopital teoremasi isbot gilindi.

b) Endi bu teoremani a= o, 1)(121 f(x)= lgr; g(x)=0 holatda
isbot gilamiz. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar a = o «nuqta»ning
biror Ui (=)= {x x| > %} atrofida aniglangan va differensiallanuvchi
bo‘lib, lim f(x)= !me g(x) =0 bo‘lsin. Bundan tashgqari, chekli yoki
cheksiz
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limit mavjud bo‘Isin. Bu holda ¢ =)l(— almashtirishni bajarsak, U, (e)

atrof y,0)={r:0<||<s} atrofga o‘tadi (65- rasm).

RNV Y777/ 777 /17 RO Y/ /111115 171771171 N
4 0 1 x -3 0 3 t
3 6

65- rasm.

f(x) va g(x) funksiyalar esa (}5(0) to‘plamda aniglangan va

differensiallanuvchi A(r) = f (%) va y(1) = g(}] funksiyalarga o‘tadi.
Bundan tashqgari, shart bo‘yicha ushbu (chekli yoki cheksiz)

(-
llmh(') lim —t

—0 y'(r) o0 g{%I_
!

limit mavjud hamda  limA(@) =lim f{1)=lim f(x) =0,
1-0 120 t X0

-
= 5=

lim y(f) = lim g(lJ = lim g(x) = 0.
-0 150 t [y

Demak, a) bandda isbot qilinganiga ko‘ra funksiya =10

W(f)
nuqtada limit gqiymatga ega, shu bilan birga

lim 22 _ Jim = 200

=0 w(t) 10 ()

tenglik o‘rinli. Bu yerda r=—, h®t) = f(x), y(t) = g(x), H(t) =

!
x
_ (1 _ 1 , o 1 _ 1 P 9.

= f(yJ( ,_2) Ba W(f) = g[;)( —2) ekanini €’tiborga olsak,

!

S(x) S'(x)
lim oy = Im s
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bo‘ladi. Shunday qilib, bu holatda ham Bernulli- Lopital teoremasi
isbot qilindi.

d) Aytaylik, lim f(x) = lim g(x) = (a€R) bo'lsin. Bu holda,
avvalgidagidek,Hf(x) );/:: g(x) funksiyalarning x=a
nuqtadagi uzluksizligini tiklay olmaymiz. Shuning uchun bu yerda
avvalgidan boshgacha yo‘l tutamiz. Ravshanki, U(a) = U(a) =
(a—0, a+9) (6>0). Agar x,=a =9, (0<5,<3) deb, ixtiyoriy
xel 5, (@) nugtani olsak, teoremaning shartiga binoan f(x) va g(x)
funksiyalar [x, x,] yoki [x,, x] kesmada Koshining o‘rta giymat
haqidagi teoremasining barcha shartlarini qanoatlan-
tiradi. Bu teoremaga ko‘ra x va x, nuqtalar orasida shunday £ nuqta
topiladiki,

f=f(x%) _ f1E) *
g0 -gx) £ )
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Xuddi mana shu yerdan boshlab, bER va
b= o holatlarni alohida-alohida qaraymiz:
1) bER bo'lsin. (*) tenglikdan
S0 L@ fo) g) S1E)
o 2T P ww w@
deb yozib olamiz. Hagigiy son modulining xossasiga ko‘ra

LACIP
g(x)

fxo)l

<
g(x) |

g(x)|| f1&)
0 |0 ()

f'é
g b’ *

bo‘ladi. Teoremaning sharti bo‘yicha lim f,'(")):b chekli limit

xoa 81X

mavjud. Demak, agar £ ni ixtiyoriy musbat son desak, funksiya

limitining Koshi bo‘yicha ta’rifiga asosan % son uchun shunday
8, =96, (§)> 0 son topiladiki, vxe &5I (@) nuqtada j;:jg —b‘ <§

tengsizlik bajariladi. Agarda xoeﬁ 5 (@) (ya'ni 6,<4,) deb tanlasak,
bu holda §EU 5, (a) bo‘ladi va demak,

S €
g(&) b‘ <3 )
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Ravshanki,

e 1@ gl S|S0
37 2@ b>|g(¢)l 14
Bundan
E _3'b|+€
7o) <ltl+3+ =5 3)

tengsizlik kelib chigadi. Shart bo‘yicha lim g(x) = bo‘lganligi

sababli, lim f; ((X"))—O va lim ‘i((x") 0. Demak, limitning ta’rifiga

ko‘ra, yuqorida tayinlangan &£ >0 son uchun shunday

8,=0,(¢) >0 son topiladiki, vxeU, (a) nugtada

£

f(x)
< < e 4)

8(x)

&(xp)
T g(x)

£
3

tengsizliklar bajariladi.
Endi 6* =min (3,, 6,) deb belgilaymiz. U holda ravshanki,

vx € Us. (a) nuqgtada (2), (3) va (4) tengsizliklarning hammasi
o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, vxeU, (a) nuqtada (1)

tengsizlikdan quyidagini hosil qilamiz:

f(x) _ £ . E I3 3lbl+€ _
o A3t it ey =F
Bu esa % funksiyaning x = a nuqgtada limitga ega ekanini,

shu bilan birga

imZ® = p = [im LX)

x—a g(x) xoa g'(X)
tengliklarning o‘rinli bo‘lishini bildiradi. Demak, lxirr} f(x)=
= lxirral g(x) = (bER) holda ham teorema isbot qilindi.
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S(x) _
g(x)

katta E> 0 son berilganda ham 2F son uchun shunday
6,=06,(E) >0 son topiladiki, vx€lU; (a) nuqtada ushbu

2) b=, ya’ni 11m = bo‘lsin. Bu holda ixtiyoriy yetarli

f(x)
g'(x)

0<4,<d,) deb olsak, bu holda & €Us, (a) boladi, demak,

£1€)
’g@>>2E' G)

bo‘ladi. Endi (*) tenglikdan quyidagini hosil gilamiz:

>2F tengsizlik bajariladi. Agar x, € U s,(a) (ya'nix,=a x4,

1— g(xO)
fx) _ G gx) . (%)
gx) g [ :

f(x)

Bu yerda, limf(x)=limg(x) =< shartga ko‘ra Vxeﬁ% (a)

nuqtada f(x) #0, g(x) #0 bo‘lishi va x,=a x4, deb
tanlanganligidan f(x) = f(x,) bo‘lishi ravshan.
lim f(x) = lim g(x) = bo‘lgani uchun

1-8(%0)
; g(x) _
TGy =
J(x)

Demak, funksiya limitining Koshi bo‘yicha ta’rifiga binoan
€=1/2 son uchun shunday J,>0 son maV_]lldkl Vxeﬁg4 (a)
nuqtada

l_g(xo)
1- g(x) < l
(- L)) 2
f(x)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda haqiqiy son modulining xossasiga
ko‘ra
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1_8(%) A AC)) —80)

g8(x) | 1-11= g(x) |- .- gx) |11t _!
AEN) AENN ) 2 2 ©)
f(x) S(x) ()

bo‘ladi. Agar bu yerda 6* = min(d,, 6,) desak, vx €U (a)
nugtada (5) va (6) tengsizliklar bir vaqtda o‘rinli bo‘ladi va (*x)
tenglikdan vx € U;. (@) nugtada ‘——)‘ > E tengsizlikning bajarilishi
kelib chigadi. Bu esa, ta’rifga ko‘ra hm% = ¢kanini bildiradi.

x—oa (X

Demak, lim f(x) =1lim g(x) = e, b=-co holda teorema isbot qilindi.

e) limf(x)=limg(x) =c po‘Isin. x=% almashtirishni
bajarsak, U§(°°): ={x ; |x|>%} atrof U, (0) atrofga, f(x) va g(x)
funksiyalar esa (75 (0) to‘plamda aniqglangan va differensiallanuvchi
h(t) = f[%) va y(t) = g[%) funksiyalarga (y'(f) # 0) o‘tadi. Bundan
tashqari, teoremaning shartiga asosan

() o f(x)
v lim g(x) b

(chekli yoki cheksiz) limit mavjud hamda lim h(r):lim f(x) = oo,

hr)

llm w(r) = llm g(x) = . Demak, d) bandda isbot gilinganiga ko‘ra )

funk51ya t,= 0 nuqgtada limitga ega, shu bilan birga

h(t) . H(t)
lim o =Moo

tenglik o‘rinli. Bu yerda t=%, h(t) = f(x),py(t) = g(x),
H(t) = f[})(—’lz) va y'(t) = g'(%)[_’%) ekanini e’tiborga olsak,

J (x) i f'(x)
lim =lm<
X oo g(x) X o g(X)

bo‘ladi. Shunday qilib, lim f(x) = lim g(x) =~ holda ham teorema
isbot qilindi.
Teorema to‘la isbotlandi.
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1- eslatma. Bernulli-Lopital teoremasi (mos o‘zgartirishlar
bilan) x » a+0 (yoki x - a—0) da ham, x> +w (yoki x> —»)
da ham o‘rinli bo‘ladi.

Anigmaslikni ochishning

lim £& = fjm LX)

X—o g(X) - X0 g’(x)

tenglikka asoslangan usuli adabiyotlarda Lopital qoidasi deb yuritiladi.
Ayrim manbalarda ko‘rsatilishicha bu qoida G.F. Lopitalgacha
shveysariya matematigi logan Bernulli (1667—1748)ga ma’lum
bo‘lgan. Shuning uchun biz yuqorida isbot gilingan teoremani
Bernulli- Lopital teoremasi deb aytishni lozim topdik.

1- misol. Ushbu

lim 2 [9)
x—0 X—Sin x 0
limit Lopital qoidasi bo‘yicha hisoblansin.
Y echis h.

1

. tgx—x . 2 . l+cosx 141
lim 2L = limLosx - |im =—=2
x-0 X—sinx x50 l-cosx x50 cos x 1

2- misol. Ushbu

lim ™ (¢ >0) (g)

X =400 xF

limit Lopital goidasi bo‘yicha hisoblansin.

Yechish.
1
im ™ fim > =Yim L -0 (¢>0)
X—>+eo XF X400 Exf‘— € X+ xf

2- eslatma. Agar f'(x) va g'(x) hosila funksiyalar Bernulli-
Lopital teoremasidagi f(x) va g(x) funksiyalar uchun bajarilgan
barcha shartlarni ganoatlantirsa, bu holda Lopital qoidasidan
takroran foydalanish mumkin:

lim £ = fim £ = fjm L0

xoa g(x)  xoa g(x)  xoa g'(x)°
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3- misol. Ushbu

.. l-cosx (0
lim =~ (5)

limit Lopital qoidasi bo‘yicha hisoblansin.

Yechish:
lim I-cos x = lim sin x = lim cosx _ L
x—0 XZ x—+0 2x x->0 2 2

3- eslatma. Qolgan barcha anigmasliklar mos almashtirishlar
yordamida yo % yoki ; anigmaslikka keltirilib, so‘ngra Lopital
goidasini qo‘llash yo‘li bilan ochiladi.

4- misol. Ushbu XlLrgox“ Inx (x>0) (0-«) limit Lopital

goidasi bo‘yicha hisoblansin.
Yechish:

1

11mx Inx = lim X = [im —x =——11mx =0 (a>0).
X=+0 y-@ x40 _ax—'l-l o x40

4- eslatma. Lopital qoidasi limit hisoblashning qulay usuli

S'(x)

bo‘lgani bilan uning ba’zi kamchiliklari ham bor. Masalan, hm 1o

S E ; mavjud bo‘lishi mumkin. Buni
bitta misol orqali ko‘rsatish kifoya. Aytaylik, f(x)=x’ cos;l;,

g(x) =sinx bo‘lsin. Bu holda

limit mavjud bo‘lmasa ham llm

o
2x cos—+sin—
lim £ = lim X X
x=0 g'(x)  x=0 cos x
| l f(x)
limit mavjud emas (chunki limsin— mavjud emas). Biroq lim e

mavjud, aniqrog‘i

2 I I
x°cos— lim X COS3
lim £ = Jim X — x20 =0_9
x-0 g(x) x50 sinx [im SiR.X 1 :
x-0 X
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Pl ANy

O‘ZINI-O‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

. Funksiyaning nuqtada o‘sishini (kamayishini) ta'riflang.
. Nugtada musbat (manfiy) ishorali hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning

shu nuqtada o‘sishini (kamayishini) isbotlang.

Funksiyaning nuqtadagi lokal minimumi (lokal maksimumi) deb
nimaga aytiladi? Ular bitta nom bilan ganday ataladi?

Nugqtada lokal ekstremumga ega bo‘lgan funksiya shu nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, uning shu nuqtadagi hosilasini nulga
teng bo‘lishini (Ferma teoremasi) isbotlang.

Roll teoremasini isbotlang.

Lagranj va Koshi teoremalarini isbotlang.

Lopital qoidasi nima? Misollar keltiring.

Lonital qgoidasi qulay bo‘lgani bilan bir gatorda qanday kamchilikka
ega?

9- §. TEYLOR FORMULASI

Matematik analizning asosiy formulalaridan biri ingliz
matematigi Bruk Teylor (1685—1731) tomonidan kashf gilingan
Teylor formulasidir. Bu formula ma’lum shartlarni ganoatlantiruvchi
funksiyani Teylor ko‘phadi deb ataladigan maxsus ko‘rinishdagi
algebraik ko‘phad orqali taqribiy (yoki asimptotik) ifodalaydi.

9.1. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Faraz qilaylik.

P(x)=a,tax+..+a, x"'+ax" (a=0) (1)

n-darajali algebraik ko‘phad berilgan bo‘lsin. Bu ko‘phadni ketma-
ket » marta differensiallaymiz:

PO (x)=a, +2a,x +3a,x* + ...+ (n—Da,_ x"* + na,x"",

PP(x)=2a,+2-3a,x +...+(n-D(n-2)a,_x">+n(n-a,x"?,

P (x)=(n-1)(n-2)..3-2a, , + n(n-1)(n-2)...3-2a,x, 2
P (x)=n(n-1)(n-2)..3-2-1-a, = nla,

(1) va (2) ifodalarda x =0 desak,

(k)
a4 =P, a="00 (k=12,.,n

bo‘ladi. Bularni (1) ifodaga qo‘yib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
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H (/\)
P"(X) _ Azz%) P k!(()) Xt (3)

bu yerda P”(0)= P,(0), 0!'=1.

Ravshanki, (1) va (3) ifodalar bir-biridan faqatgina ko .-
fitsiyentlarining yozilishi bilan farq giladi.

Endi faraz qilaylik, x, ixtiyoriy haqiqiy son bo‘lsin. (1)
ko‘rinishda berilgan P (x) algebraik ko‘phadni

Pn(x)zéoak(x_x())A (*)

ko'rinishda ifodalash masalasini garaymiz. Bu yerdagi «,, a,, «,,

o , a, lar hozircha noma’lum bo‘lgan o‘zgarmas haqiqiy sonlar.

.
() ifodada x-x,=¢t almashtirishni bajarsak, P (x)=

=P (x,t =0 va Q) =iak,k bo‘lib, (3) formulaga asosan
A=0
0, =3 &0
k=0 k!
bo‘ladi. Bunda Q,(t) = P,(x),0\" (0) = P¥(x,)(k = 0.1,2,..,n) va x—
x,=t ekanini e’tiborga olsak,

Px) = X A0 (o )

A=0 k!

formulani hosil gilamiz. Bu formula ko ‘phad uchun Teylor formulasi
deb ataladi.
1- misol. Ushbu P,(x) =x*+ 1 ikkihad x,=1 nuqta atrofida
Teylor formulasi bo‘yicha yoyilsin.
Yechish. Berilgan ikkihadni ketma-ket to‘rt marta
differensiallaymiz:
Pl (x)=4x’, PP(x)=12x%, PP(x)=24x, PP (x)=24.

Bu yerdagi x lar o‘rniga x = x,= | giymatni qo‘ysak,

POy =4, PP () =12, V(1) =24, P(1) =24
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bo‘ladi. Demak, P,(1) =2 ekanini €’tiborga olsak, (4) formuladan
X*+H1=2+4(x—-1)+6(x—-1)+4(x- 1>+ (x-1)*

yoyilmani hosil gilamiz.

9.2. Ixtiyoriy funksiya uchun Teylor formulasi. x, nugtaning
biror atrofida aniglangan va x, nugtada » marta differensiallanuvchi
bo‘lgan ixtiyoriy f(x) funksiya uchun (4) algebraik ko‘phadga
o‘xshash

T (x;x) = g f(k)(.x") (x-2x,)" )
maxsus algebraik ko‘phadni tuzish mumkin. Bunday ko‘phad har
bir f(x) funksiya uchun yagona bo‘lib, unga f(x) funksiyaning
Teylor ko‘phadi deyiladi. Masalan,

T (X 0)—;; ™ S (5)

Hagigatan, f(x) =sinx, x, =0 deylik. U holda

Bundan

(0 k—— (-1 (k=2m-1),
S7(0) =sin {0 (k =2m), (meN)

tengliklar kelib chiqgadi. Bularni (5) ga qo‘ysak, (5’) hosil
bo‘ladi.

Quyidagi asosiy teorema o‘rinli:

Teylor teoremasi. Agar fix) funksiya x, nugtaning biror
Ux,) = (x,~0, x,796) (6> 0) atrofida aniqlangan bo lib, shu
atrofda (n+1)-tartibli hosilaga ega bo‘lsa, u holda x, va

x€U s X)) nuqtalar orasida yotuvchi shunday & nugqta topiladiki,
Vx€U, (x)) uchun

f(x) = Zf(k)(xo)(x xo) +f("+“(§)(x xo)p(x_é)ml ©6)

! n'p x=£
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formula o ‘rinli bo‘ladi. Bu yerda n — ixtiyoriy tayin natural son;
p— ixtiyoriy musbat son. (6) formula f funksiya uchun (markazi
x, nugtada joylashgan, (nt+1)-hadidan keyingi qoldig‘i umumiy
shaklda (yoki Shlemilx—Rosh shaklida)gi Teylor formulasi deyiladi.

[sboti. f(x) funksiya U, (x,) atrofda aniglangan va x, nuqtada
n marta differensiallanuvchi bo‘lganligi sababli, yuqorida aytganimizga
ko‘ra, bu funksiya uchun

. n )
M = ( ) k
Tf (X, xO) kz=0 ——f X !xO (X = Xy )

ko‘phad mavjud bo‘lib, Vx €U, (x;) uchun
f)=T(x; x)+ R, (x)

tenglik ofrinli bo‘ladi, ya’ni Vx€U,(x,) nuqtada f(x) miqdor
R . (x) xatolik bilan Tf(x; x,) miqdorga teng bo‘ladi. Bundan

R, ) =f(x) = T (x; x,).

Endi R, (x) qoldiq uchun (6) ifodaning o‘rinli bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Aytaylik, x € U (x,) nugqta ixtiyoriy tayin nuqta bo‘lsin.

Aniglik uchun, x&(x,, x, + ) deylik. [x,, x] segmentda aniglangan
g =f(x) - T, (x; ) — (x— PQ*(x)
yordamchi funksiyani garaymiz. Bu yerda

Ry () N < )
Q*(X)———ﬂ—)—p, T,(x,r)—g%(x-nk.

(x—xq
Ravshanki, g(7) funksiya [x,, x] segmentda differensiallanuvchi
va g(x,) =g(x) =0, ya’'ni g(r) funksiya [x,, x] segmentda Roll
teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. Demak, Roll

teoremasiga ko‘ra shunday £€(x,, x) nuqta topiladiki, g'(§)=0
bo‘ladi. g'(#) hosilani topamiz:
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£ = (f(0)-T,(x,0) = (x =1 Q* () =

-3 (A% etk + ,E k- k=1 < 1) +

k=0 k!

+p(x=0710 () =X LEVO (e

+;{k )l()t,)(x t)k I +p(x—t)”"'Q*(x)=

(k) (n+1)
Bl L

+§{k )f§3<x—t)* Y+ p(x =170 *(x) =

(n+1)
=L O -0+ plx- 1y 0 * (),

ya’ni
g = "’(x 0"+ p(x =171 Q *(x).

Bu yerda, r=¢£ desak,

) =-L0 (x gy 4 p(x -/ 0* (x)
bo‘ladi. Bundan, g'(¢§) = 0 ekanini e’tiborga olib,
* _ f(n+l)(€) - n-p+l
0*(x)= _Tp__(x 5)
ifodani hosil gilamiz. Ma’lumki,

0*(x)= n+1(x)

(x-x)”
Demak,
(n 1)
Rou(@)=Q* () -x) =L x-gy ' (x-x) =
- fm”('f)(x‘xo )" (x—E)™ (%, <& < x).
n'p x-&
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Ushbu x€(x,—9d, x,) holda ham R, (x) uchun xuddi
shunday ifoda keltirib chiqgariladi.
Shunday qilib,

o (k) el
f(x):;f k(!x())(x_x(])k f( )(5)[)( Xo] (x é;)n+l

nlp

(E=x,+6(x—x,), 0<6<1). Bu yerdagi § miqdor, umuman
aytganda, n, p va x larga bog‘liq; £ nuqta x, va x nuqtalar orasida
joylashganligi sababli
=
x-g

ifoda har ganday p > 0 giymatda aniglangan. Teorema isbot gilindi.

9.3. Qoldiq hadning Lagranj va Koshi shakllari. Teylor
formulasini qo‘llashdagi asosiy giyinchiliklardan biri uning R , (x)
goldig‘ini baholashdir. Shu magsadda qoldigning Lagranj va Koshi
shakllari keltirib chiqarilgan. Avval qoldigning Lagranj shakli bilan
tanishaylik. Ushbu

(n+1)
R0 = L] gy )
umumiy ifodada p=n+ 1 deymiz. U holda
=(x—-x)(1-06) (0<6<1)
ekanini e’tiborga olib,

(n+1)
R (x) = L0000 (st (0 <p< 1

(n+1)!

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu ifoda qoldiq hadning Lagranj shakli deb
ataladi.

Endi qoldigning Koshi shaklini keltirib chigaramiz. Buning
uchun (7) ifodada p=1 deymiz. U holda,

x—&E=(x—-x)(1-6) (0<6<1)
tenglikka ko‘ra,
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f(

n+l)

Rn+1(x) - (X()n";o(x‘xf))) (1-6)"(x - X, )n+l 0 <o<1)

bo‘ladi. Bu ifoda goldigning Koshi shakli deyiladi. Qoldigning Lagranj
va Koshi shakllari (7) ifodadan p parametrning turli giymatlarida
hosil bo‘lganligi tufayli, ulardagi 6 ning giymatlari, umuman
aytganda, turlicha bo‘ladi. Qoldigning Lagranj va Koshi shakllari
odatda f(x) funksiyaning u yoki bu tayin x nuqtadagi giymatini
tagribiy hisoblashda go‘llaniladi. Ayrim hollarda qoldigning Koshi
shakli uning Lagranj shakliga qaraganda ma’lum afzallikka ega bo‘ladi.
Buni biz kelgusi paragrafda qaraymiz.

10- §. QOLDIQ HADNI BAHOLASH.
AYRIM ELEMENTAR FUNKSIYALARNI
MAKLOREN FORMYLASI BO‘YICHA YOYISH

10.1. Qoldiq hadning Peano shakli. Matematik analiz va uning
tatbiglarida shunday masalalar uchraydiki, ularga Teylor formulasini
go‘llaganda, bizni qoldiq hadning son giymati emas, balki uning
x->x, da (x—x, cheksiz kichik funksiyaga nisbatan) cheksiz kichiklik
tartibi giziqtiradi. Bunday masalalarda qoldiq hadning Peano shakli
(Juzeppe Peano (1858—1932) — italyan matematigi) qo‘llaniladi.

Quyidagi teorema o‘rinli:

1- teorema (Peano). Agar f(x) funksiya x, nugtaning biror
U(x,) atrofida aniglangan bo‘lib, shu atrofda (n—1)- tartibli
hosilaga va x, nuqtada n- tartibli uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, u
holda

f(x)=k2=:,)£%(!—x"—)—(x—x(,)k+0((x_xo)n) (x—>x,) (1)

Jormula o ‘rinli bo‘ladi. Bu formula (markazi X, nuqtada joylashgan)
goldig hadi Peano shaklida bo‘lgan Teylor formulasi deyiladi.

Isboti. Teylor teoremasiga ko‘ra, x, va xe(ofs (x,) nugtalar
orasida shunday & nuqta topiladiki, nEN va vxel 5 (x,) giymat uchun

n-l

S0 = 2000 (e b L) (e (2)

k=0
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formula o‘rinli bo‘ladi. f™(x) hosila x, nuqtada uzluksiz bo‘lganligi
sababli,

lim f®E) = /"), chunki  Jim¢ = lim (x, +6(x - x,)) =
=x, (0<8<1).

Demak, f™¢&)=f"(x)+a (li_,r%a =0) deb yozishimiz

mumkin. U holda

(n) (n)
s ny(g)(x—xo)" = [ Tx)re (:!")m (x=x)" =
3)

(n)( ) n n
= L2004 2 (x - xy)
bo‘ladi. Har qanday » natural son uchun

R %(X—xo)n 1..
lim £: =—lima=0
XX (x_xo )n nixoxy

bo‘lganligi tufayli, ta’rifga ko‘ra

%(x %) = o{(x=%)") (x> X,) 4

baho o‘rinli bo‘ladi. (3) va (4) tengliklardan

(m (n)
L8 (x - ) = L2080 (x — ) 4 0((x - %))

ifodani hosil gilamiz. Buni (2) ifodaga qo‘ysak, (1) formula kelib
chigadi. Teorema isbot gilindi.
Amaliyotda ko‘pincha markazi x, = 0 nugtada bo‘lgan

_¥% e
f(x) %f_ﬁ(lxk +R,..(x) (5)
Teylor formulasi qo‘llaniladi. Bu yerda R . (x) goldigni quyidagi

ko‘rinishlarning istalgan biri shaklida yozish mumkin:

(n+1)
Rn+,<x>=—f—(,-;g",i’x"+‘ (0<6<1) (Lagranj),

Rn(x) = L2200 (1 _gyymi (0 <o <1) (Koshi),
R, (x)=0(x") (x > 0) (Peano).

196



Shuni aytish lozimki, (5) formula adabiyotlarda ingliz
matematigi Kolin Makloren (1698—1746) nomi bilan Makloren
Sormulasi deb yuritiladi. Biz ham bundan keyin har doim bu
formulani «markazi x,=0 nuqtada bo‘lgan Teylor formulasi»
deyish o‘rniga, ham qulaylik uchun, ham an’anaviy udumga putur
yetkazmaslik maqsadida Makloren formulasi deb ataymiz.

10.2. Qoldiq hadni baholash. Endi Makloren formulasidagi
goldig hadni baholash masalasini qaraymiz. Bu masala barcha
hosilalari majmuasi biror U,(0) atrofda chegaralangan funksiyalar
uchun oson yechiladi.

1- ta’rif. Agar shunday M >0 son mavjud bo‘lib, barcha k
natural sonlar va vxeU, (0) uchun If""(x)lsM tengsizlik
bajarilsa, f funksiyaning barcha hosilalari majmuasi U,(0) atrofda
M son bilan chegaralangan deyiladi.

Masalan, f{x) =¢*, sin x va cosx funksiyalar ana shunday
funksiyalardir. Hagiqatan, e* funksiyaning barcha f#®(x) =
(k=1,2,...) hosilalari ixtiyoriy [-r, ] (r>0) segmentda M=¢
son bilan chegaralangan; sin x va cos x funksiyalarning barcha
(sin x)*® =sin <x+k%) va (cosx)® = cos(x+k-’25) (k=1,2,...) hosila-
lari cheksiz to‘g‘ri chizigning hamma joyida M =1 son bilan
chegaralangan.

2- teorema. Agar f(x) funksiya biror Uy(0) = (-9, 0)
atrofda aniglangan bolib, uning barcha hosilalari majmuasi shu
atrofda M > 0 son bilan chegaralangan bo‘lsa, u holda ixtiyoriy n
natural son va Vx €U 50 uchun

I |n+l

'Rn+l (x)l <M — D! (6)

f(x)- Zf""(o) k

tengsizlik o ‘rinli bo ladi.
Isboti. Qoldigning Lagranj shaklidan foydalanamiz:

f(n+l)(0x) el
I

Ryt ()] = |/ () - Zf""w) «

(*)

7+
= 'f"'*“(Bx)' (|:'+l)! 0<06<1).
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Shartga ko‘ra Vvn natural son va Vx€U,(0) uchun

| f™*D(x)| = M bo‘lganligi sababli, xuddi ana shu » va x larda
|/ (0x)| <M (0<6<1) bo‘ladi. Shunday qilib, (*) dan (6)
tengsizlik kelib chigadi. Teorema isbot gilindi.

1- eslatma. Har ganday x hagiqiy son uchun

l ln+l

=0

noe (N+1)!

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Aytaylik, x ixtiyoriy haqgiqiy son bo‘lsin. Ushbu

sonli ketma-ketlikni garaymiz. Ravshanki, bu ketma-ketlik quyidan
0 son bilan chegaralangan. Bundan tashqgari,

n+2 n+l _ |xl

PR . I .
LT )T ne2 () ne2

Yetarli katta n giymatda (ixtiyoriy x haqigiy son uchun) s <1
tengsizlik o‘rinli bo‘lganligi sababli, shunday n, natural sonni
ko‘rsatish mumkinki, Va2n uchun a,,, _-‘-la < a, tengsizliklar
o‘rinli bo‘ladi. Bu esa {a,} ketma-ketlikning kamayuvchi ekanini
bildiradi. Demak, monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi
teoremaga ko‘ra, lima, =a chekli limit mavjud. a=0 ekanini
ko‘rsatamiz. Har ganday »n natural son wuchun
a, =_‘5‘Ta ., bo‘lgani hamda ixtiyoriy x haqiqiy son uchun
lim L H =0 ekanligi sababli, a =limg, =lim-— i limag, , =0-a=0.

n—ooo Heyoo oo N+1 0500

1- eslatmadan ko‘rinib turibdiki, » natural sonni yetarli katta
qilib tanlash hisobiga (6) tengsizlikning o‘ng tomonidagi ifodaning

qiymatini istalgancha kichraytirishimiz mumkin. Bu esa barcha
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hosilalari majmuasi x,=0 nuqta atrofida chegaralangan funksiyalarni
taqribiy hisoblashga Makloren formulasini oldindan berilgan har

ganday aniglik bilan tatbiqg qilish imkonini beradi.

10.3. Ayrim elementar funksiyalarni Makloren formulasi
bo‘yicha yoyish. Endi ayrim eng muhim elementar funksiyalarni
Makloren formulasi bo‘yicha yoyamiz va qoldiglarini baholaymiz:

a) f(x) = e* funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yoying va
goldig‘ini baholang.

Yechish. f(x) =e" funksiya vxe(—«, +®) nuqtada
istalgancha marta differensiallanuvchi: f®(x)=¢* (k=1, 2, ...).
Xususan,

SRO0)=¢€"=1 (k=1,2,...). Demak, Vvn natural son va
Vxe (—o, +w) uchun

e - ZX + R'H-l(x)

bo‘ladi. R, (x) qoldigni baholash uchun qoldigning Lagranj
shaklidan foydalanamiz:

n+l
H+l( ) ( +l)'x (0<9<1)'

Ixtiyoriy tayin r> 0 olinganda ham Vx €[—r, r] uchun e”* < ¢
bo‘lgani sababli, vx&[—r, r] qiymat uchun
n+l

|R,,+[( )l (n+|)’ n+l < r er

(n+1)!

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

b) f(x) = sin x funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yoying
va goldig‘ini baholang.

Yechish. f(x)=sin x funksiya Vxe(—o, +o) nuqtada
istalgancha differensiallanuvchi:

f‘k‘(x)zsin(x+k§) (k=1,2,..).
Xususan, fA%0)=f(0) =0 va V& natural son uchun

H"" (k=2m~1) (meN),

(k) O — k———
S0 =sin {o (k = 2m) (meN).
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Demak, bu funksiya uchun Makloren formulasi quyidagicha
bo‘ladi:

sinx =3 " o
Z; COPS ™ 4 Ry ().

Bu yerda, n— ixtiyoriy natural son, x€R. R,  (x) qoldiq
hadni baholash uchun uni Lagranj shaklida ifodalaymiz:

R, (x)= sm(ex+(2n+1) ) (0<6<1).

Ravshanki, vx&€ [-r, r] (r— ixtiyoriy musbat son) qgiymat
va Vn natural son uchun

2n 1 2n+1

|R2n+l( )l

@+t

sm(9x+(2n+1) ] "

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

d) f(x) = cos x funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yoying
va goldig‘ini baholang.

Yechish. f(x) =cos x funksiya vxe(—«, +) nuqtada
istalgancha differensiallanuvchi:

f(k)(x) = Cos(x + k.’zi) (k = 1,2,)

Xususan, f@0)=f(0)=cos0=1 va vkeN son uchun

D" (k=2m)y (me N),

(k) — T _
s (0)'°°Sk7_{0 (k =2m—1) (m€ N)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun bu funksiyaning Makloren
formulasi bo‘yicha yoyilmasi quyidagicha bo‘ladi:

cosx = 3, D" om
;0 am)! X+ R2n+2 (x)

Bu yerda, n— ixtiyoriy natural son, x€R. R, .(x) qoldiq
hadni baholash uchun uni Lagranj shaklida ifodalaymiz:
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n+2
Ropa(0) = +2)'cos(9x+(2n+2)%) (0<o<1).

Ko‘rinib turibdiki, vx €[-r, r] (r— ixtiyoriy musbat son)
giymat va Vvn natural son uchun

2n+2

[R,,,2(%)| = o +2),Icos 0x+(n+1)7r)i< T

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

e) f(x) =In(1 + x) funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha
yoying va qgoldig‘ini baholang.

Yechish. f(x) =In(1 + x) funksiya vx €(—1, +) nuqtada
istalgancha differensiallanuvchi:

SO = DY o2,
(l+x)"
Xususan,
SOO0)=f0)=Inl =0 va fP0)=(-D*" (k1) (k=1,2,..).
Demak, bu funksiyva uchun Makloren formulasi quyidagicha
bo‘ladi:
In(l+x) =XV g ),

Bu yerda, n— ixtiyoriy natural son, x€ (-1, +»). R (x)
goldiq hadni baholashda x ning gayerda yotishi muhim ahamiyatga
ega. Biz bu yerda qoldiq hadni x€ (-1, +1] bo‘lganda baholaymiz.
x€[0; 1] bo‘lganda qoldiq hadning Lagranj shaklidan foydala-
namiz:

( 1) n+l
—_— 0<6<]).
Rl (n+1)(|+ox)"+'x ©0<6<l)

Ko‘rinib turibdiki, vxe [0, 1] uchun
I1g+l(x)l

bo‘ladi. Demak, barcha x€[0; 1] giymatlar uchun lim R, (x) = 0.

n+l
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Endi R (x) qoldigni x&€ [-r; 0] (0<r<1) giymatlarda
baholash uchun uni Koshi shaklida ifodalaymiz:

1+6x 1+6x

R, (x) =Y x"“( 1-9 ) (0<6 <.

Bu yerda vx e{-r, 0] uchun —= ® <1 ekanini e "tiborga olsak,

+9

(- l) n+1 ( 1-6 )"
l+9x 1+0x

rn+l 0 1
<1 0<6 <l

'Rn+l (X))

n+l

bo‘ladi. r<(0; =0.

n—oe =1

Demak, vVxe[—-r, 0] (0<r<1) uchun
limR,. (x)=0 (%)

bo‘lar ekan.
Shuni aytishimiz lozimki, x€ (1; +) bo‘lganda (*) tenglik
bajarilmaydi. Hagigatan,

R,..(x) - R,(x) =In(l +x) - Z( ” xE —In(l + x) +

I T
e

k=1
deb yozib olaylik. x& (1; +) bo‘lganda (—1)"’;_” ifoda n-—»>w da
nulga intilmaydi. Shu sababli, x > 1 bo‘lganda {R (x)} ketma-ketlik
uchun limit mavjudligining Koshi kriteriyasi bajarilmaydi. Demak,
bu holda 11mR (x) mavjud emas.

'+

Df (x) = (1 + x)« funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha
yoying va qoldig‘ini baholang (¢€R).
Yechish.
SP(Xx)=ala = 1)...(a—k+ 1)(1 + x)=* (kK =1,2,...)
va
SO0 =a(a - 1)...(a — k+ 1), fO0)=£0)=1
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bo‘lganligi sababli, bu funksiva uchun Makloren formulasi
quyidagicha bo‘ladi:

@ _ 1 k+l
(1+X) l+2a(a )k('a + )Xk+R”+|(X).

Bu yerda, » — ixtiyoriy natural son, x ning gandayligi « ga
bog‘ligq. Xususan, agar a€N bo‘lsa, u holda x qanday bo‘lmasin,
formuladagi (« + 2)-nchi haddan boshlab, barcha hadlar yo‘qolib
ketadi va Makloren formulasi Nyuton binomi formulasiga aylanadi:

(1 + x)° —1+29‘.(1Lk‘,"_’22x* (a e N).
Qaralayotgan funksiyaning Makloren formulasi bo‘yicha
yoyilmasi a ning boshqa qiymatlarida, har qalay x> —1 bo‘lganda
ma’noli bo‘ladi. Shuning uchun R, (x) gqoldiq hadni
x€(—1;, +») bo‘lganda baholaymiz. Aytaylik, x€[0; 1) bo‘lsin.
Bu holda goldiq hadning Lagranj shaklidan foydalanamiz:

R, (x)= %7—”—) x*(1+6x)"" (0<6<]1).

Bundan

(a-1)..(a-n)|, n+

< jata-1)...(a-n)|
(n+1)!

Ko‘rinib turibdiki,

a—n-1

n+l

[x] (n>a, 0=sx<1).

e(a=1)...(a—n)| s
le——w— =0 (0<zx<]).

Demak, wxe [0; 1) uchun
lim £,.,(x) =0

Faraz qilaylik, x€(—1; 0) bo‘lsin. R (x) qoldigni Koshi
shaklida ifodalab, so‘ngra uni baholaymiz:

o —n—1
R, (x) = 2@ @=mU+0" i) _gyn (0 <6 <1).

n!
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Bundan

_ a1 @=n)]| i | 16 |
|Ret (%)) = Py L v

x|l +6x]"" < CE(a_—l)';"'(a—_n)th” (-l<x<l),

chunki a—1 > 0 bo‘lganda (1+6x)=-! < 2*-!; a—1 < ( bo‘lganda esa
(1+0x)=t < (1—|x})=! va

1-6 \' _ (1-6)" _
(1+0x) S(ﬁ) =1
Bu yerda C deb n ga bog‘liq bo‘lImagan, umuman aytganda x ga
bog‘lig bo‘lgan son belgilangan. Demak, Vvxe (-1; 0) uchun

lim R,,,(x) = 0.

Endi xe(1; +) holatni qaraymiz. Bu holda, qaralayotgan
funksiyaning Makloren formulasi bo‘yicha yoyilmasidagi qoldiq
had n—» da nulga intilmaydi. Hagigatan, bu holda

n-1
R,(30) - Ryu() = (1427 -1 - JetaD facked) oo _
k=1 :

_(1 + x)a +1+ ia(a—l)...(a—k+l) xk —
k=1 k!
_ yen a(a-1)...(a-n+1)

X' —— e (n > )

bo‘lgani sababli, {R
kriteriyasi bajarilmaydi.

x= -1 va x= 1 hollari garamaymiz. Fagat, bu hollarda n—->w
da (a ga bog'liq ravishda) R, (-1) va R (1) goldiglarning nuiga
intilishi ham, intilmasligi ham mumkKinligini aytib o‘tish bilan
kifoyalanamiz (¢<0 bo‘lganda x= —1 nuqtada (1+x)* funksiya
aniglanmagan).

Eslatma. Yuqorida garalgan funksiyalarga nisbatan murakkabroq
funksiyalarni Makloren formulasi bo‘yicha yoyish uchun bevosita
(funksiya hosilalarini hisoblamasdan, yoyilmaning yagonaligiga
asoslanib) ¢, sinx, cosx, In(1+x), (1+x)* (¢€R) va boshga ma’lum
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funksiyalarning Makloren formulasi bo‘yicha yoyilmalaridan
foydalanish kifoya.

Misol. ei™ funksiya uchun o(x*) goldigli Makloren formulasi
yozilsin.

n k
Yechish. Ushbu e’ = %+ o(y") (¥ = 0) yoyilmaga ko‘ra,
k=0 """

x>0 da

3,
e = kZ_%S";," +o(sin3 x)=

. 1. 1. )
=1 +smx+5sm2 x+gsm3 X+ o(sm3 x) =

=1+(x—éx3)+%x2 +%x3 +o(x3)=1+x+%x2 +o(x3).

stn X =1+x+%x2 +0o(x*) (x - 0). Bu yerda, sin x

funksiyaning Makloren formulasiga yoyilmasidan va o(sin’x) =

Demak, e
= o(x*) (x> 0) asimptotik tenglikdan foydalanildi.

11- §. FUNKSIYANING O‘ZGARMASLIK SHARTI.
FUNKSIYANING MONOTONLIK SHARTLARI

11.1. Funksiyaning oraliqda o‘zgarmaslik sharti. Quyidagi
teorema o‘rinli:

1- teorema. (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo ‘lgan fx)
Sfunksiyaning shu oraligda o ‘zgarmas bo ‘lishi uchun vxe (a, b)
nuqtada f(x) =0 bo lishi zarur va yetarli.

Isboti. 1) Zarurligi. Faraz qilaylik, Vxe (g, ) nuqtada
Sf(x)=C=Const bo‘lsin. Bu holda Vxe (a, b) nugtada

1xY = figp S (XHA)=f(x) . C=C _ po . _
70 = im L2t €2 = i =,

2) Yetarliligi. Aytaylik, Vxe (a, b) nuqtada f'(x)=0
bo‘lsin. Ixtiyoriy x,€ (a, b) nuqtani olib, [x,, x] yoki [x, x]
segmentda f(x) funksiya uchun Lagranjning o‘rta giymat haqidagi
teoremasini qo‘llaymiz (bu segmentda f(x) funksiya uchun Lagranj
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teoremasining barcha shartlari bajariladi). Bu teoremaga ko‘ra
shunday £€(x,, x) yoki §E(x, x,) nuqta topiladiki,

S = f(x) =f"(E)x = x,)

bo‘ladi. Shartga ko‘ra f'(x)=0 (a<x<b) bo‘lgani sababli,
Vxe(a, b) nuqgtada f(x) = f(x,) = Const bo‘ladi.

Teorema isbot qilindi.

11.2. Funksiyaning monotonlik shartlari. Quyidagi teoremalar
o‘rinli:

2- teorema. (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo ‘Igan f(x)
Sfunksiyaning shu oraligda kamaymaydigan (o‘smaydigan) bo ‘lishi
uchun Vxe(a, b) nuqgtada f'(x) 2 0 (f'(x) = 0) bo'lishi zarur va
yetarli.

Isboti. Teoremani kamaymaydigan funksiya uchun isbot
gilamiz (o‘smaydigan funksiya uchun ham xuddi shu kabi
isbotlanadi).

1) Z arurligi. Aytaylik, (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo‘l-
gan f(x) funksiya shu oraligda kamaymaydigan bo‘Isin (ya'ni x, < x,
shartni qanoatlantiradigan Vx € (a, b)va Vx € (a, b) nuqtalar
uchun f(x,) < f(x,) shart bajarilsin). U holda ixtiyoriy xe (a, b)
nugtani olib, unga x + Axe (a, b) shartga bo‘ysinuvchi ixtiyoriy
Ax> 0 orttirmani bersak,

Sx+a0)-f(x) 5 g
Ax

bo‘ladi. Tengsizliklarda limitga o‘tish qoidasiga ko‘ra, Vxe (a, b)
nugqtada

oy pie AR f(x)
f(x)=lim ——e—m—2 0

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Zarurligi isbot qgilindi.

2) Yetarliligi. Faraz qilaylik, Vxe (a, b) nuqtada f'(x) = 0
bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) oraligda kamaymaydigan ekanini
ko‘rsatamiz. a < x, < x, < b shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x,
va x, nuqtalarni olib, [x,, x,] segmentda f(x) funksiya uchun
Lagranjning o‘rta giymat haqidagi teoremasini qo‘llaymiz. Bu
teoremaga asosan shunday £€ (x,, x,) nuqta topiladiki,

f(xz) —f(xl) =f,(§)(x2 - xl)
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bo‘ladi. Shartga ko‘ra f'(£) = 0 bo‘lganligi sababli, bu yerdan
f(x)) = f(x,) tengsizlik kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiyaning
(a, b) oraligda kamaymaydigan ekanini bildiradi.

Teorema isbot qilindi.

3- teorema. (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo ‘igan f(x)
Sfunksiyaning shu oraligda o suvchi (kamayuvchi) bo ‘lishi uchun
Vxe (a, b) nugtada f'(x) =0 (f'(x) < 0) va hech bir X(XC(a, b))

oraligda f'(x) #£ 0 bo'lishi zarur va yetarli.

Isboti. Teoremaning isbotini o‘suvchi funksiya uchun bajara-
miz (kamayuvchi funksiya uchun ham xuddi shu singari isbot qgilinadi).
1)Zarurligi Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) oraliqda
differensiallanuvchi va o‘suvchi funksiya bo‘lsin. U holda 2-
teoremaga asosan Vxe (a, b) nugtada f'(x) = 0 bo‘ladi. Endi hech

bir X(XC (a, b)) oraliqgda f'(x) # 0 bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Teskarisini faraz gilaylik: shunday X(X C (a, b)) oraliq mavjud
bo‘lsinki, Vxe X nuqtada f'(x) = 0 bo‘lsin. Bu holda - teoremaga
ko‘ra Vxe X nuqtada f(x) = C= Const bo‘ladi. Bu esa f(x)
funksiyaning (a, b) da o‘suvchi bo‘lishiga ziddir. Demak, hech
bir X(X C (a, b)) oraligda f'(x) = 0 bo‘lmaydi.

2) Yetarliligi. Faraz qilaylik, Vxe (a, b) nugtada f'(x) = 0
va hech bir X(XC (a, b)) oraliqda f'(x) = 0 bo‘lmasin. U holda
2- teoremaga asosan f(x) funksiya (a, b) da kamaymaydigan bo‘la-
di, ya'ni Vxe (x, x,) C(a, b) nuqtada f(x,) < f(x)< f(x,) bo‘ladi.
Endi bu tengsizliklardagi tenglik belgilarining o‘rinli bo‘lmasligini
ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik: f(x,) = f(x,) bo‘lsin. U holda,
ravshanki, Vxe (x;, x,) nuqtada f(x)=f(x,) = Const bo‘ladi.
Bundan (1- teoremaga asosan)Vxe (x, x,) nuqtada f'(x) =0
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa «Hech bir X(XC (a,- b)) oraliqda
f'(x) = 0 bo‘lmasin» degan shartga ziddir. Demak, f(x) funksiya
(a, b) oraligda o‘suvchi bo‘lar ekan.

Teorema isbot qilindi.

1- misol. Ushbu f(x) = 2x>*—3x? funksiyaning monotonlik
oraliglari topilsin.

Yechish. f(x) funksiyaning hosilasini topamiz:
S'(x) = 6x* — 6x=6x(x—1). Ko‘rinib turibdiki, f'(x) funksiya faqgat
x,= 0 va x, = | nuqtalarda nulga aylanadi. Uning gayerda musbat
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+ N\ 7~ + . va gayerda manfiy bo‘lishini aniqglash

0o N1 x uchun «oraliglar usuli (intervallar
metodi)» dan foydalanamiz (66-

66- rasm. rasm). Demak, 3- teoremaga asosan

f(x) funksiya (—o, 0) va (1, +)

TN _~—____ oraliglarda o‘suvchi, (0; 1) oraligda

0 Nt x  esa kamayuvchi bo‘lar ekan.
2- misol. Ushbu f(x) = x%e~*
67- rasm. funksiyaning monotonlik oraliglari
topilsin.

Yechish. f'(x)=2xe™*—~
x2e* = x(2—x)e~*. Oraliglar usulini go‘llaymiz (67- rasm). Demak,
3- teoremaga asosan f(x) funksiya (—o; 0) va (2; +) oraliglarda
kamayuvchi, (0; 2) oraligda esa o‘suvchi bo‘lar ekan.

12- §. FUNKSIYANING LOKAL VA ABSOLUT
EKSTREMUMLARINI TOPISH

12.1. Funksiyaning lokal ekstremumlarini topish. Biz funk-
siyaning lokal ekstremumi tushunchasini Ferma teoremasini bayon
gilgan vaqtda ta'riflagan edik. Eslatamizki, agar x, nuqtaning
shunday U (x,) atrofi mavjud bo‘lib, VxeU,(x)) nuqtada
S(x) =< f(x)) yoki f(x) =z f(x,) bo‘lsa, f(x)) qiymat f(x)
funksiyaning lokal ekstremumi deyiladi.

Agar lokal ekstremum ta'rifidagi tenglik belgisi faqat x,
nuqtadagina o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x,) giymat f(x) funksiyaning
xos lokal ekstremumi deb ataladi. «Ekstremum» so‘zi lotincha
(extremum) so‘z bo‘lib, «chetki» (giymat) degan ma'noni anglatadi.

Biz bu yerda hosila yordamida funksiyaning lokal ekstremumini
topish masalasini garaymiz.

Teorema (Zaruriy shart). Agar f(x) funksiya x, nuqtada
lokal ekstremumga ega bo‘lsa, u holda yo f'(x,) =0 bo‘ladi, yoki
S'(x,) chekli hosila mavjud bo ‘Imaydi.

Bu teoremaning birinchi qismi Ferma teoremasi bilan ustma-
ust tushadi. Ikkinchi gismini quyidagi misol orgali tushuntirish
mumKin:
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1 - x? (x<1),
fx)=42x-2 (1<x<2),

6-2x (x22) i{/\
funksiyani garaymiz. Bu funksiya o[ 73 i
X = (—w; +) sonli to‘g‘ri chiziqda \
aniglangan bo‘lib, x=0, x=1 va

x = 2 nuqtalarda lokal ekstremumga

ega (68- rasm): max f(x)= f(0) =1, 68- rasm.

min f()= /() =0, max f(x)= /@ =2 Bu yerda &< (0;3).

xelUg (1)

Ko‘rinib turibdiki, f'(0) = 0; f'(1) va f'(2) hosilalar mavjud emas
(buni bir tomonli hosilalar yordamida tekshirib ko‘rish qiyin
emas):

2
£1-0) = fim LSO _ jim X~ _ jim (x +1) = -2,

x—1-0 x-1-0 X—

£1+0) = lim 7O f"‘) f‘“— lim 2% - lim 2 =2,

xol+0 x-1 x—1+0

£2-0) = lim M- lim 224 = lim 2=2,

x-2 x—2-0 x-2 x—-2-0

- f(X) f(2) 4-2x _ -
f2+0)= hm —_—— ,l_,?}o —5 = xllrzr}02_ 2.

Shuni aytish kerakki, f'(x,) =0 yoki «f'(x,) chekli hosila
mavjud emas» degan shart zaruriy shartlar bo‘lib, ular yetarli
shart bo‘la olmaydi. Masalan, f(x) =x* funksiyani qaraylik. Bu
funksiya uchun f'(0) =0, lekin u x,= 0 nugtada o‘suvchi. Yoki

X sinl (x #0),
X
0 (x=0)

funksiyani qaraylik. Ma’lumki, f'(0) mavjud emas, lekin u x;=0
nuqtada ekstremumga ega emas.

Ushbu f'(x) hosila funksiyaning nullari f(x) funksiyaning
statsionar nugqtalari deb ataladi (bunday nuqtalarda funksiyaning
o‘zgarish tezligi go‘yo «to‘xtagandek» tuyulgani uchun ular shunday
nom bilan ataladi). Biz bundan keyin har doim, f'(x) chekli hosila
mavjud bo‘lmagan x&D(f) nuqtalarni f(x) funksiyaning maxsus

f(x) =
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nugtalari deb atashni kelishib olamiz. f(x) funksiyaning statsionar
va maxsus nuqtalarini bitta nom bilan f(x) funksiyaning kritik
nuqtalari deb ataymiz.

Yuqorida keltirilgan zaruriy shart, funksiyaga lokal ekstremum
beruvchi nugtalarni shu funksiyaning kritik nuqtalari to‘plamidan
izlash kerakligini bildiradi. Bu esa ishimizni ancha yengillashtiradi.

Funksiyaga lokal ekstremum beruvchi nuqtalar uning barcha
kritik nugqtalari to‘plamidan quyidagi qoidalar (yetarli shartlar)
asosida ajratib olinadi:

Birinchi qoida. Ayraylik, f(x) funksiya o‘zining x, kritik
nugqtasining biror U,(x,) atrofida aniqlangan, x, nuqtada uzluksiz
va kamida U 5(x,) 0Yiq atrofda differensiallanuvchi bo Isin. U holda:

1) agar Ve (x,—6, x,) nugtada f'(x) > 0(f'(x) <0) va
Vye (x,, x,+0) nugtada f'(x) <O0(f'(x) > 0) bo‘lsa, u holda f(x,)
giymat f(x) funksiyaning lokal maksimumi (lokal minimumi) bo ‘ladi;

2) agar barcha xe U s(Xy) nuqtalarda f'(x) hosilaning ishorasi
bir xil bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada lokal ekstremumga
ega bo'‘lmaydi.

Isboti. Aytaylik, x €(x,, x,+3J) (x E(x,— 9, x;)) bo'lsin.
S (x) funksiya x, nuqtada uzluksiz va vxe (75(x0) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lgani sababli, bu funksiya [x,, x]([x, x,])
kesmada Lagranjning o‘rta qiymat hagidagi teoremasining barcha
shartlarini qanoatlantiradi. O‘sha teoremaga asosan x, va x nuqtalar
orasida shunday & nuqta topiladiki,

Fx) = f(x) =S (E)x = x,) (1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Teoremaning 1) va 2) gismlarini alohida-alohida qaraymiz:
1) Aytaylik, Vxe (x,—9d, x,) nuqtada f'(x) > 0(f'(x) <0) va
Vxe (x,, x,+0) nuqtada f'(x) <O0(f'(x) > 0) bo‘lsin. U holda,
ravshanki, (1) tenglikdan vxe Uo‘;(xo) nuqtada f(x) < f(x,)
(f(x) > f(x,)) bo‘lishi kelib chigadi. Demak, vxe U, (x,) nuqtada
J&X) = f(x)(f(x) = f(x)) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa ta'rifga
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ko‘ra f(x,) giymat f(x) funksiyaning lokal maksimumi (lokal
minimumi) ekanini bildiradi.

2) Aytaylik, barcha xe ﬁs(xo) nuqtalarda f'(x) hosilaning
ishorasi bir xil bo‘lsin. U holda yana (1) tenglikdan foydala-
nib, vxe (x,—9, x,) nuqtada f(x) <f(x)(f(x)>f(x)) va
vxe (x, x,+0) nuqtada f(x)> f(x,)(f(x) <f(x,)) ekaniga
ishonch hosil gilamiz. Bu esa f(x) funksiyaning x, nugtada o‘suvchi
(kamayuvchi) [ya'ni, lokal ekstremum yo‘q] ekanini bildiradi.

Teorema isbot qilindi.

1- misol. Ushbu y=2+ x—x? funksiyani ekstremumga
tekshiring.

Yechish. Avval kritik nuqgtalarni topamiz: y'=1-2x;
1-2x=0= x=% — statsionar nuqta (maxsus nugqtalari yo‘q).
Endi oraliglar usuli yordamida x, =% nuqgtaning chap va o‘ng
atroflarida y’ hosilaning ishorasini aniqlaymiz (69- rasm):

y'>0(—oo<x<%), TN

y'< 0( <Xx< +oo)
69- rasm.
Demak, ekstremum topishning

birinchi qoidasidagi 1) bandga ko‘ra y 4)— 2,25 son y=2+x—x?
funksiyaning lokal maksimumi bo‘ladi: Vmux = y( ) 2,25.
2- misol. Ushbu
1-x2  (x<D),
f(x)=42x-2 (1<x<2),
6-2x (x22).

funksiyani ekstremumga tekshiring.
Y echish. Ravshanki,

-2x  (x <),
f(x)=42 (1<x<?2),
-2 (x>2).
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bo‘lib, f'(1), f'(2) hosilalar mavjud emas va f'(0) =0. Demak,
x,=0 statsionar nuqta, x,=1 va x,=2 nuqtalar esa maxsus nuqtalar.
Endi oraliglar usuli yordamida topilgan kritik nuqtalarning chap va
o‘ng atroflarida f’'(x) hosilaning ishorasini aniqlaymiz
(70- rasm):

<0 (x>2)),
DA, 0 (<x<2
M 2‘.‘. X f!(x) > ( <XxX< ),
<0 OD<x<l),
70- rasm. >0 (x <0).

Shunday qilib, ekstremum topishning birinchi qoidasidagi 1)
bandga ko‘ra quyidagilarga ega bo‘lamiz:
max f(x)= f(0) =1, E,‘l;r(ll)f(x) = f()=0,

XEUIS(O)

max f(x)= f(2)=2.

XGU6(2)

Ba'zi bir hollarda kritik nugtalarning bir tomonli atroflarida
hosila funksiyaning ishorasini tekshirish giyin bo‘lganligi sababli,
ekstremum topishning yugqori tartibli hosilalarga asoslangan qoidalari
ham ishlab chiqilgan. Biroq shuni aytish kerakki, bu qoidalarning
«ishlash qobiliyati» birinchi qoidaga nisbatan «kuchsizrog» bo‘lsa-
da, ular amaliy jihatdan juda quiay.

Ikkinchi goida. Agar f(x) funksiya x, statsionar nuqtada ikKi
marta differensiallanuvchi, shu bilan birga f”(x)) # 0 bo‘lsa, u
holda f(x,) son f(x) funksiyaning lokal ekstremumi (f"(x,) <0
bo‘lganda lokal maksimum; f”(x,) > 0 bo‘lganda lokal minimum)
bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, f”(x,)) = 0 va f"(x,) <0(”(x,) > 0) bo‘lsin.
U holda funksiyaning nugtada kamayishining (o‘sishining) yetarlilik
shartiga ko‘ra f'(x) hosila funksiya x, nuqtada kamayadi (o‘sadi).
Demak, f'(x) = 0 bo‘lganligi sababli, shunday (x,~d, x,+ ) atrof
topiladiki, Vxe (x,—d, x,) nuqtada f'(x) >0 (f'(x) <0) va
Vxe (x,, x,+d) nuqgtada f'(x) <0 (f'(x) >0) bo‘ladi (71- rasm).

Bu esa ekstremum topishning birinchi qoidasiga ko‘ra f(x,)
son f(x) funksiyaning lokal maksimumi (lokal minimumi) bo‘lishini
bildiradi. Teorema isbot qilindi.
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71- rasm.

3- misol. Ushbu y = 2x?—x* funksiya ikkinchi goida yordamida
ekstremumga tekshirilsin.
Yechish. Dastavval statsionar nuqgtalarni topamiz:

y =4x—4x*=4x(1-x)(1 +x); x,= -1, x=0, x,= 1.
Endi y"=4-12x? hosila funksiyaning topilgan statsionar
nuqtalardagi ishoralarini aniglaymiz:
y'"(-1)=-8<0, y"(0)=4>0, y"(1)=-8<0.

Demak, ekstremum topishning ikkinchi qoidasiga ko‘ra

ymax=y(—1)=y(1)= 1, ymin=y(0)=0.

Agar ikkinchi qoidada f"(x,) =0 bo‘lib golsa, bu holda
(birinchi qoidaga murojaat gilishdan oldin) yuqori tartibli hosilalarga
asoslangan quyidagi uchinchi qoidani qo‘llash mumkin (albatta,
uchinchi qoida o‘z navbatida ikkinchi qoidaga nisbatan kuchsiz-
roqdir).

Uchinchi qoida. Ayraylik, f(x) funksiya x, statsionar nuqtaning
biror U(x,) atrofida n marta (n = 2) differensiallanuvchi, shu bilan
birga f™(x) hosila funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda,
agar

FOWx) =fP(x) = ... =fD(x) =0, f™(x) =0 (*)
boIsa, quyidagilar o ‘rinli bo ‘ladi:
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1) agar n=2m (m — natural son) bo‘lsa, u holda f(x,) son
Sx) funksiyaning xos lokal ekstremumi (f"(x,) <0 bo ‘lganda, lokal
maksimum, f"(x,) >0 bo‘lganda esa minimum) bo ladi,

2) agar n=2m+ 1 (m— natural son) bo‘lsa, u holda f(x,)
son f(x) funksivaning lokal ekstremumi bo ‘Imaydi.

Isboti. Teorema shartiga ko‘ra f(x) funksiya x, nuqtada
Teylor teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Demak,

X, va xe l?a(xo) nugqtalar orasida shunday & nugqta topiladiki,

() )
F)= flx) = 2L (e sy + L8 (- x )

k! n!

bo‘ladi. Bu yerda (%) shartni e'tiborga olsak,

S = f0) =20 (- x, (2)

n.
tenglikka ega bo‘lamiz. f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz
bo‘lganligi sababli, nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiya ishorasining
turg‘unligi haqidagi teoremaga asosan, f*)(£) sonning ishorasi
J"(x,) sonning ishorasi bilan bir xil bo‘ladi. Endi teoremaning 1)
va 2) gismlarini alohida-alohida garaymiz:

1) Aytaylik, »=2m (m — natural son) bo‘lsin. Bu holda
Vxe (35(;(0) nuqtada (x—x,)" > 0 bo‘lgani uchun, f™(x)) <0
(f"(x,) > 0) bo‘lganda (2) ifodadan Vvxe U, x) nuqtada
S(x) = f(x))(f (x)= f(x,)) bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa ta'rifga ko‘ra
f(x,) son f(x) funksiyaning xos lokal maksimumi (xos lokal
minimumi) ekanini bildiradi.

2) Aytaylik, n=2m + 1 (m — natural son) bo‘lsin. Bu holda
Vxe (x,—0, x,) nuqtada (x—x,)"<0 va vxe (x, x,*J) nuqtada
(x—x,)" >0 boflgani uchun, f™(x) <0 (f"(x,) >0) bo‘lganda
(2) ifodadan Vxe (x,—0, x,) uchun f(x)>f(x) (f()<f(x,)) va
Vxe (X, x,+6) uchun f(x) <f(x) (f(x)>f(x)) bo‘lishi, ya'ni
Jf(x) funksiyaning x, nugtada kamayishi (o‘sishi) kelib chiqadi. Bu
esa f(x,) son f(x) funksiyaning lokal ekstremumi bo‘la olmasligini
bildiradi.

Teorema to‘la isbotlandi.

Shuni aytishimiz lozimki, ekstremumni topishning ikkinchi
va uchinchi qoidalari (aslida ikkinchi goida uchinchi qoidaning
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xususiy holi (n = 2) bo‘lsa-da, uni biz amaliy qulaylik uchun alohida
bayon qildik) x, kritik nugta statsionar nuqgta bo‘lgandagina
qo‘llaniladi. Agarda x, kritik nuqta maxsus nuqta bo‘lsa, yoinki x,
nuqta statsionar nuqta bo‘lib, funksiyaning yuqori tartibli
hosilalarini hisoblash qiyin bo‘igan hollarda albatta birinchi qoidadan
foydalanish lozim.

12.2. Funksiyaning absolut ekstremumlari (eng katta va eng
kichik qiymatlari)ni topish. Ma'lumki (Veyershtrassning ikkinchi
teoremasi), agar f funksiya biror [a, b] kesmada aniglangan va
uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya shu kesmada o‘zining aniq
yugori va aniq quyi chegaralariga erishadi, ya'ni kamida bitta
shunday a€la, b] (B€]a, b] nuqta topiladiki,

sup f(x) = f@ (inf f()=/(B))

xela.bl

bo‘ladi. Bu yerdagi f(«) va f(B8) sonlar mos ravishda f funksiyaning
[a, b] kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari yoki bitta nom
bilan absolut ekstremumlari deyiladi va

max f(x) = f(@) (min f(x) = £(B))

ko‘rinishda yoziladi.

4- misol. Ushbu f(x) = x*—2x>+ 5 funksiya [-2; 2] kesmada
absolut ekstremumga tekshirilsin.

Yechish. Berilgan funksiyani f(x) =4+(x’-1)*> ko‘ri-
nishda ifodalab, birinchidan, uning x=1 va x= -1 nuqta-
larda eng kichik qiymatga erishishiga qganoat hosil qilamiz:
|rgiglf(x) = f(—1) =f(1) =4; ikkinchidan, f funksiya juft funksiya
bo"{ib, (0; 1) oraligda kamayuv-
chi, (1; +o ) nurda esa o‘suvchi
(72- rasm) bo‘lgani uchun

‘g?g?glf(x) = f(-2) = f(2)=13.

Funksiyaning absolut ekst-
remumlarini yugorida keltirilgan
misoldagi singari elementar usulda
topish ko*pchilik hollarda mantigiy 1 01
mulohazalar bilan bog‘liq bo‘lgan 72- rasm.
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giyinchiliklarga olib keladi. Shuning uchun odatda hosila
tushunchasiga asoslangan quyidagi sodda usuldan foydalaniladi:
1) f funksiyaning [a, b] kesmada uzluksizligi tekshiriladi;
2) f funksiyaning (a, b) oraliqdagi barcha kritik nuqtalari
topiladi: x=x,, x,, ..., x;
3) f(x), f (xz) . f(x), f(a), f(b) qiymatlar hisoblanadi.
Bu sonlammg eng kattasi (eng kichigi) f funksiyaning [a, b]
kesmadagi eng katta (eng kichik) giymati bo‘ladi:
maXf(X) max (f(x,), f(x,),..., f(x,), f(a), f (b))

xela.b
(g;m S = min (£(x), £()seei £(5), £(@), £5))):

Chunki, [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f funksiya o‘zining shu
kesmadagi eng katta (eng kichik) giymatiga yo o‘zining Kkritik
nuqtasida yoki [a, b] kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

Masalan, yuqorida garalgan f(x) =x*-2x>+ 5 funksiyaning
[—2; 2] kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini kritik nuqtalar
yordamida topaylik. Dastlab ffunksiyaning (—2; 2) oraliqdagi kritik
nuqtalarini topamiz:

f1(x)=4x*-dx=4x(x~-1)(x+ 1); x,= -1, x,=0, x,=1 —
statsionar nuqtalar (maxsus nugqtalar yo‘q). Ravshanki,

f(=H)=f()=4, f(0)=5, f(-2)=f(2)=13.

Demak,

max_ f(x) = max(4;5;13) =13, xnll_izrglf(x) =min4;5;13) =4

xel-2,2]
Yana bitta misol garaylik:
5- misol. y = sin2x—x funksiyaning [—

%%] kesmadagi eng katta
va eng kichik qiymatlari topilsin.
Yechish.
y =2cos2x—1; cos2x = -;- =X = —-%,
nugtalar (maxsus nuqtalar yo‘q). Ravshanki,

/(-5)=87 ()= 0 (3)=5 06) =5

Demak, max_y(x)=

SECSIN

x,=— — statsionar

z
6
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O‘ZINI-O‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

.

. Ko‘phad uchun Teylor formulasini keltirib chigaring.

2. Ixtiyoriy funksiya uchun Teylor formulasi ganday bo‘ladi? Keltirib
chigaring.

3. Teylor formulasidagi qoldigning Shiemilx-Rosh, Lagranj, Koshi
va Peano ko‘rinishlari ganday bo‘ladi?

4. Makloren formulasi deb nimaga aytiladi? Undagi qoldiq had ganday
baholanadi?

5. e, sinx, cosx, In(l+x), (1+x)* (e¢€R) funksiyalarni Makloren
formulasi bo‘yicha yoying va qoldiglarini baholang.

6. Funksiyaning o‘zgarmaslik sharti nima? Monotonlik shartlari-chi?

7. Funksiyaning nuqtada lokal ekstremumga ega bo‘lishinining zaruriy
sharti nima?

8. Funksiyaning nuqtada lokal ekstremumga ega bo‘lishining birinchi,
ikkinchi va uchinchi yetarli shartlarini ayting va ular asosida
ekstremum topishning birinchi, ikkinchi va uchinchi qoidalarini
shakllantiring.

9. Absolut ekstremumlar deb nimaga aytiladi? Ular ganday sxema

asosida topiladi? Misollar keltiring.

13- §. FUNKSIYA GRAFIGINING QAVARIQLIK
YO‘NALISHI VA EGILISH NUQTASI

Funksiya grafigini xarakterli nuqtalar bo‘yicha yasashda va
boshga ayrim masalalarda (masalan, ba'zi bir tengsizliklarni isbot
qilishda) funksiya grafigining qavariqgligi yo‘nalishini va egilish
nugtalarini topish muhim ahamiyatga ega. Aytaylik, f(x) funk-
siya (a, b) oraliqda differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda hosilaning
geometrik ma'nosiga asosan y=f(x)(a <x<b) egri chiziqqa
VM (x; f(x)) nuqtada urinma o‘tkazish mumkin. f'(x)(a < x < b)
hosila chekli bo‘lganligi sababli, bu urinmalarning hech biri
ordinatalar o‘qiga parallel bo‘imaydi.

1- ta'rif («urinma» tilida). Agar y=f(x) funksiya (a, b)
oraligda differensiallanuvchi bo‘lib, y = f(x) (a < x < b) egri chiziq
o‘ziga VM (x; f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinmadan pastda
(yugorida) yotmasa, bu holda y=f(x) funksiyaning grafigi (a, b)
oraliqda qavariqligi bilan pastga (yuqoriga) yo ‘nalgan deyiladi. Buni
chizmada quyidagicha tasvirlash mumkin (73-, 74- rasm).
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y=f(x)

1

x Ol a x b X

O -------

t
[
0| a x

73- rasm. 74- rasm.

Endi egilish nugqtasini ta'riflaymiz:

2- ta'rif. Aytaylik, y = f(x) funksiya x, nugtaning biror atrofida
aniglangan va x, nugtada uzluksiz bo‘lsin. Agar o‘zgaruvchan x
nuqgta x, nuqgtadan «o‘tayotgan»da y = f(x) egri chiziq o‘zining
qavariglik yo‘nalishini o‘zgartirsa, bu holda M (x,; f(x,)) nugta
y=f(x) funksiya grafigining egilish nuqgtasi deyiladi.

Ta'rifdan ko‘rinib turibdiki, f'(x,) hosila —o yoki +o bo‘li-
shi ham mumkin ekan (bu holda egri chiziqga M (x,; f(x,)) nuqtada
o‘tkazilgan urinma ordinatalar o‘qgiga parallel bo‘ladi). Egilish nug-
talarini chizmada 75- rasmdagidek tasvirlash mumkin.

Egri chiziq M, nugta orgali urinmaning bir tomonidan ikkinchi
tomoniga o‘tish jarayonida «egilganligi» (aniqrog‘i, qavariqlik
yo‘nalishini o‘zgartirgani) uchun M, nuqta <«egilish nuqtasi» deb
yuritiladi.

Endi funksiya grafigining gavariqlik
yo‘nalishi va egilish nuqtalarini topish
masalasi bilan shug‘ullanamiz. Biz bu yerda
oraligda ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lgan funksiyalarni qaraymiz.

1- teorema. Agar y=f(x) funksiya
(a, b) oraligda ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lib, Vxe (a, b) nuqgtada f''(x)>0
(f''(x) <0) bo‘lsa, u holda bu funksiyaning
grafigi (a, b) oraligda qavariqligi bilan pastga
(vugoriga) yo‘nalgan boladi.

Isboti. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b)
oraligda ikki marta differensiallanuvchi va
x,E(a, b) ixtiyoriy tayin nuqta bo‘lsin.
U holda, birinchidan, Teylor teoremasiga
ko‘ra x, va xE€(a, b) (x#x,) nuqtalar orasida

y=f(x)
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yotuvchi shunday &= x,+ 6 (x—x,) (0<6<1) nuqta topiladiki,
Vxe (a, b) uchun

£ = FOr) + £/ = x0) + L8 (x - xy )2 )

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda Teylor formulasining qoldiq hadi
Lagranj bo‘yicha olingan. Ikkinchidan, f'(x,) chekli hosila mavjud
bo‘lgani uchun y=f(x) egri chizigga M (x,; f(x,)) nuqtada,
tenglamasi

Y=7(x) + 1 () (x=%,) (2)

bo‘lgan urinmani o‘tkazish mumkin.
Endi (1) va (2) tengliklarning chap tomonidan chap tomonini,
o‘ng tomonidan o‘ng tomonini ayiramiz:

F-Y =L x), £=x, 400 - x,)(0<6 < 1).

Ko‘rinib to‘ribdiki, f(x) — Y ayirmaning ishorasi f”(£) sonning
ishorasi bilan to‘la aniglanadi. Shart bo‘yicha Vxe (a, b) nuqtada
f'(x) >0 (f"(x) <0) bolgani sababli, f''(§) >0 (f"(§) <0), ya'ni
Vxe (a, b) nuqtada f(x) = Y(x) (f(x) < ¥(x)) tengsizlik bajariladi
(bu yerda tenglik belgisi fagat x = x, nuqtada bajariladi). Bu esa,
gavariglik yo‘nalishining «urinma» tilidagi ta'rifiga ko‘ra, y =f(x)
funksiya grafigining (a, b) oraligda gavarigligi bilan pastga
(yugoriga) yo‘nalganini bildiradi. Teorema isbot qilindi.

2- teorema. Agar f(x) funksiya x, nuqtada ikkinchi tartibli
uzluksiz hosilaga ega, shu bilan birga f"(x,)) >0 (f"(x,) <0) bosa,
u holda x, nuqtaning shunday atrofi topiladiki, bu atrofda y = f(x)
Junksiyaning grafigi qavariqligi bilan pastga (yuqoriga) yo ‘nalgan
bo ‘ladi.

Isboti. Aytaylik, f"(x) funksiya x, nugtada uzluksiz, shu
bilan birga /"(x;) > 0 (f"(x,) < 0) bo‘lsin. U holda, nuqtada uzluksiz
bo‘lgan funksiya ishorasining turg‘unligi hagidagi teoremaga asosan,
shunday U(x,) atrof topiladiki, vxe U(x,) nuqtada f"(x) >0
(f"(x) <0) bo‘ladi. Bu esa, yuqorida isbot gilingan 1- teoremaga
ko‘ra, y = f(x) funksiya grafigining U(x,) atrofda qavarigligi bilan
pastga (yuqoriga) yo‘nalganligini bildiradi.

Teorema isbot qilindi.
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Shuni aytishimiz kerakki, 1- va 2- teoremalarning shartlari
yetarli shartlar bo‘lib, ular zaruriy shart bo‘la olmaydi. Masalan,
y=Xx* funksiyaning grafigi (—c; +) cheksiz to‘g‘ri chizigda
gavariqligi bilan pastga yo‘nalgan, lekin uning ikkinchi hosilasi
y''=12x%* ni ishorasi x =0 nuqtada musbat ham emas, manfiy
ham emas.

1- misol. y = x’— x?+ 1 funksiya grafigining qavariqlik yo‘nalishi
va egilish nugqtalari topilsin hamda tarhiy (sxematik) chizmasi
chizilsin.

Yechish. Berilgan funksiya son o‘qining hamma joyida
aniqglangan va unda istalgan marta differensiallanuvchidir. Ikkinchi
hosilani topamiz:

y =3x2-2x, y'' =6x-2=203x-1).

Ko‘rinib turibdiki, Vre(-=i1) nugtada y''(x)<0 va
Vxe (;—+°°) nuqgtada y'’ (x) > 0. Demak, 1- teoremaga ko‘ra y = x*—
— x>+ 1 funksiyaning grafigi (—w;% oraligda qavarigligi bilan
yuqoriga, (%:+°°) oraligda esa qavariqligi bilan pastga yo‘nalgan.
O‘zgaruvchan M(x, f(x)) nuqta Mo(%%;) nuqtadan
«o‘tayotganrda y = f(x) = x*— x>+ 1 funksiyaning grafigi gavariglik
yo‘nalishini o‘zgartirgani sababli, 2- ta'rifga ko‘ra M, nuqta shu

funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘ladi (76- rasm).




2- misol. y =1+ ¥x egri chizigning A(—1; 0), B(1; 2) va C(0; 1)
nuqtalardagi gavariqlik yo‘nalishlari topilsin va tarhiy chizmasi
chizilsin.

Yechish.

1 -2 2
D(y) = (—o0;+00) y'=2x 2, y'=- (x #0).
3 9x%x2
Y1) =2, y'(+0) = lim y(x) = —,
” . " - " — -2
y'(-0) = }Ln}oy (X) =40, y"(1) = 5

Demak, berilgan funksiyaning grafigi A(—1;0) nuqtada
gavariqligi bilan pastga yo‘nalgan, B(1; 2) nuqtada gavarigligi bilan
yuqoriga yo‘nalgan; C(0; 1) nuqta funksiya grafigining egilish

Ay

2 '%:v;ﬂ
1£C
%‘Z

-1

————y

[}
®

77- rasm.

nuqtasi bo‘ladi (77- rasm). Funksiya grafigiga C(0; 1) nuqgtada
o‘tkazilgan urinma ordinatalar o‘gidan iborat.

14- §. FUNKSIYA GRAFIGINING ASIMPTOTALARI.
FUNKSIYANI TO‘LA TEKSHIRISH
VA GRAFIGINI YASASH

14.1. Funksiya grafigining asimptotalari. Funksiya grafigini
yasashda uning asimptotalari muhim ahamiyatga ega.

1- ta'rif. Agar f(a-0)= xlir}}() f(x) yoki f(a+0)= Xl_imo f(x) bir
tomonli limitlarning kamida bittasi + yoki —« bo‘lsa, bu holda
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x = a to‘g'ri chiziq y= f(x) funksiya grafigining vertikal asimptotasi
deyiladi. Masalan, x=1 to‘g‘ri chiziq y =-);lj funksiya grafigining
vertikal asimptotasi bo‘ladi, chunki Xli'??ox_l—1‘= - va xli'??ox_l—_ = +oo
(78- rasm). Ko‘rinib turibdiki, funksiya grafigining x = a vertikal
asimptotasi a nuqtaning chap yoki o‘ng atrofida y =f(x) funksiya
grafigini tarhiy (sxematik) tasvirlash imkonini berar ekan.

2- ta'rif. Aytaylik, y=f(x) funksiya x argumentning yetarli
katta giymatlarida, masalan, yetarli katta musbat giymatlarida
aniglangan bo‘lsin. Agar f(x) funksiya uchun shunday Y=kx + b

chizigli funksiya mavjud bo‘lsaki, f(x) funksiya
f)=kx+b+oa(x) (1)
Y (lim al(x) = 0)

Ao

ko‘rinishda tasvirlansa, bu holda

' Y=kx+ b to‘g‘ri chiziq y=f(x)
0 PR x> funksiya grafigining (x - +o da)
\ P og‘ma asimptotasi (k = 0 bo‘lganda
\\ gorizontal asimptotasi) deyiladi.
Masalan, Y= x to‘g‘ri chiziq

R SRR EER

78- rasm. y=x+% funksiya grafigining

og‘ma asimptotasi bo‘ladi.

Hagiqatan, bu hol uchun (1) ifodada k=1, b=0, oc(x):%.
Ravshanki,

Agar bu yerda x=0 to‘g‘ri chiziq (ya'ni ordinatalar o‘qi)ning
y=x +% uchun vertikal asimptota ekanini e'tiborga olsak, y = x +%
funksiyaning quyidagi tarhiy chizmasini hosil gilamiz (79- rasm).

Funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini to-
pish usuli quyidagi teoremaga asoslanadi:
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Teorema. y=f(x) funk-
siyaning grafigi x> +tow da
Y=kx+ b og‘ma asimptotaga ega
bo ‘lishi uchun

lim 29 = &, im (f(0 - kx)=b (2)

X = o0

chekli limitlarning mavjud bo lishi
zarur va yetarli.

Isboti. 1)Zarurligi. Ay-
taylik, (1) ifoda o‘rinli bo‘lsin. U
holda

lim Z2 = jim

Xoter X X oo

- lim (k+,)’i+“‘x"’)=k+1im1’+1im“_‘ﬂ=k+0+0=k,

X —>+eo X—+o0 X X4 X

kx+b+o(x) _

lim (f(x) - kx) = lim (kx + b+ a(x) - kx) =

=b+lima(x)=b+0=0>.

X—rteo

2) Yetarliligi. Avytaylik, (2) chekli limitlar mavjud
bo‘lsin. U holda (2) ifodalarning ikkinchisidan

F(x) = kx = b+o(x) ( lim o(x) = 0)
yoki

F(x) = kx + b +oUx) (ma(x) - 0).

Bu esa ta'rifga ko‘ra Y= kx+ b to‘g‘ri chizigning y = f(x)
funksiya grafigi uchun x - + da og‘ma asimptota bo‘lishini bildi-
radi.

Bu teorema x - — da ham o‘rinli bo‘ladi.

1- misol. Ushbu

3xt-x
x-1

y =
‘ﬁJnksiya grafigining asimptotalari topilsin.
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Yechish.

. 3x%-x . 3x-x
lim =—oo, lim
x-1-0 x-—1 x-140 x-1

= +oo,
bo‘lgani sababli, ta'rifga ko‘ra x =1 chiziq berilgan funksiyaning

vertikal asimptotasi bo‘ladi (boshga vertikal asimptotasi yo‘q);

- S(x) _ : X —
k= JLTm x ,!121, x-1 —JLTWT_I—:;’

T 3x2-x T
b= tim [ 2583 | tim 22

bo‘lgani tufayli Y=3x+2 to‘g‘ri
chiziq berilgan funksiya grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘ladi (boshqga
og‘ma asimptota yo‘q (80- rasm)).
14.2. Funksiyani to‘la tekshirish

o3 x va grafigini yasash. Buni quyidagi

tartibda amalga oshirish magsadga
muvofiq:

1°. Funksiyaning aniqlanish
sohasini topamiz.

2°. Funksiya grafigining Ox o‘q
bilan kesishish nugqtalarini va uning

%
) = 6._\},=5—2\/5:

boshqa muhim xususiyatlari
14vE (masalan, juft-toqligi, davriyligi)ni
= .,\‘,=5+2\/6_ . .
3 aniglaymiz.
3°. Funksiyaning monotonlik
80- rasm. y g

oraliglarini va lokal ekstremumlarini
topamiz.
4°. Funksiya grafigining qavariglik yo‘nalishlarini aniqglaymiz
va egilish nuqtalarini topamiz.
5°. Funksiya grafigining asimptotalarini topamiz.
6°. 1°—5° bandlarda topilgan ma'lumotlarga asosan funksiya
grafigini yasaymiz.
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Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasashga doir bitta
misol garaymiz.

2- misol. Ushbu y =
yasang.

Y echish. I°. Funksiyaning aniqlanish sohasini topamiz: kasr-
ratsional funksiya argumentning kasr maxrajini nulga
aylantirmaydigan barcha giymatlarida aniglangani uchun

D(y) = (=;HU(1; +oo) = R\{1}.

2°. Funksiya grafigining Ox o‘q bilan kesishish nuqtalarini
topamiz:

(x+

x—

3
:;2 funksiyani to‘la tekshiring va grafigini

(x+1)°

ly? =0=>x=-1y(-1)=0.

3°. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini va lokal
ekstremumlarini topamiz:

o 30+ 1P (=12 =20e- D41 _ (x+1P(x=5)

Y (x-1)* (x-1)?

hosila ishora o‘zgartirmaydigan oraliglarni oraliglar usuli yordamida
aniqlaymiz (81- rasm):

&
]

Py
Y
|

<
Rir

Demak, berilgan funksiya (—w; —-1), (—=1;1) va (5; +«)
oraliglarda o‘sadi; (1;5) oraligda esa kamayadi. x =35 nuqtaning
chap atrofida y’ hosilaning ishorasi manfiy, o‘ng atrofida esa musbat
bo‘lgani uchun

_ _27 _ 1
Yo = Y(5) =5= 135.
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4°. Funksiya grafigining qavariglik yo‘nalishlarini aniglaymiz
va egilish nugqtalarini topamiz:

y'= (Y= (x+D*(x =5)(x-1)7)=
=2(x+ D(x=9x =D +(x+D((x -7 =3(x=-5)(x-1)7H =
3(x?-4x-5), _ 24(x+1)
x-1 - (x_])4 ’

=(x+D(x-D>Bx-9-

y" funksiya ishora o‘zgartirmaydigan oraliglarni yana oraliglar usuli
yordamida aniglaymiz (82- rasm):

>
:

Demak, berilgan funksiyaning grafigi (—«; —1) oraligda
gavariqligi bilan yuqoriga, (—1; 1) va (1; +o) oraliglarda esa
qavariqgligi bilan pastga yo‘nalgan. Egri chiziq A(—1; 0) nuqtadan
o‘tayotganda gavariqlik yo‘nalishini o‘zgartirgani sababli, egilish
nuqtasining ta'rifiga ko‘ra, A(—1;0) nuqta funksiya grafigining
egilish nuqtasi bo‘ladi.

5°. Funksiya grafigining asimptotalarini topamiz:

3 3
lim & _ i fim &)

+o0,
x—1-0 (X—1)2 x—1+0 (x—l)2

Demak, x=1 chiziq berilgan funksiya grafigining vertikal
asimptotasi bo‘ladi. Endi og‘ma asimptotalarni izlaymiz:

3 1+—
k=limZ=lim & —jim LX) ),
Xotee X xieo (x——l)zx X—rtoo (1_ 1 J

X
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3 S+54+—
b=lim(y—kx>=nm(<**” —x]=lim * 2 s,

X400 X—rteo (x—l)z

Demak, Y= x+ 5 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining og‘ma
asimptotasi bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chiziq funksiya grafigining bitta

tarmog‘i bilan B 1.5l nuqtada kesishadi:
3’73

(x+1)?
(x=1)2
=(x=-D'(x+5)(xz) e X +3x +3x+1 =

=x+5e(x+1)} =

=(x?-2x+D(x+5)(xzD) o xX* +3x2 +3x+1 =
=x*+5x? = 2x - 10x+x+S)xz2 ) o 3x=1l

1.ovely el (1) <l
@ x=1; ¥(z)=51 y(g)—S?

6°. 1°—5° bandlarda topilgan ma'lumotlarga asosan funksiya
grafigini yasaymiz (83- rasm):

_(xtD)’

Y= a0’

_ &

=y

//JOJj

83- rasm.
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W =

o on

O‘ZINI-O‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

Funksiya grafigining gavariqlik yo‘nalishi deb nimaga aytiladi?
Funksiya grafigining egilish nuqtasi deb nimaga aytiladi?

. Tkki marta differensiallanuvchi funksiya grafigining qavariqlik

yo‘nalishi ganday teoremalar asosida aniglanadi? Bu teorema-
larning shartlari yetarli shartlar bo‘ladimi yoki zaruriy shartlarmi?
Funksiya grafigining egilish nuqtasi qanday topiladi?

Funksiya grafigining vertikal asimptotasi deb nimaga aytiladi?

. Funksiya grafigining og‘ma asimptotasi deb nimaga aytiladi? Bunday

asimptota mavjudligining zaruriy va yetarli sharti nima?

. Funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deb nimaga aytiladi?
. Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash sxemasi nimadan

iborat? Misol keltiring.
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1T BOB
INTEGRAL HISOB

1- §. ANIQMAS INTEGRAL

1.1. Boshlang‘ich funksiya. Biz shu vaqtga qadar matematik
analizning differensial hisob bo‘limini o‘rgandik. Bu bo‘limning asosiy
masalasi berilgan funksiyaning hosilasini topishdan iborat edi. Fan
va texnikada shunday masalalar uchraydiki, ularda hosilasiga ko‘ra
funksiyaning o‘zini topish talab gilinadi. Masalan, harakatdagi
moddiy nuqtaning berilgan a = a(¢) tezlanishiga ko‘ra v =v(?)
tezligini topish; berilgan v = v(f) tezligiga ko‘ra uning bosib o‘tgan
s =s(?) yo‘lini hisoblash; bir jinsli bo‘lmagan sterjenning p = p(x)
zichligiga ko‘ra uning massasini aniqlash va shu kabi bir gator
masalalar shular jumlasiga kiradi. Bunday masalalarni matematika
nuqtai nazaridan quyidagi bitta umumiy masala shaklida ifodalash
mumkin: X fo‘plamda f(x) funksiya berilgan. Vxe X nuqtada
F'(x)=f(x) tenglikni qanoatlantiradigan F(x) funksiya topilsin. Bu
yerdagi F(x) funksiyaga f(x) funksiyaning X to‘plamdagi
boshlang ‘ich funksiyasi deyiladi. Masalan, X= (0; +) ochiq yarim
to‘g‘ri chiziqda aniglangan f(x)= 7'; funksiyaning X ochiq yarim
to‘g‘ri chiziqdagi boshlangich funksiyasi F(x) = 2:/x bo‘ladi, chunki
Vxe (0; +») nuqtada

F(x) = (2Vx )= 2572 = - = f(%).

«Boshlang‘ich funksiya» atamas1 ruscha «pervoobraznaya funk-
siya» degan atamaning o‘zbekchalashtirilgani bo‘lib, u f(x)
funksiyaning F(x) funksiyadan differensiallash orqali hosil bo‘lishini
bildiradi.
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Tabiiy ravishda quyidagi savol tug‘iladi: agar f(x) funksiya X
to‘plamda F(x) boshlang'ich funksiyaga ega bo‘lsa, uning shu
to‘plamda F(x) funksiyadan boshqa boshlang'ich funksiyalari bormi
yoki yo‘qmi? Bu savolga javob berishdan avval quyidagi teoremani
isbot gilamiz.

Teorema. Agar F(x) va G(x) funksiyalar f (x) funksiyaning
biror X to ‘plamdagi ixtiyoriy ikkita boshlang ‘ich funksiyasi bo ‘Isa, u
holda Vxe X gqiymatda G(x) = F(x) + C bo‘ladi (C — ixtiyoriy
0 ‘zgarmas son), ya'ni ular X to‘plamda bir-biridan o ‘zgarmas
qo ‘shiluvchiga farq qiladi.

Isboti. Aytaylik, Vxe X nuqtada F'(x) =f(x), G'(x) =f(x)
bo‘lsin. G(x)—F(x) = ®D(x) deb belgilaymiz. P(x) funksiya, ikkita
differensiallanuvchi funksiyaning ayirmasi sifatida X to‘plamda
differensiallanuvchi va shu bilan birga, teorema shartiga ko‘ra

Vxe X nuqtada
P'(x) =(G(x) = F(X))' =G'(x) — F'(x) =f(x) = f(x) =0.

Demak, funksiyaning o‘zgarmaslik shartiga asosan Vxe X
nuqtada P(x) = C (C — ixtiyoriy o‘zgarmas son) bo‘ladi. Shunday
gilib, Yxe X uchun G(x) — F(x) = C yoki G(x) = F(x) + C bo‘lar
ekan.

Teorema isbot qilindi.

Yuqorida qo‘yilgan savolga (isbot qilingan teoremadan kelib
chiqadigan) quyidagi natija javob beradi:

Natija. Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning X to‘plamdagi
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning X to‘plamda
boshlang‘ich funksiyalari cheksiz ko‘p bo‘lib, ularning har biri
F(x) + C ko‘rinishda bo‘ladi (C — ixtiyoriy o‘zgarmas son).

1.2. Anigmas integral va uning asosiy xossalari.

1- ta'rif. Berilgan f(x) funksiyaning biror X to‘plamdagi barcha
boshlang‘ich funksiyalari to‘plami shu funksiyaning X to‘plamdagi
anigmas integrali deb ataladi va

[f (ax

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi f belgi lotincha § harfining «buzib
yozilgan» shakli bo‘lib, unga integral belgisi deyiladi; f(x) funksiya
integral ostidagi funksiya, f(x)dx ifoda esa integral ostidagi ifoda
deb aytiladi.
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Agar F(x) funksiya berilgan f(x) funksiyaning X to‘plamdagi
boshlang‘ich funksiyalaridan biri bo‘lsa, u holda yuqoridagi natijaga
binoan

[f(0dx=Fx) + C (1)

deb yozishimiz mumkin. Bu yerda C — ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Berilgan f(x) funksiyaning anigmas integralini topish amali
f(x) funksiyani integrallash deyiladi. Funksiyani integrallash
masalasi integral hisobning asosiy masalasi bo‘lib, u differensial
hisobning asosiy masalasiga teskari masaladir.
1- misol. Ushbu

szdx

anigmas integral topilsin.
Yechish. Vxe (—cw; +®) nuqtada

bo‘lgani sababli, (1) formulaga binoan

3
szdx = XT+ C.

Bu yerda va bundan keyin har doim, agar boshga so‘z
aytilmagan bo‘lsa, C ni ixtiyoriy o‘zgarmas son deb tushunamiz.

Anigmas integral quyidagi asosiy xossalarga ega:

1- xossa. Ushbu

d[ f (0)dx = f (x)dx

tenglik o‘rinli.
Isboti. (1) formulaga asosan

dff (0dx= d(F(x) + O) = dF(x) + d(Q) = F'(x)dx + 0+ dx = f (X)cdx.
2- xossa. Ushbu
[ dFx)y=Fx) + C

tenglik o‘rinli.
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Isboti. dF (x) = F'(x)dx=f(x)dx ekanini e'tiborga olib, (1)
formulaga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:

[dF(x) = [F'(dx = f(x)dx = F (x) + C.

3- xossa. O‘zgarmas ko‘paytuvchini anigmas integral belgisidan
tashqariga chiqarish mumkin:

[Af)ax=A[f()dx (A= Const).

Isboti. Aytaylik, A= Const bo‘lib, vxe X nuqtada
F'(x) =f(x) bo‘lsin:

[feode=Fx) + C. (1)

Bu holda, ravshanki, Vxe X nuqtada (AF(x)) =
=(AF(x)) = AF'(x) = Af(x), ya'ni

[Af (x)dx = AF (x) + C,. )

Bu yerda C, — ixtiyoriy o‘zgarmas son. Endi (1) tenglikning
har ikkala tomonini 4 songa ko‘paytiramiz:

Aff(xyax=AF()+4 - C.

Bundan
AR =A[f()dc— A - C. 3)

(3) ni (2) ga qo‘ysak,
[Af(ydx=A[f(x)dx+ C, -4 -C
bo‘ladi. Bu esa o‘zgarmas C, — AC qo‘shiluvchigacha aniqglikda
[Af yax = A [ f(x)dx

tenglikning to‘g‘riligini bildiradi.

4- xossa. O‘zgarmas qo‘shiluvchigacha aniqlikda

[(F ) = g(x))dx = [ f(x)dx = [ g(x)dx

formulalar o‘rinli.
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Isboti. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar biror X oraliqda
aniglangan bo‘lib, Vxe X nuqtada F'(x) =f(x) va ®P'(x) = g(x)
tengliklar o‘rinli bo‘lsin. U holda, ma'lumki

[fxdx=FRx+C, [gxdx=dx) + C, (4)
Ikkinchi tomondan, Vxe X nuqtada

(F(x) £ D(x)) = F'(x)x D' (x) = f(x) = g(x).

Bu esa
[(F (%) £ g(x))dx = Fx) = d(x) + C, (5)

ekanini bildiradi. Bu yerda C,, C,, C, — ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
(4) formulalardan

Fo = [fixydx - C,, @) = [gx)dx - C,. (6)
(6) ifodalarni (5) formulaga go‘ysak,

[(Fe0) = gx))dx = [f(x)dx = [gydx + €, - C 5 C,
bo‘ladi. Bu esa o‘zgarmas C,— C, = C, qo‘shiluvchigacha aniglikda
[ ) = gG))dx = [f(x)dx = [g(x)ax

tenglikning o‘rinli bo‘lishini bildiradi.
1.3. Asosiy anigmas integrallar jadvali. Endi amaliy qulaylik

magsadida, hosilalar jadvalidan foydalanib, asosiy anigmas
integrallar jadvalini yozamiz:

)f0-dx =C;
a+l
2) jx"dx=’;T+C (o = -1);
3) jif;:m|x|+c (x # 0);
4) [edx=2+C ©0<azl),fedc=e+C;
S)J'sinxdx=’—cosx+ C,

6) Icosxdx= sinx + C;
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7)‘[ dx =—ctgx+C (x#nn,ne Z);
sin? x

8)_[ X _igx+C (x¢2+mrneZ)

COS X

9) J‘ arcsinx +C (-l<x <),
J1- —arccosx+C (-l <x<l);
tgx+C,
i ax _ |arc
2 Jl+x {—arcctgx+C;

1) [shxdx=chx+

12) feh x dx =shx + C;

14) js:;‘x — —cthx+C(x # 0).

1)—14) formulalarning isboti bevosita anigmas integralning
ta'rifidan va hosilalar jadvalidan kelib chiqadi. Misol sifatida ularning
bittasini, masalan,

J&-mp+c (x20)
X
formulani isbot qilaylik. Aytaylik, x>0 bo‘lsin. U holda,
o1
Vxe (0; +) nuqtada (Inx) = bo‘lgani uchun
j-‘éx—= Inx+C
X

bo‘ladi. Endi aytaylik, x <0 bo‘lsin. Bu holda ham, ravshanki,
Vxe (—;0) nuqtada

(In-x))=—(-1) =+
tenglik o‘rinli. Demak, (—«; 0) oraligda
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dx
j & In(-x)+C.
Shunday qilib,

dx—
jT_ln|x|+C (x #0).

2- §. INTEGRALLASHNING
ASOSIY METODLARI

Anigmas integrallarni hisoblashning ikkita asosiy metodi mavjud
bo‘lib, ularning biriga bo ‘laklab integrallash metodi, ikkinchisiga
esa o ‘zgaruvchini almashtirish metodi deyiladi.

2.1. Bo‘laklab integrallash metodi. Bu metod quyidagi
teoremaga asoslanadi:

1- teorema. Agar u= u(x) va v =v(x) funksiyalar biror X
to ‘plamda differensiallanuvchi bo lib, u'(x)v(x) funksiyaning shu
to ‘plamda boshlang ‘ich funksiyasi mavjud bo ‘Isa, u holda X to ‘plamda
u(x)v'(x) funksiyaning ham boshlang ‘ich funksiyasi mavjud, shu
bilan birga

J u(x)v'(x)dx = u(x)v(x) — j u'(x)v(x)dx ()

Jormula o‘rinli bo ‘ladi.

Isboti. u=u(x) va v=wv(x) funksiyalar X to‘plamda
differensiallanuvchi bo‘lgani uchun ularning u(x)v(x) ko‘paytmasi
ham shu to‘plamda differensiallanuvchi, shu bilan birga

(u(x)v(x))" = u' (xp(x) + u(x)'(x)
formula o‘rinli bo‘lishi ma'lum. Bu yerdan
u(x)’ (x) = (u(x)v(x))" — ' (x)v(x).
Demak, anigmas integralning 4- xossasiga kKo‘ra

Jux' (x)dx =[ (u(x)v(x)) dx — [ u'(x)v(x)dx

bo‘ladi. Bu yerda
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[ ux)w () dx = [ d(u(xy(x)) = u(xy(x) + €

ekanligini, hamda shartga ko‘ra [v(x)u'(x)dx anigmas integralning
mavjudligini e'tiborga olsak,

[ u(xy’ (x)dx = u(xyo(x) — [ u' (X (x)dx

bo‘ladi. Bundan tenglikning chap tomonidagi anigmas integralning
mavjudligi ham kelib chigadi. Teorema isbot qilindi.

Endi u(x)=u, v(x) =v, v'(x)dx=dv, u'(x)dx = du ekanini
e'tiborga olib, (*) formulani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

judv=uv —Jvdu.

Bu formula anigmas integralda bo laklab integrallash formulasi
deb ataladi va amaliyotda keng qo‘llaniladi.
1- misol. Ushbu

J'x In x dx
anigmas integral topilsin.

Yechish. Anigmas integral belgisi ostidagi ifodada u = Inx,
dv = xdx deb olamiz. Bu yerdan

[}

du:ﬂ’ ‘l):’-x._‘
x 2

Demak, bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra

_x2 1 _x2 I 2
jxlnxdx—Tlnx—idex-Tlnx—zx +C.

Eslatma. Shuni aytish lozimki, bo‘laklab integrallash for-
mulasini qo‘llashda integral belgisi ostidagi ifodaning gaysi birini
u, qaysi birini dv deb belgilash juda muhim ahamiyatga ega. Bunda
har doim quyidagi qoidaga amal gilish lozim: integral ostidagi ifodada
shunday ko‘paytuvchi funksiyani # = u(x) deb olish kerakki,

judv=uv —Jvdu

formuladagi jvdu integralni hisoblash judv integralni hisoblashga

nisbatan oson bo‘lsin. Masalan, yuqorida garalgan J xIn xdx
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integral ostidagi xInxdx ifodada u = x deb olsak, du = dx, v = J' Inxdx
bo‘lib, v ni topish uchun bo‘laklab integrallash metodini qo‘llash
zarur bo‘ladi, ikkinchidan, _[ xInxdx integralga nisbatan hisoblanishi
giyin bo‘lgan j X2 Inxdx integral hosil bo‘ladi. Shuning uchun yuqorida

u = Inx deb olgan edik.
2- misol. Ushbu

[ e=sin bx dx

(a, b— o‘zgarmas sonlar) integral hisoblansin.
Yechish. Integral ostidagi ifodada u = e*, dv =sin bx dx

deymiz. U holda du = ae®dx, v = —%cos bx bo‘ladi. Demak, bo‘laklab

integrallash formulasiga ko‘ra

ax
Je“" sin bx dx = —-e—chbx+%je“" cos bx dx.

Oxirgi integralda yana u = e*, dv = cosbxdx deb olamiz. Bu
yerdan du = ae™dx, v = —%sin bx.U holda

ax
je“" sin bx dx = - £ C;’be +%{%e‘“ sin bx —%Ie“" sin bx dx} =

ax . _ X
_e (asmb)c2 bCObe)-—in‘eaxSlandx.
b b

Biz bo‘laklab integrallash metodini ikki marta qo‘llab, yana
berilgan integralni hisoblash masalasiga qaytdik (bunday misollar
amalda juda ko‘plab uchraydi). Xuddi ana shu yerda integrallash
jarayonini to‘xtatib, berilgan integral ishtirok qilayotgan hadni
tenglikning chap tomoniga o‘tkazamiz:

b +a? J‘ew( sin b dx = ™ (asin hx—hcos bx)
5 b '
Bundan

axs . .
J’eax sinbxdx =& (asin bx-bcos bx) +C.
a’+b?
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3- misol. Ushbu

I (aziz)" (n — natural son)

integralni hisoblash uchun rekurrent formula keltirib chiqarilsin.
Y echish. Berilgan integralni

J, = I(L (n=1,2,..)

n
02+x2)

deb belgilaymiz. Aytaylik, n =1 bo‘lsin. U holda

= —arctg +C.

integralni bo‘laklab integrallaymiz: u = (a?> + x?)'™ va dv = dx desak,

du=— 2(n—-1)xdx

= v=x
(a2+x2)

Demak, bo‘lakiab integrallash formulasiga ko‘ra

I =—2———+2(n—l)j Xdx__
() ()
= +2(n—l)J a2+x2) “ dx =
((12+x2 (ﬂ +X )

=—2 ___+2(n-1J, -2An-DdJ,.
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Bu yerdan

J = x + 213 g (n=2,3, ),

" 20n-Da2 (@ +xH""  2n=1)a? -

J, = %arctg§+ C.

2.2. O‘zgaruvchini almashtirish metodi. Bu metod quyidagi
teoremaga asoslanadi.

2- teorema. Agar vie T nugtada F'(f) =f#) bo'lib, t= g(x)
funksiya biror X oraligda aniqlangan, differensiallanuvchi va
{t:t=g(x); x€X} CT bo‘lsa, u holda F(g(x)) funksiya X oraligda
f(g(x))g (x) funksivaning boshlang ‘ich funksiyasi bo‘ladi va shu bilan
birga

[F(g(x)g (x)dx = F(g(x)) + C

Jormula o ‘rinli bo ladi. Bu formula anigmas integralda o ‘zgaruvchini
almashtirish formulasi deb ataladi.

Isboti. Aytaylik, Vre T nuqtada F’(f) = f(f) bo‘lsin. U holda
murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasiga asosan, Vxe X
nuqtada

2 F(g(x)) = F(g(0))g'(x) = £ (2(x))&'(x)

bo‘ladi. Bu esa F(g(x)) funksiyaning X to‘plamda f(g(x))g'(x)
funksiya uchun boshlang‘ich funksiya bo‘lishini bildiradi. Demak,
anigmas integralning ta'rifiga ko‘ra

[f(g(x)g (x)dx = F(g(x)) + C

bo‘ladi. Teorema isbot qilindi. :
Eslatma. Bu teoremada g(x) =1, g'(x)dx=dt, F'(H)=f(1)
ekanini e'tiborga olib,

[7(g(x)e' ()dx = f(Hydi= Ry + C= Rg(x)) + C

deyish mumkin. Amaliyotda o‘zgaruvchini almashtirish formulasi
xuddi ana shu ko‘rinishda qo‘llaniladi.
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4- misol. Ushbu
J‘ (10x + 3)19004x

anigmas integral topilsin.
Yechish. x o‘zgaruvchini 10x + 3 = ¢ ko‘rinishda almash-

tiramiz. Bu yerdan dx = 1iodt. Demak,

J'(IOx +3)™ dx It”’"" dt = —It'modt =

_ 14 _ 1001
=tomoer v € = 10010(10x+3) +C

5- misol. Ushbu

J7w

anigmas integral topilsin.
Yechish. Jx =t deylik. U holda dx = 2tdt. Demak,

Jrée = =2 )
—2[jdt I ) 2=2In|l+4|+C = 2Jx - 21n(1+~/—)

2.3. Elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydigan ba'zi bir
anigmas integrallar. Ma'lumki, har qanday elementar funksiyaning
hosila funksiyasi yana elementar funksiya bo‘lar edi. Lekin
elementar funksiyaning anigmas integrali har doim ham elementar
funksiya bo‘lavermaydi. Masalan, Puasson integrali (yoki xatolar
integrali) deb ataladigan

| e dx
integral, Frenel integrallari deb ataladigan va fizikaning optika
bo‘limida keng qo‘llaniladigan

{sin x2dx, [cos x2dx
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integrallar, integral logarifm deb ataladigan
dx
J& ©<xz

integral hamda mos ravishda integral sinus, integral kosinus deb
ataladigan

J‘sinxdx’ jcosxdx

X X

integrallar elementar funksiyalar orqgali ifodalanmaydigan anigmas
integrallardir.

Bu yerda keltirilgan anigmas integrallar nafagat real holda
mavjud bo‘libgina golmasdan, ular fizika va matematikaning turli
masalalarini yechishda muhim o‘rin tutadilar. Shu sababli, bu
noelementar funksiyalar, elementar funksiyalar qay darajada
o‘rganilgan bo‘lsa, shu darajada o‘rganilgan. Ular uchun jadvallar
tuzilgan va grafiklar chizilgan. Bu ma'lumotlarni zarur hollarda
maxsus adabiyotlardan topish mumkin.

Biz endi ratsional funksiyalarni integrallash masalasini qaraymiz.
Bu masalani yechish uchun avvalo biz kompleks sonlar, algebraik
ko‘phadlar va ratsional kasrlar (kasr-ratsional funksiyalar) haqgida
zaruriy ma'lumotlarga ega bo‘lishimiz kerak. Biz bu ma'lumotlarni
kelgusi ikkita paragrafda bayon gilamiz.

O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Boshlang‘ich funksiya deb nimaga aytiladi? Misol keltiring.

2. Funksiyaning biror to‘plamdagi (sohadagi) anigmas integrali deb
nimaga aytiladi?

3. Anigmas integralning qanday hossalariga uning asosiy hossalari
deb aytiladi?

4. Asosiy anigmas integrallar jadvalini yozing

5. Anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish metodi qanday
teoremaga asoslanadi? Teoremani isbotlang.

6. J = f(a*+x¥)™ dx integralni hisoblash uchun rekurrent formula
keltirib chigaring.

7. Anigmas integralda bo‘laklab integrallash metodi ganday teoremaga
asoslanadi? Teoremani isbotlang.

8. Anigmas integrali elementar funksiya bo‘lmagan funksiyalar bor-
mi? Bor bo‘lsa, misollar Keltiring.
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3- §. KOMPLEKS SONLAR

3.1./ Kompleks sonning ta'rifi. ;= x + iy (i = — 1) ko ‘rinishdagi
ifoda kompleks son deb ataladi. Bu yerdagi x va y lar haqiqiy sonlar
bo‘lib, ular mos ravishda z kompleks sonning haqigiy va mavhum
gismlari deyiladi; i simvol mavhum birlik deb ataladi.

Hagqiqiy va mavhum qismlari nulga teng bo‘lgan kompleks son
nul kompleks son deyiladi va odatdagi 0 bilan belgilanadi. z kompleks
sonning haqiqiy va mavhum qismlari mos ravishda Rez va Imz
simvollar bilan belgilanadi: x = Rez, y = Imz. Bu yerdagi Re va Im
belgilar mos ravishda «Reel — haqiqiy» va «Imaginaire — mavhum»
degan fransuzcha so‘zlarning birinchi ikkita harfidan tashkil topgan.

3.2. Kompleks sonning geometrik tasviri. Kompleks sonning
ta'rifidan ko‘rinib turibdiki, har bir z=x+ iy kompleks songa
haqiqiy sonlarning bitta tartiblangan (ya'ni qaysi biri birinchi, gaysi
biri ikkinchi ekani ko‘rsatilgan) (x; y) jufti va, aksincha, haqiqiy
sonlarning har bir tartiblangan (x; y) juftiga bitta z=x+1iy
kompleks son mos keladi. Shu sababli, agar tekislikda to‘g‘ri
burchakli xOy dekart koordinatalari tizimini (sistemasini) o‘rnatsak,
tekislikdagi har bir M(x; y) nuqtaga bitta 7= x + iy kompleks son
va aksincha, har bir z=x + iy kompleks songa bitta M(x; y) nuqta
mos keladi (84- rasm).

Bunda M nuqtaga mos kelgan z=x+ iy kompleks songa
M(x; y) nuqtaning affiksi, x0y tekislikka esa kompleks tekislik
deyiladi. Odatda affiksi z=x + iy bo‘lgan M(x; y) nuqta z harf
bilan, kompleks tekislik esa (z) bilan belgilanadi (85- rasm). Bu
yerdagi Ox o‘qqa hagqiqiy o‘q, Oy o‘qga esa mavhum o‘q deb aytiladi.
Affiks so‘zi «biror narsaga biriktirilgan» degan ma'noni anglatuvchi
lotincha affixus so‘zidan olingan.

ye y 1‘

N M) P — oz

0 x % 0 x %
84~ rasm. 85- rasm.



3.3. Kompleks sonning moduli y ?
va argumenti. Tekislikdagi har bir
M nuqta to‘g‘ri burchakli xOy dekart

koordinatalari tizimida (sistemasida) yp-----"4 o
o‘zining OM radius-vektori bilan a
bir giymatli aniglanganligi sababli, .
geometrik nuqtai nazardan, har bir 0 P >

z=x+1iy kompleks sonni
koordinatalari x va y bo‘lgan radius-
vektor deb tavsiflash mumkin (86-
rasm). z radius-vektorning uzunligiga z=x + iy kompleks sonning
moduli deb aytiladi va |z| simvol bilan belgilanadi. 86- rasmdan
ko‘rinib turibdiki (Pifagor teoremasiga asosan), |7 =vx* + bo‘ladi.
Demak, kompleks sonning moduli manfiymas hagiqiy son bo‘lar
ekan. Ravshanki, fagatgina 0 kompleks sonning moduli nulga teng.

Endi kompleks sonning argumentini ta'riflaymiz: z radius-
vektorning Ox o‘q musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan ¢ burchagi
z=x+1iy (z# 0) kompleks sonning argumenti deyiladi va Arg z
simvol bilan belgilanadi: ¢ = Arg z. Ko‘rinib turibdiki, z(z # 0)
kompleks sonning argumenti, bir-biridan 2z songa karrali bo‘lgan
go‘shiluvchiga farq qiluvchi cheksiz ko‘p giymatlarga ega. Uning
—n < a < & tengsizliklarni ganoatlantiruvchi o giymati arg z (z # 0)
simvol bilan belgilanadi va y z (z# 0) kompleks son bilan bir
giymatli aniglanadi (86- rasm):

86- rasm.

arctg% (x>0),

a=argz= arctg%+ msigny  (x <0),

gsigny (x = 0).
Bu yerda
1 (y>0),
signy =410 (y =0),
~1(y <0).

243



Shunday qilib,
Arg z=arg 7+ 2nn (n€Z, z7#0).

z =0 — argumenti aniglanmagan yagona kompleks son.

3.4. Kompleks sonning shakllari. Amalda kompleks sonning
turli ko‘rinishlaridan foydalaniladi. z=x+ iy kompleks sonning
algebraik shakli deyiladi.

Aytaylik, |z| =r va argz=a bo‘lsin (87- rasm). U holda
x=rcosa vay= rsina bo‘lgani uchun z=x+ iy = r(cosa + i sina)
bo‘ladi. Kompleks sonning z=r (cosa + isina) ko‘rinishi kompleks
sonning trigonometrik shakli deb ataladi.

Ushbu

n
e =cosa+isina (e= lim(l+l) )
n—oo n

ya formula Eyler formulasi deb ataladi
(L. Eyler (1707-1783) — shveyt-
sariyalik buyuk matematik; Peterburg
iy Fanlar akademiyasining a'zosi; hayo-
tining asosiy qismini Rossiyada
o‘tkazgan). Kompleks sonning

a . trigonometrik shaklidan, Eyler

o x x formulasiga binoan, z =re“ ifodani
hosil gilamiz. Bu ifoda kompleks

87- rasm. sonning ko ‘rsatkichli shakli deyiladi.

3.5. Kompleks sonlar ustida
amallar. Endi kompleks sonlar ustida bajariladigan arifmetik va
algebraik amallar bilan tanishamiz. Dastavval, kompleks sonlarning
tengligi tushunchasini aniglaymiz. Haqiqiy qismi haqiqiy qismiga,
mavhum gismi mavhum qismiga teng bo ‘lgan ikkita z, va z, kompleks
son o zaro teng kompleks sonlar deyiladi va z, = z, ko‘rinishda
yoziladi.

Qo‘shish va ayirish. Ikkita z, = x, + iy va z, = x, + iy, kompleks
sonning yig ‘indisi deb,

gt =0 +x) iy +y) (D

kompleks songa aytiladi. Berilgan kompleks sonlarga ko‘ra ularning
yig‘indisini topish amali kompleks sonlarni qo ‘shish deb ataladi.
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Ayirish amali qo‘shish amaliga teskari amal sifatida aniqlanadi.
z, t 7=z, shartni ganoatlantiradigan z kompleks songa z; va z,
kompleks sonlarning ayirmasi deyiladi va z=z,—z, ko‘rinishda
yoziladi. Agar z=x +iy, z,=x,+ iy, va z,=x,+ iy, desak,
,tz=(x,+x)+i(y,+ y)=x +iy yoki kompleks sonlar
tengligining ta'rifiga ko‘ra x,+ x = x,, y,* y =y, yoki x =x,—x,, y= y,—
y, bo‘ladi. Shunday qilib,

=547 (xl_x2) + i(yl_yz)'

Ayirmani topish amali ayirish deb ataladi. Geometrik nugtai
nazardan, (1) formula z, ={x; y,} va z,= {x,;, y,} radius-
vektorlarning yig‘indisini bildiradi (88- rasm); z, — z, ayirma esa
7,2, = {x,—x,; y,—y,} vektorni bildiradi (89- rasm).

¥4

AV

y A
XV
(‘,\

. '

e
3{
Ry

’
» /!

88- rasm. 89- rasm.

Shunday qilib, kompleks sonlarni qo‘shish va ayirish amallari
xuddi tekislikdagi vektorlarni qo‘shish va ayirish singari aniglanar
ekan.

Ko‘paytirish. Ikkita z, = x,+iy, va z, = x,+iy, kompleks sonning
ko ‘paytmasi deb,

zlzz = (x1+iy1)(x2+iy2) = (xlxz—ylyz) + i(xl y2+x2y|) (2)

kompleks songa aytiladi. Ko‘paytmani topish amali ko‘paytirish
deyiladi.
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Endi zz, ko‘paytmaning trigonometrik shaklini topamiz.
Aytaylik, z, =r(cosa, +isina,) va g, = ry(cosa,+ isina,) bo‘lsin.
U holda (2) formulaga asosan,

2,3, = rrl(cosa,cos a,— sina ssina,) +

+i(cosasina, +sinacosa,)| = rr[cos(a,+ a,) + isin(a,+ a,)]
bo‘ladi. Shunday qilib,

1251 = 12,1131, Arg(z,2,) = Argz, + Argz, (3)

bo‘lar ekan. Oxirgi tenglik to‘plamlarning tengligi ma'nosida
tushuniladi. (3) formulalar yordamida "(z"=2z-2-2---7)
darajaning moduli va argumenti uchun quyidagi formulalarga ega
bo‘lamiz:

|| = |z|", Arg(z) = n Argz.

Xususan, |z| =1, ya'ni z=cosa +isina bo‘lsa,
(cosa+isina)"=cosna+tisinna 4)

bo‘ladi. Bu formulaga Muavr formulasi deyiladi (A.de Muavr
(1667—1754) — ingliz matematigi (millati fransuz)).

Bo‘lish. z, kompleks sonni z, (z, # 0) kompleks songa bo‘lish
amali ko‘paytirish amaliga teskari amal sifatida aniglanadi: z,z= g,
shartni qanoatlantiradigan z kompleks songa z, kompleks sonning

2, kompleks songa bo linmasi deyiladi va z = z—‘ ko‘rinishda yoziladi.
2

Demak, |z,| =|z,||z] va Argz = Argz, + Argz bo‘lgani sababli,

2
4]

=||—j%, Arg[—z‘—}=Argzl - Argz, (5)
2 22
bo‘ladi.

Eslatma. Kompleks sonlar to‘plamida kiritilgan qo‘shish va
ko‘paytirish amallari haqigiy sonlar to‘plamida kiritilgan xuddi shu
nomdagi amallar bo‘ysingan barcha qonunlarga bo‘ysinadi. Buni
alohida sanab o‘tirmaymiz.
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/" Kompleks sondan ildiz chiqarish. w” =7z tenglikni
ganoatlantiradigan w son z kompleks sonning n-darajali ildizi deb

ataladi va w = ¥z ko‘rinishda yoziladi. Agar

z=r(cosa tisina), w=p(cosy + isiny)

desak, w' =z dan
p'(cosny +isinny)=r(cosa +isina)

tenglik kelib chigadi. Bundan p" =r, p=4r; v ="2"" (me Z)
tengliklar hosil bo‘ladi. Bu yerda p = 0 bo‘lgani sababli, p = ¢/r
ildiz arifmetik ildizdir.

Shunday qilib,

w, = Yz = gr(cosa+isina) =

= Q/;(COS a+2mr | isin (”2'"”) (me Z).
n n

z# 0 bo‘lganda Yz ildiz aniq n ta har xil w, w, ..., w
giymatlarga ega ekanligini ko‘rsatish mumkin:

n—1

w, = 4z = yr(cosa +isina) =

_n I‘(COS‘“f’mn +isin a+im7r) (m=0,1,2,....,n-1).

(6)

(6) formulaga kompleks sondan ildiz chigarish formulasi deb aytiladi.
Geometrik nuqtai nazardan, w_, w,, ..., w,_, kompleks sonlar
radiusi p =%/r bo‘lgan, markazi koordinatalar boshida joylashgan
doiraga ichki chizilgan muntazam n- burchakning uchlarida
joylashgan bo‘ladi,,

3.6. Qo‘shma kompleks sonlar va ularning asosiy xossalari.
x—iy kompleks son z =x + iy kompleks songa qo‘shma bo‘lgan
kompleks son deb ataladi va z bilan belgilanadi: z = x —iy. z kompleks
songa qo‘shma bo‘lgan kompleks son z bilan belgilanadi. Ravshanki,
=2z
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Z
|
|
a X .
- E x
7
90- rasm.

Geometrik nuqtai nazardan, z
kompleks son Ox o‘qga nisbatan Z
vektorga simmetrik bo‘lgan vektor
orqgali tasvirlanadi (90- rasm).

Qo‘shma kompleks sonlar
quyidagi asosiy xossalarga ega:

1- xossa.

2| =|z|, argZ =-argz.

I[sboti. 90- rasmdan ko‘rinib
turibdiki, z vaz vektorlarning
uzunliklari bir-biriga teng: |z|=|.
Yana 90- rasmdan ayonki, 7 va 7
vektorlar Ox o‘gning musbat yo‘nalishi

bilan mos ravishda & va - burchak tashkil etadi: argz = —argz.

2

2- xossa. 7z =|zl°.

Isboti.

Z=(x+iy)(x—iy)=(xX* +y* ) +i(-xy + yx) =

=(x2+y2)+i.0=x2+y2=(m)2=[z|2.

3-xossa. 7 = 7.

Isboti. Z=(Z)=x-iy=x+iy=2

4- X0S8a. 7, +7, =7, + 2,.

Isboti. Aytaylik, z, = x, + iy, va g, = x, + iy, bo‘Isin. U holda

345 = +x)+iy, + 1) = (x + %) -y, +y,)) =

=(x =) +(x, ‘i)’2)=-z—1+g-

Bu xossaning isbotini geometrik jihatdan 91- rasm ko‘rinishda

tasvirlash mumkin.
5- xossa. z,z, = 7,7,

Isboti. 1- xossaga asosan |ﬁ|=|z.z2|=|z,||zzl=|Z,||Zzl= =(7,%|;
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Argzz, = -Argyz, =
= —(Argz, + Argz,y) =
=—Argz - Argg, =

= Argz, + Argz, = Arg (33,).

Demak, zz, =77,

6- xossa. (i)= % (z, 2 0).

15]

Isboti. 1- xossaga asosan

=*%%&—meﬂ=AwZ—AmZ=Am%~

2

Demak, (%—)= (z, 20).

,Q||g|

O‘ZINI-O‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

. Kompleks son deb nimaga aytiladi?

. Kompleks soning geometrik tasviri, tekislikdagi nuqtaning affiksi
deb nimaga aytiladi?

. Kompleks sonning moduli va argumenti tushunchalarini ta'riflang.

Kompleks sonning algebraik, trigonometrik va ko‘rsatkichli shakl-

larini bilasizmi? Misollar keltiring.

. Kompleks sonlar ustida qo‘shish va ko‘paytirish amallari ganday

aniglanadi? Ayirish va bo‘lish amallari-chi?

Qanday kompleks sonlar o‘zaro teng kompleks sonlar deb ataladi?

Qanday kompleks son nul kompleks son deyiladi?

Qanday kompleks sonlar o‘zaro gqo‘shma kompleks sonlar deb ataladi?

. Kompleks sonlarni bir-biridan katta yoki kichik deb aytish
mumkin-mi?

10. Kompleks sondan ildiz chigarish formulasini keltirib chiqaring.

Misollar keltiring.
11. Qo‘shma kompleks sonlarning asosiy xossalarini isbotlang.

N

weNA v AW
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4- §. TO‘G‘RI RATSIONAL KASRNI
ELEMENTAR KASRLAR YIG‘INDISIGA YOYISH

4.1. Algebraik ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajratish.
Ushbu

P()=cztcz't..tc _2+¢c,

ko‘rinishdagi ifoda n- darajali algebraik ko ‘phad deyiladi. Bu yerda
z=x+ iy —kompleks o‘zgaruvchi; ¢, #0, ¢, c,...., ¢, lar
o‘zgarmas kompleks sonlar bo‘lib, ular ko ‘phadning koeffitsiyentlari
(¢, — bosh hadning koeffitsiyenti) deb ataladi.

Agar a =a+ ib kompleks son uchun P (a) =0 bo‘lsa, bu
holda a kompleks son P (z) ko ‘phadning ildizi deyiladi.

Ko‘phadlar algebrasining asosiy teoremasi. Har qanday P (2)
(n = 1) algebraik ko‘phad kamida bitta kompleks ildizga ega.

Bu teoremaning sof «algebra tili»dagi isboti mavjud emas, u
«kompleks analiz tilida va boshga usullarda isbotlangan.

Bezu teoremasi. a kompleks son P(z) algebraik ko ‘phadning
ildizi bo'lishi uchun

P()=(z-a)0, (2

bo‘lishi zarur va yetarli. Bu yerda Q (z) bilan (n—1) — darajali
algebraik ko‘phad belgilangan.

Ko‘phadlar algebrasining asosiy teoremasidan quyidagi natija
kelib chigadi:

Natija. Har ganday P (z)(n=1) algebraik ko‘phad aniq » ta
ildizga ega.

Bu natija ko‘phadlar algebrasining asosiy teoremasini va Bezu
teoremasini ketma-ket qo‘llash yordamida isbot gilinadi.

Agar P (z) = (z—a)*Q,_,(2) bo‘lib (bu yerda 1 <k < n;
QO ,(2) bilan (n—k)- darajali algebraik ko‘phad belgilangan),
Q, (@) #0 bo'lsa, a son P (z) ko'phadning k karrali ildizi deb
ataladi. Quyidagi teoremalar o‘rinli:

1°. Agar «|, a,, «,, ..., a, sonlar P(z) ko'phadning mos
ravishda k, k,, ..., k, karrali ildizlari bo‘lsa, u holda
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P@=clz-a) (@-a)* . z-a,)" (1)

(k,+ k,+ ...+ k_=n) bo‘ladi.
2°, Agar P (2) algebraik ko ‘phadning koeffitsiyentlari haqiqiy
sonlar bo‘lsa, u holda v z kompleks son uchun

P(z) = P(2) (2)

bo ‘ladi.
Isboti.

- : — .
P(@)=c"+cz" ' +..4c,12+C, =67 -7 +...+¢,_ 2+
0, =C 7" + 07"+ e+, =" 0T o+

+cn—lZ+ cn = Pn(z)
3°. Agar a kompleks son koeffitsiyentlari haqiqiy sonlardan iborat

bo‘lgan P (2) ko'phadning ildizi bo‘lsa, u holda o komleks son ham
P (2) ko'phadning ildizi bo‘ladi.
Isboti. P(a)=P(a)=0=0.

4°. Agar a=u+iv (v=0) kompleks son koeffitsiyentlari
hagqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan P (2) ko‘phadning k karrali ildizi

bo‘lsa, u holda o =u-iv kompleks son ham P(z) ko ‘phadning k
karrali ildizi bo ‘ladi.

Isboti. P(a)=0 bo‘lgani uchun Bezu teoremasiga asosan
P (2) =(z—a)Q, (2) bo‘ladi. 3°- teoremaga ko‘ra Q, (z)=

=(z-a)L,,(z) bo'lishini e'tiborga olsak,
P()=(z-a)z-@)L,,(2) =(z-u-wlz-u+w)L, ,(2) =
= (2 - 2uz+u’ +v) L, ,(2) = (2 + pz+ L, (2),
ya'ni
P(2)=(*+pztq)L, ,(2), (3)

bo‘ladi. Bu yerda p = —2u, ¢ =u?>+v? lar haqiqiy sonlar;
L ,(z) bilan koeffitsiyentlari haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan
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(n—2) — darajali ko‘phad belgilangan. (3) ifodadan ko‘rinib
turibdiki, agar a son P (z) ko‘phadning k(k = 2) karrali ildizi
bo‘lsa, u holda buson L _,(z) ko‘phadning k—1 Karrali ildizi bo‘ladi.
Yuqorida isbot gilinganiga ko‘ra @ kompleks son ham L _,(2)
ko‘phadning ildizi bo‘ladi. Bu mulohazalarni k—1 marta takrorlab,
a va a ildizlarning karraliligi bir xil va

P(2)=(z*+pz+ @R _,(2),

ekaniga qanoat hosil gilamiz. Bu yerda R _, (2) bilan koeffitsiyentlari
haqigiy sonlardan iborat bo‘lgan (n—2k) — darajali algebraik ko‘phad
belgilangan. Teorema isbot qilindi.

Faraz qilaylik, P, (z) ko‘phad koeffitsiyentlari haqiqiy
sonlardan iborat bo‘lgan n- darajali algebraik ko‘phad bo‘lib, a,,
a,, ..., a lar mos ravishda uning m,, m,, ..., m_Kkarrali haqiqiy
ildizlari, a,, a,, ...« lar esa uning mos ravishda k., k,, ..., k
karrali kompleks 1ldlzlar1 bo‘lsin. U holda

P()=cz-a)"(z~a)™.(z-a)™ x

5

x(2 + Pz +q) (2 + pz+ )2 (2 + pztg )
bo‘ladi. Bu yerda

— _ _ 2 2 _ .
p,="2u, q, =u +v;, o, =u +iv,

2

p . ) r S B
T’—qj <0 (j=12,..,5); gme +2,§|k/ =n.

4.2. To‘g‘ri ratsional kasrni elementlar kasrlar yig‘indisiga yoyish.
Endi to‘g‘ri ratsional kasrlarni elementar kasrlar yig‘indisiga yoyish
masalasini garaymiz. Ushbu

P, (x)
R =5 (4)

ko‘rinishdagi funksiya bir argumentli ratsional funksiya yoki ratsional
kasr deyiladi. Bu yerda: x - haqiqiy o‘zgaruvchi, P (x) va Q(x)
lar koeffitsiyentlari haqiqiy bo‘lgan m va n-darajali algebraik ko‘phad.
Agar m<n bo‘lsa, (4) ratsional kasrga fo‘g’ri ratsional kasr,

m = n bo‘lganda esa noto‘gri ratsional kasr deb aytiladi. Ushbu
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4 BrC  (h=1,2,.)

(x—a)" (x +px+q)k

ko‘rinishdagi ratsional kasrlar elementar kasrlar (yoki elementar
ratsional kasrlar) deyiladi. Bu yerda a, A, B, C lar o‘zgarmas
haqiqiy sonlar; p va g lar esa q—”T2 > 0 shartni ganoatlantiruvchi

o‘zgarmas haqiqiy sonlardir.
To‘g‘ri ratsional kasrlarni elementar kasrlarning yig‘indisi
shaklida ifodalash masalasi quyidagi teorema asosida yechiladi.
)
Q,(x)

Asosiy teorema. Agar berilgan to‘g‘ri ratsional

kasrning maxraji

0,(x)=(x-a)" (x—a,)™..(x~a)" x
x(x* + px+g) (0 + pyx + )2 (P + px+q,), *

ko ‘rinishda tasvirlansa (bu yerda a, a,, a — har xil o‘zgarmas
hagqiqiy sonlar; p, q,, p,, 4, ..., P, q, lar q, - —>0 (j=12,..9)
shartlarni qanoatlantiruvchi har xil (p; q) juftlaml tashkil qgiluvchi
o ‘7garmas hagqiqiy sonlar; m, m,, ..., m, 'k, k,, ..., k_lar esa
m +tm,+..+m+2k +k,+ ... +k)=n shartni ganoatlantiruv-
chi tayin natural sonlar), u holda shunday yagona A, B, C}"’

o ‘zgarmas hagqiqiy sonlar topiladiki,

Fn () _ ﬁ 4" +2 45 +. +2 A" +
n=l

Qn(x) (x— al)-’l h= |(_x a2)j2 Ir l(x -a, )Jr

k B(H]) (Hl) k. k
+ 2 : x+Cl + 2 Bl(”Z)x+C2(u2) + ..+ 2 ——‘—'—BS(“S)X+CS(”S) (A)

mel gt AT (P pyxag2 el (4 poxtgy s

yoyilma o‘rinli bo‘ladi.
Bu teoremani isbot gilish uchun dastavval quyidagi ikkita
lemmani isbot qilamiz:
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P (x)
0,(x)
maxrajining k (k = 1) karrali ildizi bo‘lsa, u holda shunday yagona

1- lemma. Agar a haqiqiy son to‘g‘ri ratsional kasr

A haqiqiy son va koeffitsiyentlari haqigiy sonlardan iborat bo‘lgan
F(x) ko‘phad topiladiki,

P (x) A F(x)
= +
Q,,(X) (X—a)k (X_a)kAILn—k(x) (5)

yoyilma o‘rinli boladi. Buyerda [ (x) —» - x) — darajali algebraik
ko‘phad, L  (a)#0.

P, (x)
> Qu(x)

Isboti. Aytaylik to‘g‘ri ratsional kasr berilgan bo‘lib,

Q) =x-afL,_(x) (L, _J(a)=0)
bo‘lsin. U holda har ganday A o‘zgarmas haqiqiy son uchun

P (x) — P (x) + A A

Cu(x)  (x-af L, p(x) (x-a)f - (x-a)* )

(6)

_ A +P,,,(x)—AL,,_k(x)
(x-a)f  (x-a)* L,_;(x)

deyish mumkin. Bu yerdagi g(x) = P (x) — AL, _,(x) ko‘phadning
darajasi » sondan kichik bo‘lishi ayon.
Endi hozircha noma'lum bo‘lgan A4 sonni shunday aniqlaymizki,

gx)=P (x) - AL, (x) = (x — a)F(x), F(a) #0

bo‘lsin. Bundan P, (a) — AL, _(a)=0yoki A= me:‘(’jl) bo‘ladi. Agar

(6)dagi P (x) — AL, _,(x) ko‘phad o‘rniga (x—a)F(x) ifodani
go‘ysak, (5) yoyilma kelib chiqadi. 1- lemma isbot gilindi.

2- lemma. Agar a =a+ ib (a va b— haqiqiy sonlar; b = 0)
P (x)
Q,(x)

komleks son to‘g‘ri ratsional kasr maxrajining k (k= 1)
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karrali ildizi bo‘lsa, u holda shunday yagona B, C o‘zgarmas haqiqiy
sonlar va koeffitsiyentlari haqigiy sonlardan iborat bo‘lgan G(x)
ko‘phad topiladiki,

P, (x) - Bx+C + G(x)
0 (xrapx+)f (P4 px+@F T Ox)

(N

yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda x’ + px +g9 = (x - a)(x - &) bo‘lib,
Q.x)= 2+ px+@*Q(x), Qla)#0; (7) yoyilmadagi ikkinchi
qgo‘shiluvchi to‘g‘ri ratsional kasrdan iborat.

Isboti. Aytaylik, S

X to‘g‘ri ratsional kasr berilgan bo‘lib,

uning maxraji

0,(x) = ((x - a)(x - @)  Q(x) (Q(a)# 0)
ko‘rinishda bo‘lsin. « =a+ib (b # 0) desak,

(x-—a)x—-a)=x*+px+q (p=-2a, g=a*+b*)

bo‘lgani sababli,

0,(x) = (x> + px + @)* Q(x) (Q(a)i 0, q_%2>0)

deyish mumkin. U holda har ganday o‘zgarmas B va C haqigiy
sonlar uchun

Pa(x) _ P, (x) _ Bx+C + Bx+C
On(®) (e pxr)f Q) (Papxg)l (P4 prag)

deb yozish mumkin. Bundan

Pu(x) _  Bx+C + P, (x)-(Bx+C)Q(x)
0 (Papxrgt (P +px+g)*O(x)

(8)

ifoda hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi
qo‘shiluvchi to‘g‘ri ratsional kasrdan iborat.

Endi B va C o‘zgarmaslarni shunday tanlaymizki,
P.(x)-(Bx+C)Q(x) ko‘phad x*+px+g=(x-a)x-a) kvadrat
uchhadga bo‘linsin. Buning uchun B va C larni
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P (a) = (Ba+ O)Q(a) =0
shart bajariladigan qilib tanlash kifoya. Bu shartdan

Pl (a)

Boa+C = Q”'(a) (Q(a) = 0).

Bu yerda, a=a+ib (b # 0) ekanini e'tiborga olsak,

Ba+C'+iBb = ’;((“) M +iN

bo‘ladi (M va N—o‘zgérmas haqiqiy sonlar). Ikkita kompleks
sonning o‘zaro tengligi ta'rifidan

Ba+C=M, Bb=N
tengliklar hosil bo‘ladi. Bu tengliklardan
_N _ a

giymatlarga ega bo‘lamiz. Xuddi ana shu qiymatlarda
P (x) —=(Bx + C)Q(x) ko‘phad kvadrat uchhadga bo‘linadi.
Demak, '

P (x) = (Bx+ O)Q(x) = (¥’ + px + q) G(x) (Gla) = 0)

ekanini e'tiborga olib, (8) tenglikdan (7) tenglikni hosil gilamiz.

2- lemma ham isbotlandi.

Fu(x)
* Q)
kasrning maxraji (*) ko‘rinishda tasvirlangan bo‘lsin. Agar

Asosiy teoremaning ishboti. Aytaylik to‘g‘ri ratsional

0,(x) = (x-a)" L, (x),
L, p(x)=(x~ @) . (x-a)" (x> + px+ ql)kl "
L+ px+q)e( L, m(a)#0)

desak, isbot qilingan 1- lemmaga binoan,
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Pax) __A™ Pk
0(x)  (x—a)™  (x-a)""'Q(x)

bo‘ladi.
Agar m =2 bo‘lsa,

P(x)
(x-a)™ ' 0(x)

to‘g‘ri ratsional kasrga yana 1- lemmani qo‘llasak,

Pu) __A™ LA™Y Fw
¥ (x-a)™  (x-a)"' (x-a)"2L(x)

bo‘ladi. Bu yerda Fx) va L(x) — ko‘phadlar.

Bu jarayonni x—a, ning daraja ko‘rsatkichi nul bo‘lguncha
davom ettirib, undan keyin (x—a,)™2, ..., (x—a )™ ko‘paytuvchilar
bilan ham xuddi shunday ishlarni bajarib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

m, ) m,
Pu(x) _ 3 _A AU PH(x)
0.0 ey TRy T 9)
Bu yerdagi g:g; ratsional kasr to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lib,
uning maxraji haqiqiy ildizga ega emas.
5:%—; to‘g‘ri ratsional kasrga ketma-ket 2- lemmani qo‘llab

quyidagini hosil gilamiz:

K (1) k
P*(X) - Zl Bl +Cl(lll) + + Bs(l‘s)x+c§lls)
Q(x) it (x4 px+q M U=l (o + pox+qp s

(10

Shunday qilib, (9) va (10) ifodalardan (A) yoyilma kelib
chigadi. Asosiy teorema isbot qilindi.

1- eslatma. Bcerilgan ko‘phadga ko'ra asosiy teoremadagi (*)
ifodani topish masalasi o‘ziga xos izlanishlarni talab giluvchi ancha
murakkab masaladir. Odatda o‘quv adabiyotlarida ko‘pincha
ko‘phadning (*) ko‘rinishdagi ifodasi uchraydi.

2- eslatma. Asosiy teoremadagi (A) yoyilmaning koef-
fitsiyentlarini aniglash masalasi ham anchagina hisoblashlarni talab
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giladigan masaladir. Odatda biron bir to‘g‘ri ratsional kasrni
elementar kasrlar yig‘indisiga yoyish uchun dastlab uni (*) ifodaga
ko‘ra (A) ko‘rinishda yozib olinadi. So‘ngra umumiy maxrajga
keltirib, chap tomonida P (x) ko‘phad, o‘ng tomonida esa
koeffitsiyentlari noma'lum bo‘lgan ko‘phad turgan ayniyat hosil
gilinadi. Undan keyin ikkita ko‘phadning tengligi ta'rifiga asosan
izlanayotgan koeffitsiyentlarga nisbatan bir jinslimas chizigli algebraik
tenglamalar tizimi (sistemasi) tuziladi. Nihoyat, hosil gilingan tizim
(sistema) echilib, noma'lum koeffitsiyentlar topiladi. Bu usulga
noma'lum koeffitsiyentlar usuli deyiladi.
Misol. Ushbu

to‘gri ratsional kasr elementar kasrlar yig‘indisiga yoyilsin.
Y echish. Asosiy teoremaga binoan

2

x“ -1 A B Cx+D Ex+F
— =+ —+ +
XHxT+D)T X x2 0 X24 (x2+1)?

deb yozamiz. Bundan
x2=1=Ax(x>+ 1)> +

+B(x2+ 1)2+ (Cx + D)x2(x2+ 1) + (Ex + F)x?
yoki

x2=1=A(x*+2x*+x) + B(x*+2x?+ 1) +

+ Cx3+ Cx3+ Dx*+ Dx*+ Ex’ + Fx?
yoxud
x2=1=(A+CO)x*+(B+ D)x*+ QA+ C+ E)x* +
+ 2B+ D+ F)x*+ Ax + B.

Ikkita ko‘phadning o‘zaro tengligi ta'rifiga ko‘ra
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A+C =0, A
B+ D=0, B
2A+C+ E =0, c
2B+ D+ F =1, D=
A=0, E
B=-1 F

Shunday qilib,

x2-1 | 1 2

e = —
x“(x7+1) 2 X2+l ()2

Shuni aytish lozimki, agar
X=1==0+ 1P+ x¥(x*+ 1) +2x2

ekanini payqash imkoni bo‘lsa, u holda (asosiy teoremadan
foydalanmasdan) birdaniga

p I € VR S € ot VL2 SN SN 2

O+ X2 (xZ+1)? 224l (X242

deb yozish ham mumkin. Agar buning iloji bo‘lmasa, albatta
noma'lum koeffitsiyentlar usulidan foydalanish maqgsadga
muvofiqdir.

O°ZINI-O‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Algebraik ko'phad deb nimaga aytiladi? Uning ildizi deganda nimani
tushunasiz?

2. Ko‘phadlar algebrasining asosiy teoremasini va Bezu teoremasini
bilasizmi?

3. Algebiaik ko‘phadni ko'paytuvchilarga ajratish deganda nimani
tushunasiz?

4. Bitta argumengli ratsional funksiya (yoki ratsional kasr) deb nimaga
aytiladi?

5. To‘g‘ri va noto‘g‘ri ratsional kasrlar deb ganday ratsional kasrlarga
aytiladi?
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6. Elementar kasrlar deb ganday ratsional kasrlarga aytiladi?
7. To‘g‘ri ratsional kasrlarni elementar kasrlar yig‘inlisi shaklida

tasvirlash haqidagi teoremani isbotlang.
8. (xt3)/ 1242+ Kastni elemengar kasrlar yig‘indisi shaklida

tasvirlang.

5- §. RATSIONAL KASRLARNI
INTEGRALLASH

5.1. Elementar kasrlarni integrallash. Barcha elementar
kasrlar elementar funksiyalarda integrallanadi. Hagigatan,

A Bx+C A Bx+C
Ya' 3 s PR 3 % (k=2,31"')
x“+px+q (x-a) (x“+px+q)

kasrlarni alohida-alohida integrallab quyidagilarga ega bo‘lamiz:
1 I%:AI%:Alﬂx—aHC;

1-k
2) Ad"k =Aj(x—a)"‘d(x—a) _Ax-a " o
(x-a) 1-k

=C-—4 _ _ _ (n< keN);
(k=1)(x-a)*~! ( )

B d(x2+px+q)
= | ————+

B
=(2x+p-p)+D
Bx+D _ 2(
3 o lodx= [2———dx= 3
px+q X+ px+q X+ px+q

d| x+£
+(D —ﬂ)j—(—J‘ =BG+ px+g)+
2 2 2
q_PT(HgT

_ Bp\1 2x+p
+(D T)Farctg 5% +C.

Bu yerda b= ,/q - 1’41 [q — %; > OJ, C — ixtiyoriy o‘zgarimas

hagqiqiy son.
4) Aytaylik, 2 < k€N bo‘lsin. U holda
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B
BxsD =J'7(2x+P-p)+D
k

) 2 K
(x +px+q) (.x +px+q)

=§J(x2 +px+q)—kd(x2+px+q)+

oAl

Bu yerda
-k 2 2
J, =J.(b2 w02) dr t=x+ 2, b=\g- 2 (q—"_>0}
Oxirgi J, integral avvaldan bizga ma'lum bo‘lgan

¢ -3
1 e *
202 (k-1)(6%+7%) (k-1) (*)

Jio =

rekurrent formula yordamida hisoblanadi. Agar k=2 bo‘lsa,

t 1 t 1

J, =W+§Jl =m+3b—3arctg%+c
bo‘ladi. Agarda k=3 bo‘lsa, (*) rekurrent formula yordamida J,
ni ketma-ket J, va J, orqali ifodalash lozim va hokazo.
5.2. Ratsional kasrlarni integrallash. Endi ratsional kasrlarni
(yoki ratsional funksiyalarni) integrallash masalasini garaymiz.
Teorema. Har qganday ratsional kasr elementar funksiyalarda

integrallanadi.

P (x)
Q0,(x)
Agar m = n bo‘lsa, u holda shunday yagona ¢(x) va r(x)

I sboti. Aytaylik, ixtiyoriy ratsional kasr berilgan bo‘lsin.

ko‘phadlar jufti topiladiki,
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P, (x)
Q,(x)

= .
-ﬂﬂ+®m

yoyilma o‘rinli bo‘ladi. g(x) bu yerda (m—n) — darajali ko‘phad;
% — to‘g‘ri ratsional kasr. Agarda m < n bo‘lsa, bu holda berilgan
kasrning o‘zi to‘g‘ri ratsional kasr bo‘ladi. Asosiy teoremaga binoan
to‘g‘ri ratsional kasrni elementar kasrlar yig‘indisi shaklida
ifodalaymiz. So‘ngra g(x) ko‘phadni va hosil bo‘lgan barcha

elementar kasrlarni integrallab,

Po(x) ;. r(x)
LMﬂ“'ﬁ“”+&uWu

anigmas integralning elementar funksiya ekaniga ganoat hosil
gilamiz. Teorema isbot qilindi.

Bu teorema bir vaqtning o‘zida ratsional kasrlarni
integrallashning amaliy usulini ham ifodalaydi.

Misol. Ushbu

J' e+ 1ydx
(x—l)z(x2+l)

integral hisoblansin.
Y echish. Asosiy teoremaga ko‘ra

x+1

B, G+D
(x-D2(x2+1)

2;%+()c——1)2 x2+1
Bu yerdan,
x+1=A(x—1)(x*+1) + B(x*+1) + (Cx + D)(x~1)2,
x+1=Ax*-x2+x—-1)+ B(x*+ 1)+ (Cx+ D)(x*-2x+ 1)=
=Ax*-x*+x—-1)+ B(x*+ 1)+ Cx*+ Dx?-2Cx?~
—2Dx+ Cx+ D=(A+ O)x*+(B-A+D-2C)x2+

+(A-2D+ O)x+(B—-A+ D),
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x+1=A+Ox*+(B-A+D-20)x*+ (A-2D+ O)x +

+(B—- A+ D).

Ikkita ko‘phadning tengligi ta'rifiga ko‘ra:
A+C =0, A=-1/2,
-A+B+D-2C =0, :>B=l,
A-2D+C =1, C=1/2,
-A+B+ D=1, D=-1/2.

Demak,

J‘ (x+1)dx :J' 1 + 1 + x:l dx =
(x=D2(x%+1) 2= (x-2  2x2+D)

-Cc-J -yt AN
=C 5ln|x 1| x_l+4ln(1+x) S arctgx.

5.3. Ikki argumentli ratsional funksiya. Endi ikki argumentli
ratsional funksiya tushunchasi bilan tanishamiz. Ushbu

P,.(U’v)=Za,ju’v’ (a,e R) (0<i+j<n)
"

ko‘rinishdagi ifoda ikki o ‘zgaruvchili n- darajali algebraik ko ‘phad
deb ataladi. Masalan,

= 2 2
Py(u, vy =a,’ + a,juv + a v’ + aut a vt a,

ikki o‘zgaruvchili ikkinchi darajali algebraik ko‘phaddir.

Ikkita P (u, v) va Q (u, v) ikki o‘zgaruvchili algebraik
ko‘phadning nisbati shaklida ifodalanuvchi ikki argumentli funksiya
ikki argumentli ratsional funksiya deyiladi va R(u, v) bilan
belgilanadi:

_ Fuluv)
R(u,v) = XTI
Umuman aytganda, s ta argumentli R(u,, u,, .., u) ratsional

funksiya haqgida so‘z yuritish mumkin:
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_ P (u,uy....u5)

R(u,,u,,.. u)—Q,,(ul,uz ..... PRk

o U

Bu yerda

Kk k,
P, (u,u,,...,u,) By ok B Wl (@ g i € R),

ks
O<k+k+..+k <m

o,(u,u,...,u)= ,,,22 b, wruwr . (b € R).
ml, s -y

mg M M ) my, - s
0O<m+m+..+m <n.

2
Masalan, f(x)=—>— funksiyani ikkita =xv= V2-x

argumentli ratsional funksiya deb qarash mumkin. Haqiqatan,
2
f(x) = R(x,N2-x). Bu yerda R(u,v)= u_"+.6
Ushbu g(x)= Sinxcos” x

> funksiyani u=sinx, v=cosx
l+cos® x
argumentlarning ratsional funksiyasi deb qarash mumkin.

m)}

Hagigatan, g(x) = R (sin x, cos x). Bunda R(u,v) = —

Nihoyat, R(u, v) ratsional funksiyaning ikkita xossasini
keltiramiz (ularning birinchisini isbotsiz beramiz):

1- xossa. Agar R(—u, v) = R(u, v) bo‘lsa, R(u, v) funk-
siyani R(u, v) = R (&, v) ko‘rinishda ifodalash mumkin. Agarda
R(u, —v) =R(u, v) bo‘lsa, R(u, v) funksiyani R(u, v) = R(u, v?)
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu yerda R, («?, v) bilan #* va v
argumentlarning ratsional funksiyasi, R,(#, v?) bilan esa u va
v? argumentlarning ratsional funksiyasi belgilangan.

2- xossa. Agar R(—u, v) = —R(u, v) (Ru, —v) = — R(u, v)) bo‘l-
sa, R(u, v) funksiyani R(#, v) = R,(«?, v)u (R(u,v) = R(u, v’)u)
ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Isboti. 1- xossaga binoan

R(u,v) = E(Z;v)u = R, v)u (R(u,v) = 5‘.’;_"21) = R,(u,v* ).
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6- §. RATSIONAL FUNKSIYANI INTEGRALLASHGA
KELTIRILADIGAN BA'ZI INTEGRALLAR

Ba'zi bir irratsional va transsendent ifodalarning anigmas
integrallarini ma'lum almashtirishlar yordamida ratsional
funksiyalarning anigmas integrallariga keltirish mumkin.

6.1. Irratsional funksiyalarni integrallash. Aytaylik,

IR(x,@)dx (1)

ko‘rinishdagi integral berilgan bo‘lsin. Bu yerda, R(u, v) bilan

,ax+b
U=XxX, v=——
’ cx+d

o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi belgilangan; a, b, ¢, d —
o‘zgarmas haqigiy sonlar.
Agar ad — bc =0 bo‘lsa,

a ad
?(cx+d)+b—7 a_ad-bc _a
¢ clex+d) ¢

ax+b _
cx+d ~ cx+d

bo‘lgani uchun

jR(x,@)d:::jR,(x)dx

bo‘ladi. Boshqacha aytganda, ad — bc =0 bo‘lganda (1) integral
ostidagi funksiya ratsional funksiya bo‘lar ekan. Bu hol ayni vaqtda
bizni qiziqtirmaydi.

Agar ad — bc = 0 bo‘lsa, (1) integral

ajax+b =t (2)

cx+d

almashtirish yordamida ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
Hagiqatan, (2) tenglikdan

ng_ n-1 _
ax+b=t":>x='db:>dx='" (adbc)dt
cx+d a-ct" (a—-ct™)?
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bo‘lishini e'tiborga olib, (1) integralni quyidagicha yoza olamiz:

jR( J;j)dx [R@yar

Bunda

n-1 n
R (1) =" (ad—bc)R(td—b t}

(a—ct™)? a-ct"

ifoda t o‘zgaruvchining ratsional funksiyasidir. Oxirgi integral
ratsional funksiyani integrallash usulidan foydalanib hisoblanadi.
So‘ngra ¢ o‘rniga uning (2) ifodasi go‘yiladi.

1- misol. Ushbu integral hisoblansin:

l-x  x
Yechish. Ravshanki, ad —bc=1-1—1-(-1) =2=0.

2
,/:” =t almashtirishni bajaramiz. U vaqtda x—lel va
- 7 +1
dx = (14"1') bo‘lishiga ganoat hosil qilamiz. Demak,
f

2
J'{l+x dx _ dt J‘ LR P
(tl ‘H’Z“i 721 1 Py

= 2arctgt+ln‘;—;—”+C (t =,Ht—i].

Xuddi shunga o‘xshash

ax+b  lax+b ax+b
IR(X’ cx+d’ Vex+d ™7 dcx+d )dx (3)
ko‘rinishdagi integrallar

ax+b _ s

cx+d 4
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almashtirish yordamida ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi
(bu yerda s bilan 2 dan kichik bo‘lmagan m, n, ..., p natural
sonlarning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi belgilangan; a, b, ¢, d
sonlar ad — bc # 0 shartni ganoatlantiruvchi o‘zgarmas sonlar).
Hagigatan, (4) tenglikdan

rd-b o st Nad-bc)

a—ct’ (a~ct*)?

dr

ifodalarni aniqlab, ularni berilgan integralga qo‘ysak,

ax+b ax+b ax+b _
J R("’dm’ Vora (o )"’“I Rind:
bo‘ladi. Bu yerda R (9 ratsional funksiya quyidagicha aniglanadi:

3-1 X1
R(r) = S ad=bo) pl £d=b ym ym  ym |
(a—ct*)? a-ct’

N
mo=_,m =—,... P =— — natural sonlar.

s s
m’’ p

Nihoyat, oxirgi integral ratsional funksiyani integrallash usulida

integrallanadi va ¢ o‘rniga ¢ = ,s/ﬂ“‘_g ifoda qo‘yiladi.
cx+

2- misol. Ushbu jT#j integral hisoblansin.
X|VX+VX

, . I . .

Yechish. Integral ostidagi f(x)= funksiyani

u =x,u, =x 6a u, =¥x argumentlarning ratsional funksiyasi deb
garash mumkin:

f<x>=x—[fi@=m—’*(

Bunda,

5,7 UR).

1
R(u,u,,u)= -
U+
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Mazkur holda m=2, n=3, a=1, b=c=0, d=1 ekanini
e'tiborga olsak, berilgan integral ostidagi ifoda x = #¢ almashtirish
yordamida ratsionallashtiriladi. Haqiqatan, x =1¢¢ va dx = 6¢3dt
ifodalarni berilgan integralga qo‘ysak,

T dt dt
=6 =6 *
IX(J;+§/;5] jt(t3+t4) It4(l+t) ®
bo‘ladi. Oxirgi integral quyidagicha hisoblanadi: asosiy teoremaga
binoan

_ 4, B . C D E
Alan 1481 2 B34

deb yozib olamiz. Bundan
= A*+ B(1+nH+CrQ+DHD+Dt(1+H+E(1+hH=
=A+Bt*+ (B+ O+ (C+D)y*+(D+ Et+ E.
Tkki algebraik ko‘phadning o‘zaro tengligi ta’rifidan:
A+B=0,] A=,
B+C =0, B=-1,
C+D=0,}= C=1,

D+E=0, D=-I,
E=1, E=1.

Demak,
dt 1 1 1 1 1
—— =l —_——e ==+ = |dt =
jt4(l+t) j(‘“ t g2 8 t“)

=ln|l+t|—ln|t|—%+-l~——l—+C.

22 38
Shunday qilib, 7 =%x ekanini e'tiborga olsak, (*) tenglikdan

Ix—(jzdf-@=€—%+%—%+6ln[l +-1—-)

kelib chigadi.
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6.2. Binomial differensiallarni integrallash. Endi binomial
differensial deb ataladigan x™(a + bx")*dx ko‘rinishdagi ifodalarni
integrallash masalasini garaymiz. Bunda m, n, p — o‘zgarmas ratsional
sonlar; a # 0, b # 0 — o‘zgarmas haqiqiy sonlar. Aytaylik,

j x™(a + bx")rdx (5)

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralning elementar funksiyalarda
ifodalanishi yoki ifodalanmasligi m, n va p sonlarga bog‘liq:

1) Faraz qilaylik, p€Z bo‘lsin (bunda Z bilan, har doimgidek,
barcha butun sonlar to‘plami belgilangan). U holda m va »n kasr-
ratsional sonlar maxrajlarining eng kichik umumiy bo‘linuvchisini
r deb belgilasak,

Jx”(a+bx”)pdx=j(</; (a+b de—
=jR(</§)dx=jR,(t)dt

bo‘ladi. Buyerda ¢ = 4/x,m, € Z,n e Z. Shunday qilib, p€ Zbo‘lganda
(5) integral ostidagi ifoda ¥x =t almashtirish yordamida
ratsionallashtirilar ekan. So‘ngra R,(?) ratsional funksiyani integrallab,
t o‘zgaruvchi o‘rniga uning ¥/x =¢ ifodasi go‘yiladi.

2) Aytaylik p&Z bo‘lsin. Bu holda (5) 1ntegralda xX"=2z
almashtirishni bajaramiz. U vaqtda x = z# va dx = z dz bo‘lishini

e'tiborga olib, (5) integralni quyidagicha ifodalash mumkin:
Jx"’(a+bx")”dx=
- LIR(z,4fa+b2)dz ("Le Z),
Jz"l @ by dz - I (z a+ z) z ( —€ )
%J&(z,{/l:az_“')dz ("'—“+P€ Z)

Bu yerda s bilan p kasr-ratsional sonning maxraji belgilangan.
Yuqorida ko‘rganimizdek, oxirgi integrallar mos ravishda

Ja+bz =t va {b+az" =+ almashtirishlar yordamida ¢ argument-
ning ratsional funksiyasini integrallashga keltiriladi. So‘ngra integralni
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hisoblab, ¢ ning o‘rniga mos ravishda ¢ = {/z + bx" yoki t=ax" + b
go‘yiladi.
Taniqgli rus matematigi P.L. Chebishev (1821—-1894) quyidagi
muhim teoremani isbot qilgan: (5) ko ‘rinishdagi integrallar
m+1

peZ."e 7 va " +peZ hollardan boshga holatlarda

elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi.

7- §. TRIGONOMETRIK IFODALARNI
INTEGRALLASH.
EYLER ALMASHTIRISHLARI

7.1. Trigonometrik ifodalarni integrallash. Aytaylik,

S R(sinx, cosx)dx (1)

ko‘rinishdagi integral berilgan bo‘lsin. Bunda R(sinx, cosx) bilan
u=sinx va v = cosx o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi
belgilangan. Har doim (1) integral universal almashtirish deb
ataladigan

tg%=t (- <x<m) (2)

almashtirish yordamida ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
Haqigatan, (2) belgilashga ko‘ra x = 2 arctgs. Bundan

2dt

dx = 1412 (3)
Maktab kursidan ma'lum bo‘lgan

. 2tgX 1-tg?2

sinx = I, COSX= 2

1+tg? 2 1+1g2X

2 2

formulalarga asosan
sinx =2 cosx=1" (t—t x) 4

—I+t2, _+t2 _g2 ( )

bo‘ladi. (3) va (4) ifodalarni (1) ga qo‘yib,
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1+72 1+42 ’ 1412

j R(sin x,cos x)dx = j 2 R{ 2 '—"-2-)dt: j R(1)dr

ifodani hosil gilamiz. Bu yerda

R() = 2 R[ 2t 112 ]

1412 1412 1+£2

Nihoyat, oxirgi integralni ratsional funksiyani integrallash usuli
bilan hisoblab, 7 o‘rniga uning (2) belgilashdagi ifodasini qo‘yamiz
va magqsadga erishamiz.

Shuni aytishimiz lozimki, ba'zi hollarda (1) ko‘rinishdagi
integrallar (2) universal almashtirishdan farqli o‘laroq boshga
almashtirishlar yordamida osonroq hisoblanishi ham mumkin.
Masalan:

1°. Agar R(—sin x, cos x) = —R(sin x, cos x) bo‘lsa, u holda
(1) integral cos x =t almashtirish yordamida ratsional funksiyani
integrallashga keltiriladi.

[sboti. R(—sin x, cos x) = — R(sin x, cos x) bo‘lgani uchun
R(u, v) ning 2- xossasiga ko‘ra

J.R(sin x, cos x)dx =Jﬂs—'%f—osﬁsin xdx =

= IRI (sin x, cos x)sin x dx = J&(sinzx, cos x)sin xdx =

=—IR2 (1=22,t)dr = _[R3(t)dt (t = cos x).

2°. Agar R(sin x, —cos x) = —R(sin x, cos x) bo‘lsa, u holda
(1) integral sin x =t almashtirish yordamida ratsional funksiyani
integrallashga keltiriladi.

Isboti. R(sin x, —cos x) = — R(sin x, cos x) bo‘lgani sababli,
R(u, v) funksiyaning 2- xossasiga ko‘ra

jR(sin X, COs X)dx = _fR4(sin X, cos? x)cos xdx =

= [R(t, 1-P)dt= [R(ndt (1=sin x).
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3°. Agar R(—sin x, —cos x) = R(sin x, cos x) bo‘lsa, u holda
(1) integral tg x =t almashtirish yordamida ratsional funksiyani
integrallashga keltiriladi.

Isboti. Ravshanki,

. si in
R(sin x,cos x) = R( 21X cos x,cos x) =R (S' X cos x).
COs X CoOsx

Shart bo‘yicha R(—sin x, —cos x) = R(sin x, cos x) bo‘lgani
uchun

COS X 0s X’

R (Smx ,—cosx) =R (zmx cosx)

bo‘ladi. Shu sababli R(u, v) ning 1- xossasiga ko‘ra

Rl(sinx’cosx)=Rz(sinx,coszx)sz(tgx’ 1 ):

cosx 1+tg2x
= Rz(t,l—j;} R(D) (= tgx)

deb yozish mumkin.
Demak,

jR(sin x,c08 X)dx = JR, (smx cos x)dx =

cosx’

= ij (ZLS’; ,cos’ x)dx = _[RZLtgx, ! )dx =

l+tg2x

=IR2(1 ! )_4L=J'R4(t)dt (t = tg x).

——
1412 J1+42

7.2. Eyler almashtirishlari. Endi Eyler almashtirishlari deb
ataladigan almashtirishlar yordamida yangi ¢ o‘zgaruvchining
ratsional funksiyasini integrallashga keltiriladigan

JR(x,«/ax2+bx+c)dx (5)

ko‘rinishdagi integrallarni garaymiz. Bu yerda a # 0, b, ¢ —haqiqiy
sonlar. Aytaylik, ax?+ bx + ¢ kvadrat uchhadning diskriminanti
D (D= b—4ac) bo‘lsin. Quyidagi hollarni alohida-alohida garay-
miz:
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a)a> 0 va D=0 bolsin. U holda

IR(x,s/axz +bx +c)dx = _“R(x,,/a(x -x,) )dx = IR,(x)dx.
b) a> 0 va D> 0 bo‘lsin. U holda

jR(x,VaxZ +bx+c)dx=J‘R(x,\/Rx—xl)(x—x2))dx=
="-R(x,(x—xl) 9(—;_3):—2)de=‘[&(& lg(xi:;l—z))dx:
=jR2(t)dt(t: /%"_‘;‘1_2))
d) a> 0 va D<0 bo‘lsin. U holda
J.R(x,\/axz +bx+c)dx = jR(x,Jaxz +bx+c—+Jax+ JEx)dx =
Ja

= jR(x, (\/ax2 +bx+c¥F JEx)[l + = +bxajc — ]]dx =
=J‘R,(x,\/ax2 +bx+c¢«/5x)dx=
=IR2(t)dt (t:«/ax2 +bx+c¢\/5x).

Eslatma. a <0, D<0 holat ma'noga ega emas, chunki bu
holda ax? + bx + ¢ ifoda ma'nosiz bo‘lib qoladi.

e)c>0 va D<0 bo‘lsin. U holda

IR(x,\/axz +bx+ c)dx= fR(x,daxz +bx+ c—x/z+x/_c)dx=

2 -
=J‘R x’xlax +bx+c+\/zxli Je dx =
x

\[axz +bx+c¢\/;
_ X

X

= JR, (x,-—————Wde = IR;(t)dt(t =

Vad +bx+cxe J
x
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Shunday qilib, (5) ko‘rinishdagi integrallar yuqorida garalgan
a)—e) hollarda elementlar funksiyalarda ifodalanadi. Ravshanki
a) holat bizni qizigtirmaydi, chunki bu holda integral ostidagi
funksiyaning o‘zi ratsional funksiyadan iborat bo‘ladi. b), d) va e)
holatlarda (5) integral mos ravishda

Vax® + bx + ¢ = (x - x)1, (6)
Vax? + bx +¢ =ti\/5x, (7)

Vax® + bx + ¢ = tx /e, (8)

almashtirishlar yordamida ratsional funksiyani integrallashga
keltiriladi. Bu yerda x, bilan ax? + bx + ¢ kvadrat uchhadning hagqigiy
ildizlaridan biri belgilangan. (6), (7) va (8) almashtirishlar odatda
Eyler almashtirishlari deb ataladi.

Shuni aytishimiz kerakki, Eyler almashtirishlari ko‘pincha
murakkab hisoblashlarni bajarishga olib keladi. Shuning uchun
ulardan noiloj hollarda (ya'ni boshga oson usul bilan yechish
mumkin bo‘lmagan holatda) foydalanish lozim.

7.3. Elliptik integrallar. Kezi kelganda shuni ham aytish
lozimki, elliptik integrallar deb ataladigan

jR(x,Jax‘ + b2 +ox + d)dx, fR(x,Jax“ +bx° +ox’ + kx + l)dx,

ko‘rinishdagi integrallar, umuman aytganda, elementar
funksiyalarda ifodalanmaydi. Ko‘pincha

xdx (O<k<1)

JJ(lx)lkzxz) j\/lx 1k“

ko‘rinishdagi integrallar uchrab turadi. Ular x = sin « almashtirish
yordamida

[ =2 [Vi-&¥sin'a da (0<k<1)

1-k2sinZa
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integrallarning kombinatsiyalariga keltiriladi. Oxirgi integrallar mos
ravishda Lejandr formasidagi birinchi va ikkinchi tur elliptik
integrallar deb ataladi (A. Lejandr (1752—1833) — fransuz
matematigi).

O‘ZINI-O‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Elementar kasrlar ganday integrallanadi? Ularning anigmas
integrallari har doim elementar funksiya bo‘ladimi?

2. Har ganday ratsional kasr elementar funksiyalarda integrallanadi-
mi?

. Ikkita argumentli ratsional funksiya deb nimaga aytiladi?

. Irratsional funksiyalar gqanday integrallanadi?

. Binomial differensial deb nimaga aytiladi va u qanday integral-
lanadi?

. Trigonometrik ifodalar ganday integrallanadi?

. Eyler almashtirishlari deb nimaga aytiladi?

. Qanday integrallar elliptik integrallar deb ataladi? Lejandr forma-
sidagi birinchi va ikkinchi tur elliptik integrallar deb ganday
integrallarga aytiladi?

W

[ IR -

8- §. ANIQ INTEGRAL

Fan va texnikaning mazmunlari turlicha bo‘lgan bir gator
masalalari aniq infegral deb ataladigan matematik tushunchaning
paydo bo‘lishiga sabab bo‘lgan. Hozir ulardan uchtasini garab
chigamiz.

8.1. Yo‘Ini hisoblash masalasi. Faraz gilaylik, moddiy nuqta
v = v(?) tezlik bilan to‘g‘ri chiziqli harakat gilayotgan bo‘lsin. Shu
moddiy nuqtaning [f,, T] vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan § yo‘lini
aniglash talab etilsin. Ma'lumki, agar moddiy nuqta o‘zgarmas v,
tezlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsa, bu holda .S = (7T—1,)v,bo‘ladi.
Agarda moddiy nuqta notekis harakatlanayotgan bo‘lsa, bu holda .§
ni quyidagicha aniqlash mumkin: [#, T] vaqgt oralig‘ini
t={ <t <.<t=T}usuldantalr_, ] (i=12,.,n) clementar
vaqt oraliglariga bo‘lib chigamiz. So‘ngra har bir [¢_,, ¢] oraliqda
ixtiyoriy & vaqt momentini tayinlaymiz va moddiy nugtaning bu
elementar vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan AS yo‘lini
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AS = v(E)AL, (At,=t~1_)

tagribiy tenglik orqali ifodalaymiz ([¢_,, f] oraligni yetarli kichik
qilish hisobiga shunday deb olishimiz mumkin). U holda, ravshanki,

§ = o)A

tagribiy tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi v ga, v ={f, <7 < ...
<t = T}gavag, laming tanlanishiga bog‘liq. Agar

o= ilv(é, )AL,

yig‘indi max A, —» 0 (yoki n — ) dat va & nuqtalarning tanlanishiga
bog‘liq b(l)‘lmagan chekli limitga ega bo‘lsa, bu limitni moddiy
nuqtaning [4, T] vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan § yo‘li deb qgabul
gilish mumkin:

S= lim YuE)ar.

max At, -0 ;-]
f

Matematikada bu limit v =v(#) funksiyadan [#, 7'] segment
bo‘yicha olingan anigq integral deyiladi va

S = jv(t)dt
ko‘rinishda yoziladi. Bu formula yo Ini hisoblash formulasi deb ataladi.
8.2. Egri chizigli trapetsiyaning yuzini hisoblash masalasi.
Aytaylik, tekislikdagi to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalari tizimida
yuqoridan y = f(x)(y > 0) uzluksiz egri chiziq bilan, yonlaridan
x=a, x=bto‘g'ri chiziglar bilan va quyidan abssissalar o‘qi (y = 0)
bilan chegaralangan

(P)={(x; »):0<y=f(x), a<x=< b}
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egri chizigli trapetsiya berilgan bo‘lsin Y4
(92- rasm). (P) egri chiziqli
trapetsiyaning yuzini hisoblash
masalasini garaymiz. (P) ning yuzini

P deb belgilaylik. [a, b] kesmani
t={a=x,<x,<..<x = b}usuldan

ta [x_,, x] (i=1,2,..., n) elementar
kesmalarga bo‘lib chigamiz va x=x O
(i=1, 2, ..., n—1) vertikal
chiziglarni o‘tkazamiz. Natijada (P) 92- rasm.
egri chiziqli trapetsiya n ta

(P)={():0 <y </ (), % Sx<x} (i=TR)

elementar egri chizigli trapetsiyalarga bo‘linadi (93- rasm). Ravshanki,

P= 2. P. *)

I

Bu yerda P bilan (P ) ning yuzi belgilangan. Endi har bir
[x,_, x,] bo‘lakda ixtiyoriy £, nuqtani tanlaymiz va P, ni

P =f(E)Ax, (x—x_,=Ax)

taqribiy tenglik orqali ifodalaymiz, ya'ni (P) elementar egri chizigli
trapetsiyani taqriban

(7")={(x;y):0<y < f(él), X, <x Sx,}(i=_,71)

to‘g‘ri to‘rtburchak bilan al- ya
mashtiramiz. U holda (*) ifodaga
ko‘ra y=fx)
=3 Z
P ;f(&z)Axl /(Tzﬁ
//
bo‘ladi.. quri}aiy teinglikning‘ o‘ng o @ R Ex + 11
tomonidagi yig‘indi f funksiyaga, M
t={a=x,<x,<.. <xn‘fb} 93- rasm
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bo‘linishga va & nuqtalarning tanlanishiga bog‘liq. Agar bu yig‘indi
max Ax, — 0 (yoki n— ) da 7 ga va & nuqtalarning tanlanishiga
bog lig bo‘Imagan chekli limitga ega bo‘lsa, bu limitni (P) egri chiziqli
trapetsiyaning P yuzi deb olish mumkin:

P= lim 3 f(&)Ax.

max Ax, -0 -]

Sof matematik tilda bu limit ffunksiya(bian [a, b] segment
bo‘yicha olingan aniq integral deyiladi va P = j f(x)dx ko‘rinishda
yoziladi. Bu formula egri chiziqli trapetsiya yuzi;;i hisoblash formulasi
deb ataladi.

8.3. O‘zgaruvchan kuchning bajargan ishini hisoblash masalasi.
Aytaylik, M moddiy nuqta o‘zgaruvchan F(x) kuch ta'sirida x o‘q
bo‘ylab harakat qilsin. Bu kuchning M moddiy nugtani x =a
nugtadan x =5 nuqtaga siljitishda bajargan A ishini topish talab
gilingan bo‘lsin. [a, b] kesmanit = {a = x, < x, < ... <x_ = b} usulda
ntalx_,,x] (i=1,2,.., n) elementar kesmalarga bo‘lib chigamiz

(94- rasm) va har bir elementar

M kesmada ixtiyoriy £ nuqtani tanlaymiz.

~d Xx x,t % 5 x U holda F kuchning M moddiy

nuqtani x=x, , nuqtadan x =x,
nuqtaga siljitishda bajargan A ishini

94- rasm.

A= FH&)Ax, (x—x

1—1

= Ax)
deyish mumkin. Bu yerda M) bilan F(£) kuchning kattaligi
belgilangan. Ko‘rinib turibdiki,

A= 2; F(&E)Ax,.
Tagribiy tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi F funksiyaga,
t={a=x,<x,<..<x,=b} bo'linishga va § nuqtalarning
tanlanishiga bog‘liq. Agar bu yig‘indi max Ax, — 0 da (yoki n—>o da)
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7 ga va § nuqtalarning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmagan chekli limitga
ega bo‘lsa, bu limitni F(x) kuchning M moddiy nuqtani x =a
nuqtadan x = b nuqtaga siljitishda bajargan A ishi deb gabul qilish
mumkin:

A= lim 2 F()Ax,
max Ax, -0 ,-|
Sof matematik tilda bu limit Ffunksiyadan [a, b] kesma bo‘yicha
olingan aniq integral deyiladi va

A= jF(x)dx

ko‘rinishda yoziladi. Bu formula o‘zgaruvchan kuchning bajargan
ishini topish formulasi deb ataladi.

Bu tipdagi masalalarni ko‘plab keltirish mumkin. Ko‘rinib
turibdiki, yuqoridagi uchta masala mazmunlari bo‘yicha turlicha
bo‘lgani bilan, ularning hammasi matematik analizning bitta
masalasiga, aniqrog‘i,

H

[reoac= tim 3 r&)ax (1)

max Ax, -0 =
f

limitni hisoblash masalasiga keltirilgan.

8.4. Aniq integral. Endi (1) ko‘rinishdagi limitlarning matematik
nazariyasini o‘rganamiz. Aytaylik, fix) funksiya [a, b] segmentda
aniglangan bo‘lsin. Bu segmentni a =x <x, <..<x =b sonlar
yordamida n ta [x_,, x] (i=1,2, ..., n) elementar segmentlarga
ajratamiz va [a, b] segmentning mazkur bo‘linishini
t={a=x,<x, <..<x, =b} deb belgilaymiz. So‘ngra har bir

[x_,, x] elementar segmentda bittadan ixtiyoriy & sonni tanlab,

(o] =§'],f(§,)AX, (x, - X =Ax:)

yig‘indini tuzamiz. Ko‘rinib turibdiki, ¢ yig‘indi f funksiyaga, 7
bo‘linishga va & nuqtalarning tanlanishiga bogliq. Bu yig‘indi f
funksiyaning ([a, b] segmentning ¢ bo‘linishiga va £ nuqtalarning
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tanlanishiga mos) integral yig‘indisi deyiladi va zarur hollarda
o=o,(f; §) ko‘rinishda yoziladi. Qulaylik maqsadida max Ax, = A,

deb belgilaymiz va unga [a, b] kesmani 7 bo‘linishining maksimal
gadami deb ataymiz.

1- ta'rif. Agar shunday / haqiqiy son mavjud bo‘lib, ve >0
son uchun shunday 6 =d(g) > 0 sonni ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki,

h_< ¢ shartni qanoatlantiradigan Vr bo‘linish uchun £ nuqtalarning
tanlanishiga bog‘liq bo‘lmagan ravishda |o—17| < ¢ tengsizlik bajarilsa,
bu holda 7 son o integral yig‘indining h~ 0 dagi (yoki n> dagi)
limiti deyiladi va

I=limo = Jim 2./ (5,)Ax

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi 7 chekli limit f funksiyadan [a, b]
segment bo‘yicha olingan aniq integral yoki Riman aniq integrali
(B. Riman (1826—1866) — nemis matematigi) deb ataladi va

[rGrax = lim 2. £ (&) Ax, (1)

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi a va b sonlar mos ravishda anig
integralning quyi va yuqori chegaralari deb aytiladi. Agar (1) chekli
limit mavjud bo‘lsa, bu holda | f(x)dx aniq integral mavjud yoki f
funksiya [a, b] segmentda (Iaiiman ma ‘nosida) integrallanuvchi
deyiladi.

Endi quyidagi teoremalarni isbot gilamiz:

1- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda
chegaralanmagan bo‘lsa, u holda bu funksiya shu segmentda
integrallanuvchi bo ‘Imaydi.

Isboti. Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda chegara-
lanmagan bo‘lsin. U holda f(x) funksiya [a, b] segmentning ixtiyoriy
tayin v ={a=x,<x,<...<x, =b} bo'linishidagi biror ’[xk_ » %]
segmentda chegaralanmagan bo‘ladi. Shuning uchun o = Z, S(€)Ax;
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integral yig‘indidagi f(§,)Ax, qo‘shiluvchi absolut giymati bo‘yicha,
& nuqgtani tanlash hisobiga, istalgancha kattalashtirilishi mumkin.
Bundan esa ¢ integral yig‘indilarning chegaralanmaganligi va,
demak, ularning chekli limitga ega emasligi kelib chiqadi. Bu esa
ta'rifga ko‘ra f(x) funksiyaning [a, b] segmentda integrallanuvchi

bo‘Ilmasligini bildiradi. Teorema isbot qilindi.

2- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b]| segmentda
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya shu segmentda
chegaralangan bo ‘ladi.

Isboti. Teskarisini faraz gilaylik:

j f(x)dx

aniq integral mavjud va f(x) funksiya {[a, b] segmentda
chegaralanmagan bo‘lsin. U holda [a, b] segmentning ixtiyoriy
t={a=x,<x, <...<x,=b} bo‘linishida kamida bitta shunday
[x,_,, x] elementar segment topiladiki, unda f(x) funksiya
chegaralanmagan bo‘ladi. Demak, hadlari [x, , x,] elementar

segmentga tegishli bo‘lgan {£{™} sonli ketma-ketlik mavjud bo‘ladiki,

lim /(£ ) ==

e (**)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Endi qandaydir usul bilan [a, x], [x, x,], [x,, x], ...,
x._, x,_J, [x, x.,,], ..., [x,_,, b] segmentlarning har birida mos
ravishda bittadan &, &,, ..., §,,,, & ,,...., &, nuqtalarni tanlaylik. U
holda, ravshanki,

2 re)ax =§f(z:,)Ax, + 3 76

yig‘indi aniq giymatga ega bo‘ladi. Shuning uchun (*+) tenglikka
ko‘ra

M, (f,61580> 661 E8 G ) =
= lim (7 (" )axe + X f (§)ax ) = o=
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bo‘ladi. Demak, vM >0 son uchun har doim shunday m, natural

sonni ko‘rsatish mumkinki, agar ™ e|x, ,,x.] bo‘lsa,

>M

g, (f’gl’gz’"wgk—l’ Iim)’ k+l""’§n)

bo‘ladi. Bundan esa
b
;l,,iTo"z (f.6)= '[f(x)dx

chekli limitning mavjud emasligi kelib chigadi. Bu ziddiyat «f(x)
funksiya [a, b] segmentda chegaralanmagan bo‘lsin», degan noo‘rin
farazimizdan kelib chiqdi. Shunday qilib, [a, b] segmentda
integrallanuvchi funksiya shu segmentda chegaralangan bo‘lar ekan.
Teorema isbot gilindi.

Eslatma. Umuman aytganda, [a, b] segmentda chegaralangan
funksiya shu segmentda integrallanuvchi bo‘lmasligi ham mumkin.
Misol sifatida Dirixle funksiyasi deb ataladigan

1 (x — ratsional son),
D(x) = o

0(x - irratsional son)
funksiyani garaymiz. Ko‘rinib turibdiki, D(x) funksiya har qanday
[a, b] segmentda chegaralangan. Lekin u hech bir [a, b] segmentda
(Riman ma'nosida) integrallanuvchi emas. Haqiqatan,

< b—a(&, - ratsional son),
D;&)=2D = '
o (D)= 2D (5)ax, {0 (¢, - irratsional son)

=1

bo‘lgani sababli,
b
limo, (D,¢,)= [ D(x)dx

chekli limit mavjud emas, ya'ni D(x) funksiya [a, b] segmentda
integrallanuvchi bo‘lmaydi.

Bu eslatmadan va 2- teoremadan ko‘rinib turibdiki, funksiyaning
[a, b] segmentda chegaralanganligi bu funksiyaning shu segmentda
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integrallanuvchi bo‘lishi uchun zaruriy shart bo‘lib, yetarli shart
bo‘la olmas ekan, ya'ni [a, b] segmentda (Riman ma'nosida)
integrallanuvchi bo‘lgan barcha funksiyalar to‘plami shu segmentda
chegaralangan barcha funksiyalar to‘plamining xos gism to‘plami
bo‘lar ekan.

9- §. DARBU YIG‘INDILARI VA ULARNING
ASOSIY XOSSALARI

Ushbu paragrafda aniq integralning mavjudlik shartini ifodalashda
muhim rol o‘ynaydigan Darbu (Gaston Darbu (1842—1917) —
fransuz matematigi) yig‘indilari deb ataladigan yig‘indilarni va
ularning asosiy xossalarini o‘rganamiz.

Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda aniglangan va
chegaralangan bo‘lsin. [a, b] segmentning ixtiyoriy bo‘linishini
t={a=x,<x <..<x,=b} deb, ushbu Ax =x-x_,

m = inf f(x), M, = sup f(x) (i=12,..n)

1
xe[x, .x] xe[x,_1.y]

belgilashlarni kiritamiz.
1- ta'rif. Ushbu

()= X max, 5,(/)= Y My

yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi va yuqori yig ‘indilari deb
ataladi.

1- xossa. [a, b] kesmaning vz bo‘linishi va §€[x_|, x]
(i=1,2,... n) nuqtalarning ixtiyoriy tanlanishi uchun s (f) =
< o, (f; &) = S(f) tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda har
doimgidek,

0 (/36)= 21 (6)x

deb belgilangan.
Isboti. V& e [x_, x](i=1,2,..n) uchun m <f(§) =M,
ekanini e'tiborga olsak, Ax >0 (/= 1,2,...n) bo‘lgani uchun
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Z]m,Ax, < 21 fE)Ax, < Z. M Ax,
yoki yuqoridagi belgilashlarga ko‘ra s (f) < o,(f; §) = S(f) bo‘ladi.
1- xossa isbot qilindi.
2- xossa. info, (f34)=5.(/), sypo.(f:6)=S.(f).

Isboti. Avval supo, (/€)= S.(f) bolishini ko‘rsatamiz. ¢ son

ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. Aniq yuqori chegaraning ta'rifiga asosan
shunday §€[x_, x](i=1,2,..., n) nuqtalar topiladiki,

—-1?
M, -5 < fE)S M, (i=12,..n)
bo‘ladi. Bu yerdan

n

2 (M, -5 o, < gf(g,)mi < ZlM Ax

=1

yoki

S.(f)-e<o, (f;£)<S.(H)

tengsizliklar hosil bo‘ladi. Bunda ¢ son ixtiyoriy musbat son
bo‘lganligi sababli, aniq yuqori chegaraning ta'rifiga binoan

supo, (f36,) = S.(f) bo'ladi.

Endi i?f o.(f;€)=s.(f) ekanligini ko‘rsatamiz. Yana ¢ son
ixtiyoriy musbat son bo‘lsin deylik. Anig quyi chegaraning ta'rifiga
ko‘ra shunday £ €[x_,, x] (i=1,2,...n) nugtalar mavjud bo‘ladiki,

m < f(E)<m+s= (i=12,.,n)

bo‘ladi. Bu yerdan
n L o £
Smae <56y < 55 o

yoki
s(f)=so(f; &) <s(f)te
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tengsizliklar hosil bo‘ladi. Bu esa ¢ son ixtiyoriy musbat son
bo‘lganligi sababli, aniq quyi chegaraning ta'rifiga binoan

igfcr, (f56)=s.()

ekanligini bildiradi. 2- xossa isbot gilindi.

Bundan keyin har doim, agar [a, b] kesmaning 7 bo‘linishining
barcha nuqtalari [a, b] kesmaning 7' bo‘linishining ham nuqtalari
bo‘lsa, 7 < 7' ko‘rinishda yozamiz.

3- xossa. Agar 7 <17 bo‘lsa, u holda

S(H =z S.(f) va s(f) =s.(f)

bo‘ladi. Boshgacha aytganda, [a, b] kesmaning ixtiyoriy tayin
t={a=x,<x, <..<x, =b] bolinishiga yangi bo‘linish nuqtalari
kiritilsa, u holda Darbuning yuqori yig‘indisi o‘smaydi, quyi
yig‘indisi esa kamaymaydi.
Isboti. Aytaylik, r={a=x,<x,<...<x, =b} va
={a=x,<x <..<x_ <x' <x<.. <x =b}bo'lsin. Ravshanki,
7’ bo‘linish 7 bo‘linishga bitta x’ nuqtani kiritishdan hosil bo‘lgan.
Bu holda quyidagilarga ega bo‘lamiz:

S,(/)= 2 Mpx, (/)= Tmax,

SU)ZMM+ZMM+

1=k+1

+(x'-x,_,) sup f(x)+(xk—x) sup f(x),

XELXE -1 xe[x'.x; |

s.(f) = ZmAx+ZmAx+

i=k+1

+(x'-x,_,) inf f(x)+(xk x') mf f(x).

xefx;_y.x'] xe[x’ x|

Bu yerda, har doimgidek,

M, = sup f(x), m= E[i)pf ]f(x).

xelx_.x1
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Endi,
s,(f) = s.(H, SU) = S.()

ayirmalarning ishoralarini tekshiramiz:

S(H-5.(H= (xA _xk—l)Mk -
~(x'-x,_;) sup If(x)“(xk ~x') sup f(x)=

ey | n xel ¥y

:{(XA _x,)+(x'_xl\—l )} M, _(xk _x') sup f(x)-

el xg ]

-(x=x,,) sup f(x)=

ey v

:(xk—x’){MA— sup f(x)}+(x’—xkv,){Mk— sup f(x)}.

welaxy | relx .Y

Bu yerda, x >x">x,_, M,2sup,.,, Sf(x) va
M, zsup _ . f(x) bo‘lgani sababli, S(f) - S.(H=0 yoki
S.(N=S.

Xuddi shunga o‘xshash s(f) —s.(f) =0 yoki s.(f) =s.(f)
ekanini ko‘rsatish mumkin (buni o‘quvchining o‘ziga havola gilamiz).
3- xossa isbot gilindi.

Eslatma. 3- xossani isbot gilishda qulaylik maqgsadida [a, b]
kesmaning 7 bo‘linish nugqtalariga fagat bitta x’ bo‘linish nuqtasini
kiritib, ' bo‘linishini hosil qildik. Bu xossani t bo‘linishning
nugqtalariga istalganicha p chekli sondagi bo‘linish nuqtalarini kiritgan
holda ham isbot gilish mumkin. Shu bilan birga

Sr (f)_Sr' (f)S(M_m)phr’ Sy (f)_sr (f)S (M_m)phr’
m=inf f(x), M =sup f(x)

xela.b] aela.b]

ekanini ko‘rsatish mumkin.

4- xossa. [a, b] segmentning har ganday ikkita 7, va r,
bo‘linishlari uchun s, (/)< S, (f)Bas, (f)<S, (f) tengsizliklar
o‘rinli bo‘ladi. Boshgacha aytganda, Darbuning har ganday quyi
yig‘indisi uning ixtiyoriy yuqori yig‘indisidan oshmaydi.
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Isboti. Aytaylik, r, va 7, lar [a, b] segmentning ixtiyoriy
ikkita bo‘linishi bo‘lsin. Bu bo‘linishlarning birlashmasidan tuzilgan
uchinchi 7, =7 Ur, bo‘linishni qaraymiz. 7, <7, Bart, <7; bo‘lgani
sababli, 3- xossaga asosan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

(a) Srl (f)S Srq (f)’ (b)Stl (f)ZSq (f)’

(C) Srz (f) = sr3 (f)’ (d)Srz (f)ZSr3 (f)
Bundan tashgari, ma'lumki,

s, (<o, (f.8)<S () (*)

Ravshanki, (a), (x) va (d) tengsizliklardan s, (f)SS,2 (f)
bolishi; (c), (*) va (b) tengsizliklardan esa s, (f)<S, (/) ekani
kelib chigadi. 4- xossa isbot gilindi.

5-xossa. {S ()}, to‘plam quyidan, {s (f)}, to‘plam esa yuqoridan
chegaralangan.

Isboti. 4- xossaga ko‘ra har ganday S(f) yuqori yig‘indi
ixtiyoriy quyi yig‘indidan kichik bo‘la olmaydi, demak, {S ()},
to‘plam quyidan chegaralangan. Yana 4- xossaga ko‘ra har ganday
s(f) quyi yig‘indi ixtiyoriy yuqgori yig‘indidan katta bo‘la olmaydi.
Demak, {s(f)} to‘plam yuqoridan chegaralangan. 5- Xossa isbot
qilindi.

Ma'lumki, bo‘sh bo‘lmagan har ganday yuqoridan (quyidan)
chegaralangan sonli to‘plam aniq yuqori (aniq quyi) chegaraga ega
bo‘ladi. Demak, 5- xossaga binoan

I*=inf{S.(f)}, sa I. =sup{s.(/)},

aniq chegaralar mavjud. Ular mos ravishda f(x) funksiyadan
[a, b] segment bo‘yicha olingan yuqori va quyi Darbu integrallari
deb ataladi va

1*=Tf(x)dx, I =jf(x)dx

ko‘rinishda yoziladi.
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Darbu lemmasi. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda aniglangan
va chegaralangan bo‘lsa, u holda v¢ > 0 son berilganda ham shunday

0 =0d(¢) > 0 son topiladiki, [a, b] segmentning A, = max Ax, < &
shartni ganoatlantiradigan vr bo‘linishi uchun

L—e<s(f)=sS(f)<I*+e¢
tengsizliklar bajariladi. Boshqacha aytganda,
Ll_n)}]st (f)= I*’ ’ll(i_r{(l)st (f) = I“
bo‘ladi.
[sboti. Shart bo‘yicha f{x) funksiya [a, b] segmentda
chegaralanganligi sababli, aniq chegara prinsipiga binoan

m=infb f(x), M =sup f(x)

xela,b| xela.b|

aniq yuqori va aniq quyi chegaralar mavjud. Faraz qgilaylik, M = m,
ya'ni f(x) = ¢ = const bo‘lsin. U holda ravshanki, [a, b] kesmaning
t={a=x,<x <..<x, =b} bo‘linishi uchun

M=

5. (f)= 2 cAx, =cﬁl,Ax, =c(b-a),

i

s L

S.(f)= &, CAX, = chx, =c(b-a)
bo‘lib,

I*=inf{S. (f)}, =inf{c(b-a)} =c(b-a)
va

I. = sup{s, (f)}, =sup{c(b-a)}, =c(b-a)
bo‘ladi. Demak, bu holda ve >0 son uchun

I*—e<s(f)=SF)<I*+¢

tengsizliklar bajariladi. Boshqacha aytganda,
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Li_.mos,(f)zLi_rQS,(f)=I*=L =c(b-a).

Aytaylik, M>m bo‘lsin. [*=inf {S.(f)}. bo‘lganligi sababli,
aniq quyi chegaraning ikkinchi ta'rifiga ko‘ra, berilgan Ve >0 son
uchun [a, b] kesmaning shunday t* bo‘linishini ko‘rsatish
mumkinki,

S (f)-1*<% (1)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Endi 7* bo‘linishning [a, b] kesma ichida
yotuvchi nuqtalari sonini p deb, [a, b] kesmaning

_ _ £
h = maxAx, <4 R

shartni ganoatlantiradigan ixtiyoriy = bo‘linishini garaymiz. t
bo‘linishning nuqtalari ichiga r* bo‘linishning nuqtalarini Kkiritib,
yangi t' bo‘linishini hosil gilamiz. U holda 3- xossaga asosan
S(f) — S, (f) = 0 bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, 3- xossaning eslat-
masiga binoan

S = S.(N) = (M —m)ph.
Bu yerda, . = ﬂﬂi_m),? ekanini e'tiborga olsak,

S.(/)-S. (£)<5
bo‘ladi. Shunday qilib,

0S8, (f)-S.(f)<3 (2

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, =’ bo‘linishni z*
bo‘linishning nugqtalari ichiga r bo‘linishning ichki nuqtalarini
kiritishdan hosil bo‘lgan bo‘linish deb qarash mumkin. Shuning
uchun yana Darbu yig‘indilarining 3- xossasiga binoan

I* = S5.(f) = S.(f).
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Bundan
0<S.(H-I1*<S.()-1I*

tengsizliklar kelib chigadi. Demak, (1) tengsizlikka ko‘ra

OsS,,(f)—I*<.‘§_ (3)
bo‘ladi. (2) va (3) tengsizliklarni bir-biriga «qo‘shsak»,
0=S8()—-1*<e yoki 0=S(f)<I*+e
bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash,
0=/ —-s5(f)<e yoki [I*—e<s(f)

ekanini ko‘rsatish mumkin (buni o‘quvchining o‘ziga havola gilamiz).

Shunday qilib, s(f) = S(f) ekanini e'tiborga olsak, ve>0 son
uchun shunday 6 > 0 sonni ko‘rsatish mumkin bo‘ladiki, [a, b]
kesmaning 4 =maxaAx,<§ shartni qanoatlantiruvchi

Vr={a=x,<x <..<Xx,=>b} bo‘linishi uchun
L—e<s(f)sS(f)<I*+e

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Darbu lemmasi isbot qilindi.

10- §. ANIQ INTEGRAL MAVJUDLIGINING
ZARURIY VA YETARLI SHARTI

Biz avvalgi paragraflarda kesmada chegaralanmagan funksiyaning
shu kesmada integrallanuvchi bo‘lmasligini hamda shu kesmada
integrallanuvchi bo‘lgan funksiyaning shu kesmada chegaralangan
bo‘lishini va kesmada chegaralangan funksiyaning shu kesmada har
doim ham integrallanuvchi bo‘lavermasligini aytib o‘tgan edik. Endi
kesmada chegaralangan funksiyaning shu kesmada integrallanuvchi
bo‘lishi uchun qanday shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi
haqida to‘xtalamiz.
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10.1. Aniq integral mavjudligining zaruriy va yetarli sharti.
Teorema. Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] kesmada aniglangan
va chegaralangan bo‘lsin. U holda:

Ve > 0son uchun [a,b) kesmaning shunday
T ={a=x,<..<x,=>b}bo linishi
topiladiki,

Sy (f)-sr(f) <& bo'ladi.

3}f(x)dx e (A):

b
Isboti. 1) Zarurligi. Aytaylik, / = [ /(x)dx mavjud bo‘lsin.

U holda aniq integralning ta'rifiga ko‘ra, berilgan ixtiyoriy ¢ > 0
son uchun shunday 6 =d(e) > 0 son topiladiki, 4 = maxaAx, <6

shartni ganoatlantiradigan V 7 = {a==x,<x, <...x, = b} bo‘linish
uchun, § €[x,_,, x](i= 1, 2, ..., n) nugtalarning tanlanishiga bog‘liq

bo‘lmagan ravishda, ushbu |o, (f;é,)—[|<% tengsizlik bajariladi.
Agar bu bo‘linishlarning birini 7 deb belgilasak,

|O'T (f§§,)—[|<§ yoki 1—§<0'T(f;§,)<[+§

bo‘ladi. Darbu yig‘indilarining birinchi xossasiga asosan
igf{o'r (f,é,)} =s:(f) Sl;p{o'r (f3¢€, )} =S, (f)

Bundan tashqari, ma‘lumki, [a, b] kesmaning vz bo‘linishi

va §€E€[x_, x1(i=1,2, ..., n) nuqtalarning ixtiyoriy tanlanishi
uchun s (f)=< o (f; £) < S.(f). Xususan, s (f) <o (f; §) < S(f).
Demak,

1-5<sr(f)SSp(f)<i+3
Bundan
ST(f)—sT(f)<]+§—(1—%)=-§-£<e.

Bu esa (A) shartning o‘rinli bo‘lishini bildiradi.
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2)Yetarliligi. Endi (A) shartdan HI:f(x)dx ekanini

keltirib chigaramiz. Ma'lumki, [a, b] kesmaning ixtiyoriy tayin T
bo‘linishi uchun

sp(f)< L. =sxr1p{s,(f)}r < I*=inf{S, (f),} < S (f).

Shu sababli, 0 < /* — . < S(f) —s,{f).

Demak, (A) shartga ko‘ra S(f)—s,(f) <& ekanini €’tiborga
olsak, 0 < I'* — [, <¢. Bu yerda ¢ son ixtiyoriy musbat son deb
garalayotganligi sababli, 0 < /* — I.<¢ bo‘lishi mumkin emas.
Demak, faqat 0 = I*— [, < ¢ bo‘ladi. Shunday qilib, 7, = I'*. Ulaming
umumiy qiymatini / deb belgilaylik: I*=1,= 1L

Qaralayotgan f(x) funksiya [a, b] kesmada aniglangan va

chegaralangan bo‘lganligi sababli, Darbu lemmasiga binoan Ve >0
son berilganda ham shunday é =4d(¢) > 0 sonni ko‘rsatish

mumkinki, h=max Ax,<¢ shartni qanoatlantiradigan vz=
={a=x,<x, <...<x,=b} bo‘linish uchun

LL-e<s(fysS(f)<I*+e¢

bo‘ladi. Bizning holimizda /,= I'* = I ekanini e'tiborga olsak,
I—e<s(f)=S(f)<I+e¢

bo‘ladi. Bundan tashqari, ma'lumki, [a, b] kesmaning Vz bo‘linishi
uchun s (f) = o (f; §) < S(f) bo‘ladi. Demak,

I—e<o(f, §)<Ite yoki |o(f; &) - 1| <e.
Bu esa aniq integralning ta'rifiga ko‘ra
b
1= I S (x)dx
integralning mavjudligini bildiradi.
Teorema isbot qilindi.

Eslatma. Yuqoridagi teoremaning (A) jumlasidagi
S — s(f) <e tengsizlikni
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ga), (f)ax, <e.

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu yerda o (f) = M—m, (v (f) son
f(x) funksiyaning [x_,, x] kesmadagi tebranishi deb ataladi),

m, = inf f(x), M,= sup f(x).

xelx,_y.x,| xelx,_.x, ]

Hagqigatan, (A) jumlaga va Darbu yig‘indilarining ta'riflariga
ko‘ra

£>Sr(f)—sT(f)=$l.M,AX, —ilm,Ax, =

=2 (M, -m)ax, = 3o, (f)ax,

Shunday qilib, yuqorida isbot qilingan teoremani quyidagicha
ifodalashimiz mumkin:

(Ve > 0.son uchun [a, b] kesmaning shunday)

5 T ={a=x,<..<x,=>b}bo linishi
Eff(x)dx & (A4) 3 topiladiki, (

a

S o, (f)Ax, <& bo' ladi
W]

Amaliyotda ko‘pincha ana shu (A’) shartdan foydalaniladi.

10.2. Integrallanuvchi funksiyalarning sinflari. Endi kesmada
integrallanuvchi bo‘lgan funksiyalarning ba'zi bir sinflarini garaymiz.
Aniqrog‘i, kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalar, kesmada monoton
bo‘lgan funksiyalar va kesmada bo‘lakli-uzluksiz bo‘lgan
funksiyalarning shu kesmada integrallanuvchi ekanini isbot gilamiz.

1- teorema. Agar fx) funksiya [a, b] kesmada aniqlangan
va uzluksiz bo ‘Isa, u holda bu funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo ‘ladi.

Isboti. Aytaylik, fix) funksiya [a, b] kesmada aniqlangan va
uzluksiz bo‘lsin. U holda, birinchidan, Veyershtrassning birinchi
teoremasiga ko‘ra bu funksiya shu kesmada chegaralangan bo‘ladi.
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Ikkinchidan, Kantor teoremasiga binoan fx) funksiya [a, b] kesmada
tekis uzluksiz bo‘ladi, ya'ni Ve >0 son berilganda ham faqgat ¢ ga
bog‘lig bo‘lgan shunday é = d(¢) > 0 son topiladiki, |x"' — x| <o
shartni qanoatlantiradigan Vx',x"e[a, b] nugtalar uchun

/() = f(0)] < o (*)

tengsizlik bajariladi.

Faraz qilaylik, v ={a=x,<x, ... <x = b} bo‘linish [a, b]
kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi bo‘lsin. f(x) funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz bo‘lgani uchun bu funksiya [a, b] kesmaning ixtiyoriy
[x_,, x] gqismida uzluksiz bo‘ladi. Shuning uchun Veyershtrassning
ikkinchi teoremasiga binoan shunday u, v, €[x_,, x] nuqtalar
topiladiki,

—1?

SG)=_inf J(x), f(v)= sup f(x)
bo‘ladi. Ravshanki, agar x — x_,= Ax, <9 desak, albatta v,—u, <4
bo‘ladi. Demak, (*) tengsizlikka ko‘ra

0, (/)= )~ fW)=]f©) - f@) <=

bo‘ladi. Bu yerda w(f) son fix) funksiyaning [x
tebranishini ifodalaydi.

Shunday qilib, ve >0 son uchun [a, b] kesmaning shunday
T={a=x,<x, <...<x, =b} bo'linishini ko‘rsatish mumkinki,

x| kesmadagi

-1

n

< € £
gwl(f)Ax, < EEAXI =m(b—a) =€
bo‘ladi. Bu esa (A4’) shartning bajarilishini, ya'ni f(x) funksiyaning
[a, b] kesmada integrallanuvchi ekanini bildiradi. Teorema isbot
gilindi.

2- teorema. Agar fix) funksiya [a, b] kesmada aniqlangan
va monoton bo ‘Isa, u holda bu funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo ‘ladi.

Isboti. Aniqlik uchun, «f(x) funksiya [a, b] kesmada
kamaymaydigan bo‘lsin» deylik, ya'ni x_, <x, bo‘lganda har doim
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Ax,_)) = fix) tengsizlik bajarilsin. U holda, birinchidan, f{ix) funk-
siva [a, b] kesmada chegaralangan bo‘ladi. Haqiqgatan, vxe [a, b]
nuqtada fla) < f(x) < flb) tengsizliklar bajariladi. Ikkinchidan,
ravshanki, [a, b] kesmaning r={a=x,<x,<... <x, = b}
bo‘linishi uchun

m = jnof f)=f(x.), M, = sup [fx)=[(x)
bo‘ladi.
Shunday qilib, bu holda ve >0 son berilganda ham [a, b]

kesmaning A = maxAx, <& = shartni ganoatlantiruvchi

£
f(b)-f(a)
shunday T={a=x,<x, <..<x,=b} bolinishini ko‘rsatish
mumkinki,

S 0.(A% = 2 (M, - m)ax, = 3(£(x) - fx.)ax, <
< max Ax, ;(f(X,)—f(x‘_l)) < m(f(b)—f(a)) =€

bo‘ladi. Bu esa (A’) shartning bajarilishini, ya'ni fix) funksiyaning
[a, b] kesmada integrallanuvchi ekanini bildiradi. Teorema isbot
qilindi.

3- teorema. Agar fix) funksiya [a, b] kesmada bo ‘lakli-uzluksiz
bo‘Isa, u holda bu funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo ‘ladi.

Isboti. Ma'lumki, agar [a, b] kesmaning shunday
1={a=Xx,<x, <..<x, = b} bo‘linishi mavjud bo‘lib, f{x) funksiya
har bir (x_, x) oraligda uzluksiz va ushbu

f(xoa+0)= lim f(x), f(x,-0)= lim f() (i=12..,n)

bir tomonli chekli limitlar mavjud bo‘lsa, bu holda f(x) funksiya
[a, b] kesmada bo‘lakli-uzluksiz deb aytilar edi. Ko‘rinib turibdiki,
bunday funksiyalar [a, b] kesmada chegaralangan bo‘lib, unda faqgat
yo‘qotiladigan va birinchi turdagi uzilish nuqtalarigagina ega bo‘lishlari
mumkin.

Qulaylik uchun, f(x) funksiya [a, b] kesmada bitta yo‘qotiladigan
yoki birinchi turdagi x,= a uzilish nuqtasiga ega bo‘lsin deylik (95-
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rt rasm). Endi x €(a, b) nuqtani
shunday tanlab olamizki, oldindan
berilgan ve >0 son uchun ushbu
X -a <% tengsizlik bajarilsin. Bu
yerda o bilan f(x) funksiyaning

[a, b] kesmadagi tebranishi belgilan-
gan. Ravshanki, f(x) funksiya [x,, b]
kesmada uzluksiz. Shuning uchun

95- rasm.
f(x) funksiya, yuqorida isbot

qgilingan 1- teoremaga binoan, [x,, b] kesmada integrallanuvchi.
Boshqgacha aytganda, ve >0 son uchun [x, 5] lsesmaning shunday
T={x, <x,<.. <x,= b} bo'linishi topiladiki, ';w,'Ax, <§ bo‘ladi.
Shunday qilib, ve>0 son uchun [a, b] kesmaning shunday
T={a=x,<x <..<x, =b} bo‘linishini ko‘rsatish mumkinki,

n n
;@Ax, = o (x, —a)+’§,w,'Ax, <wi+-€2-=e

2w

bo‘ladi. Bu esa (A’) shartning bajarilishini, ya'ni f{x) funksiyaning
[a, b] kesmada integrallanuvchi ekanini bildiradi. Teorema isbot
qilindi.

O‘ZINI-O‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Aniq nitegral tushunchasiga olib keluvchi ba'zi masalalarni aytib
bering.

. Integral yig‘indi yordamida aniq integral tushunchasini ta'riflang.

. Segmentda chegaralanmagan funksiya shu segmentda integral-

lanuvchi bo‘ladimi? Isbotlang.

Segmentda integrallanuvchi funksiya shu segmengda chegaralangan

bo‘ladimi?

5. Segmentda chegaralangan funksiya shu segmentda integrallanuvchi
bo‘ladimi?

6. Qanday yig‘indilar Darbu yig‘indilari deb ataladi? Ular ganday
asosiy xossalarga ega?

7. Darbu integrallari deb nimaga aytiladi?

8. Darbu lemmasini isbotlang.

& W
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9. Aniq integral mavjudligining zaruriy va yetarli sharti nima?

10. Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi-mi?

11. Kesmada monoton bo‘lgan funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo‘ladimi?

12. Kesmada bo‘lakli-uzuluksiz bo‘lgan funksiya shu kesmada integral-
lanuvchi bo‘ladimi?

11- §. ANIQ INTEGRALNING ASOSIY
XOSSALARI

Ushbu paragrafda aniq integralning ham nazariy, ham amaliy
jihatdan muhim ahamiyatga ega bo‘lgan xossalari bilan tanishib
chigamiz.

b
1- xossa. de =b-a.

Isboti. Ko‘rinib turibdiki, bu yerda integral ostidagi funksiya
aynan 1 ga teng. Shuning uchun aniq integralning ta'rifiga binoan

n

b
Idx =lim 2 Ax, =lim(b-a)=b-a.
A =011 k=0
2- xossa. Berilgan f(x) funksiyadan uzunligi 0 ga teng bo‘lgan

«kesma» bo‘yicha olingan integralni 0 ga teng deb qabul gilamiz:

j[f(x)dx =0.

Ta'rif sifatida gabul gilingan bu xossani quyidagicha asoslaymiz.
{a, a] <kesma» bo‘linishining barcha gism «kesma»lari nuqtalardan
iborat bo‘lib, ularning Ax uzunliklari 0 ga teng bo‘ladi. Shuning
uchun bu holda barcha o (f; £) «integral yig‘indilar» ham 0 ga teng
bo‘ladi va, demak, «integral» ham 0 ga teng bo‘ladi.

b
3- xossa. Agar J f(x)dx (a<b) integral mavjud bo‘lsa, u

holda [ f(x)dx integral mavjud, shu bilan birga
b
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J £ =~ s

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Bu xossani ham ta'rif sifatida gabul gilamiz. Uni
quyidagicha asoslaymiz;

Jf(x)dx—llme ENx_ —x)=

b
__!:H}),Z’f( )(x, = x,_ —_!f(x)dx.
Bu yerda [a, b] kesmaning r={a=x,<x,<..<Xx, =b}
bo‘linishining [x _, x] kesmalarini uzunliklari Ox o*qning «manfiy
yo‘nalishi bo‘yicha o‘lchanadi» va shuning uchun ularning
«uzunlikslari manfiy bo‘ladib. Bundan J:f (x)dx integralning barcha
«integral yig‘indi» lari Jf(x)dx integralning mos integral
yig‘indilaridan faqat ishoras; bilan farq qilishi kelib chigadi.

4- xossa. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] kesmada
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda Cf(x)(C =const), f(x) = g(x),
f(x)g(x) funksiyalar shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi. Shu
bilan birga

j.Cf(x)dx =C jf(x)dx,

f[(f(x) +g(x))dx = jf(x) dx t jg(x)dx

a

formulalar o‘rinli bo‘ladi.

I[sboti. Dastavval Cf(x) (C =const) funksiyaning
integrallanuvchi ekanini ko‘rsatamiz:
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Jomn =imcr@)ay =clim 7@ )ar, = [orooa,

b b
yani |GG =C | fxa.

Shart bo‘yicha bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral mavjud
va C o‘zgarmas son bo‘lgani uchun uning chap tomonidagi integral
ham mavjud.

Yana ta'rif bo‘yicha va shartga ko‘ra

b n
J(r0 % gx))dx = lim 2 (£E) + 8(6)) Ax, =
n n b b
=1im 3 (€)%, +lim 2g(6)ax, = [ f()dx = [ g0y,

ya'ni

h

j(f(x) *g(x))dx = jf(x)dx + Jg(x)dx_

a

Shart bo‘yicha bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallar
mavjud bo‘lgani uchun uning chap tomonidagi integral ham mavjud.

Nihoyat, f(x)g(x) ko‘paytmaning [a, b] kesmada
integrallanuvchi ekanini isbot gilamiz. Shart bo‘yicha f(x) va g(x)
funksiyalar [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lgani sababli, ular
shu kesmada chegaralangan bo‘ladi, ya'ni shunday C,>0va C,>0
o‘zgarmas sonlar topiladiki, Vxe [a, b] uchun [f(x)| <C, va
lg(x)| < C, boladi.

Faraz qilaylik, r ={a=x,<x, <..<x, =b} bo‘linish [a, b]
kesmaning biror bo‘linishi bo‘lsin. Ushbu f(x")g(x") — f(x")g(x')
ayirmani f(x) va g(x) funksiyalarning [x_,, x] kesmadagi
tebranishlari orqali yugoridan baholaymiz:

SONEX) = f(X)g(x") =f(x)g(x") - f(x)g(x"") +f(x)g(x") -
—f(x)g(x') = (f(x") - f(x')g(x") +
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t ()~ g )N f(X) = Co (f) + Co(g).

Bunda x', x"€[x_,, x] bo'lib, o (), w(g) lar mos ravishda
S(x) va g(x) funksiyalarning [x_,, x] kesmadagi tebranishlarini
bildiradi. Demak, o (fg) < Co (f) + Cw (g) ekanini e'tiborga olsak,

gw,( f2)Ax, < C, le (f)Ax, +C, g;w,(g)Ax, <

£

‘2_C1=£

£
<C, 2, +C
bo‘ladi. Bu esa f(x)g(x) ko‘paytma uchun [a, b] kesmada (A4')
shartning bajarilishini, ya'ni f(x)g(x) funksiyaning [a, b] kesmada
integrallanuvchi ekanini bildiradi. 4- xossa isbot gilindi.
5- xossa. Agar a <c <b bo‘lib, f(x) funksiya [a, c] va [c, b]
kesmalarda integrallanuvi bo‘lsa, u holda bu funksiya [a, b] kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi. Shu bilan birga

b ¢ b
[ 700dx = [ £(odx+ [ f(x)dx

formula o‘rinli bo‘ladi.

I[sboti. Shartga ko‘ra, ve >0 son uchun [a, c] va [c, b]

kesmalarning shunday 7, va r, bo‘linishlari topiladiki, S, ~s, < % va

tengsizliklar bajariladi. Agar 7 Ur,=r1 desak, [a, b]

€

Se =8, <3

kesmaning 7 bo‘linishi hosil bo‘ladi. Ravshanki, u vaqtda

S.=s = 2 o)A = 20Ny, + Lo, ()Ax, =

=(8, -5 )+(S, —s,2)<§+§=e
tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu esa f(x) funksiya uchun [a, b] kesmada
(A) shartning bajarilishini, ya'ni f(x) funksiyaning [a, b] kesmada
integrallanuvchi ekanini bildiradi.
Xossaning ikkinchi qismi quyidagicha isbot qilinadi:
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Jroac=tim 3. reins =fim(Zsen +Trens, |-

T=UT,

= lim % /() +fim % /), = [ 7(aae+ | s

5- xossa to‘la isbot qilindi.

6- xossa. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiya V(c.d]c[a,b] kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi.

Isboti. Shart bo‘yicha w>0 son uchun [a, b] kesmaning
shunday 7 ={a=x,<x, < ...<x, = b} bo‘linishi topiladiki,
S.— s, <e tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, [¢, d] kesma [a, b] kesmaning ixtiyoriy gismi bo‘lsin.
U vaqtda t bo‘linishning nuqtalari orasiga yangi ¢ va d nuqtalarni
kiritib, [a, b] kesmaning yangi

T={a=xy<x <..<x <c<Xx, <.

<X, <d <X, <..<x,=b}

bo‘linishni hosil gilamiz. Agar 7’ bo‘linishning [c, d] kesmaga tegishli
bo‘lgan nugqtalaridan tashkil topgan qismini [c¢, d] kesmaning
T, ={c<x, <x.,,<..<x,<d} bo‘linishi deb qarasak:

S, (f)=s,(f)<S.(f)-5.(f) bo‘ladi. Hagigatan,
$.(N)=5,(f) = LoAx, < 2w Ax, = 5,.(/) = 5.(f).

7 < 7' bo‘lganligi sababli, Darbu yig‘indilarining 3- xossasiga binoan
s,() =s.(h) va SN =S,.() bo‘ladi. Demak,
S, () =5, ()< S.(f)-s.(f). Malumki, S(f) — s (f) <e. Shunday
qilib, ve>0 son uchun [c, d] kesmaning shunday 7, bo‘linishi
mavjudki, S, (f)-s,(f) <e bo‘ladi. Bu esa [c, d] kesmada f(x)
uchun (A) shartning bajarilishini, ya'ni f(x) funksiyaning [c¢, d|
kesmada integrallanishini bildiradi. 6- xossa isbot gilindi.
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Quyidagi xossani isbotsiz keltiramiz:

7- xossa. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lib, [a, b] kesmada aniglangan g(x) funksiya flx) funksiyadan
fagat [a, b] kesmaning chekli sondagi nuqtalaridagi giymatlari
bilangina farq qilsa, u holda g(x) funksiya [a, b] kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi. Shu bilan birga

jg(x)dx = j-f(x)dx

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
8- xossa. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi

b
bo‘lib, vre[a, b] uchun f(x) = 0 bo‘lsa, u holda ff(x)a’xzo

bo‘ladi.
Isboti. Shart bo‘yicha

[ (e =lim 3. £&)Ax,

chekli limit mavjud. vxe [a, ] uchun f(x) = 0 bo‘lgani sababli,
V€ e[x_,, x] Cla, b] nugtada f(£§) = 0 bo‘ladi. Ax, >0 ekanini
e'tiborga olsak, ,ﬁ:‘ Sf(€)Ax, 2 0 bo‘ladi. Demak, tengsizliklarda limitga
o‘tish qoidasiga binoan

b n
Jreoax =lim >, £&)ax, 20

bo‘lishi kelib chiqadi. 8- xossa isbot qilindi.

Bu xossadan quyidagi natija kelib chigadi:

Natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] kesmada
integrallanuvchi bo‘lib, Vie [a, b] nuqgtada fix) = g(x) tengsizlik
bajarilsa, u holda

b b
[gx)dx 2 [ f(x)dx
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
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Isboti. A(x) = g(x) — f(x) deb belgilasak, shartga ko‘ra
Vxe [a, b] nuqtada A(x) = 0 bo‘ladi.

Ma'lumki, ikkita integrallanuvchi funksiyaning A(x) = g(x) — f(x)
ayirmasi ham integrallanuvchi bo‘ladi. Demak, §- xossaga asosan

0< jh(x)dx = j(g(x) = f(x))dx = jg(x)dx - jf (x)dx.

b b
Bundan j F(x)dx < j g(x)dx tengsizlik kelib chigadi.

Natija isbot qilindi.

9- xossa. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda | f(x)| funksiya ham [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi. Shu bilan birga

[ rodx| < f1f 0| dx (a<b)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Avval f(x) funksiyaning [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lishidan |f(x)| funksiyaning [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lishini keltirib chiqaramiz. f(x) funksiya [a, b] kesmada
integrallanuvchi bo‘lgani uchun bu funksiya shu kesmada
chegaralangan bo‘ladi. Ya'ni shunday m va M haqiqiy sonlar
topiladiki, vxe[a, b] nuqtada m < f (x) < Mtengsizliklar baja-
riladi. Agar A=max(|m|,|M|) desak, ravshanki, Vxe[a, b]
nugtada 0 < |f(x)| < A bo‘ladi. Bu esa |f(x)| funksiyaning [a, b]
kesmada chegaralanganligini bildiradi. Bundan tashqari, Vu,v €[a, b]
nuqtalarda |f(u) — Av)| = | |[Auw)| — |Av)]| tengsizlik bajariladi.
Hagiqatan, f(u)=f(u) +f() —f(v) desak, |f(w)|=[f(w) -
—fO)|+If @) yoki |f(w) ~fw) |2 |Aw)| - |Aw)| bo'ladi.
Shunga o‘xshash, f(v) = f(v) — Au) + f(u) desak, |f(v)|=|f(v) -
—f@W|+f@ ] yoki |f@) = fW)] = |f@)]|~|f ()] boladi.
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Agar |f(w)—=f(u)| = |f(u) — f(v)| ekanini e'tiborga olsak,
|Au) — flv)| = =(|Auw)| — |Av)]) bo‘ladi. Shunday qilib,
|flu) — fv)| = | |Au)] — |Av)|| bo‘lar ekan. Demak, [a, b]
kesmaning r={a=x,<x, <...<x =b} bo‘linishi uchun

o,(1f]) £ w,(f) bo'lib,

0<S,(7)-5.(7) = S0, (D, < o (ax, =
=S8.(f)=s.(/)

bo‘ladi. Shart bo‘yicha Lirg)(S,(f)—s,(f)):O bo‘lgani uchun,

tengsizliklarda limitga o‘tish qoidasiga ko‘ra,
lim(S, (7)) -, (1/)) =0

bo‘ladi. Bu esa |f(x)| funksiya uchun [a, b] kesmada (A) shartning
bajarilishini, ya'ni |f(x)| funksiyaning [a, b] kesmada
integrallanuvchi ekanini bildiradi.

Endi 9- xossaning ikkinchi qismini isbot gilamiz. Aytaylik,
§EIx_,, x] ((=1,2,..n) bo‘lsin. U holda

-1°

0.0l = (X r@)ax| < 2| rE)ax, =0, (1])

bo‘ladi. Buyerda 4 = max Ax, — 0da limitga o‘tsak,

limlo, (/)] < limo, (/f])

bo‘ladi. Demak,

limo (1) = imo. (/) = [ 7 e, limo.(/) = [1/ s

ekanini nazarda tutsak,
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jf(x)dx < j|f(x)| dx

tengsizlik hosil bo‘ladi. 9- xossa isbot qilindi.

12- §. ANIQ INTEGRAL UCHUN O‘RTA QIYMAT
HAQIDAGI TEOREMALAR

1- teorema. Agar f(x) funksiya |a, b] segmentda
integrallanuvchi bo ‘lib, m=xi{1fh ] f(x) Ba M = sup f(x) bo'lsa, u

xela.b|

holda shunday w€[m, M) son topiladiki,

[ rexrax = o -0y

tenglik o ‘rinli bo‘ladi. Xususan, agar f(x) funksiya [a, b] segmentda
uzluksiz bo Isa, u holda shunday £€\a, b] nugta topiladiki,

[ rodx = 70 - ay

Jormula o ‘rinli bo ‘ladi. Bu formula o ‘rta giymatning birinchi formulasi
deb ataladi.

Isboti. Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda
integrallanuvchi bo‘lsin. U holda, ma'lumki, bu funksiya shu

segmentda chegaralangan bo‘ladi. Demak, aniq chegara prinsipiga
ko‘ra m= 'Pfh | f(x) Ba M =sup f(x) aniq chegaralar mavjud bo‘-

xcla.b)

lib, Vxe [a, b] nugtada m < fix) = M tengsizliklar bajariladi. Aniq

integralning 8- xossasidan kelib chiggan natijaga binoan

jmdx < jf(x)dx < j.de
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yoki

b
mib - a) < f F(x)dx < M(b—-a)

bo‘ladi. Bunda b — a # 0 ekanini e'tiborga olsak,

b
1
msb—_?J.f(x)deM

tengsizliklar hosil bo‘ladi. Nihoyat, —J. f(x)dx = u deb belgilasak,

Jf(x)dx = u(b - a) bo‘ladi.

Endi teoremaning ikkinchi qismini isbot gilamiz. Aytaylik, f{x)
funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsin. U holda Veyershtrassning
ikkinchi teoremasiga ko‘ra bu funksiya [a, b] segmentda o‘zining
aniq quyi va aniq yuqori chegaralariga erishadi. Ya'ni shunday u,
v€|a, b] nugqtalar topiladiki, fu) =m va f(v) =M bo‘ladi. Ax)
funksiya [a, b} cegmentda uzluksiz hamda

s g rxdx < f)

bo‘lganligi sababli, Koshining oraliq qiymat haqidagi teoremasiga
binoan shunday £€ [a, b] nuqta topiladiki,

G v

bo‘ladi. Bundan

[rdx = r@)6-a) (as&s<b)

formula hosil bo‘ladi. Teorema isbot qilindi.
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2- teorema. Agar fx) va g(x) funksiyalar |a, b] segmentda
integrallanuvchi bo ‘lib, m = mf f (x) Ba M -sup f(x) bo'lsa, hamda
g(x) funksiya {a, b] segmentda g(x) = 0 (yokl g(x) = 0) shartni
ganoatlantirsa, u holda shunday uc€ [m, M| son topiladiki,

b )
jf (x)g(x)dx = p Jg(x)dx

SJormula o ‘rinli bo‘ladi. Xususan, agar f{ix) funksiya [a, b] segmentda
uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday £€[a, b} nuqta topiladiki,

b b
[ reogax = £ [ gxyax

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu formula o ‘rta giymat birinchi formulasining
umumlashgan shakli deyiladi. Agar bu yerda g(x) =1 (a<x<b)
desak, o‘rta giymatning birinchi formulasi hosil bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, ix) va g(x) funksiyalar [a, b] segmentda
integrallanuvchi va m= 11[1f f(x), M —sup f(x), shu bilan birga
g(x) 20 (a < x < b) bo‘lsin. U holda m'e f(x) < M tengsizliklarni
g(x) ga ko‘paytirsak, mg(x) < fix)g(x) = Mg(x) bo‘ladi. Bu yerdan

b b b
[ me(oax < [ Frgtodx < [ Me(nax (1)

tengsizliklar hosil bo‘ladi.
b
Aytaylik, Ig(x)dx >0 bo‘lsin. U holda (1) tengsizliklardan

b
[ Fg(x)ax
a___ <M

m <
fg(x)dx
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tengsizliklar kelib chigadi. Bu yerda

b

Jf0g(xydx
”b— =Uu
jg(x)dx

belgilashni kiritsak, ushbu

b b
J-f(x)g(x)dx =u jg(x)dx (m<su<M)

formula hosil bo‘ladi.

b
Aytaylik, Ig(x)dx =0 bo‘lsin. U holda (1) tengsizliklardan

b
[ r0gyax =0

degan xulosaga kelamiz. Ko‘rinib turibdiki, mazkur holda u son
sifatida ixtiyoriy haqiqiy sonni olishimiz mumkin:

b b
If (x)g(x)dx = Ig(x)dx.

Shunday qilib, biz g(x) = 0 (a < x < b) bo‘lgan holatda

jf (x)g(x)dx = p Jg(x)dx (msps<M)

formula o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatdik. Bu formulaning g(x) <0
(a < x < b) bo‘lgan holda ham to‘g‘riligini xuddi yuqoridagi kabi
isbot qilish mumkin.

Xususan, agar f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsa,
u holda u€[m, M] son har qanday bo‘lganda ham shunday
&€[a, b] nuqta topiladiki, f(&) = u bo‘ladi, ya'ni
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[ reogeodx = £ (&) [eodx (a<g<b)

formula o‘rinli bo‘ladi. Teorema isbot gilindi.

Shuni aytishimiz lozimki, umuman aytganda, agar f(x)
funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lmasa, bu holda o‘rta qiymat
birinchi formulasining umumlashgan shakli o‘rinli bo‘lmaydi.
Masalan,

1 ©O<x<,
f(x)‘{z (1<x<2)
va
(]2 ©sxsD,
B <x<2)

funksiyalar berilgan bo‘lsin.
Bu holda

1 2

2
[rngde [ 2dx+[2dx
0

—_0 1 242

7 T y Iy ¥
[eode  [2dx+[ax *
0 0 1

W &

#:

bo‘lib, [0;2] segmentda f(&) = % shartni qanoatlantiradigan & nuqtani
topish mumkin emas (mavjud emas!).

Nihoyat, o‘rta giymatning ikkinchi formulasi yoki fransuz
matematigi Bonne (1819—1892) nomi bilan Bonne formulasi deb
ataladigan formulani isbotsiz keltiramiz.

3- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda
integrallanuvchi, g(x) funksiya esa shu segmentda monoton bo Isa,
u holda shunday £€[a, b] nugta topiladiki,
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b 3 b
[ reogiax = g@ [ £xrdx+ g8 [ fxax
a a £

formula o ‘rinli bo ‘ladi. Bu formula o rta giymatning ikkinchi formulasi
deyiladi.

Bu teoremaning isbotini [5] ning 353—354- betlaridan qarash
mumkin.

13- §. NYUTON-LEYBNITS FORMULASI.
INTEGRALLASHNING ASOSIY METODLARI

13.1. Nyuton-Leybnits formulasi. Biz endi aniq integralni
hisoblashda keng qo‘llaniladigan (fanda integral hisobning asosiy
formulasi deb yuritiladigan) Nyuton-Leybnits formulasi bilan
tanishamiz.

Dastavval «yuqori chegarasi o‘zgaradigan integral»
tushunchasini keltiramiz. Aytaylik, f(x) funksiya v [x', x'] C
C (a, b) segmentda integrallanuvchi bo‘lib, c€ (a, b) nuqta ixtiyoriy
tayin nuqgta bo‘lsin. Bu holda ravshanki, vx e (a,5) qiymatda ushbu
]' f(t)dt aniq integral mavjud bo‘ladi. Bu integral yuqori chegarasi
0 2garadian (x — o‘zgaruvchi) integral deyiladi. Bunday integral oz

yugori chegarasining funksiyasidan iborat:

F(x) = jf(t)dt (a<c<x<b)
1-teorema. Agar fix) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz

bo lib, F(x) funksiya uning [a, bl kesmadagi boshlang ‘ich funksiyasi
bo‘lsa, u holda

b
J rdx = Fo) - Fa)
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Sormula o ‘rinli bo ‘ladi. Bu formula integral hisobning asosiy formulasi
yoki Nyuton-Leybnits formulasi deb ataladi.

Isboti. Aytaylik f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsin.
Malumk1 bu holda f f(x)dx integral mavjud bo‘ladi. Endi ushbu
<D(x)_j f(Hdt funkswamng fix) funksiya uchun [a, b] kesmada
boshlang‘ich funksiya ekanini ko‘rsatamiz:

X+Ax

@/(x) = lim 20200 _ jiy L j fydr,

A funksiya [x, x + Ax] kesmada uzluksiz bo‘lganligi sababli, o‘rta
giymatning birinchi formulasiga ko‘ra

X+Ax

J fdt=f(x+6Ax)Ax (0<0 <)

X

bo‘ladi, Demak,
D'(x) = gmo f(x +86 Ax).

Yana f{x) funksiyaning [a, b] kesmada uzluksizligini e'tiborga
olsak, vxe [a, b] uchun

@'(x) = lim f(x+6 Ax) = /(lim (x+0 Ax)) = f(x)

bo‘ladi. Bu esa ®(x) =J f(t)dt funksiyaning f(x) funksiya uchun
[a, b] kesmada boshlangu‘ich funksiya ekanini bildiradi.

Ma'lumki, agar fix) funksiya biror [a, b] kesmada boshlang‘ich
funksiyaga ega bo‘lsa, u holda bu funksiya shu kesmada cheksiz ko‘p
boshlang‘ich funksiyalarga ega bo‘lib, ular bir-biridan o‘zgarmas
go‘shiluvchigagina farq qiladi. Shuning uchun fx) funksiyaning
[a, b] kesmadagi ixtiyoriy F{(x) boshlang‘ich funksiyasini
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F = [ fydi+cC

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Bundan
b a
F(b) = j f(dt+C, F(a)= j f(dt+C=0+C =C.
Demak,
b
[ 7@y = oy - Fla.

Bu yerda aniq integralning qiymati integrallash o‘zgaruvchisining
gaysi harf bilan belgilanishiga bog‘lig emasligini e'tiborga olsak,

b
[ r(x)dx = F&) - Fa)

formula hosil bo‘ladi. Teorema isbot gilindi.
Amaliyotda Nyuton-Leybnits formulasi quyidagi shaklda
go‘llaniladi:

b = F(b) - F(a).

[ 7G0dx = Fx)

1- misol. Ushbu

=X W
&

— integral hisoblansin.
+Xx

Yechish. f(x)= 1;2 funksiya [0; 1] kesmada uzluksiz bo‘lib,
+X

uning [0; 1] kesmadagi boshlang‘ich funksiyalaridan biri F'(x) = arctg x
bo‘lgani sababli, Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

1
dx v _T a_T
?': S = arctgx| = arctgl — arctg0 = Y 0= 7

bo‘ladi.
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3
2- misol. Ushbu IS'” Xdx integral hisoblansin.

x,

= _In(l+cosx)| =In2—Inl=In2.
0

b3
}smxdx
o | +cosx

13.2. Integrallashning asosiy metodlari va formulalari. Aniq
integrallarni hisoblashda asosan ikkita metod go‘llaniladi. Ulardan
biriga o‘zgaruvchini almashtirish metodi, ikkinchisiga esa bo laklab
integrallash metodi deyiladi.

O‘zgaruvchini almashtirish metodi. Bu metod quyidagi teoremaga
asoslanadi:

2- teorema. Agar fix) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz
bolib, |a, b] segment biror |c, B] segmentda aniqlangan va uzluksiz
differensiallanuvchi x = g(f) funksiyaning qiymatlar to ‘plami, shu
bilan birga a= g(a), b=g(B) bo‘lsa, u holda

b B
[ e0dx = [ £ (8 g'0yat

Jormula o'rinli bo‘ladi. Bu formula aniq integralda o ‘zgaruvchini
almashtirish formulasi deyiladi.

Isboti. Aytaylik, f{x) funk51ya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsin.
U holda, ma'lumki, ushbu J. f(x)dx integral mavjud. Bundan
tashqari, yuqorida isbot qllgammlzga ko‘ra f{x) funksiya uchun
[a, b] segmentda F{x) boshlang‘ich funksiya mavjud va

[ 70dx = Fo) - Fa) (1)

formula o‘rinli bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, boshlang‘ich
funksiyaning ta'rifiga asosan F(x) funksiya [a, b] segmentda
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differensiallanuvchi bo‘lib, Vxe[a, b] uchun F'(x)=f(x) teng-
lik bajariladi. Shartga ko‘ra x=g(#) funksiya [a, 8] segmentda
aniqlangan va unda uzluksiz differensiallanuvchi, shu bilan birga
fa, bl={x:x=g(?), t€|a, PB]}. Demak, murakkab funksiyani
differensiallash haqgidagi teoremaga ko‘ra F (g(#)) murakkab funksiya
[e, B ] segmentda differensiallanuvchi bo‘lib, ushbu

Z(Fg))=F(g)g® (ax<r<p)

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda V:e [a, 8] uchun F'(g(?)) =
= f(g(#)) ekanini e'tiborga olsak,

%(F(g(t))= fggw (x<t<p)

bo‘ladi. Bu tenglik F (g(#)) funksiyaning {«, 8] segmentda f(g(7))g'(?)
funksiya uchun boshlang‘ich funksiya bo‘lishini bildiradi. Demak,
Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

A B
[7 () g = Fs)| = F(a(B))-F(g()

bo‘ladi. Shartga ko‘ra g(a) = a, g(8) = b bo‘lgani sababli, bu yerdan
quyidagini hosil gilamiz:

B
[ 7 (e)gydt = Fb) - Fla) (2)

Nihoyat, (1) va (2) tengliklarning o‘ng tomonlari bir-biriga
aynan teng bo‘lgani uchun ularning chap tomonlari ham bir-biriga
teng bo‘ladi:

b B
.[ S(x)dx = If (g(H)g' ().

Teorema isbot gilindi.
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3- misol. Ushbu integral x4

hisoblansin: _[——— dx.

I+x

Yechish. f(x)= funks1ya
[1; 4] kesmada uzluk51z bo‘lib,
[1; 4] segment [1; 2] kesmada

aniglangan va unda uzluksiz dif- 96- rasm.
ferensiallanuvchi bo‘lgan x =#

funksiyaning qiymatlari to‘plami,

shu bilan birga 12=1 va 22=4 bo‘lgani sababli (96- rasm), 2-
teoremaga asosan

j%dx - jj;zrdr - j_dt

1412 1+

bo‘ladi. Ravshanki,

=2-1+arctgl —arctg2 = | + % — arctg2.
Demak,
dx =2 + — 2arctg2.

I

Bo‘laklab integrallash metodi. Bu metod quyidagi teoremaga

T 1<
+|k\|

asoslanadi:
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3- teorema. Agar u= u(x) va v=v(x) funksiyalar {a, b]
segmentda uzluksiz differensiallanuvchi bo Isa, u holda u(x)v (x) va
v(X)u'(x) funksiyalar {a, b] segmentda integrallanuvchi bo ladi, shu
bilan birga

b

[ ueyo (ordx = u(eyo(x)

a

b

’ - jv(x)u'(x)dx

a a

SJormula o‘rinli bo‘ladi. Bu formula aniq integralda bo ‘laklab
integrallash formulasi deb ataladi va odatda (esda saqglash qulay bo‘lsin
uchun)

b

J‘udv = yv

a

: —j.vdu

a

ko‘rinishda yoziladi.

Isboti. Shart bo‘yicha u = u(x) va v=wv (x) funksiyalar
[a, b] segmentda differensiallanuvchi bo‘lgani sababli, u(x)v (x)
ko‘paytma funksiya ham shu segmentda differensiallanuvchi, shu

bilan birga Vxe [a, b] uchun

(u(x) (x))" = w' () (x) +u (X' (x).

Demak, shartga ko‘ra u va v lar [a, b] da uzluksiz differen-
siallanuvchi bo‘lgani sababli, bundan

b b b
[ wwoydx = [wepods + [uGep'(odx
yoki

b

ju(x)v’(x)dx = u(x)v(x)

a

b

' —J u'(x)v(x)dx.

a

Bu yerda
ux)=u, v(x) =v, v'(x)dx=dv, u'(x)dx=du
ekanini nazarda tutsak,
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b

J.ua'v = UV

a

b

j —Jvdu

a

formula hosil bo‘ladi. Oxirgi formulani esda saglash qulay bo‘lib,

unda integrallash o‘zgaruvchisi u va v funksiyalarning argumentidan

iborat. Teorema isbot gilindi.

xdx

2

4- misol. Ushbu integral hisoblansin: .
CcOos™ x

O Sy | N

Yechish. 4= x,dv =—%_ debolamiz. U holda du = dx, v = tgx

COS2 X

bo‘lgani sababli, bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra

2

ud =I - =r__2
+lncosz—1ncoso—z+lnT Inl 7 2ln2

FNE

bo‘ladi. i

5- misol. Ushbu | arcsin xdx integral hisoblansin.

Yechish. u=arcsinx, dv=dx deb olamiz. U holda
du = & ~V =X bo‘ladi. Demak, bo‘laklab integrallash formulasiga
ko‘ra qlﬁ§idagiga ega bo‘lamiz:

jarcsin xdx = xarcsin x
0

= arcsin | + +/1-x?
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O‘ZINI-O‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

. Aniq integralning tenglik belgisi bilan bog‘liq xossalarini isbotlang.

. Aniq integralning tengsizlik belgisi bilan bog‘liq xossalarini isbotlang.

. O‘rta giymatning birinchi formulasi nima? U ganday hosil gilinadi?

. O‘rta giymat birinchi formulasining umumlashgan shaklini keltirib

chiqaring.

. Orta qgiymatning ikkinchi formulasi nima?

Nyuton-Leybnits formulasi (yoki integral hisobning asosiy formu-

lasi) deb nimaga aytiladi? Bu formulani keltirib chigaring.

7. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish metodi qganday teoremaga
asoslanadi? Bu teoremani isbotlang.

8. Aniq integralda bo‘laklab integrallash metodi ganday teoremaga

asoslanadi? Bu teoremani isbotlang.

N o=

o wn

14- §. XOSMAS INTEGRALLAR

Biz bu paragrafda Riman aniq Integralining cheksiz oraliglar va
chegaralanmagan funksiyalar uchun umumlashmalarini o‘rganamiz.
Bu umumlashmalar xosmas integrallar deb ataladi.Ular matematik
analiz va uning turli tatbiglarida keng qo‘llaniladi.

14.1. Birinchi tip xosmas integrallar. Agar f(x) funksiya

[a;+c0)oraligda aniglangan va har qanday [a,h] (6> a) kesmada
Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsa,

Tf (x}x = lim if (o )

ifoda f{x) funksiyadan [a-,+oo) oraliq bo‘yicha olingan xosmas integral
yoki birinchi tip xosmas integral deyiladi.

Agar (1) chekli limit mavjud bo‘lsa, If (x)ix xosmas integral

yaqinlashuvchi, f(x) esa [a;+oo) oraligda xosmas ma’noda
integrallanuvchi deyiladi. Agar (1) chekli limit mavjud bo‘lmasa,

'[f (Hx xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
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Xuddi shunga oxshash, Riman aniq integralini (— oo,b] va

(— oo,+o0) cheksiz oraliglar uchun ham umumlashtirish mumkin:

J e lim [ 1 o

zf(x)dx = alirpw j.f(x)dx = ;[f(x)dx+ T f(x)dx 3)

h—o+eo U

Bu integrallar ham birinchi tip xosmas integrallar deb ataladi.
1-teorema. Agar Fx) funksiya fix) funksiyaning[a;+oo)
oraliqdagi boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda

Tf(x}ix = F(+ )~ F(a) 0]

bo‘ladi. Bu yerda ¥ (+00)= ,,lffl, F(b)
Isboti. (1) formula va teorema shartiga ko‘ra

[ £@ia= Jim [ (e = Jim PG = Jim (F(6)- Fla)=

=F(+ oo)— F(a)
Xuddi shu kabi

[ f@dx=F®)=F(=), F(~)=lim F(&) . (5)

dx
1- misol. I;T (a > 0 )xosmas integralni yaginlashishga

u

tekshiring.
Echish. Bu integralning yaqinlashishi yoki uzoglashishi s ga
bog‘liq. Aytaylik, s | bo‘lsin. U holda, (4) formulaga binoan
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+oo (s < 1),

Tdx =5 e , —
J‘—x= X | =———1 (hlim b —al_")_ I S (s>1)
ax 1—sha -5 Por (s_l)a.\-l .
Endi s=1 deylik. U holda, yana (4) formulaga ko‘ra
iJizlnxm:hlim Inb—1Ina =+ (a>0).
X a —> 40

a

Tdx
Demak, I? (a > 0) xosmas integral s>1 bo‘lganda

yaginlashadi, s<1 bo‘lganda esa uzoglashadi.

2- misol. _-[,1+x2 integralni hisoblang.
Yechish. (3),(4) va (5) formulalarga ko‘ra
25
1+x>

-0

=—J;1 j_b; + !1:_]);2 = arctgxlio+ arctgx

oo TY =&
=--=|+==n.

+oo
Koshi kriteriaysi. jf (x)ix xosmas integralning yaqginlashishi

uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli: ¥¢ musbat
son uchun shunday b=b(e)b >a) son topiladiki, b dan katta

[ (ke

Buning isboti bevosita (1) ifoda va funksiya limiti mavjudligining
Koshi kriteriyasidan (81- betga garang) kelib chigadi.

Xosmas integralni aniq hisoblash har doim ham mumkin
bo‘lavermaydi. Mumkin bo‘lgani bilan, uning qiymati ahamiyatsiz

bo‘lgan ¥ A va B sonlar uchun <g bo'ladi.
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bo‘lgan hollar ko‘plab uchraydi. Shuning uchun, bunday hollarda
faqat xosmas integralning yagilashishi yoki uzoglashishini aniglash
kifoya.Bu esa tagqoslash alomatlari orgali amalga oshiriladi.

1- taqqoslash alomati. Agar [a ;+oo) oraligda aniglangan f{x) va

g(x) funksiyalar shu oraligda 0< f(x)< g(x) tengsizliklarni
ganoatlantirsa, u holda

Ig(x)ix— yaqginlashuvchi = '[ f (x)ix— yagqinlashuvchi (6)

j f(xYx — uzoglashuvchi = j g (xYx —uzoglashuvchi )

a

bo‘ladi. Bundan tashqari, ( 6) holda jf (x)dx s Jg (x)tix bo‘ladi.

Bu teoremaning isboti Koshi kriteriyasi va teorema shartlaridan
bevosita kelib chigadi.

T X
3- misol. !m xosmas integralni yaginlashishga

tekshiring.
1 1
Yechish. Birinchidan, 377 <x—2(x21);

Cdx 1
Ikkinchidan, I 3 =—;
i

+o0

=1.Demak, 1- tagqoslash

1

alomatining (6) xulosasiga ko‘ra, berilgan xosmas integral yaginla-
shuvchi, shu bilan birga uning giymati 1 dan kichik .

Ix+1

4- misol. —=dX xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.

x+1 ]. ( >1)
. . . = —(x2>1).
Yechish. Birinchidan, r—x;, > X ;
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by
ikkinchidan, Jﬁ xosmas integral (1-misolga qarang) uzoglashadi.
i

Demak, 1-taqqoslash alomatinig (7) xulosasiga asosan, berilgan
xosmas integral uzoglashadi.

Absolut va shartli yaqinlashish. Agar _“f x}dx xosmas integral

a

yaginlashsa, f f (x)z’x xosmas integral absolut yaginlashuvchi deyiladi.
Agarff(x)flx Xosmas integrgl yaginlashuvchi bo‘lib, ﬂf(x}dx

a

xosmas integral uzoglashsa, _[f (X)JX xosmas integral shartli yaqin-

a

lashuvchi deyiladi.
Quyidagini isbotlash mumkin:

2- teorema.Agar jf (x):ix xosmas integral absolut yaginlashsa,

4

u holda bu xosmas integral yaqinlashadi.

14.2. Ikkinchi tip xosmas integrallar. Agar f (x) funksiya [a,b)
oraligda aniqlangan, harqanday [a,A4] (a<A<b) kesmada Riman
ma’nosida integrallanuvchi va x= b nuqtaning chap atrofida chegara-
lanmagan bo‘lsa,

jf (xhx = Agg}}()}f (xHx )

ifoda ikkinchi tip xosmas integral deyiladi.Bu yerdagi x = b nuqgtani
(8) xosmas integralning maxsus nuqtasi deb aytamiz.

b
Agar (8) chekli limit mavjud bo‘lsa, jf (x)ix xosmas integral
yaqinlashuvchi, aks holda esa, uzoqlashuvchi deyiladi. (8) ifodani
b h-€
[ £ Gk = tim [ f(e)ix
kabi yozish ham mumkin.Ish jarayonida ularning qaysi biri qulay
bo‘lsa, o‘shanisidan foydalaniladi. Bu yerda ham quyidagini isbotlash

mumkin:
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3- teorema. Agar fix) funksi}ya [a,b) oraligda F(x)
boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lsa, u holda j f (x )dx xosmas integral

4

uchun

Jroe=p (| = Fp-0)- F@ )

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda F(b-0)=lim F(A),

5- misol. J (b ) (s>0) xosmas integralni yaginlashishga

tekshiring.
Yechish. Aytaylik, sx] bo‘lsin. U holda, (9) formulaga
binoan

I +oo(se (1,+oo)),

" dx _(b—x)
!(b_x)‘ sl

s “3] (se(0.1))

1

s=1 bo‘lsin. Bu holda yana shu formulaga ko‘ra

todx -0 )
jb =—In(b-x)| =In(b—a)- lim In(b-A)=

a

Demak, ta’rifga asosan,

Lodx
ooy 0

a

xosmas integral se (0,1) bo‘lganda yaqginlashadi, s> 1 bo‘lganda esa
uzoglashadi.

Xyddi shunga o‘xshash, quyi chegarasi yoki bir vaqtning o‘zida
ham quyi chegarasi, ham yuqori chegarasi maxsus nuqgta bo‘lgan
xosmas integrallar hagida yoki maxsus nuqtasi integrallash oralig‘i
ichida joylashgan xosmas integrallar to‘grisida ham so‘z yuritishimiz
mumkin:
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jf(X)dx = Aggojf(xﬁx,jf(xﬁx = Agggojf(x)ix+ Bl;ggjf(xﬂx.

jf(x)]x = ff(x)ix+ jf(x)ix (d- maxsus nugqta).

Bu integrallar ham ikkinchi tip xosmas integrallar deb ataladi.

* Xuddi birinchi tip xosmas integrallardagidek,ikkinchi tip xosmas

integrallar uchun ham Koshi kriteriyasi, taqqoslash alomati,absolut

yaginlashish va shartli yaqinlashish tushunchalarini bayon qilish
mumkin.Masalan:

2- taqqoslash alomati. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b)
oraligda aniqglangan, x=b nuqtaning chap atrofida chegaralanmagan
va shu oraligda 0< f(x)< g(x) tengsizliklarni ganoatlantirsa, u
holda

b b
J.g(x}lx — yaginlashuvchi = J f (xYx - yaginlashuvchi,

a a

h h .
I £ (x Hx — uzogqlashuvchi = J'g (x x — uzoglashuvchi

bo‘ladi.
Bu alomatning isboti mos Koshi kriteriyasi va alomat
shartlaridan kelib chigadi.

1 1
dx . dx
g-misol, [ lim [ =2 fim V], =2 im - V)= 2
7- misol.
tde Gde pde 1po dy 1 1
J ==+ :——l ——l =—l—=lim——1+1lim —=+00
X Lx g x x - B->-0 B A0 A '

8- misol. J \[—— xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.
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Yechish. Ravshanki, x=1- maxsus nuqta,

1

1 ¢ dx
< (xe[o0,1) = , —
4/1 _ (1 B x)% va .0[(1 _ x)% yaginlashuvchi (5

misolga garang).Demak, 2- taqqoslash alomatiga ko‘ra, berilgan
xosmas integral yaqginlashuvchi .

O“ZINI-O‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Birinchi tip xosmas integral deganda nimani tushunasiz? Uning

2,

3.

ganday ko‘rinishlarini bilasiz?

Birinchi tip xosmas integralning yaginlashishi yoki uzoqglashishi
tushunchalari ganday ta'riflanadi? Misollar keltiring.

Birinchi tip xosmas integralning yaqinlashishi yoki uzoglashishi
tagqoslash alomati yordamida qanday tekshiriladi? Misollar keltiring.

. Birinchi tip xosmas integralning absolut yaqinlashihi yoki shartli

yaqinlashishi deganda nimani tushunasiz? Absolut yaqginlashuvchi
birinchi tip xosmas integral yaginlashuvchi bo‘ladimi?

Ikkinchi tip xosmas integral deganda nimani tushunasiz? Uning
ganday ko‘rinishlarini bilasiz?

. Tkkinchi tip xosmas integralning yaginlashishi yoki uzoglashishi

tushunchalari qanday ta’riflanadi? Misollar keltiring.

. Tkkinchi tip xosmas integralning yaqinlashishi yoki uzogqlashishi

taqqoslash alomati yordamida ganday tekshiriladi? Misollar keltiring.

. Ikkinchi tip xosmas integralning absolut yaqinlashihi yoki shartli

yaqinlashishi deganda nimani tushunasiz? Absolut yaqginlashuvchi
ikkinchi tip xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladimi?
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ILOVALAR
MATEMATIK BELGILAR KO‘RSATKICHI

Ushbu ko‘rsatkichda kitobdagi matematik belgilarning gisgacha ma'nolari
ko‘rsatilgan.

€ — tegishli (tegishlilik belgisi); 6

& — tegishli emas; 6

& — bo‘sh to‘plam; 7

{x| P(x)} yoki {x: P(x)} —P(x) shartga bo‘ysinadigan x obyektlar
to‘plami; 7

N — barcha natural sonlar to‘plami; 7

Z — barcha butun sonlar to‘plami; 7

ACB — Ato*plam Bto‘plamning gism to‘plami; 7

= — tenglik belgisi; 7, 12, 18

AUB — A va Bto‘plamlarning birlashmasi (yig‘indisi); &

AN B — A va Bto‘plamlarning kesishmasi (ko‘paytmasi); &

A\B — Ava Bto‘plamlarning ayirmasi; &

A= B — A mulohazadan B mulohaza kelib chiqadi; &

A = B— A mulohazadan B mulohaza kelib chigmaydi; &

Z, — barcha manfiymas butun sonlar to‘plami; 77

Q — barcha ratsional sonlar to‘plami; 7

Y — umumiylik kvantori; 77

R — barcha haqiqiy sonlar to‘plami; 7

la, b] — segment (yoki kesma); 27

(a, b) — interval (yoki ochiq kesma); 28

< — kichik; 13, 19

< — kichik yoki teng; 20

> — Kkatta; 12, 19

= — katta yoki teng; 12, 19

la, b) yoki (a, b] — yarim interval (yoki yarim ochiq kes-
ma); 28

(—; +o) — barcha haqiqiy sonlar to‘plami; 28

(—, b] yoki |a, +=) — yarim to‘g‘ri chiziq (yoki nur); 28

(=<, b) yoki (4, +) — ochiq yarim to‘g'ri chiziq (yoki ochiq nur);
28

U(a) — a nugtaning e-atrofi; 29

U.(a) — a nuqtaning o'yiq e-atrofi; 29
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S (x,) — f funksiyaning x, nuqtadagi giymati; 67
| x| — x sonning moduli (yoki absolut giymati); 13, 79
# — teng emas; /8
supX — X to‘plamning aniq yugori chegarasi; 2/
infX — Xto‘plamning aniq quyi chegarasi; 2/
[x] —x ning butun qismi; 22
{x,} — umumiy hadi x bo‘lgan sonli ketma-ketlik; 32
max(p, qg) — p va q sonlarning eng kattasi; 34
min(p, g) — p va g sonlarning eng kichigi; 216
lim — limitga o‘tish amali belgisi; 39
x - a—x o‘zgaruvchi a songa yaqinlashadi (intiladi); 75
= — aynan teng; 44

> — yig‘indi belgisi (;a,,, =a +a,+..+aq, ]; 55

mx,, —{x,} ketma-ketlikning yuqori limiti; 6/

H—roo

limx, —{x,} ketma-ketlikning quyi limiti; 6/

signx — signum iks (signum — funksiya); 69
J— mavjudlik kvantori; 29/
}(2}(‘ f(x) — f funksiyaning X to‘plamdagi aniq quyi chegara-
si; 98
sup f(x) — f funksiyaning X to‘plamdagi aniq yuqori chegarasi; 98
xeX
o — Landau simvoli; /03
~ — asimptotik teng, ekvivalent; 104
f(a + 0) — ffunksiyaning a nuqtadagi o‘ng limiti; §9
f(a — 0) — ffunksiyaning a nuqtadagi chap limiti; §9
o(f; X) — ffunksiyaning X to‘plamdagi tebranishi; 127
Ax — x o‘zgaruvchining orttirmasi; 729
f (x) — ffunksiyaning x nuqtadagi hosilasi; 130
f (x+ 0) — ffunksiyaning x nugtadagi o‘ng hosilasi; 139
S (x — 0) — ffunksiyaning x nuqtadagi chap hosilasi; 139
dy — y funksiyaning differensiali; /52
dy
—
Aflx,) — ffunksiyaning x, nugtada gabul qilgan orttirmasi; 729
x = y — x taqriban y ka teng; 156

y funksiyadan x bo‘yicha hosila; 755

v, — y funksiyadan x bo‘yicha hosila; 158
f(x) — ffunksiyaning x nuqtadagi n-tartibli hosilasi; /60
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y., yoki yll — yfunksiyaning x bo‘yicha 2-tartibli hosilasi; 767
d*y — y funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali; 768

7

v

v _ y funksiyaning x bo‘yicha n-tartibli hosilasi; 770

XII

Voo Y — funksiyaning lokal ekstremumlari; 211, 213

rpeip f(x), max f(x) — ffunksiyaning absolut ekstremumlari (eng kichik
va eng katta qiymatlari); 275

D(f) — f funksiyaning aniglanish sohasi; 67

E(f) — f funksiyaning giymatlari to‘plami (o‘zgarish soha-
si); 67

f— anigmas integral belgisi; 230

z=x+ iy (i*= —1) — kompleks son; 242

Argz — z kompleks sonning argumenti; 243

z — 7 8a qo‘shma bo‘lgan kompleks son; 247

} — z ga qo‘shma bo‘lgan kompleks son; 247
P (z) — n-darajali algebraik ko‘phad; 250
R(u, v) — u va v larning ratsional funksiyasi; 263

b

j — aniq integral belgisi; 280

o — integral yig‘indi; 279

s(f), S(f) — Darbu yig‘indilari; 283

b

J'f(x)dx — f funksiyadan [a, b&] bo‘yicha olingan integ-

ral; 280.

A = B —n" gabinoan A = B; 26,27

O

A=B—n" gabinoan A=B; 14

# — aynan teng emas; 207
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PREDMET KO‘RSATKICHI

Aniq integral (Riman) 250
Anigmas integral 230
Argument (erkli o‘zgaruvchi) 67
— orttirmasi 129
Asimptota (vertikal) 222
—og'ma 222

— tenglik /04

Darbu (integrallari) 287
— vyig'indilari 283

— lemmasi 288
Ketma-ketlik 32

— kamaymaydigan 52
— kamayuvchi 53

— limiti 39

— monoton 53

— fundamental 62

— chegaralangan 33

— chegaralanmagan 34
— cheksiz katta 35

— cheksiz kichik 35

— o‘smaydigan 52

— o‘suvchi 53

— qgismiy 57

Kompleks son 242

— argumenti 243

— moduli 243

Limit nuqgta 29, 60

— bir tomonli &9

— birinchi ajoyib &7

— ikkinchi ajoyib 93
— yugori 617

— quyi 6/

Nugtaning atrofi 29

— affiksi 242
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— 0'yiq atrofi 29
Ochiq kesma (interval) 28
Riman aniq integrali 280
Segment (kesma) 27
Son e 56
— butun /!
— irrasional /&
— kompleks 240
— natural /0
— rasional 717
— haqiqiy 17 ,
To'plam 6
— bo‘sh 7
— limit nuqtasi 29
—sonli 7, 20
— chekli 7
— cheksiz 7
— elementi 6
Formulasi (Leybnis) 762
— Muavr 246
— Nyuton-Leybnis 310
— Teylor 190, 191
— Eyler 244
— o'‘rta qiymat 305
Funksiya 67
— absolut ekstremumi 215
— aniq chegarasi 98
— ante 69
— boshlang‘ich 229
— bolakli-uzluksiz 117
— grafigi 68
— grafigi qavarigligi bilan pastga (yuqoriga) yo‘nalgan 277
— grafigining egilish nugtasi 278
— Dirixle 70
— differensiali 152
— differensiallanuvchi 741
— integrallanuvchi 280
— kamaymaydigan 99
— kamayuvchi 9§
— limiti 75
330



— lokal ekstremumi 208
— modul 70

— monoton 99

— murakkab 77

— orttirmasi 129

— signum 69

— teskari 67

— tekis uzluksiz 126
—uzlukli 7107

— uzluksiz 106

— uzluksiz differensiallanuvchi 159
— chegaralangan 98
— cheksiz katta 100
— cheksiz kichik 102
— o‘smaydigan 99
— o‘suvchi 9§

— hosilasi 130
Elliptik integral 274
Hosila 130

— bir tomonli 139
— yuqori tartibli /59
— cheksiz 150
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Lotin va Yunon alfaviti
yozilishi o‘qilishi yozilishi o‘qilishi
Aa a Aa alfa
Bb be Bj beta
Cc tse Ty gamma
Dd de Ad delta
Ee ye E e epsilon
Ff ef Z dzeta
G g ge (je) H 7y eta
Hh xa (ash) 06,7 teta
i i Ii yota
Jj yot (ji) K @ kappa
K k ka LA lambda
L1 el Mu myu (mi)
M m em Nv nyu (ni)
N n en =& ksi
Oo 0 Oo omikron
Pp pe Mr pi
Qq ku Pp ro
Rr er 20 sigma
Ss es Tz tau
Tt te Dy fi
Uu u X x xi
Vn ve Yv i psilon(yupsilon)
W » dubl-ve Yy psi
X x iks Quw omega
Yy igrek
Zz zet
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