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SO‘Z BOSHI

Matematika barchatabily bilim lar asosidir.
David Gilberd

llo/irgi jadal rivojlanish davrida agl-zakovatli, ijodiy fikrlovchiva
muslaqil garor gabul giluvchi mutaxassislami tayyorlashda matematik
tn'lim asosiy o‘rin egallaydi. Talabalarni matematik tayyorlash ulaming
kusbly faoliyatida zarur boiadigan boshqa tabiiy-ilm iy. umumkasbiy va
Ixtiioslik fanlarini o'rganishlari uchun nazariy asoslami ta’minlashi
korak. Bu esa 0‘z navbatida samarali o‘qitishning muhim omillaridan
biri bo'lgan zamon talablariga javob beruvchi darsliklar va o‘quv
go*tlanmalami yaratishni tagqozo etmoqda.

Ushbu darslik oliy texnika o‘quv yurtlarining oliy matematika fani
dasluri asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat ta’lim standartlari
talablariga mos keladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jild i yettita bobdan
iborat bo‘lib, u oliy matematikaning chiziqli algebra elementlari,
vcktorli algebra elementlari, analitik geometriya, matematik analizga
kirish, bir o‘zgaruvchi funksiyasining differensial hisobi, oliy algebra
elementlari va bir o‘zgaruvchi funksiyasining integral hisobi
bo'limlariga bag‘ishlangan. Bu bo‘iim lar zamonaviy x orijiy adabiyotlar
va o‘qgitish texnologiyalari tahlili asosida yaratigangan boiib, har bir
mavzuni yozishda bir ganeha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan,
mavzular toMiq yoritilgan, tegishli bilim lar talabalar tomonidan mustaqil
0‘zlashtirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalaming shakllantirilishiga
hamda ijjodiy qobiliyatlam i rivojlantirishgayomaltirigan.

Darslikda talaba asosiy tushunchalarni, ta’riflami, teoremalami va
tipik masalalami yechish usullarini ko‘rsatuvchi misollami topadi.
Bunda biror tasdigning isboti keltiiimagan boisa, natijalaming ifodasi
uning ma’nosini tushuntiradigan misoliar bilan toidirilgan.

Darslikning har bir mavzusi kogp sondagi miso! va masalalar
yechimlarida tushuntiriigan, ulami o‘zlashtirishni mustahkamlashga
yo‘naltiriigan mashglar bilan to‘ldiriigan. Ayrim misol va masalalami
matematik paketlar yordamidayechish usullarikeltirilgan.
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M uallifdarslik goiyozraasini o‘qib, uning sifatini oshirish borasida
bildirgan fikr va mulohazalari uchun Qarshi Davlat universitetining
professori B.A.Shoimqulovga, O ‘zbekiston M illiy universitetining
o‘qituvchilari - professor A.Narmanovga, dotsentlar N.abborov va
JTishaboyevlarga o‘z minnatdorchiligini izhor qiladi.

Aynigsa, darslikning ushbu jildini tuzishda va mazmunini
yaxshilasbda fizika-matematika fanlari doktori A. Quchgarovning
beminnatyordamini m uallife’tiro fetishni o‘zining burchi deb biladi.

Darslik hagidagi tanqidiy fikr va mulohazalarini bildirgan barcha
kitobxonlarga m uallifoldindan o‘z tashakkurini bildiradi.



= Mulritsalar

= lictcmiinantlar

«Malrilsa ustida
alniaslitirishlar

»Chiziqli tenglamalar
e .

Al-Xorazmiy-
Muhammad ibtt Musa
Xorazmiy (783-856) —
xorazmlik matemaiik,
astronom va geograf.

Al-Xorazmly  algebm.
faniga asos soldi, iirny
ma'lumot va traktatiur-
ni hayon etishning aniif
ijoidalarini ishhib chig-
tli (Jo'uiikpozitsion hi~
sohiash ttai
belgismi  va quthiar
kiwrainataiarini hirin-
chiiardon bo*lib asoslah
berdi va iifnatiyotga tm-
higetdi.

1.Karimov

CHIZIQLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

Chizigli algebraning daslabki masalasi
chizigli  tenglamaiar  hagidagi masala
hisoblanadi. Bunday tenglamalami yechish
jarayonida determinant tushunchasi paydo
bo‘ldi.

Chizigli tenglamaiar sistemasi va ulaming
determinantlarini organish natijasida matritsa
tushunchasi kiritildi. G.Frobennus tomonidan
matritsaning rangi tushunchasi Kiritilishi
chizigli tenglamaiar sistemasining birgalikda
va aniq boishi shartlarini olish imkonini
berdi. Shu zaylda XIX asming oxirlariga
kelib, chizigli tenglamaiar sistemasi
nazariyasini barpo gilish jarayoni tugatildi.

LLMATRITSALAR

Matritsa tushunchasi 1850-yilda James
Joseph  Sylvester tomonidan Kiritilgan.
Kelming 1858-yilda chop  etilgan
«Matritsalar nazariyasi hagida memuar»
asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon
qilingan.

Daslabki vaqtlarda matritsa geometrik
obyektlami almashtirish va chizigli
tenglamalami yechish bilan bog‘lig holda
rivojlntirildi. Hozirgi vagtda matritsalar
matematikaning muhim tatbiqiy vositalaridan
biri hisoblanadi.



Matritsalar matematika, texnika va igtisodiyotning turli sohalarida
keng qoilaniladi. Masalan, ulardan matematikada algebraik va
differensial tenglamalar sistemasini yechishda, kvant nazariyasida fizik
kattaliklami oldindan aytishda, aviatsiyada zamonaviy samolyotlami
yaratishda foydalaniladi.

1.1.1. M atritsa va uning turlari

M atritsalar sonlar, algebraik belgilar va matematik funksiyalaming
katta massivlarini yagona obyekt sifatida garash va bunday massivlarni
0‘z ichiga oigan masalalami gisqa ko‘rinishda yozish va yeclish
imkonini beradi.

Matritsa - bu elementlar (sonlar, algebraik belgilar, matematik
fimksiyalar) massivining satr hamda ustunlarda berilgan va kichik
qavslarga olingan to‘g‘ri burchaklijadvalidir.

Matritsaning o‘lchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilan
aniglanadi. Matritsaning oMchamini ifodalash uchun mxn belgi
ishlatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va n ta ustundan tashk.il

topganini bildiradi. n
M atritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri bilan belgilanadi.
Masalan,

3x2 ofichamlimatritsa  2x3 ofchamlimatritsa 2x2 o ‘ichamli matritsa |

2 5
A=0 7

l

(-1 4 W, fsinjc -COSM 1
leos* sin*J) 1

A matritsaning /-satr va y-ustunda joylashgan elementi ay bilan

belgilanadi.
n=<y), = yoki JH]| (i=Km j-uf) yozuv
A matritsa av elementlardan tashkil topganini bildiradi:
an % . e “n
2l <2 - 02 a
=== ; A

aur =e amj



I-n o’lchamli Am(au an aH matritsaga satr matritsa yoki
iHr wktor deyiladi.

“far¥

m-21oichamli A matritsaga ustun matritsa yoki ustun-vektor

diylitdi.

n-n o'lchamli maritsaga n-tartiblikvadratm atritsadeyiladi.

Kviuli at matritsaning chap yugori burchagidan o'ng quyi burchagiga
yo'nalgan au,an,....aM elementiaridan tuzilgan diagonaliga uning bosh
(lagonali, o‘ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga yo‘nalgan

yemg*j clcmentlardan tuzilgan diagonaliga uning yordamchi

diagonali deyiladi.

Bosh diagonalidan yuqorida (pastda)joylashgan barcha elementlari
nolga teng boigan

an R au [} . 0 >

0 2 . 0
A= 22 a2 Al- Q

0 o - am.

matritsaga yuqoridan uchburchak {quyidan uckburchak) matritsa
deyiladi.

Bosh diagonalda joylashmagan barcha elementlari nolga teng
boigan

an 0 01
0 i 0
A=
0O O

matritsaga diagonal m atritsa deyiladi.

Barcha elementlari birga teng boigan diagonal matritsaga birlik
matritsa deyiladi va | (yoki E) harfi bilan belgilanadi.

Barcha elementlari nolga teng boigan ixtiyoriy oichamdagi
matritsaga nol matritsa deyiladiva O harfi bilan belgilanadi.

A matritsada barcha satrlami mos ustunlar bilan almashtirish
natijasida hosil gilingan AT matritsaga A matritsaning
transponirlangan matritsasi deyiladi: (a)T={a ).



Agar A=AT boMsa, A matritsaga simmetrik matritsa deyiladi.

1.1.2. M atritsalar ustida arifm ctik amallar

Maritsalarning tengligi
Bir xil o‘lchamli A-(a..) va B =(b) matritsalaming barcha mos
elementlari teng, ya’ni a-b boisa, bu matritsalarga teng matritsalar
deyiladiva A=B deb yoziladi.

A=B <> adi~bi

barcha i=i,nt, j-\n uchun

Matritsanisonga ko'paytirish
I-taif. A=(@il matritsaning X songa ko'paytmasi deb,
elementlari cv-Xan kabi aniglanadigan C=AA matritsaga aytiladi.

C=XA c, =Xa.,

1—misoIA—fj * C’:|.boisin.3Anitoping.

Yechish.
(2 -1 81132 3-H) 30 6 -3
UM {3 4 -ilH: 3 34 3(3 19 2 _o

M atritsalarni go‘shish va ayirish

Matritsalami qgo‘shish va ayirish amallari bir xil olchamli
matritsalar uchun Kkiritiladi. Bunda yig‘indi matrisa qo‘shiluvchi
matritsalar bilan bir xil oichamga ega boiadi.

2-@'rif. A=(aij) va B=(w) matritsalaming yig ‘indisi deb,
elementlari en=av-+bj kabi aniglanadigan C-A+B matritsaga aytiladi.

C=A+I q =a»+K-



3 01 %% o

| boisin. é—)!—B ni toping.
Ytehish.
-1 47 2 3 28 1+2 -143 4+2W 3 2
0 Ijrfi 0 -2) [3+1 0+40 I+(-2)J (4 0 -1
I () A matritsa A matritsaga garama-garshi matritsa deb

Ntilidli
JIivi'lf A=(@v) va B=(by) matritsalaming ayirmasi  deb

tmA~BmA+(-B) matritsaga aytiladi. Bunda C matritsaning
elementlari cv-a +(-b,)=ai}-4 kabi topiladi.

| C=A-B o c”a.-b,. |

3-misol. A—[ﬁ: N Nva 5=:If; s 2\fboisin. A-B nitoping.
2 -1 4 P 1-y

Yechish.
_ 2 -3 2vAt 3 2\(2-\ -3-3 2-2\ (1 -6 0

AB= o 1 a/u 14 w2 4-(-D~({) -2 5

Matritsalar ustida chizigli amollar quyidagixossalarga eggu
A,BtCtO matritsalar mxn o‘lchamli va k;jx- skalyar sonlar bo‘lsa, u

holda:
I A+B=B+A; 2a (A+B)+C=A+B+O)t
3 A+0 =A; 4a A+(-A)=0;
Be Z(A+B)=AA +AB; 60 (X +ii)A =AA+fa+
V. ju(M) =Xjia) =(A7/i)4 8" -A=A;
90 (A+B)r =Ar +Br; 10° (AAr=uT,

11°. A+C=B boisa, C-B-A boiadi
12. AA=0 boisa, X-0 yoki A-0 boiadi;



13. AA=AB va /1*Oboisa, A=B boiadi.

Xossalardan ayrim larini isbotlaymiz.

Birinchi to'rtta xossaning isboti bevosita 2-ta’rifdan kelib chigadi.
5-xossani qaraymiz.

A va B birxil oicham li matritsaiar boisin.

Uholda

A+B=(a,+b,)
yoki

NA+B)=Ll, +59=/1@}h+ L, )
va ikkinchidan
N@)+W)=M+X

boiadi.
Bu ikkita tenglikdan /1(A+B)=AA+AB boiishi kelib chigadi.

Mfgtritsalarni kopaytirish

Bir xil\sondagi elementlarga ega boigan A satr matritsa va
B ustun matritsa berilgan boisin deylik. Bunda A satming B ustunga
ko‘paytmasi quyidagicha aniglanadi:

(K
AB=( a A K —avin +aldn +...+a,[5,

ya’ni ko'paytma berilgan matritsaiar mos elementlari ko‘paytmalarining
yigindisiga teng boiadi.

Matritsalami kogpaytirishning bu goidasi satrni ustunga ko paytirish
qoidasi deb yuritiladi.

Ikki matritsani  ko‘paytirish amali moslashtiriigan matritsaiar
uchun Kiritiladi.

A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlari soniga
teng boisa, Ava B matritsaiar moslashtiriigan deyiladi.

4-ta’rif. mxp oichamli A=(@y) matritsaning pxn oichamli
B=(bJ) matritsaga kopaytmasi AB deb, cft elementi A matritsaning
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i MIthil H intiliHiining j -ustuniga satmi ustunga ko'paytirish goidasi
Itlirtii, \rrfil

»«A Hooetx Bl A* '=1...k n

(t]o inlluvehiHr quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniglanadigan mxn
ti li imnll t1- (©&) matritsaga aytiladi.

4 mlsol. Herilgan matritsalami ko*paytiring.

| f1 2Y (5 61-f1-5+2'7 |-6+2-8% ri9 22\
{) 4j\7 8j*[3-5+4-7 3-6+4-s]_[43 50/
/1

2 4
,21.4.3

0 2 1”10V

f 23+1(-1) 2<2+1l0 2-4+1-3" f5 4 $E
-38+4«-1) -3-2+40 -3-4+43FE -13 -6 O
j 08+2«-1) 0-2+20 04+23* -2 0 6]

Agar A matritsaning satrlari A1A7...Aa bilan va B matritsaning
mi BB2..,.BK bilan belgilansa, u holda matritsalami ko‘paytirish
»liildusini quyidagi ko*rinishda yozish mumdkin:

'AB, AB2 = 45»}
A w5 B2 -y AB] ab2 =
A, AB, AB2 . 4w

Matritsalami ko‘paytirishda A2 yozuv ikkita bir xil matritsaning
kn'paytmasini bildiradi:
A2=A-A.
u



Shu kabi
A3=A-A-A.... A"=AA-.-A,

5-misol f(x )=2x~X2+5va A=~  ~j bolsin. f(A ) ni toping.

Yechish. Matritsa ko'rinishdagi f{A) funksiyaga o‘tishda A sonli
go‘shiluvchi Al ko‘paytma bilan almashtiriladi, bu yerda /-birlik
matritsa.

1-m (1 -iN@ -1
/M=2~  +57=210 - 2M0 2[+5 (J-°Ij1

2 -2nn -3 6
0O 4] lo 4j+o 5) \0 5

M atritsalarnikopaytirish am ali ushbu xossalarga boysunadi
%

1. A matritsa mxn oichamli va B,C matritsalar nxp
oichamliboisa, AB+C)=AB+AC boiadi

2°. A,B,Cmatritsalar mos ravishda mxn, nxp, pxq
oicham i boisa, ABC)=(AB)C boiadi;

3" A,B,,0 moslashtiriigan matritsalar va J1/1 skalyar sonlar
boisa, uholda:

1) (M )(fjB)=(Xfi)(AB); 2) A(ll =(AA)B=LIAB);

3)Al=IA=A, 4) AO=0A=0;
5) (AB)T=BTAr.

4°AJ),0-n- tartibli kvadrat matritsalar va p,g manfiy
boimagan butun sonlar boisa, u holda:
DAA*=A™; 2)(Apy=(A)";

JA'=4

Xossalardan ayrimlarini ta’riflar yordamida isbotlaymiz va
ayrimlarining to‘g4iligiga misollami yechish orqali ishonch hosil
gilamiz.
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| W iAga 1| iy lik .
mttritSB Tun O‘lchamli va B-¢ ¥, C=(c¥Y matritsalar
M / u li Imilill hn'lsin. U holda 2-va 3-ta’riflarga ko‘ra istalgan ij da

MitHAIN
B+C=(by +cf)
o
AL b S "A FVVETfaA
w Ikklitchldan
glanK +g(?éa»cb~AC+BC
Itird

IxIrgl ikkita tenglikdan ,4(2?+C)=AB +/1C boMishi kelib chigadi.
I- xossaning 5-bandini garayiik.
A =(Ul) va B=(p") bo'lsin. Bundan AT=(a[) va BT={[) bo'ladi, bu

Vtthk «J »a,,, bi=br
1 holda 3-ta’rifga ko‘ra istalgan ij da birinchidan

ABz;EFmaII yoki (AB)T=ﬁa"bVI
vl Ikdrdicn )
EfA =ifhaA=E& 4 =#mr

lio*ladi. Bundan (AB)T=BTAT boiishi kelib chigadi.
2-xossani to‘g‘riligiga misol yechish orqali ishonch hosil gilamiz.

A= (0 2) 4 cC =(-5 J 2) bo4sin
Urdch
BC=[3 _||| 4 " 2 n
{o 1L5 0 2) (20 o
-11 12 fj_ =
)= 2)—[20 0 8 (@9 ft
AB={i 2)(o0



(ABC =B 7)fj | jj=@9 12 17)

Demak, A{BC)=(AB)C.

Umuman olganda matritsalami ko‘paytirish nokom mutativ, ya’ni
AB*BA. Masaian, Ixn oichamli A matritsaning nx1 oichamli B
matritsaga AB ko‘paytmasi sondan, ya’ni IX | oicham li matritsadan
iborat boisa, BA ko'paytm asi n-tartibli kvadrat matritsa boiadi.

Birx il tartibli A va B kvadrat matritsalar uchun AB=BA boisa,
A va B matritsalarga kommutativ m atritsalar, AB-BA ayirmaga
kommutator deyiladi.

1.13. Mashglar

1 A kvadrat matritsa boisin. A +ATsimmetrik matritsa bo‘lishin
ko‘rsating.
m T m r=
= 4 matritsaniQX= 0 Y= 1 vazZ=0 matritsalaming chizigli
«l A A

kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalang.
boisa, a va b nitoping.

4. Matritsa 30 ta elementga ega boisa, u ganday tartiblarda berilishi
mumkin?

5-8. A,B matritsalarva X,n sonlar berilgan. AA+fjB matritsani toping:

T 23 -i) ,
5 A=A\ | ( «LA«-1
12 -3 v -1 0
‘o -3 -1 2
6. A=-2 1,B= 3 -1,A=2 fi=-3
11 4 25
"2 -1 o 3 11
7.A=t-1 3 _0 . B= 0 -1 0 A=-3, p=-2
2 3 1. "4 32

14



|1 4*\*‘ 0 _z, B-1, A=l fi=-v.

v, 1vn /1 mnsinshliriigan matritsalar boMsin. Quyidagilarni ko‘rsating:
*| «a | multH.it mili matritsa bo‘lsa, u holda AB satr roatritsa boiadi;
Il tUtt It mitdHH Uitim matritsa bo‘lsa, u holda AB ustun matritsa bo*ladi.

Il Aljii A matritsa 3x3 oichamli va C esa 5x5 o‘lchamli bo‘lsa,
\vDiim nm'noga ega boMishi uchun B matritsa ganday oMchamda boMishi

1 4*1 | matritsa berilgan. /itfko‘paytmani nol matritsaga

Imhliiiim In H mntritaani toping.
11 Ift. A va B matritsalar berilgan.

M, A2 5y 0- (7% 2
’ 13- 13 of
/2

If 4x 0 -iLb X1 -

2
1 2/ %

+ fl i m r-1 3
I*. An3 0 1\B= 0 -|
* 1 0j |2 1
4 0 -2
m
qf-él 03B=2-1 0
11 v 2-13

17. A =B
G D il
IN. boisa, /i(ZiC)matritsani toping.
"'~ G 1-6G f¢
f4 23 "N
19 4=1-2 1 6Lfi= 3 2 matritsalarberiigan. AB, BTB, A3
I© A2 gBo

diiiliilNiilami toping.
15



20. 4=|g 3 va/(X=3xz+5x-4 boisin. f(A )nitoping.

21 jJ bo'lsa, ADnitoping.

22. Agar A2=/ va A matritsa 2x2 oichamli bo'lsa, Am toping.
1.2 DETERMINANTLAR

Determinant tushunchasidan dastlab chizigli tenglamalar sistemasini
yechishda foydalanilgan bolib, keyinchalik determinantlar
matematikaning bir gancha masalalarini yechishga, jumiadan xos
sonlami topishga, differensial tenglamalami yechishga, vektor hisobiga,
keng tatbiq etildi.

Biz awal ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchalari
bilan tanishamiz. Bu tushunchalar keyinchalik yuqori tartibli
determinantlami hisoblash uchun asos bo'ladi.

1.2.1. Ikkinchiva uchunchitartibli determinantlar
lkkinchi tartibli determinant

Oy o =arEK-"2a2

kabi belgilanadi va aniglanadi.

Bunda au,au,ada?l lar determinantning elementlari deb ataladi.
an determinantning /-satr va | -ustunda joylashgan elementini
ifodalaydi.

auan elementlar joylashgan diagonalga determinantning bosh
diagonali, aZan elementlar joylashgan diagonalga determinantning
yordamchi diagonali deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinant bosh diagonal
elementlari  ko‘paytmasidan  yordamchi  diagonal  elementlari
ko‘paytmasining ayrilganiga teng:

«12 % k2
a2l an ail 2 a2 °n



| h. detcrminantlami hisoblang.

_15-4. \(er:15+8=23;

4 1
M .Nina . . .

a a - sina €sina =1- 2sin2a =cos2a.
mil o2 =

MrtiiMtiutinj* muhim tavsiflaridan biri determinant hisoblanadi.
Tei>emiitiuii liti]iil kvadrat matritsalar uchun Kiritiladi.
kvadrat matritsaning determinanti det™ bilan

il v* _ q" o — A_ . . -
InlimUmill v Iol{;\ gz a‘q =4 «™-ana2 kabi aniglanadi.

liMiln ntnititsani uning determinanti bilan adashtirmaslikkerak:
lili noitliii mussivi; detA - bu bitta son (yoki ifoda).

11 hliu hi tartibli determinant

«w an al3
Md/1- av an =aaaa+ -

knil! I<lithnadi va aniglanadi.

lohInchi tartibli determinant uchun satr, ustun, bosh diagonal,
tnhliimolil diagonal tushunchalari ikkinchi tartibli determinantdagi kabi
kirttlladl.

| Jchinchi tartibli determinantlami hisoblashda o‘ng tomonidagi
tilllutdinmi topishning yodda saglash uchun oson bo‘lgan goidalaridan
Riydtilnniladi.

«lchburchak goidasi» ushbu sxemabilan tasvirlanadi:

«u »<n «, an an

JIZZAX DPI
INVN>*



Bunda diagonallardagi yoki asoslari diagonallarga parallel bolgan
uchburchaklar uchlaridagi elementlar uchta elementning kopaytmasini
hosil giladi. Agar uchburchaklaming asoslari bosh diagonalga parallel
bo’lsa, u holds elementlaming kopaytmasi ishorasini saglaydi. Agar
uchburchaklaming asoslari yordamchi diagonalga parallel bo'lsa,
uholda elementlaraing kopaytmasi teskari ishora bilan olinadi.

«Sarryus goidalari» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi:

1 -qoidada awal determinant tagiga uning birinchi ikkita satri
yoziladi, 2-goidada esa determinantning o‘ng tomoniga uning birinchi
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonallardagi yoki diagonallarga parallel
bolgan to‘g'ri chiziglardagi elementlar uchta kopaytuvchini hosil
qiladi. Agar to‘g'ri chiziglar bosh diagonalga parallel bo'lsa, u holda
elementlaming ko'paytmasi ishorasini saglaydi. Agar to‘g‘ri  chiziglar
yordamchi diagonalga parallel bo’lsa, u holda elementlaming
ko'paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

2 -1
2-misol. L. ded= 3 2 determinantni uchburchak qoidasi
1 3
bilan hisobiang.
2. daiBB- determinantni Sanyusning |-goidasi bilan
hisobiang.



determinante! Sarryusning 2-goidasi bilan

bl "Itlm if
Im M

2 -1 3
E N -8+1+27=20,35?Ne-1=» 6-6 +6=6,
r =n-2
bil Kt W

4 tifyyr’
0=> det3=0+36+2-0+9-16-31.

I'si
J 2vM X I“> detC=1-36- 20- 6- 8-15=-84.

I'>¢X +
WA

1.2.2. n-tartibli determinant tushunchasi

weturHhli determinant
an ar .. anh
deld= a, a, .. am
a, a, .. ¢

biibl bolgilanadi va ma’lum goida asosida hisoblanadi.

n-tartibli  determinant har birsatr va har bir ustundan fagat
b\bl T olingan n ta elementning ko‘paytmasidan tuzigan ™\ ta
ilinhllijvohilar yigindisidan iborat boiadi, bunda ko‘paytmalar bir-
bliiilnn olcmentarining tarkibi bilan farg giladi va har bir ko‘paytma
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oldiga inversiva tushunchasi asosida plus yoki minus ishora qo‘yiladi.

n-tartibli determinantni bu goida asosida ifodalash ancha noqulay.
Shu sababli yugori tartibli determinantlami hisoblashda bir nechta
ekvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yuqgori
tartibli determinantlami quyi tartibli detemiinantlar asosida hisoblash
usuli hisoblanadi. Bu usulda determinant biror satr (yoki ustun)
bo'yicha yoyiladi. Bunda quyi (ikkinchi va uchunchi) tartibli
determinantlar yugorida keltirilgan ta’riflar asosida topiladi.

n-tartibli determinantlami yoyishda minor va algebraik to‘ldiruvchi
tushunchalaridan foydalaniladi.

n-tartibli determinant an elementining minori deb, shu element

joylashgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil boigan (» - !)-tartibli
detenninantga aytiladi va M. bilan belgilanadi.
Determinanta elementining A, algebraik to idiruvchisi deb,

4 ,=(-irA/9
songa aytiladi.
13 2
Masalan, 2v0 1 determinantning a=2 elementining minori
I3 2,-2
va algebraik to‘ldiruvchisi quyidagicha topiladi
13 2 .
%.0- = '=-10, 4 ,=(-h2M2=10.
b o 2 -2

1.2.3. Determinantning xossalari

Determinantning xossalarini uchinchi tartibli determinant uchun
keltiramiz. Bu xossalar ixtiyoriy «-tartibli determinant uchun ham
0‘rinli bo4adi.

I-xossa. Transponirlash (barcha satrlami mos ustunlar bilan
almashtirish) natijasida determinantning giymati o'zgarmaydi, ya’ni

an @« O A axX
det*= g2 n a* = *2
a3 *n €8 13 an
20



Isboii Xossani isbotlash uchun tenglikning chap va o‘ng tomonidagi
<bli immimlinming giymatlarini uchburchak qoidasi orgali yozib olish
V1 olin|(itii ibdalaming tengligiga ishonch hosil gilish kifoya.

1-XOISfl satr va ustunlaming teng huqugligini belgilab beradi.
lkowwiHJiic)ia aylganda, satrlar uchun isbotlangan xossalar ustunlar uchun
hum o'rinli bo‘ladi va aksincha. Shu sababli keyingi xossalami ham
Hilritr va ham ustunlar uchun ifodalab, ulaming isbotini fagat satrlar
yol Ingal ustunlar uchun korsatamiz.

2-xossa. Determinant  ikkita  satrining (ustunining)  o‘rinlari
Imtilhlirilsa, uning giymati garama-garshi ishoraga o4zgaradi.
MRinlan,

a, an «3 «2 an
@ aK «a =" ax «2 @an
a3 @ ax a*r @@ a3

Du xossa ham 1-xossakabi isbotlanadi.

J-xossa. Agar detenninant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega bo‘Isa,
n nolga teng bo‘ladi.

Isboii. Ikkita bir xil satming o‘rinlari almashtirilsa, determinant
(shuningdek, uning qgiymat) o4zgarmaydi. Ikkinchi tomondan 2-
XOSBga koda determinant giymatining ishorasi o‘zgaradi. Demak
ilcl/f*-det”, yoki 2deM=0. Bundan det™=0.

4-xossa. Determinantning biror satri (ustuni) elementlari X songa
ko‘paytirilsa, determinant shu songa ko‘payadi va aksincha determinant
biror satr (ustun) elementlarining umumiy ko‘paytuvchisini determinant
bclgisidan tashgariga chigarish mumkin.

Masaian,

Xau Aa,2 XaB % 2 3
«2, «22 SAmax an g3

% «32 «33 as, a3l (g3

Isboii. Tenglikning chap tomondagi determinant hisoblanganida
oltita go'shiluvchining hammasida X ko‘paytuvchi gatnashadi. Bu
ko‘paytuvchini  gavsdan tashqariga chigarib, qavslar ichidagi
go4hiluvchilardan determinant tuzilsa, tenglikning o‘ng tomondagi
ifoda hosil boiadi.

5-xossa.  Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha
elementlari nolga teng boisa, u nolga teng boiadi.
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Blinda a\t an, a3 mos ravishda &,9an, bilan bilan almashtirilsa,
3-xossaga ko‘ra, determinant nolga teng boiadi.

1-izoh. Determinantning  xossalari asosida quyidagi teorema
isbotlangan.

1-teorema. Bir xil tartibli A va fi kvadrat matritsalar
ko‘paytmasining determinanti bu matritsalar determinanilarining
ko‘paytmasiga teng, ya’'ni

CEt(A mB) =detN «det#.
1.2.4. n-tartibli determ inantlarni hisoblash

n- tartibli determinantni xossalar yordamida soddalashtirib, keyin
tartibini pasaytirish yoki uchburchak ko'rinishga keltirish usullaridan
biri bilan hisoblash mumkin.

Tartibinipasaytirish usuli

«-tartibli determinant, 9-"ossaga asosan, biror satr yoki ustun
bolicha yoyilsa, yoyilmada (»- 3 -tartibli algebraik toidiruvchilar
hosil boiadi, ya’ni «-tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga
past boigan determinantlami hisoblashga keltiriladi.

Umuman olganda, quyidagi teoremalar o‘rinli boiadi.

2-teorema. i satrining nomeri ganday boiishidan qatiy nazar,
»-tartibli determinant uchun bu determinantni /-satr bo‘yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

detA-amn+adn+..+«, 4%, i-1n

formula o'rinli.

3-teorema. j ustunining nomeri ganday boiishidan gat’iy nazar, «-
tartibli determinant uchun bu determinantni j -ustun bo‘yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

detA=alAl) +avA2+..+ j=\n

formula o‘rinli.

Determinantni biror satr yoki ustun bo‘yicha yoyishga Laplas
yoyilm alari usulideyiladi.

Laplas yoyilmalari usulida determinantning qaysi bir satrida
(ustunida) nollar ko4 boisa, u holda yoyishni shu satr (ustun)
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I'« mi lmi Iwiliiild) qulay boiadi.

Milllilitn  imhg&n, 8-xossani qoilab, detenninantning biror satrida
in iniiiil.il t=iln clementdan boshga elementlami  nollarga  keltirish
jimiil in liniuln determinantning qgiymati shu satrdagi (ustundagi)
iitililmi Imqgli  element bilan uning algebraik toidiruvchisining
-=iii \miin iilin ihorat boiadi. Shundayqilib, «-tartibli determinant

Itliitt in -2)-tnr(hli determinantgakeltirib, hisoblanadi.

de\A=

ill miinfiiiiiiliti Kirlibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.

)edush liunda: 1) Ikkita elementi nolga teng boigan uchinchi
luiiliilii  bnrcha elementlarini nolga  aylantiramiz. Buning uehun
<4hiu In sld elementlarini 3 gako‘paytirib, uchunchi satming mos
»liinviillniiga go‘shamiz va hosilbo‘lgan determinantni uchinchi
ttiiiin Hcmentlari bo(yichayoyamiz:

2-10 4 2 -1 0 4 5 1 4
, 4 2-1 3_4 24 3_ .10_6 p
Pl 5 0 34 16 o 5-HM-I
1 1 -2
1 | 0 -2 1 1 0 -2

2) liosil gilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustunning
lU'tinehi satri elementidan yuqorida joylashgan elementlarini nolga
Nylantiramiz. Buning uchun awal uchinchi satmi (-2)ga ko‘paytiiib,
bifinohi satrga qo‘shamiz, keyin uchinchi satmi (-10)ga ko‘paytirib,
Ikkinchi satrga qo‘shamiz, hosil boigan determinantni  birinchi ustun
olementlari bo‘yicha yoyamiz va hosil boigan ikkinchi tartibli
determinantni hisoblaymiz:

0-3 8 3 8
* —

0*4 5 -4 5

1 1 -2
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Uchburchak ko ‘rinishga keltirish usuli

Bu usulda determinant xossalar yordamida soddalashtiriladi va
uchburchak ko‘rinishga keltiriladi, ya’ni diagonalidan pastda (yugorida)
joylashgan barcha elementlari nolga aylantiriladi.

Bunda

deU=(-I*deti/

boiadi, bu yerda -satrlarda va ustunlarda bajarilgan barcha o‘rin
almashtirishlar  soni; detE/-berilgan determinantning  uchburchak
ko‘rininshivauning giymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Xossa. Uchburchak ko‘rinishidagi determinant bosh diagonalda
joylashgan elementlarining ko‘paytmasiga teng.

4-misol.
2 10 0
... 3010
aetA=
10 2 1
w 0102

determinantni  uchburchak ko‘rinishga Kkeltirib, hisoblang.
Yechish. Determinant ustida quyidagi soddaiashtirishlami

bajaramiz:

— birinchi ustunni o‘zidan oagdajoylashgan ustunlar bilan ketma-
ket k=3ta o‘rin almashtirib, to‘rtinchi ustungaodkazamiz;

— birinchi ustunning birinchi  satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

— ikkinchi ustunning  ikkinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

—uchinchi ustunning to‘rtinchi satridajoylashgan elementini nolga
aylantiramiz;

— (-)*=(-13=-1 ko‘paytuvchi bilan hosil boigan uchburchak
ko‘rinishdagi determinantning bosh diagonaldajoylashgan elementlarini
ko*paytiramiz.

detA= =(-3- =(-)=

O r WN
P O O
N~ OO
P O O k
O N L O
N B OO
O L W N
OoON O
N —» OO
N =, WN

1
0
0
0

ON R O

)



100 2 100 2
010 3 0 10 3
00 1 H> 9 0 1 5
00 2 -2 000 8

1.25. Mashqlar

I i mntritxn nxn oichami bo‘lsin. det(/L4) da A ni determinant
1" i « lilmii In>»liijmigH chigarish uehun formula keltirib chigaring.
I, 4 kvudmt matritsa va ATA=1 bo‘lsin. det/i =1 boMishini ko ‘rsating.

I io cl)) vaR<Y' , boisin. detf4+B)=detid+deti facet a+d=0

lui IIMiiild 1l liit,|<niliHliini ko ‘rsating.
4, ?1 va B-y 2] boMsin. det(A B) =detA-detB boMishiga
i liiiii< li Innsil gjiling.
5. A> 21 boisin. det™IDni toping.
6. A va B matritsalar 3x3 oichamli, det/(=-lva det/i=2 bo‘Isin.
Toping:
1) clol AH, 2) detSA; 3) detATA; 4) detB\
7. A va B matritsalar 4x4 oichamli, det/i=4va dettf=3 boisin.
T
1) CHtAT, 2)det; 3) deta; 4) deta.
Ikkinchi tartibli determinantlami hisoblang:
e Y XY _ 1 atb
X =X i+l at+6
dn a exsA " tga+ 1 ctga -1
sn /2 exs20 © sna cosa

Uchinchi tartibli determinantlarni uchburchak va Sarryus qoidalari bilan
hiioblang:

5 -1 1 -2 0 -4
2 4 o0-3 13.
2 -3 1 12 -3,



UcMnchi tartibli determinautiami biror satr yoki ustun elementlari bo vicha
yoyib hisoblang:

1 b 1 X -1 X

14. b b 0 5. 1 X -1

£ o e X 1 X
sina  sinB 0o tga ctgB o
16. sina o] siny 17. tga 0 9B
0  sinB siny 0 clga g

Uchinchi tartibli determinantlarai xossalaridan foydalanib hisoblang:

1 c ab 1 1 1
18. 1 b ca 19. ax ay az

1 a bc ar+x1 a2+y cr+z7

a+b b b X x+y X-y
20. b a+b b 21. X+z X-2T1

b b a+b X X

a a-+l (191 l1+cosa 1 1+sina

b b2+1 Q+b)2f| 23. 1l-sina 1 !-cosa

c c2+1 (1+c) 1 1 1

To'rtinchitartibli deterrainantlami hisoblang:

1-12 2 113 2

3-15-2 200 8
24, 25.

-2-3 0 2 300 2

0-2 4 1 4 47 5

5a 2 -1 3 22 2

48& 4 -3 9 -8 5 10
26. 27.

2c¢c 3 -2 5-8 5 8

4d 5 -4 6-5 4 7

1.3. MATRITSA USTIDA
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishlar chizigli algebrada muhim roi
o‘ynaydi. Jumladan, chizigli algebraik tenglamalar sistemasining
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MiluiMily ypiahimInl topishda, teskari matritsani aniglashda, matritsaning
HMHIi  hiHobitthda matritsa ustidagi almashtirishlardan  keng
H-v»Pilmilimll

hhltlIM satrt (ustunt) ustida elementar almashtirishlar uch tipda
Im Imll

I Ikkllu Nfitming (Ustunning) 0‘m ini almashtirish;

Il inliul (uitunni) noldan farqli songa ko‘paytirish;

Il inlrgn (ustunga) noldan farqgli songa ko‘paytirigan boshga
MIHI (Ih llllin i) go'shish.

Mili  kkmchisidan elementar almashtirishlar  natijasida hosil
tllittfiiM - | vu 11 matritsalarga ekvivalent m atritsalar deyiladi va A~B
i -tiiiih lu lii yo/.iladi.

13.1. Teskari matritsa
Asosiy ushunchalar

MulilINiiinmi  qo'shish, ayirish va ko'paytirish sonlar ustida
hn|Hillmliftin mos amallarga monand (hamohang) amallar hisoblanadi.
I Milhi himddii matritsalar uchun sonlami boMish amaliga monand amal
lilm i laninhomiz.

M I'lumki, agar ;soni nolga teng bolmasa, u holda har ganday m

mul in liiifi kx*m tenglama yagona X:k: k~Im yechimga ega bo‘ladi,

Im >di«<n k 1soni ksoniga teskari son deb ataladi.

Nonliir uchun keltirilgan bu tasdiq matritsali tenglamalami sonli
iHillm milirgu monand yechishda muhim roi o‘ynaydi. Xususan, sonli
liMglumnlur uchun kk1=1 va k2k=1 shartlarining bajarilishi hal
illlilvohl hisoblansa, matritsali tenglamalar uchun AA~' =i va A 'A =1
»hm(laming bajarilishi  muhim hisoblanadi, bu yerda A ,1- bir xil
nichunili kvadrat matritsalar.

Anur A va A' kvadrat matritsalar uchun AA1=A A= tenglik
bUImlisn, A ' matritsa A matritsaga teskarimatritsa deyiladi.

Sonlarda, Arl mavjud bo‘lishi uchun k* 0 boiishi talab etilgani
kttbli matrilsalarda, A1 mavjud boiishi uchun detA*0 boiishi talab
gllinadi.

Agar det/f=0 boisa, A matritsaga singular matritsa deyiladi.
liiihlh  singular so‘ziga sinonim sifatida «xos» yoki «maxsus»
lcrmInlaridan ham foydalaniladi. Agar det™O boisa, A matritsa
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nosingular (yoki xosmas yoki maxsusmas) m atritsa deb ataladi.

Agar A matritsada aw al elementlar mos algebraik toidiruvchilar
bilan almashtirilsa va keyin transponirlansa, hosil boigan matritsa
A matritsaga biriktiriigan matritsa deyiladi va adjAbilan belgilanadi:

A’ AZ .- A*
An .. AR
adja = A"

Am
Teskarim atritsa haqida teorem alar

1- teorema. X0os matritsa teskari matritsaga ega boim aydi.

Isboti. A matritsa uchun A"l mavjud boisin deb faraz qilaylik.
U holda AA~'=1 boiadi. Blindan det(A4"=det/ yoki detA mletA : =det/
kelib chigadi. Bunda deM =0 va det/=I ekanini hisobga olsak,
0=1 ziddiyat hosil boiadi. Bu ziddiyat qilingan faraz noto‘g‘ri
ekanini ko‘rsatadi, ya’'ni tepremani isbotlaydi.

2- teorema. Har ganaay xosmas A matritsa uchun teskari m atritsa,
mavjud va yagona boiadi.

Isboti. A matritsa xosmas, ya’'ni detA*0 boisin. Awal A" mavjud
boiishini ko‘rsatamiz. Buning uchun A matritsani ——adjA

detA 1

matritsaga  ko‘paytiramiz va ko‘paytmaga  determinantning
9-va 10- xossalarini qoilaymiz:

‘A | A. _N_1
‘o 2P detA detA *' detA
A, A> —4*—
A= detA detA ' detA
A. A. * Am
<<|/4  detA detA
/N4 +qidr»+ -+ ftA A+-+M2
detA detA " detA
arAN N A +H—+<* 4, adAtl+adAT+-..+auAim  anAn +a3hai+...+alvim
detA detA detA
+a M Ai+.+alm  aMAg, +oMAN +—+amhiM +a, Al +..+anfn
detA detA detA
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Ihimult 1 niiiiritsaga teskari matritsa mavjud va bu matritsa

A* = —— adjA
detA

fiIHIHiilit iHInii lopiladi. Bunda AA~l=1 tenglik bajariladi.
<| /lagikirgkganilish sukea korsdtied.
I mil i 1yigona ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun A "' dan boshga
i intnw,iii’ii IONkari C matritsa mavjud bo‘lsin deb faraz gilamiz. U
MtiMIrt HIKiikora, AC=1 boiadi. Bu tenglikning har ikkala

A-AC=A-1.

A |-/ bo'lganiuchun IC=A~'l bo‘ladi.

MMull ICmC va A"L=A~ ekanini hisobga olsak, C=A~' kelib
<iil»nli 1oorematoiig isbotqilindi.

A Irom na. Teskari matritsa uchun ushbu xossalar olrinli boiadi:

*1*. A matritsa a~ teskari matritsaga ega boisa, det/ly

Inhul,

V A matritsa A~ teskari matritsagaegaboisa, (A 'y'=A boiadi;

}» nxn oichamli A va. B matritsalar Ax va B~' teskari
iihilillsalarga egaboisa, (AB)~X=B~~1boiadi;

4 A matritsa A'l teskari matritsaga ega boisa, (AT =A~Xr
M idi.

hboti. 1) A matritsa uchun A~ mavjud boisin. Uholda AA-X=I

detA

VOklI det(AO=det/ boiadi. Bundan detA —-detA '1=1 yoki det""lz(—j——;
et

h 1ll) chigadi.

2) A matritsa uchun Arx mavjud boisin. U holda AAx=/=A"IA
Imgliklarga ko‘ra A ' matritsa uchun teskari matritsa mavjud va u A
(miborat, ya’ni (A~ys=A boiadi.



3) nxn oichamli A va B matritsalar A1l va B ‘ teskari
matritsalargaegaboisin.
U holda AB va B~'Al matritsalar uchun

(B~'A~'XAB) =B~ (A~IA)B =B~B=—B~"B=|,
(ABXB"A-1)=ABB~1)A-X=AlA-1=AA'=I
boiadi. Demak, AB uchun teskari matritsa mavjud va (AB) 1=B ‘A~'l
boiadi.
4) A matritsa uchun A’ mavjud boisin.
U holda AT va (A~)T matritsalar uchun

ATA-)r =(A-A) = IT=1,
(A~)TAT=(AA~T— T

boiadi. Demak, AT uchun teskari matritsa mavjud va (AT =A~)TA
boiadi.

I-izoh. 3-xossani k ta nxn oicham li va teskari matritsalarga ega |
boigan matritsalar uchui®*quyidagicha umumlashtirish mumkin:

Bu formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.
1-misoL 2] maY~sa»a teskari matritsani toping va natijani

tekshiring.
Yechish. Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz:

detA 13 4 =6-4=2.
12

det™4*Ova A matritsa uchun teskari matritsa mavjud.
Matritsa elementlarining algebraik toidiruvchilarini topamiz:

Ai=(-w2=2, 4 =(-ly+H=-1,
4=(-ir4=-4, A2= (-1)28B=3.
A matritsaga biriktiriigan matritsani tuzamiz:
adjiA = 4 2

A 4# 1"1 3.
32



immhiin jillh,

e L2 -an it 2 -an =l ‘g'
“dtAl-1  3~2[-1 3
V2 2>
1 -2 1]
' Mitiol, Am 2 0 -1 matritsagateskari matritsani toping .
2 1 1
11i hivir )u matritsa uchun:
1 -2 1
2 0-1 0-4+2-0+4+I=3*0.
2 1 1

Mull ltsu dementiarining algebraik toM diruvchilarini topamiz:

o -1 {_] -2 1 5 A — -2 1
LR M= A= o «

2 -1 so < 11 < A S— 1 1 _
-2 1 -2 1 2 -1
2 0 2 1 -2

i =L A,=- =3, /L= =4.
R 21 2 0

A matritsaga biriktirilgan matritsani topamiz

o g 1 3 2>

» s ga A =033

A A 2 3 4

Demak,

% 11

132 2 3

3 011

detA
234 111
3 3]



Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuti

A xosmas matritsaning A 1 teskari matritsasini topishning qulay

usullaridan biri matritsa satrlari ustida elementar ahnashtirishlarga
asoslangan Gauss-Jordan usuli hisoblanadi.

A 1matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga
oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algoritmi

lo A va | matritsalami yonma-yon yozib, (A\I)
kengaytirilgan matritsa tuziladi;

T. Elementar almashtirishlar yordamida (A\I) matritsa (I\B)
ko'rinishga Keltiriladi.

Bunda B matritsa A matritsa uchun
teskari matritsa boiadi.

. 2 1. . . . . .
3-misol. A=f 1 3] m Sritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli

hilan toping va natijani tekshiring.

Yechish.
31105 n+t(2
(Ali)- | 232
1201
/
1-3 1 -2 o 1-3 1-2
vl 2 0 1 r2->r2+(-1rt \o 5 -1 5
f
1-31 1 "2r»r+32 10
g -1 3 01
i 5 5

Yugqorida keltirilgan rf->rt+Xrt belgilash i-sair bu satrga A songa
ko‘paytiriigan k-satrni go‘shish natijasida hosil gilinganini,

belgi esa /- satr bu satrni X songa boiish natijasida hosil gilinganini
bildiradi.
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2

liHGi-. 1 S 3 |5f_12 5
i 5
1-12

I mtsil A 1 3 0 matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan
2 14

il flri lgirg
)n lush

1-12 100
wlo- -13 0 010
2 14 001

[r 12 1 0 o n -1 2 1 O g

—4r2:2~
022110rrr22011n%0

jgy 8 0 -2 0 1 0 0 -2 0 1r3~*ri+¢3),
31
I 0 32l 2l t=r, +(-3)r3
o | 11 r2=ra+(-r}
O 2 2
0 i B3 0017 1
6 2
100 -2 -1 1
0 10 2 0 —1
3 3
001 7 1 _1
\ )
Demak,
-2 -1
Al=
16 2 3



1.3.2. Matritsani LU yoyish

Chizigli algebrada matritsalammg turli  yoyilmalari  keng
qoilaniladi.

Matrisani yoyish deb, uni biror xossaga (masalan, ortogonaiiik,
siinmetriklik, diagonallik xossasiga) ega boigan ikki va ikkidan ortiq
martitsalar kogaytniasi shaklida ifodalashga aytiladi. Bunday
yoyishlardan biri matritsani LU yoyish bisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda mxn oichamli A matritsa A-LU shakida
ifodalanadi, bu yerda ;-diagonal elementiari birlardan iborat bogan
mxm oicham li quyi uchburchak (Lower-triangular) matritsa; U-mxn
oichamli yugori uchburchak (m*n da trapetsiya) (Upper-triangular)
matritsa.

Masalan,
OO (N(e * * * *N
_* 100 o**x f
‘H‘ 10 00 « *
**U@ooo&

Matritsaning LU yoyilmasi yana matritsaning LU faktorizasiyasi
deb ataladi. Matritsaning LU yoyilmasidan chizigli algebraik
tenglamalar sistemasini  yechishda va teskari matritsani topishda
foydalaniladi.

mxn oichamli A matritsa A-LU shakiga keltirish (LU yoyish),
umuman olganda, A matritsaning satrlariga noldan fargli songa
ko‘paytiriigan boshga satmi qo'shish orgali quyidagi tartibda amalga
oshiriladi.

A matritsani LU yoyish algoritmi

1°. A matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar
bajariladi va U shakiga keltiriladi;

20 Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishlar ketma-
ketligi asosida L yozuv hosil gilinadi va bu yozuvda barcha
diagonal elementlar ustunlami  boiish orgali birlarga
aylantiriladi.



4-15
. % 3 -8 N ]
1
Imimi! 54 1 matritsani LU yoying.
o 7 te
\ninth  Mfitritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar

LinHHnn/

T 4-1 5-2 w 4 -1 5 -2
4 5 3-8 1 0~3 1 2 -3
2 5-4 1 8 0-9 -3 -4 1
6 0 7-3 y On 41 g
f24-15-2"24-15 -2
03 t2-3 03 12 -3
00 0Y 1 00 02 1
f004 1 ,0 00

i mulritsa 4 ta satrdan tashkil topgani sababli L matritsa 4x4
K Muntili Bdladi. Birinchi gadamda belgilangan yozuvlar L matritsa
JfiMlivining uslunlarini tashkil qiladi. Bu yozuvda barcha diagonal
elviitcnllami birlarga aylantiramiz:

2 %
-4
2 -9 2
-6 12 4 5
3 2 If
"1 'L 00O
-2 1 -2 100
1-31 I'_1—310
3 42z -3 421
emak,
4 -1 5 ooo0™ 24 -15 -2
-5 3 -8 100 03 12 -3
-5 -4 -310 00 02 1
o 7 421 00 00 g



n-tartibli kvadrat matritsa berilgan boisin. Bunda A matritsani
LU vyoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday
algoritmlardan bin bilan tanishamiz.

A matritsa xosmas boisin. U holdata’rifga ko‘ra,

10 6] 3
«@1l U 13 ee o« % a2z ax « «n
10 0«22 «23 - «2» ad aq - «@»
0 0 33 ++ 3 = @1 aX . @
LL L 0 0 ., K* . g
Bundan

Bu yig ‘indidagi oxirgi go‘shiluvchilami ajratib, topamiz:

agar i< j boMsa; 3.1)

! />""bo’lsa- (32

Shunday qilib, L va U matritsalaming nomaium elementlari afj va
topilgan /*«*lar orqali ketma-ket ifodalanadi.

2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblanganki, bunda
awalbarcha uwy larnivakeyin barcha  lami hisoblab boimaydi, va
aksincha. Bu formulalar orgali hisoblashlar quyidagi tartibda bajariladi:

wy =&Y j =1

4-A1 *=2A...,*;
y=23,.»;
=34....

va hokazo, ya’ni U ning satrlari va L ning ustunlari almashlab
hisoblanadi.
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H 29
mifhil | M 9 4 matritsaniLU yoying.
u 79
1% ht*h  Ilci ligan matritsa xosmas, chunki deM=166*0.
i i ymilmani tuzamiz:
(\ 0 ovp 9% %* 829
/,,10.0«2«2»494
n 4.0 0 6 79
I w / matitsalaming noma’lum elementlarini (3.1) va (3.2)

Inininhilni hllun aniglaymiz:
% "4 =8 % =ak=2 ub=lll =9,

1 4 1 \
[T =g =2%* -4«ll =9-—2=3,
ouB/A =a-88-d sL_ 38R
M=—(av-  =if7--<
h=5R4 =22

:E’
/. 4 «* :B—I"? —I’é—%—(l —wzg.

| ®nik
8 2 10 o 82 9
4 Q %1008—1

| O
Uleloo%

13.3. Matritsaning rangi

wx« oichamli A matritsa berilgan boisin. Bu matritsadan biror
AA ¢min(ww)) ta satr va k ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va
UNtlinlaming kesishishida joylashgan elementlardan fc-tartibli kvadrat
intidilsani tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga a m atritsaning
A-hirtibli minori deyiladi.
e}



A matritsa noldan fargli minorlari tartibining eng kattasiga A
matritsaning rangi deyiladi va r(A) (yoki rangA) kabi belgilanadi.

Tartibi r(A)ga teng boigan minorga A matritsaning bazis minori
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega boiishi mumkin.

Matritsa rangining ta’rifidan quyidagi tasdiglar kelib chigadi.

1. Matritsaning rangi O bilan mn sonlarining Kichigi orasidagi
butun son orqgali ifodalanadi, ya’ni O<r(A)<min

2. Fagat A=0 matritsa uchun r(A)=0 boiadi.

3. n-tartibli kvadrat matritsa xosmas boiganidagina r(A)=n
boiadi.

Matritsanng rangi ushbu xossalarga bo{/sunadi.
r: Transponirash natijasida matritsaning rangi o‘zgarmaydi;
2°. Elementar aimashtirishlar natijasida matritsaning
rangi o‘zgarmmaydi.

Isboti. Bilam izki:

a) transponirlash natijasida determinantning giymati o‘zgarmaydi;

b) ikkita satming (ustunning) o‘mi almashtirilsa. determinantning
ishorasi ozgaradi;

¢) satmi (ustunni) noldan farqli songako*paytirilsa, determinant shu
songa ko‘payadi;

d) satrga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshga satmi
(ustunni) go‘shilsa determinant o‘zgarmaydi.

Demak, transponirash va elementar almashtirishlar natijasida xos
matritsa xosligicha va xosmas matritsa xosmasligicha goladi, ya’ni
iming rangi o‘zgarmaydi.

r(A) ni ta’rif asosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi.
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi: agar barcha birinchi
cartibli minorlar (matritsa elementlari) nolga teng boisa, r(A)=0
joiadi; agar birinchi tartibli minorardan hech boimaganda bittasi
loldan fargli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng boisa,
‘G4 boiadi; agar ikkinchi tartibli noldan fargli minor mavjud boisa,
ichinchi tartibli minorlar tekshiriladi; bu jarayon yoki barcha k-tartibli
ninorlar nolga teng boiishi aniq boiguncha yoki ¢-tartibli minorlar
lavjud boimagunchadavom ettiriladi, bunda r(A)=k- 1boiadi. .
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3 -1 3 -2>
mu/d/ | 4 -2 5 | matritsaning rangini minorlar ajratish
2 -1 1 8;
IVl opy,
lil Y Uilvshunki, | <r(/l)<inin(3;5) =3
itV T hi liiilib li minorlardan bin
-13
-2 5 =-5+6=1*0-

I *litii« 1l Ifiillnli minorlami hisoblaymiz:

2-13 2 -1 42
4 4-2 5.0 X =4 -2 1
2 -1 1 2-18
232 -1 3 -2
-45 1= tighm -4
21 8 -1 1 8

Ibni Itd UOhInchi tartibli minorlar nolga teng. Demak, r(A)=2.
n inn (dplshning minorar ajratish usuli hamma vaqt ham qulay
im In\i uiiiivli, chunki ayrim holiarda bir ganchahisoblashlar bajarishga
In i W ketivl,
| iIMiKMilir almashtirishlar orgali har ganday matritsani bosh
»IHgniiitliiliji - birinchi  bir nechta elementlari birlardan va golgan
,Lin.niliil nollardan iborat boigan matritsa ko‘rinishiga keltirish
mnl lit MiiKulan, ushbu matritsaga
ft |11
, 100
00O0O
0 0 0 0
Httnday matritsaga kanonik matritsa deyiladi. Kanonik
mmrhuning rangi uning bosh diagonalidajoylashgan birlar soniga teng
lidi.
© r(A) ni kanonik matritsaga keltirib  topish usuli matritsani
4inonik ko rinishga keltirish usuli deb ataladi.
4



7-misol.

matritsaning rangini

kanonik ko‘rinishga keltirish usuli bilan toping.

Yechish.
1 -1 2 3 -=f

A= 2 0 1 -1 2 r2->r22+(-2)r~
-1 3 -5 -10 g "->3+/

-1 2 3 -i n -1
~0 2 -3 -7 4 ~0 2
0 2 -3 -7 4g>3+(-hr2 ° O
1 0 o ‘i o
-1 2 0 1r~>r7ti o 2
2 -3 0 B->B+ (-2~ 0 -8
*3 -7 0 0o -
-1 4 0 15->r5+rx 0o 4
rl o o '1
0 1 0 0
~0 -1 0 rB3™>rB8+r2~ 0
0 -1 0rd->rA+r2 O
0 -1 0,r5-»r5+r2 0

Demak, r(A)=2.

13.4. Mashqlar

2
-3
0

os

o

o

O O O - O

+12:2

-»m:3 '

uni

1. Agar A matritsa xasmas va simmetrik boisa, A'lmatritsa ham xasmas

va simmetrik bo'lishini ko'rsating.

2. Agar A kvadrat matritsa va (I-A) Xxosmas matritsa boMsa,

A{-A)y~-l =(/-A)A tenglik bajarilishini ko‘rsating.

LA= [%1 h matritsaning teskari matritsaga egab oiislii shartini toping.
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9

[ va C=( boisin. C=Ad ekanini ko'rsating.
I _7 V3
[ f 40 5 40 5
<H Il 1 24 matritsa A- 0 1 -6 matritsaning teskari matritsasi
1] 10 41 30 4
I [artmg.
E]]. -3 sl 1:3 1 21
On —B -17 21 -11 matritsa "Sj 2 71 _ matritsaning teskari
10 6 7 134 Y

mmihi ,..i lit' lislimi ko‘rsating.

7, Uorilgan matritsalardan qaysi birlari uchun teskari matritsa mavjud
Im'Imliv

1T -2 o 12 -f
A 3C=2 2 6; D=2 1 3
rs a 3 5U 0 3 10,

N A © boisin. A2=A~ va A3=1 bo‘lishini ko‘rsating.

9. Berilgan matritsalardan qaysi birlari o‘zaro teskari matritsalar boiadi?
0 (1) i3 «
liQw i) i3 Y 2Ly
i oY i 20 r7 2 -61
) va if5 P Ho023va -3 -1 3
lo 5) sfo 3j )
1 3% i2 1-2
A=\I_.2L 1matritsa berilgan. A" matritsanitoping.
i2 -5

1. AR\ 14 matritsa berilgan. A~ matritsani toping.

12. Berilgan shartlami ganoatlantiruvchi A matritsani toping:

12 3



*1 o0 0]
13. ABC= -5 1 O] boisin. CHBA nitoping,

001
m 2 3
14. A= 4 1 6 matritsa beriigan. C=A-adjA ko‘paytmaning barcha
7 5 ~K
nodiagonal elementlarini toping.
A 2il
15.A=0 2 4 matritsa berilio. C=A adjA ko‘paytmaning barcha
J 311

diagonal elementlarini toping.
A matritsa berilgan. vA-Imatritsani toping:

Y 2 N\
16 A=1 2 -1 17.A=2 6 4
22 o 81 §

A matritsa berilgan. A 1 matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:

fIf 1 '1-10T
& 101 -1 010
18 A= 112 1 19'A_2-112
-r12 1 4o 12 O

20. A matritsa berilgan. Matritsaning LU ydyilmasini toping:

6 4
M=aw A=,
31 W 2 32
3A=-9 0 -4 4HA= 4 B9
99 4 6 54
2.3 &
20 5 2 4 8 7
5A -6 3 -13 -3 § 65 1
46 B T 6 9 -12
8 6 10

A matritsa berilgan. r(A) ni minorlar ajratisb usuli bilan toping:

11«i* 31 fl-2
221=-1 301 2 A=\-1 4-2
3 4fi 12 -2 7]

a4



4 ttiHHIUtE hmilelili. r(A) ni elementar almashtirishlar usuli bilan toping:

4 p 13 &
2 -13-2
24'A_1—43 1

y 1 30_vy

14. CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASI

| H/Illll tcnglamalar  sistemasini  yechish masalasi chizigli

ImmUiih asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. Matematika, texnika
i €« lijiMullyotning ko'pchilik masalalari chizigli tenglamalar sistemasi
>ep+lel Adnlanedi, masalan. geodeziyaviy oichash, elektr zanjirlarini
lemiliiilii.1i, chizigli programmalashtirish va  igtisodni rejalashtirish
lHuiilmiiii i chi/Zigli tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.

1.4.1. Asosiy tushunchalar
1 Mifou

an+anx2+...+ ajlix, =bj,
a2ixl +a22+...+a2xn=b2

@-1)
am\ + arexi +...+anmxn=bn

«IHiinuga n noma’lumli m ta chigzigli tenglamalar sistemasi deyiladi.
Mu yerda a)),an,...,ant haqiqiy sonlarga sistemaning koeffitsiyentlari,
noma’lumlar, bxb2,...,om haqiqiy sonlarga ozod hadlar
Ucylladi.
(4.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan

A= 4.2)

matritsaga (4 .1) sistemaning matritsasi (asosiy matritsasi) deyiladi.
Bu matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo'shish orgali
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hosil gilingan
fQ 2 .
c= 2t @2 °° 02 K (4_3) |
|
matritsaga (4.1) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.
(4.1) sistemani
AX-B 44!

matritsa ko rinishida yozish mumkin, buyerda

w

2 g2 @5)

A* A,
Haqigatdan ham,

+QiX +..+
A a$c} +aal+..+atxH K -
a.x +anx, +...4+ax_

@4.2) sistema  tenglamalarini ayniyatga  ayiantiradigan

nomaiumlaming tartiblangan x°,xl,...,x°’n giymatlariga (4.1) sistemaninM
yechimi deyiladi.

Kamidabitta yechimgaega sistemaga birgalikda bo Igan sistema, |
bitta ham yechimga ega boimagan sisttmaga birgalikda bo'lmaganM
sistema deyiladi.

Birgalikda bo‘lgan va yagona yechimgaega sistemaga aniq sistema, |
cheksiz ko*p yechimga ega sistemaga anigmas sistema deyiladi. Anigmas |
sistemaning har bir yechimi sistemaning xususiy yechimi deb ataladi.
Barcha xususiy yechimlar to* plami sistemaning umumiyyechimi deyiladi. 1

Sistemani tekshirish deganda sistemaning birgalikda yoki birgalikda |
emasligini aniglash va agar sistema birgalikda boisa, u holda uning aniq *
yoki anigmasligini tekshirish tushuniladi. Birgalikda boMgan sisteraning
umumiy yechimini topishga sistemani yechish deyiladi.

Yechimlari to‘plami bir xil boigan, ya’'ni birinchisining har bir
yechimi ikkinchisining yechimi boMadigan, va aksincha, ikkinchisining
har bir yechimi birinchisining yechimi boiadigan ikkita sistemaga 1
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thMent e\ kmlili) sistemalar deyiladi.
«1hini MimnNhtlrishlar sistemada elementar almashtirishlar deb
«HIMI
iMmihii iftUllgan ikkita tenglamasming oainlarini almashtirish;
<hliMuining  istalgan  tenglamasini  noldan fargli  songa
i [iIH\IHTili (Imi lIsh);
»hU'iuiilig istalgan  tenglamasiga noldan fargli songa
i [mAMtilioni Dissluln lenglamasini go*shish.
I brumui ulmashtirishlar natijasida ekvivalent —sistemalar hosil
iNi
(Milni
anx, +ane+..+akH=d7

At p ATy @B
arb{+or2e+..+amn=tn

mih limill n tu chizigli tenglamalar sistemasining

a, % — <
a="d 2 1 @)
V!
millUihl Wiuliut matritsaboiadi.
1 1HULINIlining
a,
detA= @38)

pjftlinuntiga (4.6) sistemaning determinanti deyiladi.
Auni dt4*0 boisa, (4.6) sistemaga xosmas sistema deyiladi.
Ajéw ilct Aa 0 bo‘lsa, (4.6) sistemagaxossistema deyiladi.

142. Chizigli tenglamalar sistemasini
yechishning Gauss usuli

4 nomnlumli m ta chiqzigli tenglamalar sistemasini yechishning
linv uiullaridan biri w nomalumlami ketma-ket yo ‘gotishga
hi.].ni lirn) asoslangan Gauss usuimi ko‘rib chigamiz.
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n noma’lumli m ta chigziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘Isin:

| +alx2+...+alxn=hit
axl +anx2+...+alnxn=bv N

anil +a@X2+ «=+amn=K

(4.1) sistemani Gauss usuli bilan yechish ikki bosgichda amalla
oshiriladi.

Birinchi bosgichda sistema pog'onasimon ko'rinishga keltiriladi. H

Pog‘onasimon sistema deyilganida

aux, +anx2+...4+auxt +...+aux, =A,,
aax2+..+adxk+..+aax,=b2

albk +...+ahbn=bm

ko‘rinishdagi sistematushuniladi, buyerda k<n, a ,*0, i-\k.

Ikkinchi bosgichda homa’lumlar pog‘onasimon sistemadan ketma-
kettopiladi. v

1-bosgich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz: birinchi
tenglamaning chap va o‘ng tomonini a®*Oga (agar au=0 bolsa, u
holda bu tenglama sistemaning x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti
nolga teng boimagan tenglamasi bilan almashtiriladi) boMamiz. Keyin
hosil gilingan tenglamani (~an) ga ko‘paytirib, /-tenglamaga qo'shamiz.
Bunda sistema tenglamalarining ikkinchisidan boshlab x gatashgan ]
hadlar yo‘qatiladi va (4.1) sistema quyidagi ko'rinishga keladi:

Xx+atx2+a$x3+ . . . + = b™,

a%x2 +a%x3+ ...+ a%xil=i>?\

« ft +a*De+- +

buyerdaaf, A® = =1"»)-sistemaning birinchi almashtirishlardan
keyin hosil gilingan koeffitsiyentlari va ozod hadlari.

Sistemada x, nhoma’lum oldidagi koeffitsiyenti birgateng boigan
tenglama bor bo‘lsa, bu tenglamani birinchi o‘rinda yozish orqali
hisoblashlar osonlashtirilishi mumkin.
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im lutl tig'ii0 deb, sistemaning uchinchi  tenglamasidan
4 I«nli i, titmihiXiiinni yo'gotamiz va bu jarayonni mumkin boiguniga
[ u «nM\ mu fttiramiz.
llu lidNglolidn, agar:

i OkOfiniphd&gi tengliklar paydo boisa, u holda bu tengliklar

mitldi viiltmlIndi.
M A'1(// >0) ko'rinishdagi tengliklar paydo bo‘lsa, u holda

JNe U! In*Klnliliuli, chunki berilgan sistem abirgalikda bo‘Im aydi.

f tiu/h i Pog‘onasimon sistemani yechamiz. Pog‘onasimon
1 in-il®! A lIcnglamalar soni n noma’lumlar soniga teng yoki
Alinilm iilir Nonidan kichik boiishi mumkin. Shu sababli bu sistema
JKMtN Vnkl choksiz ko‘p ychimga ega boiishi mumkin. Agar sistema
fichtih-lutk ko'rmishga kelsa, ya’ni k=n boisa, sistema yagona
M IifyftA hoiadi. Agar sistema trapetsiya ko‘rinishga kelsa, ya’ni
» ft Ini’Un. »intema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi.

2%, - 4%, -Xj =—2,
I misol 3¢ + x2- 223 =-11, tenglamalar sistemasini Gauss usuli
V¥, - 2% +4%, = 8
MIftli VMi'lillig,
\wtihlth>
I bns¥/ich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz:
I*I*iiu'lii va uchinchi tenglamalaming o‘rm larini almashtiramiz;
» i |) Jin ko‘paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va
”Vl) HR ko'puytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma-
F"I*]" Nlinini/;

Ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7
tft VH ( V)gH boiamiiz.

} hosgich. x, ning uchinchi tenglamadagi giymatini birinchi va
Ikkliitihl longlamalarga qo‘yamiz, ikkinchi tenglamadan *2ni topamiz
*" tilling (Jiymatini birinchi tenglamaga qgo‘yib, x. nitopamiz.

Miniemaning yechim larini X2, X, ketma-ketlikda yozamiz.

2%, —4*z—* =P f xl -2x1+4xJ - 8,

3ic, + xt—2]g =—11,=>i 3*, + x2- 2% =—11,=

* 2%, +4%,= 8 2% 4%, >, =2
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[ xt-27+4x,= 8, | xx- 2x2+43= 8,
= x2-1463=-35,—=>< Xr~2¢ =-5,=

—ox3=-18 [ x= 2
*=2 | X= 2, i We
=\ X2-2*2=-5=>] x1=-1,=>]

X -20+42=8 xR | =0 [*= 2

Gauss usulining 1-bosgichini sistemaning o‘zida emas, balki uning
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega.
Masalan, yuqgoridagi sistemaning 1-bosqichi quyidagicha bajariladi:

(0 _a -1 2Mror, T2 A 8N
3 1 -2 -1 ~3 1 -2 -11 m-=>r+(-3)r,
- 4 8 _4 - .
&2 Bor, 2 1 2 +(2r,
r 1
i -2 4 8 1 -2 8

0 7 -14 *35 ,—l—>r2:7 ~0 1 —5 1-5
0 0 -9 -18@B>ry(-9 0 0 1 2

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechishda bu
usulning boshga bir turi Jordan-Gauss usuli go‘llaniladi. Bu usulda
kengaytirilgan (J1|5)matritsa ustida elementar almashtirishlar bajariladi
va A matritsa o‘mida | matritsa hosil gilinadi, ya’ni u (/\X)
ko‘rinishga keltiriladi. Bunda oxirgi kengaytiriigan matritsadagi
X matritsa tenglamalar sistemasining yechimi bo*ladi.

fly~ 8
2-misol 454~ x2+4*3=3, sistemani Gordan-Gauss usuli bilan
[ X, +2xr+33=5
yeching.
Yechish.
i f
a. -i -i 0 1-1 -1
5-14 3m=22+5H~~0 4 9 3
1 2 3 5]r,—»r,+H)r, l0 3 45

©5
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hilliiluy fjillh, Gaussning noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotish
BiMfl (11) siNtbma tenglamalarda almashtirishlar bajarish orqgali
MIH i lit hburohok (ayrim hollarda trapetsiya) shaklga keltiriladi va
util ilillii|iiii uchburchak sistema teskari o'rniga go‘yish orqali
*Mbll Hx usii matematik nugtayi nazardan, sistemani uning
HtM vinl l.tjyoyish orqali yechish algoritmiga ekvivalent.

(i HiiNulining LU yoyishga asoslangan algoritmi.
I I'o'm'rio'rniga qoyish. A matritsaning A=LU yoyilmasi
imiitaif]i

YMrHw yochiladi.

i jf, +2x7+33+ xt= 3
I'mMtl, <2xt+ x2-2x3+ x4=-5, tenglamalar sistemasini LU
[jrn - X,-3e,t2x4=-8

«H i LL{|i111 yoching.



Yechish

Mj2 31 fl2 3N
2 12 114MH2x~ 015 8 1
1K1 -3 2N»BH-lr, 018 -6 \1  r+(Nhr2

12 3 1
O3 a,-
o o 1N
rl 4 10 Q
2 -3 —- 2 | Bundan L=2 1 0
I gy ML Lol
Awal LY =B tenglamani yedhamiz:
ft 0 o 3
fal] _
F 10__]—‘5
I 11.A T8
Bmidan
=3 V=3,

tyir=5 = y2=5-2,=11,
yi+y2+5=8  y3=8-y2—yn—Q

Endi UX=Y tenglamani yechamiz:

X +2z+33+4=3,
i A+s*, +X =11,
%+%x=0 B
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HUIhmh liHpcNiyusimon ko‘rinishda. Demak, u cheksiz ko'p
HPM OUA liwiuln kning tayin giymatida sistema xususiy yechimga
Itotull

1 ithiii. A- 1 (Id Wt=7, x2=6, x3=-1, x4=1.

A|fM tliU'iiwi n tu noma’lumdan va n ta chiziqli tenglamadan iborat
H i WWwlrH hiyl.sa, u holda bu sistemaning yechimi LU yoyish
115ijih Kl formulalar bilan topiladi:

Y, Bht-Y,likyj, i =1,2,..«, (4.9)
X m— -S“/*»i=nn-It.L (4.10)

i V+3% - X =0,
f mistil <3jt, - xr+2xr=5, tenglamalar sistemasini LU yoyisb
2*1- 4™+ x3=7
I<lilh mi hirv—
H »ihlsh Avvnl L va U matritsalaming elementlarini topamiz.
Hill (1 1) w (3.2) formulalar bilan aniglaymiz:

W * aH=1, un=an—3, M3=an=-1,

LW &H3 | =—=—=2
1 1
i, -/ w,=—+—8-83=—10,  UB=63—IAB=2—3=(—1)=5,
[ 4-2-3
2  un -10

n a3 —AM3- 1N =1- 2«-1)—15=-2.
I'lull y va .c larni (4.9) va (4.10) formulalar bilan topamiz:
«6, -/,y,=5-3 0=5, 3=/ -i3j, -/ =7-3 0—1-5=2;
2

V_\ll =1, =7%/|;¥2_ Uy =5 b’(/”/_-1
—(n Va2 3@ {3,

ltoinuk, x]=2, X, =—h x3=-1.
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1.4.3. n noma’lumli mta chizigli tenglamalar sistemasini
tekshirish ya yechish

n ta nomaiumdan va m ta chizigli tenglamadan iboratj
(4.1) sistemani garaymiz. Bu sistemaning matritsasi A, kengaytirligan
matritsasi C boisin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3)
tengliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4 .1) sistema birgalikda boiishining
zarur va yetarli shartlarini aniglovchi teorema bilan tanishamiz. Bu
teorema rus va o‘zbek tilida yozilgan adabiyotlarda Kroniker-Kapelli
teoremasi deb yuritiladi.

1-teorema. (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda boiishi uchun
sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari teng, ya’ni
r(A)=r{C) boiishizarurva yetarli.

Isboti. Zamrligi. (4.1) sistema birgalikda bo‘lsin. Bu
nomaiumlarning gandaydir tartiblangan x°Xxj,....x°n giymatlari sistema
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. C matritsa ustida
quyidagi almashtirishlami bajaramiz: uning oxirgi ustuniga (~xf) ga
ko‘paytiriigan birinchi ustunni go'shamiz, keyin (- *") ga ko‘paytiriigan
ikkinchi ustunni qo‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (-*") ga
ko‘paytiriigan( «-ustunni go‘shamiz. Natijada, sistemayechimining
ta’rifiga ko‘ra, C matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan
quyidagi C, matritsaga o‘tadi:

\x aM - a. o
C"'C,: al aa g2 O

a e S

Elem entar alm ashtirishlar matritsaning rangini o'’zgartirmaydi, ya’ni
r(C)=r(C,) boiadi. C, matritsaning oxirgi ustuni nollardan iborat |
boiganiuchun r(C,)=r(A). Blindan r(A)=r(C) kelib chigadi.

Yetarliligi. r(A)=r(C)=r boisin. (4.1) sistema birgalikda ekanini
korsatamiz. A matritsaning noldan farqgli r-tartibli minorini sistema
tenglamalari va nomaium larining o4inlarini almashtirish orgali chap
yuqori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor C matritsa uchun ham
minor boiadi. Shu sababli nomaiumlaming biror x@xgi...,xQ giym atlari
dastlabki r ta tenglamaniva shu bilan birga qolgan k-tenglamani ham
ganoatlantiradi, bu yerda k=>r. U holda (4.1) sistemada oxirgi
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M e I* Fnjlimnni tashlab yuborish va uni

1 #, +ale+...+alixll =H,
al(x, +anx2+...+a2xn=h2 $ 8@

d,x, +ar2@+..+amn=br

«hm lilliin iilinushtirish mumkin. Bunda ikki hoi boiishi mumkin:
ji ikl >. n (r>n boimaydi, chunki A matritsajami n ta ustunga

h Ini lfiiiulu (4.11) sistemaning nomaium lari soni tenglamalari
| N e"I'" Iniliuli. Hundan tashqari, sistema determinanti nolga teng
HM< Nmi mnlutbli (4.11) sistema yagona yechimga ega boiadi.
mpgiH M ulNlemaga ekvivalent (4.1) sistemaning birgalikda va aniq

«" i ™ Im'lIhlil Kolib chigadi.
i Htin (4.12) sistemani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

dM] +al22+...+alxr =z—albat -%*-aai
anx, +a2+..+a2x, =-aa™x,, -...-aax,y ¢ JL
arx, +at2+...+anxr =br—a,,#,4—;,.—anxn

Mu «lUloimining koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinant nolga

m i 1J holda xrpX,#...xB noma’lumlarga biror giymatlar berib,
it 11 «lilumnning x,x2...,xr yechimini topsaboiadi.
E nomaium larga istalgan qiymatlar berish mumkin. Shu

Iniltll (112) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi va bu
mn im.hii rkvivalent (4.11) sistema birgalikda va anigmas sistema
hi i1l looromatoiiq isbotlandi.

hluillingan teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

|]n Agar birgalikda boigan sistema matritsasining rangi

HuitinMlimInr loniga teng boisa, sistemayagonayechimga ega boiadi.

| millju, Agar birgalikda boigan sistema matritsasining rangi
HHIMMhmilor sonidan kichik boisa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
Hitu 1l

ill) nistoma birgalikda. boiishining zarur va yetarli shartigava bu
«hli iiMinl yeehishning Gauss usuliga asosan n noma'lumli m tachiziqli
Irtish nihilar sistemasini tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga



Tekshirish {Gauss usuli): sistemaning kengaytiriigan m atritsasi
(mos ravishda asosiy m atritsasi) elementar alm ashtirishlar yordamida
pog‘onasimon  ko‘rinishga keltiriladi (pog‘onasimon matritsa - bu
pog‘onasimon sistemaning m atritsasi).

6 unda:

— agar r(A)* r(C) bo‘lsa, sistema birgalikda bo‘iImaydi;

—agar r(A)=r(C)=n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lum/Iari
soniga teng bo‘isa, sistema birgalikda va aniq boiadi;

—agar r(A)=r(C) <n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lum lari
sonidan kichik bo‘Isa, sistema birgalikda va anigmas boiadi.

Yechish: Matritsaning rangiva noma’lum lari soni tagqoslanadi.
Bunda:

— agar r(A)=r(C)=n bo*Isa, ya’'ni sistema bazis
minorining  tartibi noma’lumlar soni bilan ustma-ust tushsa, n
no’malumlin ta chizigli xosmas tenglam alar sistemasi yechiladi;

— agar r(A)=r(C)=r<n boisa, sistemada (n-r) ta erkin
noma’lumlar hosil qiinadi. Bunda xI,x2..xr- bazis (asosiyU
noma’lum lar, x* xM,...,.xa- erkin noma’lum larboiadi.

Erkin noma’lum lami sistema tenglamalarining o‘ng tomoniga
o‘tkazamiz:

Oyox+ QX2+ ...+alxr=b] — —-
agy+ 22+ ...+ ap¥n=bp—az+Kry .13

arlxx+ar2x2+ ...+ anxr =br - a~x”" -
yoki matritsa ko‘rinishida

“4.1%
bu yerda
a2 .m X
A= aX an ee °Ir detA *0,
arl - ar
/_ 0\
x\ % )
X2 = K 2
X. = z = >4 = -

X' A, A
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(1'11) NiHIcina berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent va uning yechimi
\**nid4<«qirilgan usullardan istalgan biri bilan topiladi.

| ikin yochimlar jord=c,, *,=c2...xa=c,r giymatlar gabul qilsin.

Il lioldii (4.14) sistema

AX, =BO+CcA+ (4.15)
bM'ilulilinl oladi va x{,x2, bazisnoma’lumlar c,, c2..c,.r giymatlar
M ill 1wr Imill ko‘rinishda ifodalanadi:

Xi =x/(cbeb-»cM > i=1,2,...,r.
Mil 1ilMi bo‘lmagan AX =B sistemaning yechimini

'xi(c,c2,....cnrY

y = Xele2...cnn) (4.16)
C.

I mullitsa ko‘rinishda yozish mumkin.

ikl noma’lumlar istalgan son giymatini gqabul gilishi mumkin.
HHU UMbitbli (4.1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo'ladi.

(4.16) ifoda (4.1) sistemaning umumiy yechimini aniqglaydi.

Imiiilim o‘zgarmaslaming tayin qiymatlariga sistemaning
mMLLBly yochim lari mos keladi.

X, +2xr - 4x3— 0,
5n, +3x2- 7x3= 8, tenglamalar sistemasini tekshiring va
5%, - 4x2+6x3=-1

gulling.

Yvchish Tekshirish Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida
<I*iiii'tiiar almashtirishlar bajaramiz:

-4 0 1 2 -4 0
-7 8o+ 0 -7 138

6 -1 A->3+(Dr, 0 -14 6 -1r->r+(-2),
I

w g1
»w N
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\ 2 -4 0
0 -7 13 8

0 O o -17
\% y

r(A)=2*3 =r(C). Demak, sistemabirgalikdaemas.

, —4Xj+2x3 =1,
x,-3X2- X} -5xa=-7, tenglamalar sistemasini iékshiring
—7X2+ x3—5x4=-8

vayeching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning

kengaytiriigan matritsasi ustida
elementar alm ashtirishlar bajaramiz:

-4 2 0 -iN

-7 rR->r+(-2r,

-8 13->r3+(-3)r,
y

1-4 2 0 1 -420
0O 5-5 -5 -5 0 5-5-5 -5]|r-»/;5~
Vo 5-5-5 -5@>@+(-hrz 0 0 O O O

> < N
1 -4 2 0 -1 -> R +4c, i 0 0 0O O Cj-"Cj+c21
0o 1 -1 -1

-1 c3->¢3+(~2)ci~ 0 1 -1 -1 -1 c4->£4+*M,
0O o O o o

00 0o O (0]
J i +C1)

10 00

010 0
0000

Yuqgorida keltirilgan ci->ci +Xck belgilash i-ustun bu ustunga X
songa ko‘paytiriigan k-ustunni qo'shish natijasida hosil gilinganini
bildiradi.

r(A)=2=2=r(C)<4. Demak, sistema birgalikda va anigmas.
Yechish. x, va x, noma’lumlamibazis deb olamiz va ekvrvalent
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blHHMH! Vi/lilili/

VH V ¢, deb berilgan sistemaning umumiy yechimini

% -5 +2x3+4xt -5' L ‘4"
V, — +X3+xA -1 1
.8 +g +e2
», C. 0 1
xtj 0, n

Imi ih ilh »,, p, - Ixtiyoriy o'zgarmaslar.

1."14. Xosmas tenglam alar sistemasini yechish

M Il nounfkunH va n ta chizigli tenglamadan iborat (4.6) xosmas
H)j#it]ll imuliunttlar sistemasi berilgan bo'lsin.
premmienn rlii/i(|li tcnglamalar sistemasini yechishning ikkita usulini

<L'ymya*
M atritsalar usuli
Mu umil (4.6)sistemaning ushbu
AX =B 4.17)
mmm nwku'rinlshini yechishga asoslanadi.
A nivirl¢ruxosmas bo‘lgani uchun A~ mavjud boiadi.
{'l 17)twiglikning har ikkala gismini chapdan A-xga ko‘paytiramiz:
A-'AX=A-B, IX =A~B.
HiiHitfiii
X =A'B 4.18)

kvllli * lgm .
»l IH) tonglamaga chizigli tenglamalar sistemasini m atritsalar

HHtll bilan yechishform ulasideyiladi.
X}—Xr+ X3—5,
misai 2%, +x2+ x} =6, tenglamalar sistemasini matritsalar
X, +Xr+2x3=4

il hlinn yeching.
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Yechisk Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

1m |
detA= 2 1 1 2-4+2-1+4—-1=5"0.
1 1 2

Demak, sistema—xosmas.
Determinant elementlarining algebraik toidiruvchilarini aniglaymiz:

2 1
A, =1 =-3, A, = =1
12 12 1
-1 1 I 11 -1
4u=- 1 5 = >t i
-1 1 11 11 -1
* = P - = A= =3
A=y g8 =, , 7t |2 1
U holda
9
" 3 -
3 1 1
1 -2 3

Sistemaning yechimini (4.18) formula bilan topamiz:

1 1 3 -2 B 1' 5+18-8 ' 15 '3
X =A'iB=?5 -3 1 1 6 5 -15+6+4 =" -5 = —|1
1 -2 3/ 5-12+12, 5>, 4
Demak, x =3, x,=-I, x =1

Determinantlar usuliyokiKramerform ulalari

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning bu usuli determinantlar
nazariyasiga asoslanadi.

2-teorema. Agar (4.6) sistema xosmas boisa, u holda sistema |
yagona yechimga ega boiadi va bu yechim quyidagi formulalar bilan
topiladi:



1\j)t....Dn determinantlar D=ae\A determinantdan mos

hhinh 11l lIdliltlgi koeffitsiyentlami ozod hadlar bilan almashtirish orqali
liHiil nil i,
(<> sistemaning matritsa ko‘rinishidagi yechimini.
hi | 1 IH] liliniulani quyidagi koiinishda yozib olamiz:
bl 4 O - 4O w
~1An Ajj .. J2
“D

A« 4 - A, A,
ir<i
DA +fA- =+[1,0
D
Axibl + AnbL+. +[1A
w D

ui  OA+0A +.+Ambn
1 D /

n,

Altox+ANor +... +
b .
X _ OA +Anbr+..+Aat
D

y —pAh *AA rarpn,

h in* ohlgidl.
IkUiiuliitlun, A +1 A +-m=+[] A ifoda

& b miimmining 1- ustun elementlari bo‘yicha yoyilmasiga, ya’ni Dx ga

IM S*
I >cmak,



(4.19) tenglikning golgan formulalari shu kabi isbotlanadi:

A DX,,
xn

D D
Xi= D (/=1«) formulalarga Kramerform ulalarideyiladi.
22X +332+2x3= 9,
o +2«—3X =14, tenglamalar sistemasini Kramer
3ic, +4x2+ x3=16

formulalari bilan yeching.
Yechish. D va £5, i =1,23 determinantlami hisoblaymiz:

23 2 l 93 21
D= 1 2 -3 =m5%*0, 14 2 -3 =—12
34 1 116 4 19
2 9 2 23 9
D 1 14 -3 =-1§ E- 2 14 =12
3 16 1 3416

Kramer formulalari bilan topamiz

N=N\_=__ :2, =-2.

' D -6 D -6 D

Shunday qilib, n noma’lumli n ta chizigli xosmas tenglamalar
sistemasi yagona yechimga ega bo‘ladi va bu yechimni yoki
(4.18) matritsalar usuli bilan yoki (4.19) Kramer formulalari bilan
topish mumkin.

1.45.Birjinslichizigli tenglam alar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng bo‘lgan ushbu

aax, +anx2+...+alxn=0, (4.20)

sistemaga birjin sli tenglam alar sistemasi deyiladi.
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14 M) lliloma ososiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari
Ml Nhu Hiibubli bu sistema hamma vaqt birgalikda va nolga
I I]in lluvial) X, *x2=...,=XN=0 yechimgaega.

Mu |m.li Keiiyjmnalar sistemasi qanday shartlar bajarilganida
- I»«>imugan yechimga ega boiadi? Bu savolga quyidagi
IWUhIhi |nvnh hcradi.

I tfflhuiiu (4.20) tengiamalar sistemasi nolga teng bo‘lmagan

»un boiishi uchun sistema matrisasining rangi sistema
IpiIMITiHI Miiildiin Kichik boiishi, ya’ni r<n boiishi zarur va yetarli.

M fM /uvuvligi, Ma‘lumki, r<n. r=n boisin deymiz. U holda
IMiM liiiiniiliiNidagi D *0 va barcha Dt=0 boiadi. Shu sababli
#hhihliii niMetnusi yagona yechimga ega boiadi:

x.:—Du':O, D. =0, D * 0.
D

liHIGils, (¢! 20) sistemaning trival yechimlardan boshqa yechimlari

il AjiM lilili bor boisa, u holda r<n boiadi.

rcn boisin. U holda birgalikda boigan birjinsli sistema
tiftM Im/'liuli, Domak, sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega boiadi,
WN iilhM iiu iiyrimlari nolga teng bo‘Imaydi.

I pnitfiiin n nomaiumli n ta chizigli bir jinsli tengiamalar
m| |n( Huipil long boimagan yechimga ega boiishi uchun sistema
INHMIHIIE!, dclerminanti nolga teng boiishi, ya’ni det*=0 boiishi
10 vl \din IL.

hfi'ii XantrUgi. Agar det”"0 (yoki r=n) bodsa, sistema yagona
di Mi'llimgQ ega boiadi. Demak, sistema nolga teng bo‘Imagan
Hmilifi boisa, sistemaning determinanti detA=Q boiadi.
uhhlIMW Agar det/i=0 boisa, r<n boiadi. U holda 3—teoremaga
HI, 1Ulvinil cheksiz ko‘p yechimlarga ega boiadi, bunda ulardan

* jeumita. Agar X]va X2ustun matritsalar (4.20) sistemaning
LIl lihinu, u holda bu yechimlaming chizigli kombinatsiyasi

ciX 1+c2X 2
ill M) mMuinaning yechimi boiadi, bu yerda ctc2-istalgan haqigiy

1
hboii Iroicmaning shartigako‘ra,

AX,=0 va AX.=0.
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U holda istalgan ¢, va c2 sonlari uchun
c,AXj=0 dan A(c&,)=0,
C2AX2=0 dan A(c2X2=0
boiadi. Bu tengliklami qo‘shamiz:
AKX D+A(cX2=0
yoki
A(c,X, + c2JT2) = 0.

Demak, X, va X2yechimlaming c,X, + ¢ 2 chizigli kombinatsiyaM
(4.20) sistemaning yechirai boiadi. Bunda X, va X2 yechimlar
fundamental sistema tashkil giladi deyiladi.

x3=0,

3*,—*2— =0, bir jinsli tenglamalar sistemasinl

2§ +*2—2*3=0

yeching.
Yechish. Sistema detenninantini hisoblaymiz:
1 4
det/1= 41 41 -2-2-3-2-1+6=-3%0.

1-2

Demak, sistema sistema trivial yechimga ega: *, =*2=*3=0. |
—*2—Xj+ *4=0,
*,—2%2+ *3+ *4=0, bir jinsli tenglamalar sistemeslfti

5%, —5x2 —2*3 + 4*4=0
yeching.

Yechish. Sistema  matritsasini pog‘onasimon ko (rinishgli
keltiramiz:

>~ 14
-4 *1
A=r1 =) >2+(-2)r,, 0 0
5 -5 -2 4x3 y%+-5r, 0 O U B+(*IK
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i S —-i o g-t+C2+c 100 o

I @ 3-1 ¢->c+c, ~003 _,ci c

I 0 0 0cA>M+(-Ic, 00 0 . o>
il moa N 00T 100 ip
N 110 -0 -1 00c»Cj(-1)»0 100
lo 0 0 Octtey+3Cj 0 0 0 0 000 g

y p(i4)* J. h —4, /</?.
linterma nolga teng bo4magan yechimga ega. Bunda
lHilniiliin Ikkitasi bazis o‘zgaruvchilar, qolgan ikkita yechim erkin
JHinVvtliilni ho'ludi.
a. »» s, «cl doymizva
[ ¢ —c2+HA=0,
FU-4=0

Ivm»um euit bo'lamiz.
m8c,, X, ssCt—2cryechimga ega.

Mu [Jumn MINIemaning umumiy yechimini topamiz:

RM MUn1xml XHRUiiy yechim laming chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishiga

Hiuiimi/
en -2c2 \Vi
\ 0 1 0
X = SN+ - +C2 .
0 & No i
loj , 3cr A 3>
0 om
1
X. 0 Vit A 1 xususiy yechimlar yechimlaming
t3>
WHHaniHiliil Klltemasini tashkil qgiladi.
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1.4.6. Chiziqli tenglamalar sistemasini
matematik paketlarda yechish

Kompyuterli matematika sistemalari (KMS) yoki maternai!
paketlar matematikaning turli masalalarini yechishda keng qoilaniladi,
Hozirgi vagqtda matematik paketlaming turli variantlari yaratilgan!
Maple, MathCAD, MatLAB, Mathematica, Direve.

Chiziqli tenglamalar sistemasini bu paketlardan birinchisida, ya’ni
Maple matematik paketida yechishni gisga bayon qilamiz. Batafsll
bayon maxsus kurslardaberiladi.

Ax—b tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan
yechilishi mumkin.

1—usul: solve buyrug'i bilan.

Bu buyruqg bilan (4.1) ko‘rinishda berilgan chiziqgli tenglamalar
sistema yechiladi.

Yechish.
> eq:={2*x + 6*y + 5*z2=0,2*x + 5*y + 6%z =-4, 5*x + 7T*y +8*z=-7):

> solve {eq, {xy,2}};
Ge—ly=2r=—2}

12—misol tenglamalar sistemasining uraumiy wu

bitta xususiy yechimini toping.
Yechish.

> eq:={X-7T*y + 9*z2 =-6,2*x -3*y + 5%z =-3,3*x +y+z =0}:
> s:=solve {eq, {x,y,z}};

Sistemaning xususiy yechimini topish uchun z o‘zgaruvchiga sulm
buyrug'i bilan tayin giymat berish kerak:

> subs {z=1,s}
{x=-l,y=2"=I}
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<nui/ IH...INI(A,15 buyrug‘i bilan.

Nil Imyrutl bllitn linalg paketidan Ax=Db tengiamaning yechimi
H I||f Miittiln Imyrugning argumenti: A -matritsa; b - vektor.
)X | 7y+13z= 0,
M «Ou»/ | U il + 12z=18, tenglamalar sistemasini Gauss usuli
[S*4 25y+ 162=39

IUn | i Immulnlari bilan matritsalar usuli bilan yeching.

o A
[ 1) IHV»mmuni (huiss usuli bilan yechamiz:

P NIHill liii'Hi'Aljjcbra):
A - o*]|,Vd>|<7,14,25>|<13,12,16%;
2 7 13
A=3 14 12
525 16
-« 1w

00

~N w5

liNMiiMIiiiiKlimination(A,'method,='FractionFree");

27 1B
G7 -15
00 -3

Hh liiciiilKow KchelonForm(<A|b>);

100 -4
010 3
00141
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2) Sistemani Kramer formulalari bilan yechamiz:
> with(Student]| LinearAlgebral):
>d :=«2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16»;
12 7 131
d=, 3 14 12
5 25 16
> d:=Determinant(d);
d?=—3
> dx1:=«0,18,39>|<7,14,25>|<13,12,16>»;
0 7 13°
dda= 18 14 12
39 25 16,
> dl:=Determinant(dxl);
dinryl
> dx2 =« 2 r3,5>|<0,18r39>|<13,12,16»;
* 2 0 1l
2= 3 18 12
5 39 161
> d2:~Determinant(dx2);
d2:= -9
> dx3 :=«2,3,5>|<7,14,25>]<0,18,39»;
2 7 0
3= 3 14 18
5 25 39
> d3:=Determinant(dx3);
d3:=3
> x:=dl/d;y:=d2/d;z:=d3/d;
Xi=-4 y:=3 z —1
3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:
> with(Student[ LinearAlgebral):
>A =«2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16»;

@ 711
N=13 14 12

If 25 16,
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76 213 98"
3 3 3
12 33 15
-3 ~3 3
_5 15 1
"3 3
N» «QNO,18,59»;
o
B :=| 18
139
wi NA-D. i
Mil
X:= 3

1 HiWilvi«(AI») buyrug‘ining argumenti sifatidamos ravishda A va
MMHMbwn ollnsH, bu buyrug bilan AX =B matritsaviy
uPVupbHsl \n Inmini ham topish mumkin.
1 13 -4 a1
//H=, 0 -2 2 4 2 matritsaviy tenelamani

N\ °; rz 5 s

>M 11,

I»
H lli|Hi niként] LinearAlgebra]):

t <—1,0,1>[<3,1,-1>|<-1,-2,0»;
-1

01 -2
0

Aa(-1p

J 7

'<132,—2>|<—4,—4,5>|<6,2.5;
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> X:=A/-1).b;

2 3 ¥
X:=4-2 O .
1 1 -1

A matritsaning yadrosi deb shimday vektorlar to‘plami X ga aytiladifcj,
A matritsaning bu vektorlar to‘plamiga ko‘paytmasi nolga teng, ya’ni Ax 0
boiadi. Bunda A matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamalar sisteman
yecliimlarini topishga ekvivalent bo‘ladi.

A matritsaning yadrosini kernel (A) buyrug‘i bilan topish mumkin.
iX+ y =0,
4.15-misol. « 2y —z = 0, tenglamalar sistemasini yeching.
J*+3y—z=0
Yechish.
> with(linalg):
> A :=array
1T 1 O
* A>= 0 2-1
1 3
> kernel (A) :
{31,121

1.4.7. Mashglar

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

x3—X2+x3= 2,
4.1. XI+X2~X3=\
[5x, —x2 + x3 = 1.

Jg+ %+ 5G+2%4= X xt-fx2 — Xj+2x4 =3,

23, 2xt+ X+ 3x3+2xt=-3, 43, 2Xj —X2+ X3~ x4=1,
2X,+3x2+11Ix3+5x4= 2, 3Xj +x2+ 2x3— XA= 5

Xj+ X2+ 3x3+4x4=-3. Xj —x2+ 4X3—5% = 2.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

2xj + x2+3x3= —13, g+ 22—, =—1,
+2x2- Xj= -2, 4.6. j2x1+ x2+2x3= 4,
Xj 4~ X2 —4xj = 7. X, —3X,+ X,= 9.
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1 lth. 1t 3¢ —* F2xH2  + x4= 4,

Lig1 =1 48 | Xt—x2+2*3+2*45 1

181( -0 1 X2+3%,+2%4= -5,

1> <= *_2. [3X,—*2+2*3 = 3
U K«!l, t n* 8 f*, —2x2-3*3+ 54=—1,
Kill 410 <**_3J2+23+ 544=-J,
1» »ti V-0 15*, —7*2+9*%j +10*4 =—8,
Il 1*, hi »16, [ *, — *2+5% =_2

Ui<*Ui>»nln «iNtemnsini Jordan—Gauss usuli bilanyeching:

1 » *At, 1It, 21, 5432+ =-2
e Id MINL 1> —K 4.12. |3*, —2%2+3*%,= 5,
1 |h *4 %y, -33 [4%, +3%j+5%j = 1

[IM]IniiMInt nUIcmasini LU yoyish asosidayeching:

1 U ht2t(w4% f *| —2%j+ *3=3,

H E , 1Mm, 4.14. | —4*, +5*2+ 2)3 =0,
LU 4, "2, [ 61-9*2+ *3=6.
Jo» » 1JU, * 0, [*, —3*2+2*3= 1,
111 i, M1 V-—5 4.16. 1X, —2%2 =1
m, 1U, i.14* 1 [ 22-3*=-3

M|*mnm1H nUtcmaflini matritsalar usuli bilan yeching:

2%+ *2~ 3= 2,

» 4« «1-3

119 K T 1.4.18. <2*,+ 2%2-3*3 =-3,
i Mt [ *+2%2-2%, =-5.
iltioa K 2% +7*2—*3 =10=

I 1. 11« «1« 10 1.4.20. i *,+2%2+ * = 2,

t*.om b, - 4 [s+,-5*%243*3=-5.

VAT WALT 4THIemasini Kramer formulalari bilan yeching.

i s e
It, «. - '
I, 171 -5, (2x,—2x2+ X,
i, 13T 4 1.4.24. 1 X, +3*%2+ *, ==3,
U, —2m8 @ +22-213=-5
>\ 138, =6, fax, + d*2+

in fili 1A -mo, 1.4.26. i X,+a23+ X)—&

> -5 X.+ axr+ax3=1
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Birjinsli tenglamalar sistemasini yeching:

12x, +3%x2+ 2x, =0, - =
4.27 ’ 1.4.28, {07 @rax. =0,
13— x2+3xj = 0. (5xj+3x2+3xj =0.
[3%,+ x2+2x3-0, i2x, +3x2+ x,=0,
4.29. | jc,+2xj—3x,=0, 1.4.30. |3x, —2xj +3%, =0,
[5%, +5x2 —4*j =0. |4%,+3x2+5x%, = 0.
X, +3Xj—6xj +2x4=0, X,— 3"=2Xxj+ 3x4=0,
2X, — X2+ 2X, =0, , +2x2 — 4x4=0,
431 e 1432, 7 )
13x, —2x2+ 2x3-2xi =0, x,—4x2+ Xj+10x4=0,
[2X]+ x,+4ij+8x4=0. 2x, + 2x,— x4=0.

Birjinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasini
toping:

Xt—x2+ Xj—x4=0, I x,t 3x2— x, — x4=0,
4.33. 2x, +x2+ X, +x4=0, 1.4.34. 12x.—x2+ X, =0,
4x, —x2+3xj —x4= 0. I X, +10x2-4x, —3x4=0.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan, Kramer formulalari bilan
matritsalar usuli bilan Maple~natematik paketida yeching:
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VEKTORLI ALGEBRA,
ELEMENTLARI

2.1. VEKTORLAR

Vektor nisbatan yangi matematik
tushuncha hisoblanadi. «Vektor» terminining
o‘zi 1845-yilda Uilyam Rouen Gamilton
tomonidan Kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son gqiymati va
yo‘nalishi bilan xarakterlanuvchi obyektlar
bilan ish kcrrilganida duch kelinadi. Bunday
obyektlarga kuch, tezlik, tezlanish kabi fizik
kattaliklar misoi boiadi.

Vektor matematikaning turli boiimlarida,
masalan, elementar, analitik va duferensial
geometriya boiimlarida qoilaniladi. Vektorli
algebra fizika va mexanikaning turli
boiimlariga, kristallografiyaga, geodeziyaga
tatbiq gilinadi. Vektorlarsiz nafagat klassik
matematikani, balki boshga ko‘plab fanlami
tasavvur gilib bo‘Imaydi.

2.1.1. Asosiy tushunchalar

Tayin wuzunlikka va yolnalishga ega
boigan kesma vektor deb ataladi.

Vektor AB yoki 5 bilan belgilanadi.
Bunda A nugtaga vektoming boshi deyilsa,
B nugtaga uning oxiri deyiladi.



Boshi va oxiri orasidagi masofaga vektoming uzunligi yoki moduli
deyiladi. Vektoming moduli |&£B|yoki|3] ko‘rinishda belgilanadi. 1

Boshi va oxiri ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi
va 5 bilan belgilanadi. Bunda |0|=0boiadi. Nol vektor yo‘nalishga ega
bo*Imaydi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik wvektor deyiladi va ko‘p
hollarda €& orgali belgilanadi.

a vektor bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektorga a vektoming orti
deyiladi va a" bilan belgilanadi.

1-ta’rif. Bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

5 va b vektorlarning kollinearligi & deb yoziladi. Kollinear
vektorlar bir tomonga yo‘nalgan (yo‘nalishdosh, ular a'X'tb kabi
belgilanadi) yoki garama—garshi tomonlarga yo‘nalgan ( ular atlb kabi
belgilanadi) boiishi mumkin. Hoi vektor har ganday vektorga kollinear
hisoblanadi.

2—ta’'rif. Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deb italadi.

3—ta’rif. a va b vektorlar kollinear, yo‘nalishdosh va uzunliklari
teng boisa, ularga tengvektorlardeyiladi va &=b kabi yoziladi.

Vektorlar tengligining bu ta’rifi erkli vektorlar deb ataluvchi
vektorlami xarakterlaydi. Bu ta’rifga asosan erkli vektomi fazoning
ixtiyoriy nugtasiga parallel ko‘chirish mumkin boiadi.

Erkli vektorlar  tushunchasidan foydalanib, vektorlarning
kollinearligi va komplanarligi uchun boshga ekvivalent ta’riflami berish
mumkin: agar ikkita nol boimagan vektorlar bir nugtaga ko'chirilganida
bir to‘g‘ri chiziqda yotsa, bu vektorlarga kollinear vektorlar deyiladffl
agar uchta nol boimagan vektorlar bir nuqtaga ko‘chirilganida bir
tekislikda yotsa, bu vektorlarga komplanar vektorlar deyiladi.

Ayrim hollarda vektoming erkli ko'chirilishi chegaralanishi
mumkin. Agar vektoming qo‘yilish nugtasi gat’iy fiksirlangan boisa, bu
vektorga bog‘langan vektor deyiladi. Agar vektoming boshi joylashishi
mumkin boigan chiziq berilgan boisa, bu vektorga sirpanuvchi vektor
deyiladi. Bogiangan va sirpanuvchi vektorlar nazariy mexanikada keng
qoilaniladi. Masalan, M nuqtaning radius vektori bogiangan vektor
boiadi; aylanma harakatda aylanish o‘qgida joylashgan burchak tezlik
vektori sirpanuvchi vektor boiadi.
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2.12. Vektorlar ustida chizigli amailar

MfdUMIrtHI «ti'shish, ayirish va vektorai songa ko‘paytirish amallari
mihlii ilihigli amailar hisoblanadi.
HillHh i vh A vektor berilgan boisin. Istalgan O nuqta olib, bu
i 11| vektomi parallel ko‘chiramiz. A nuqtaga AB=Db
Ihihl i]it'ynini/, Bunda birinchi vektoming boshini ikkinchi
[IIMIILT dihli | bl Inn tutashtiruvchi OB vektorga a va b vektorlaming
M M M/ ilrylindi, yn’'ni OB=a + b (1-shakl). Vektorlarni qgo‘shishning
Dli h ili ih hhurcliak qoidasi deb ataladi.
Hillim  vekiumi parallelogramm goidasi bilan ham go‘shish
md—m hiiiiui); uchun O nuqtaga OA=a va 0OC=b vektorlarni
HWili Vii ulardan parallelogramm yasaymiz. Bunda
M]lii|liHiiitiitiiiig O wuchidan oikazilgan OB diagonal a+b
HplUffH «* mdl (I shakl).

1-shakl.

b UIf iWIdG vektomining yig“indisini topish uchun bu vektorlarga
» "ol i"iliinlnn ko‘pburchak (siniq chiziq) hosil gilinadi. Bunda
(fawlll  Tuilmhi
HpIftl111U boihida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida boigan vektor
re Bplfl hflk bnrcha vektorlarining yig‘indisiga teng boiadi. Bir necha
MitMHI huudny qo‘shish usuliga ko pburchak qoidasi deyiladi. 2—
HpltIM ludlii G,b,c,d vektorlaming yigindisi s vektor tasvirlangan.
4 WN / vektorlaming ayirmasi deb, a vektor bilan b vektorga
IMnlli boigan (-6)vektor vyig‘indisiga aytiladi, ya’'ni
(M "ri *(/>r
i h iiyinnani topish uchun & va b vektomi umumiy O nuqtaga
<nuwil/ llunda b vektor oxiridan & vektor oxirigayo‘nalgan vektor
| /4 visliinrii beradi (3—shakl).
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OA=a va OB=b vektorlarga qurilgan OACB parallelogrammning
diagonal vektorlari bu vektorlaming yig‘indisidan va ayirmasidan iborai
boiadi (4—shakl).

2-shakl. 3-shakl. 4-shakl.

a vektoming A*0 songa kopaytmasi deb, a vektorga ko!linear,
uzunligi  |Ai—|5] ga teng va yo‘nalishi A>0 boiganda a vektor
yo‘nalishi bilan bir xil, A<O0 boiganda 5 vektor yo'nalishiga garama—
garshi boigan Xa vektorga aytiladi.

Vektomi songa ko‘paytirishning bu ta‘rifidan quyidagi Xxossalai
kelib chiqadi:

l-xossa a (5*0) va bvektorlar kollinear boiishi uchun b= Xd
boiishi zarur va yetarli, bu yerda A-birorta son;

2-xossa. 3=j3|*3" (5*0), ya’'ni har bir nol boimagan vektOjP

uzunligi bilan ortining ko‘paytmasiga teng boiadi.

Vektorlar ustida chizigli amallar ushhu xossalarga ega.

la atb=%+a, 2. (a+b)+tre=a+ b+l
Wi 5+0=3; 4°. 5+ (-5) =0;

5°.X(fja) = X—f/)a; 6a (A + n)a~Xa+/jajl 1
7a.A(3+1>)= A5 +Ay; 8°. 1-5=5,

Xossalaming isboti vektorlami gqo‘shish va ayirish goidalari hamdft
vektoming songa ko‘paytirish ta’rifidan bevosita kelib chigadi.
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lint lila Kossalardan birinchisini isbotlaymiz.

It A wm>Mnr  h dan iborat
(I i) U liolda vektorlami

iMIHIHH "« lilmiioluik xossasiga
i« MMIihuichnkdu

Ar WHAE

Hnlnpii iining xossasiga

AD=BC, DC=AB.

AB vektor a

Y - e LHiii i]o*nhjshning uchburchak xossasiga ko‘ra, ADC

Mblwbln

AC-AD+DC=b+a

mi

mLin. il i »h+a kelib chigadi.
ABCD to‘g‘ri

Inin luikiiltig tomonlari

J1 <~ i XI- DC tomonning

Hl \ (Il tomonning o‘rtasi (6—
M) iM,4N,MN  vektorlami mos
piio Hi vit Ali tomonlar bo‘ylab
hljithi « va ¥ birlik vektorlar orqgali
Ui

i khlt /1 l1ai-cr boiishini hisobga
i [MPSIMH/

18=\AB\—-1=1ii, ~AD=\~AD\-]=4j.

i» miihuliu KO'ra,

1 1I'U e pDcC=—AB=—I, BN=NC=—BC-—AD=2j.
2 2 2 2 2

Ih Imiiil M"“*bish qoidasi bilan topamiz:

4M-* AD+DM =4j+-T;  AN=AB +BN=31+2j;

m = W + W —Nc:—27—23.
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2.1.3. Vektorning o‘qdagi proeksiyasi

Sanoq boshini aniqlovchi nugtasi va birlik vektori berilgan to‘g‘nr
chizigga o'q deyiladi.
é birlik vektorva O nuqta/ o‘gni bir giymatli aniglaydi.
M nuqtadan / o‘gga tushirilgan AAX perpendikulyarning A
asosiga A nuqtaning | o'gdagiproeksiyasi deyiladi (7—shakl).
AB (AB * 0) ixtiyoriy  vektor
boisin. Ax va fi, bilan mos ravishda
AB vektor boshi va oxirining I o‘qdagi
proeksiyalarini belgilaymiz. A
A,B, vektorga AB vektorning |
o 'gdagi tashkil etuvchisi deyiladi.
A—ta’rif. AB vektorning | o ‘gdagi ,gr
proeksiyasi deb # AXBI| songa aytiladi
va Pr(AB bilan belgilanadi. Bu son 7—shakl.

AjB, tashkil etuvchi va « 1 o‘q bir tomonga yo'nalgan boisa musbatj
ishora bilan, aks holda manfiy ishoraolinadi (7—shakl).
Demak,

P —AB—i |-ABX|.

5-ta’rif. a vektor bilan uning /o‘qdagi tashkil etuvchisi &, vektor
orasidagi g burchakka a vektor bilan 1o ‘g orasidagi burchak (ikki 3 vu
5, vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, 0<<p<n (8-shakl). J

Vektorning o‘qdagi proeksiyasining asosiy xossalari bilan
tanishamiz.

l1-xossa. a vektorning / o‘gdagi
proeksiyasi a vektor modulining bu
vektor bilan o‘q orasidagi ¢ burchak
kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni

Pr,a=jajcosc¢> .

Isboti. Agar a vektor bilan /o°‘q

orasidagi burchak o‘tkir {O<®<?‘j

boisa, a, tashkil etuvchi va / o‘q bir 8—shakl.
tomongayo‘nalgan boiadi.
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Pr,a=+|tfi [Sjajcos™>.

t wvvklor bilan / o‘q orasidagi burchak o‘tmas y~<g><n”

lullI iluvchi va / o‘g garama—qgarshi tomonga yo‘nalgan

Pr, |=~|f1] cos(tt — (P)=] @ |coscp

huMsa, u holda

1] >1 lui o*q bilan o‘tmas 9—shakl.

Ipili liwlikl i]il»a, manfiy boiadi;
11 Vi lihu o’q bilan to‘g‘ri burchak tashkil gilsa, nolga teng bo‘ ladi.
« Mitiljii l'uug vektorlaming bitta oajdagi proeksiyalari teng

t sm\n Mie nechta vektor yig‘indisining berilgan o‘qdagi
.M \>nl voklorlaming shu o‘qdagi proeksiyalari yig‘indisiga teng,
Imiiiii

Pr(a+b+c)=Pr,a+ Pr,£>tPr,c.
il «il4/, +c boisin.
Liihlu i'» *hnkl)
Pr,d =+1 dx|=+] a, 1+] 6, 1-| c, |,

Ml
Pr,(5+b+c)=Pr,5+ Pr,e+Pr,c.



3—xossa. Vektor skalyar songa ko‘paytirilsa, uning o‘qdagi
proeksiyasi ham shu songa ko‘payadi, ya’'ni

Pr,(A3) = A *Prfa.
Isboti. Vektoming o‘qdagi proeksiyasining 1l-xossasigako‘ra, |
A>0 da Pr,(A5)=|Xa\cos<p= A|3|cosp = APr,a.
A <0da Pr,(Aa) 5j Aa|cos(?r—(p) —X\a\(—cos™>)= Aja\cos™>= A +Pr,a. 11
A=0 da Pr,(0—a)=0=0Pr,a—A-Pr,a.

3—natija. Vektorlar chizigli kombinatsiyasining o‘qdagi proeksiynml
bu vektorlar o‘qdagi proeksiyasilarining mos chizigli kombinatsiyasigd
teng, masalan,
Pr.(ka+ nb)= ¢Pr,a+ nPr,b.

2—misol. ABC to‘g‘ri
burchakli uchburchakning
katetlari BA=5, BC=&fi. ABC
uchburchak balandliklari bo‘ylab
yo‘nalgan' vektorlaming AC
gipotenuza bo‘ylab yo‘nalgan /
o‘gdagi proeksiyalarini toping.

Yechish.
ZBAC =(p, Z.BCA=y/ boisin
deylik.
U holda
BA 5 1 BC 5>/3
cosep= cosy/
AC ,j52+ (5"3Y 2 AC y®2+(5B-j3)2 2

ABC uchburchak balandliklari bo‘y'ab yo‘nalgan vektorlar AB > (71,
BD boiadi (10-shakl). Bu vektorlaming / o‘qdagi proeksiyalajiul
topamiz:

Pr,AB =1AB lecos®=5+—=—-4
7 n 1Y 2 2
Pr,CB=—\CB\- cosy/= -5-"3~ = ,

Pr,BD =3IBD |scos—= 0.
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1.1.4. Volitorlarning chizigli bog'ligligi. Bazis

ri-di " kImivil H' fu/oda al,a2,a] vektorlarberilgan boisin. Ixtiyoriy

i, <tinldtlil olimiz va &,,alal vektorlardan
3*a,5, +aza2+a&A3 (1.1)

S M/ amy Hunda a vektorga alal,...,al vektorlaming
i famblutilslviisl, ai,a2a3 sonlarga bu chizigli kombinatsiyaning

Un—.i», uii.nl ilcylladi.

I 1* »11 \Jmi 9,,”,a. vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng

Tiisi]>in ‘iliiindiiy sonlar topilsava bu sonlar uchun

«,3, +a2a2+a33=0 (1.2)
m | plliriINU, i, vektorlar sistemasiga chiziqgli bog'liq vektorlar
M i

f tu'ell Agitr (1.2) tenglik fagat a,=a2=a3=0 bo‘lganda o‘rinli
M » »L, 4, Vlktorlar sistemasiga chiziqli erkli vektorlar deyiladi.
I litiiinm ##,ri,, n, vektorlar chizigli bog‘lig boiishi uchun ulardan
> pt illfTlUilild  bittasi qolganlarining chizigli kombinatsiysidan
11 Iw* Hil'l /3trur va yetarli.

hui /nmrli®i. Berilgan vektorlar chizigli bogiiq boisin. U

n ) loiiglik bajariladi, bunda ak (k=1,23) sonlardan kamida

18] M#A{|lii UMH hoimaydi. a3*0 boisin deylik.

limlilm

Mi, b ni <, veklor golgan vektoraming chiziqgli kombinatsiyasidan

bhuliliyj Berilgan vektorlardan bittasi, masalan, &, qolganlarining
itil lininlilniilsiysidan iboratboisin:
3, =cc,a, + a Za2.

Minutan
a,at+cc2a2+ (—1)33=0

i dili]inll, ya'ni (1.2) tenglik a3=—1da bajariladi. Demak, berilgan

ifldf i hl/u]li bogiiq.
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7-ta’rifga ko‘ra bitta nol bo‘lmagan 3 vektordan iborat sistcum
chizigli erkli boiadi, chunki a 3=0 tenglik fagat va fagat a =0 du
bajariladi.

Demak, bitta 3 vektordan iborat sistema fagat va fagat 3 0
boiganida chizigli bogiiqg boiadi.

Tekislikdagi vektorlaming chizigli bog‘ligq yoki chizigli erkfl
boiishi hagidagi masalani garaymiz.

2—teorema. lIkkita 3, va 32 vektor chizigli bogiiq boiishi uchd
ular kollinear boiishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. 3, va 32 vektorlar kollinear boisin. U holdli
32= A3, boiadi, bundan N3,+(-Da2=0 yoki a.A +alal=0. Demalld
vektorlar chizigli bogiiq.

Yetarliligi. 3t va 32 vektorlar chizigli bogiiq boisin. U hold«
a,3, +a2x2=0 tenglik a, va a2 sonlardan kamida biftasi, masalan, la.
noldan fargli boiganida bajariladi. Bundan 32=— —a, yoki a2

a.
kelib chiqgadi. Demak, vektorlar kollinear.

Bu teoremadan quyftagi natija kelib chigadi.

4—natija. Ikkita 3, va 32 vektor chizigli erkli boiishi uchun ular
kollinear bo‘lImasligi zarur va yetarli.

3—teorema. Agar €} va & biror tekislikning ikkita kollinoai
bo‘Imagan vektorlari boisa, uholda shu tekislikning istalgan
uchinchi 5 vektorini bu vektorlar bo‘yicha yagona usulda

chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri ~2
chiziglar bilan & va & vektorlar 11 —shakl.
yotgan to‘g‘ri chiziglaming

kesishish nuqgtalarini mos ravishda Aj va Ar bilan belgilaymiz (Ib
shakl).
Ikki vektor yig'indisi ta’rifiga ko‘ra, OA=OAx+AIA, bu yerda
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H »rml hUobga olinsa

5=l +01. (1.4)

m M "' viklorlur kollinear boigani uchun OAX=«,& va shu kabi
r I-mlhili lin Icngliklarga ko‘ra, (1.4) tenglikdan (1.3) tenglik
P Hti|MdI
H in ntimmiiiK a, va a, koeffitsiyentlari bir giymatli
itién mililnl ko UMInmiz. Riming uchun

a=TffT + 322 (1.5)
[UWia MV jiiil Ine'T'iin dcb faraz qilamiz.
ii 11T<iifillluil (1.3) tenglikdan hadma—had ayirib, topamiz:
(a,—A)e,+(a2-[;32e2=0.
tiiijm Imil il, & va vektorlar kollinear emas. U holda 1-narijaga
4 iiPn *ei>nili erkli. Shu sababli oxirgi tenglik fagat a, —3, =0 va
inidu bajariladi. Bundan a, =M% a2=R2 Demak,
, < va nrkoeffitsiyentlari bir giymatli aniglanadi.

I Hum nui  Ickislikdagi har ganday uchta vektor chizigli bogiiq

il, «,.d, vektorlardan ikkitasi, masalan, 3, va &2 kolline:
|Iibn lin'llin, I* holda 32=a,31 yoki a2=at. + 0&,bo‘ladi. Demalk,
IEill * Vi« lili chizigli bog* lig.
ILit, 'i, vvktorlardan istalgan ikkitasi kollinear bo‘Imasin.

ImInililH | loorcmaga ko‘ra &, vektorni
a, =a,a, + a2,

1lini'In4d yn/luh mumkin. Demak, &,,a2a. vektorlar chizigli bog'liqg.
I WVH I liorcmalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.
I w=d11F 1ckislikdagi chizigli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan ikkiga

I NHIlJu  Tckislikdagi vektorlar uchun ko‘rsatilgandagi kabi
si‘kloriar uchun quyidagi xulosalami ko‘rsatish mumkin:
1) IUlilh vektor chizigli bog‘liq bo‘lishi uchun ular komplanar
Mil /.<ll vayctarli;
i Uit vektor chizigli erkli boiishi uchun ular komplanar
AMur<||((I /niur va yetarli;




3) Agar elte2e3 vektorlar komplanar boimasa, u holda istalgaii a
vektor bu vektorlar bo‘yicha yagona ko‘riixishda yoyilishi mumkin,
ya’'ni

a=arg +aX2+ a3, (16)

4) Uch o‘ichovli fazodagi har ganday to'rtta vektor chiziqli bogiiq
boiadi;

5) Fazodagi chiziqgli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan uchga teng.

| Tekislikdagi bazis deb, istalgan ikkita chizigli erkli vektorga aytiladi.

5—natijava 3—teoremaga ko‘ra, tekislikdagi istalgan a vektomi exe2
bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish mumkin, ya’ni

3=a,e,+«Xx2. 1*7)

(1.7) tenglikka a vektoming e,e2 bazis bo‘yicha yoyilmasi, a,,a2
sonlarga & vektoming %,% bazisdagi affin koordinatalari deyiladi va
a={axX\al) deb yoziladi.

| Fazodagi bazis deb, istalgan uchta chiziqgli erkli vektorga aytiladi. 1l

6—natijada keltirilgan xulosalarga ko‘ra, uch oichovli fazodagi
istalgan a vektomi exe2e3 bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish

mumkin, ya’'ni
a = afix+cnZz + . (1-8)

Bunda axa2a3 sonlar a vektoming el%2e3 bazisdagi affin
koordinatalari bo‘ladi, ya'ni a={a.;a2a3}.

3—misol. Uchburchakli muntazam piramidada AB,AC,AD —-A
uchning qirralari, DO — D uchdan tushirilgan balandlik (12—shakl). Agar
exe2,e3 mos ravishda AB,AC,AD girralar bo'ylab yo‘nalgan vektorlar

boisin. DO vektoming exe2e3 bazis bo‘yichayoyilmasini toping.

Yechish. Vektorlami songa ko ‘paytirish amalining xossasiga ko ‘ra:
AB=XE, AC=\e2, AD=X}ef

bu yerda —haqgiqiy sonlar.



I'lrmnidaning bir uchidan chiggan girralarida yotgan e;,e..£3

‘*h'lilm komplanar emas. Shu sababli
IHI*vhim yoyish mumkin.

Iiiiti>lid) muntazam boigani uchun
miink hnlandligi asosining medianalari
hnliillinll nuqgtasiga  tushadi, ya’ni
«1 in lihnl'diak medianalajrining kesishish
itih]Jiinl bo'ladi.

Vcktorlami qocshish goidasiga ko‘ra

DO =DA + AO.

DA=-AD =-A.e3

itf iArM: - _2____/5_?___;_5_9 = —3(X§,1+ Ag)

DO vektomi

DO =-XjR3+ —Ae, + ARD).

eije2,e3 bazis

12-shakl.

2.1.5. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar

I'azodagi bazis sifatida o‘zaro perpendikular boigan

Vrklorlarni olaylik. Bunday bazis
tiritniormallashgan bazis deyiladi.

IHundti  7,] ,kvektorlar bazis ortlari
dob utuladi.

Koordin?a r boshidan mos
iitviHilda bazis ortlari

yo'nnlishida o'tkazilgan 0x,0y,0z
O'gqlarga koordinata o'glari deyiladi.
Oxt()y,0z o‘glardan tashkil topgan
Khv koordinatalar sistemaga to'g'ri
burchakli (yoki dekart) koordinatalar
NiNtcmasi deyiladi.

Fazoda ixtiyoriy a vektomi olib,
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uning boshini koordinatalar boshiga keltiramiz, ya’ni 4=0M vektornl |
hosil gilamiz (13—shakl).

a vektoming koordinata ogiaridagi proeksiyaiarini topami/., |
Buning uchun OM vektoming oxiridan koordinata tekislikiariga parai Ici
tekisliklar o‘tkazamiz va ulaming koordinata o‘qglari bilan kesishialfl
nugtalarini mos ravishda A/,, M 2, M 3 orqali belgilaymiz. Bu teki

klar

koordinata tekisliklari bilan birgalikda diagonallaridan biri OM vektor
boigan to‘g‘ri burchakli parailelepipedni hosil giladi.
Bunda

Prx5=|OMtJ, PrrastJOMTI, TAz&=\OMi\.
Bir nechta vektorlami qo‘sbish qoidasiga ko‘ra,
5=<2M,+MN +NM.
Yoki MM =0Mi, NM = OM %ni hisobga oTsak.
a=0Mi+OMi+OM*. @-9
Shunindek, *
OM2=\OMz\'h OM3=\OMA—k. (1.10)
a=0M vektoming koordinata o‘qlaridagi proeksiyaiarini mos
ravishda axay va az orqali belgilaymiz, ya’ni \OM\\=ax, \OMi\=ay,f
\OMi\-at.
U holda (1.9) va (1.10) tengliklardan topamiz:
a=aj +ayj +ajc. (141)
(1.11) tenglik a vektoming ij,k bazis bo‘yicha yoyilmasi deb
yuritiladi. axay,at sonlarga a vektoming dekart koordinatalari (yoki
oddiygina koordinatalari) deyiladi va 5—{axay;az} kabi yoziladi.
a={axay;aj vektor berilganboisin.
To‘g‘ri burchakli parallelepipedning diagonali hagidagi teoremani

qo‘llaymiz:
\OM\*= |OMi |2+ | QM 2|2+ | OMT] 2,

Bundan
\aNl=al+al+a2
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\a\=yjal +ag+a], (1.12)

- | = linining  uzunligi uning koordinatalari kvadratlarining
HrMIIIniHIi kvmlrat ildiziga teng.
i vi Morning Gx,0y,0z o‘glar bilan tashkil gilgan burchaklari mos
h 1

ml 4

i) 11,(1,)' boisin (13—shakl). cosa, cos/?, cosy lar a vektoming
Idl uvehi kosinuslari deb atal
V. I Limlng o‘qdagi proeksiyasi 1-xossasidan topamiz:

at=|a|cosa, ay=ju|cos/?, at”™a\cosy.

MiKli

ii / Oboiganida

cosa=— , cosy=—"—, cosP="~. 0*13)
3 Pf

a\

M1 1) Icnglikdan (1.12) formulani hisobga olib, topamiz:
cos2a + cos2P + cosly=1, (1*14)

i»fiu nol bo‘Imagan vektoming yo'naltiruvchi kosinuslari
i \milmlInrining yig"indisi birga teng.
Hundan 5° birlik vektoming koordinatalari cosa, cosp, cosy

(thiihlll kclib chiqgadi, ya’ni a° ={cosa;cos/?;cos>'}.

4—misol. Uzunligi 15]=2 ga teng vektor Ox,0y koordinata o‘glari
lilfit a=60°,=120°li burehaklar tashkil qiladi. a vektoming
liintiilinalalarini toping.

Ytchish. Vektoming o‘qdagi proyeksiyasining 1-xossasisiga ko‘ra:

axghA |cosa = 2c0s60° =2— o= 1
ay=ja|cosp = 2cos120° =2—-f—

Vektoming uzunligini topamiz:
2=n1+1+a].
Bundan
a\=2 yoki at="2, az=N;2.
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Demak,
5={1,-1,v2} yoki 3={1,-1,-V2}.
5 va bvektorlar koordinatalari bilan berilgan boisin:
a=ad+ay] +atk, b~bj + by + k.

Vektoming o‘qdagi proeksiyasining xossalariga koaa:

a*b=(ax*bxi+ (ay+by)j + (al xbi)k, (1.15)
Xa= Xaxi+ Xayj + Xatl, (1,16)
(ax~K>
a—-b <o t 1171
la*~bt—
Shunday qilib,

1) vektorlar go‘shilganida (ayriiganida) nlaming raos koordinatalari]
qo‘shiladi (ayriladi); n
2) vektor songa ko‘paytirilganida uning barcha. koordinatalari shu
songa ko'payadi;
3) teng vektorlaming mos koordinatalari teng boiadi va aksincha.
5—misol. a = —4T—-2j+4k vektor berilgan. Bu vektorga garama—garshi|
yo‘nalgan, kollinear va uzunligi \o\-9 boigan vektomina
koordinatalarini toping.
Yechish. b vektoming koordinatalari bxbybti ya’ni b={b~b"b*
bo*lsin.
ava b vektorlar kollinear boisa a=Xb boiadi, bu yerda A-biror
son.
U holda ikki vektoming tengligi shartidan
bx= Xax by=Xay, b3=Xa3
yoki
bx= —AX, by=—-2A, bz=4A.

Bu koordinatalami va b vektoming uzunligini hisobga olib,
topamiz:

-516/2+ 4A2+ 16A2=9, =6A=9 yoki A=i§. v
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*l vumvcktorlar garama—qarshi yo‘nalgani uchun A<O0, ya'ni

IMumli. Um{6;3;—6}.
1, (undinatlar boshiga go‘yilgan va oxiri M nuqta boigan f=0M
M nuqgtaning radius vektori deyiladi. M{X\y\z) nugta radius

klitilrtlii|tkoordinataiari r={X;y,z} boiadi.

Muilil nuqtada va oxiri B(X2y2z2) nuqtada boigan
vvklonii garaymiz. A va B

mMi ], radius vektorlarini mos

Hi i litlu «{(XiT™Tz,} va r2={x2y2;z2)

liuliull
11 nluiklga ko‘ra, AB=r2-rl.
Miiinlmi (1.15) tenglikka asosan

M (XFrx,)T+(&-y jj+(@z2- zjk
ptkl
(1.18) Bjjl

Shunday qilib, vektoming
ttalari uning oxiri va boshining mos koordinatalari
<h liimisiga tcng.

(1.18) tenglikdan AB vektoming modulini topamiz:

NAB\=V(*2 ~*i)2+ O2—y-P+ (22—2W » (1-19)

AH vektoming uzunligi A va B nuqtalar orasidagi masofani
NIllgluydi. Shusababli (1.19) tenglikka ikki nuqta orasidagi masofani
bt/flsh formulasi deyiladi.

6-—misol. Parallelogrammning uchta ketma—ket uchi berilgan:
AL 1;31), £(-2;-5;3), C(0;—1;1). BD diagonal uzunligini toping.

Yechish. Parallelogramm D uchning X;y;z koordinatalarini
piinillelogramm uchun AD =BC ekanidan aniqlaymiz. AD va BC
voklorlami (1.18) formula ko‘rinishida yozamiz:

AD ={x+l;y—-3;z-7},
BC = {0—(-2);=! = (-5);1 - 3} = {2;4;-2}.
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U holda AD=BC tenglikdan x+1=2, y—3=4, z—1--2, ya'nl
£>(1;7,-1) bo*lishi kelib chigadi. BD vektoming koordinatalarini m
topamiz:

BD ={1-(~2);7—(-5);—1—-3}={3;12;,—4}.

U holda

|200|=>/32+ 122+(—4)2=n/9+144+16 = 13.

va £(x2.y2z2) nuqtalarni tutashtiruvchi kesma berilgmi

boisin. AB kesmani berilgan A>0 nisbatda bo‘luvchi, ya’ni Ac

tenglikni ta’minlaydigan C(X;y;z) nugtani topish masalasini yechami/. ]
Masalaning shartiga ko‘ra, AC vaCB vektorlar kollinear, ya'ni i

AC =J1CB.
U holda

AC ={x—x£y—-yhke -z}, CB={R—-x;y2-y;z2-7}
inobatga olinsa,
x =x, =102 =X), y-y, =Ny2-y), z-z,=A@Z2-2).
Bu tengliklardan X,y,z larni topamiz:
X=TLxA,, + Z= 2 (120)
1+A # 1+A 1+ A

(1.20) formulaga kesmani berilgan J1 nisbatda bo ‘lish formulaA
deyiladi.

(1.20) tengliklardan A =1 da kesma o‘rtasining koordinatalarini
topish formulalari kelib chigadi:

Xt+Xi ity? z.+z, J
~=2ly’4 yiry (1-21)

1—izoh. Tekislikdayotuvehi AB kesma uchun (1.20) va (1.21)
formulalar quyidagi ko‘rinishlami oladi:

x W1+n*1 Y, +*Yr (i 22)
1+A 1+A *
y=yixlL. (1.23)
2 2
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m/ @i lid vu B(4;9) nuqgtalami tutashtiruvchi AB kesmani

1 1 Mhlu

iln ho’luvchi C nuqtaning koordinatalarini toping.

2.1.6. Mashqglar
]'LM) |i| iﬂ| Ii J1 boMsa, a va b vektorlar ganday shartni
M1 11* I1H’ IV vu j«+6 1=24 boMsa, \a—-b\ ni hisoblang.
I Nyt M AH kesmaning o‘rtasi bo‘lsa, iazoning ixtiyoriy O nuqtasi
111110H) tenglikni isbotlang.

411vtt 1/° kesinalar ABC uchburchakning medianalari bo‘lsa,

il Itfiiulikni isbotlang.

JAF  1IH' uchburchakning bissiktrisasi. AB=a, ~AC=b, |5]|=2,

m 1l is vektorni toping.

teng yonli trapetsiyada ZDAB =60“,]JAD HDC HCB\=2,
Il MVINhdn DC va BC tomonlarning o‘rtalari. NM vektorni mos

ih vi» 41> tomonlar bo‘ylab yo‘nalgan mvan birlik vektorlar orgali

m nucaHku f)A a va OB=b vektorlar qo‘yilgan. AOB burchak
Ul yotuvchi biror OM  vektorni toping.

Alh'j) parallelogrammda AB=a va AD=b, M — parallelogramm

"(«Humm keiishish nugtasi. MA, MB vektorlami a va b vektorlar orgali

in ninji gimday giymatida cca—mb va d =—Jba+6b vektorlar kollinear

11tinn bislsda a={m-\;2), 6={3;n;6} vektorlar berilgan. a va b vektorlar

Im'Uil m va n ni toping.
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11. ABCD to‘g‘ri burchakli trapetsiya asoslari |AB\—4 va |CD|=2 w
ZABC =45a. ~AB, ~AD, DC, ~AC vektorlaming Cflvektor bilan aniglanuvchi o‘qga J
proyeksiyalarini toping.

12. ABC teng tomonli uchburchakning tomonlari 2-JI ga teng,
AD.BF,CF—uchburchakning balandliklari. AB, BC, CA, AD, BF,icuU’
vektorlarning ZBAC burchak bissiktrisasi bo'ylab yo‘nalgan / o‘qga
proyeksiyalarini toping.

13. ABCD parallelogrammda P va Q mos ravishda BC va CD tomonlarnifl
o‘rtalari. Bazis vektorlar & —AD va &=AB boMsa, PQ vektorni bu bazis
bo'yichayoying.

14. OACB to‘g‘ri to‘rtburchakda M va iVmos ravishda BC va AUl
tomonlaming o‘rtasi. OC vektorning OM =& va ON =b vektorlar bo‘yicha
bazisgayoying.

15. ABCD piramidada P va. Q mos ravishda AD va BC qirralarning o'rtasi,
Bazis vektorlar & =AB, 7=AC va é&=AD bo'lsa, PQ vektorni bu bazis bo'yichal
yoying.

tt —»y— — L

16. OABC tetraedr benlgan. OA,0B,0C vektorlardan iboratboigan
bazisda OF vektorni toping, bu yerda F —asos medianalarining kesishish nuqtasi. |

17. Tekislikda uchta 5={3;-2}, b={-2;1} va c={7;-4} vektorlar
berilgan. Har bir vektorning qolgan ikki vektor bo‘yicha yoyilmasini toping.

18. 5={2;1;0}, 6={1;-1;2}, c={2;2;—1} vektorlar bazis tashkil gilishini

ko‘rsating. d = {3;7;—-7} vektorning shu bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.

_ _ _ 1
19. fl={-1;5-2} va 6 = {2;—1"} vektor berilgan. 3a-2Z> va ——-a+-b
vektorlaming koordinata o ‘qlaridagi proeksiyalarini toping.

20. 3={i;—-1;2}, 6={-2,-3;1} va c={0—3—=2}vektorlar berilgan. —25+36—-d )
va 35-2é +2c vektorlarning koordinata o'qlaridagi proeksiyalarini toping, j

21. Tomonlari a={-1;0;7} va b={5-4,-5} vektorlarga qurilgan
parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.

22 AB={2:6;:4} va AC={4%2,-2} boMsa, ABC uchburchakning CP
medianasi uzunligini toping.

23. Fazoda M nuqtaning radius vektori koordinata o‘qlari bilan bir xil
burchak tashkil giladi va uzunligi 3 ga teng. M nugtaning koordinatalarini toping.

24. 5 vektor QAfva OZo‘glari bilan mos ravishda 60°va 120°li burchlk
tashkil giladi. Agar 15 1=4 boisa, bu vektorning koordinatalarini toping.



IAfIM H 1* 1) vektorning boshi /1(3,—2,—4}boisa, uning cxirining
MVNUH Idllirg

|Ami | «!M, 1) voktoming oxiri 5(—1,3;—4}boisa, uning boshining

| v i Miillninr berilgan. AB vektorning ortini toping:
(Mi Mo Hi) 2) AG—\9), B(2—4-3).

LUIi Wil. 1.2). C(0,5;3) nuqtalar berilgan. a=AB—CB vektorning

It 11M <—{(—\), c«{—1;3} vektorlar berilgan. a ning ganday
MiC N ifidbw i d 13cvektorlar kollinear boiadi.

f1]il 12/ 111A vektor bilan bir xil yo‘nalgan va uzunligi i¢i=15 boigan
HIM*# fdieeelilhutiitimini toping.
I rililm K 13, B(2-3), C(2;1) boigan uchburchakning perimetrini

Khilml A{ 1,-3), //(i;3), C(I;-1) boigan uchburchakning to‘g‘ri
pill limihil kii'mntinft.
11U 1 I'M), /(-11), C(-3;2) nuqtaiarda boigan uchburchakka tashqi
M H m Uniiiilnn iiuuka/ini va radiusini toping.
k it wu A/,(3;4) nugtalar berilgan. M t™M 2 to‘g‘ri chizigda yotuvchi va
1iUluihiii A/, nugtaga 3barobar yagin boigan M(X;y)nugtani toping.
Oli IMilm 1 <I'l). //(=5,0), C(—=2;—I) nugtaiarda boigan uchburchak
IAVh lin lidiii. b"ilnlikli nugtasini toping.
H« MrimliHfiiuiiimning uchta ketma—ket A(—6,—A), B(—4;8), C(—I;5)uchlari
JAM PHmIIt liitiminmning  todrtinchi uchini toping.
Bfi 1¥MmI /i'l L 3), fl(l;4-2), C(1;10,-8) nuqtaiardaboigan ABC
Hihtkliluu i mihmlittusi uzunligini toping.

U.VHKTORLARNING KO‘PAYTMALARI

2.2.1. 1Uki vektorning skalyar ko‘paytmasi

Skalyar ko*paytmaning ta'riji

I (n'tif Ikl a va b vektorning skalyar kopaytmasi deb bu
eI'M lumillltinri bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko'pavtmasiga



teng songa aytiladi va u ab (yoki a s yoki (a,b)) kabi belgilanadi, yd'fl
ah <Ja\mb |-eosq (2.1

bu yerda <p-a va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorUirnmn
boshi bir nugtaga go‘yiladi).
(2.1) formulani boshga ko‘rinishda yozish mumkin.

Maiumki,
Pr¢a=|5|cos™> va Pr.b =|b\cos(p.
Bundan
ab=\a\—¥tab 22
yoki
ab ="b \Vr64, (2,3

ya’ni ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi ulardan birining moduli bilmi
ikkinchisining birinchi vektor yo'nalishidagi o‘qqga proeksiyasining
ko'paytmasiga teng.

Skalyar ko \paytmaning xossalari

1-xossa. Ko paytuvchilaming o ‘rin almashtirish xossasi:
ab =ba.
Isboti. 3A =ja|—|¢lcos(a,e) = |Al—]alcos(¢,5)=¢a.
2—xossa. Skalyar ko paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi: J
(Aa)b = X(ab).

Isboti. (2.2) formulaga ko‘ra, (Xajb =\o|-P£(Aa). Vektoming o‘qdugf
proeksiyasining 3—xossasiga asosan Pr;(A3) = A *Pr¢, |a |.

Bundan
(Xa)b =] b | ?TE(Aa) = Adb | Prs|a|=A«(b |Prf ja )= X(ab) .
3—xossa. Qo ‘shishga nisbatan tagsimot xossasi:
3(b +c)=ab + 3c.
Isboti. Vektoming o‘qdagi proeksiyasining 2—xossasiga ko‘ra,
Pr5(>+ c)=Pr5b + Pr.c.
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»HI4
| Kf —p)MI'PrB(£ + e)=|5]—(Prafc+ Prac) =

*jd |-Pr3b+1a |*Prac= ab+ ac.

| \Mu il va b vektorlar perpendikular bo‘lsa, u holda
»WhINim  ko'pnytmasi nolga teng boiadi. Shunindek, teskari

IrNNIE I|INI M * 0 (Jii|[*01b \*0) boisa, u holda alLb boiadi.
mMnn | jmj <4 mk'T=]"i ~k‘j =I-k =0.
p-ifi f | Mmigiiuda cos”=0 boiadi. Bundan ab=0.

i myili)> boisa, coscp= 0 boiadi. Bundan o=*, ya'ni

V*ilwi  Vi'klnniing skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga

111 Ar.
IBM1i -/ A" 1

PMIE (- il i |/i] 9)fi] cos0" =\al-\a\=\a\2.

ii\h N\jin ) veklomi skalyar kvadratga oshirib, keyin kvadrat
il 1L i il vcktoming o°‘zi emas, balki uning moduli hosil
1. MI

*a).

111- 4, |$ 1«6 tp= (a,b)= boisin. (33—¢) «(23 + 4£)
divivM  ittping.
fyihlih  AWill 3-XOSsayordamida gavslami ochamiz vakeyin

1) I M Mft)*33°2a—b —2a+ 3a—4b—b -4b=6a2+ 10ab-4b1l=
-613|2+10|3H&ICOSy-4|£|2=
o ft—4l1+ 10—4—6—2——4—62=96+ 120-144=72.

IWhH/ |<41h4, |6 |=3,ip= (a,2>)=— bo‘lsin. Bu vektorlarga

oi ilMIllelogrftmm diagonallarining uzunliklarini toping.
i) va bvektorlarga qurilgan parallelogramm diagonallarini
m ft h vektorlInr orgali ifodalash mumkin.
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Skalyar ko‘paytmanmg xossalaridan foydalanib, topamiz: -J

\a+ b\=Na+by =V«J+256 +b2=dap+21alT jcos +jXj " H
="N6+2-4.3"—|j+9=£& ,
\a—b\=4(<*—b)1=*Jaz —2ab +b I ="\a\2 -2\a\\b\cosc+b f

= JI6+2-4-3— —+ 9 =V37.
A\ 2

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning skalyar ko paytmasi

Ikkita a={ax\a\az} va b={bx-y,bi} vektor berilgan bo‘lsin. |
U holda bu vektorlami T,],k birlik vektorlar orqgali ifodTi®l
skalyar ko‘paytmaning xossalarini va T,j>k vektorlarning sknlwui

ko‘paytmalarini hisol%a olib> topamiz:
ab*=(aj +ay +ajc)+(bj +byj +bxk) =addi + abyij + ajbjk + |

maynxd T+ aybyjj + ayb jk + azbtki + azykj + adozkk =
= abx+ a by+ axot

Demak,
ab = axbx+ aypy+ atbz, (2ifl
ya’ni koordinatalari bilan berilgan ikki vektorning skalyw
ko‘paytmasi ulaming mos koordinatalari ko ‘paytmalarinni||

yig‘indisiga teng.
3-misol. a={4;-2;3}, b={1;-2;0}, c={2;1;-3> boisin.
(a+ 3b)+(a—b +c) ko‘paytmani toping.

Yechish. Awal m=4a+3b va n=a—-b+c vektorlarning
koordinatalarini topamiz:

m= {4+3-1; —2+3—(-2); 3+ 3-0}={7;-8;3},
«={4-1+2; =2+ 2+ 1; 3—0-3} = {5:1;0}.
Bundan (2.4) formulaga ko‘ra

#Hvew=7 -5 + (=8) +1+3 —0= 27.
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Shittyat’ ko paytmaning ayrim tatbiglari
/. Ikki vektor orasidagi burchak

1 vt />m{/>\b\Hh} vektorlar orasidagi <p burchak
1) W ( 2,4) lengliklardan topamiz:

If
ABL=PT7TA 2.5)
A+ A KA @ 6)

ylal +ay+ a) ««b] + L, + b*

Mkbl linlil. lii/udagi ikki yo‘nalish orasidagi burchak kosinusi bu
nHt i.Luniniynios (bir nomdagi) yoiialtiruvchi kosinuslari
hi ,h.. iiiMilmining yigMndisigateng:

iniH/i — cosa, coscej + cos/?, cosf32+ cos./, LW w 2. (2.7)

2 Ikki vektomingperpendikulyarlik sharti
i, Im Inlii, 13 holda cosg>= 0 boigani uchun (2.6) tenglikdan

AA + ayby+ arbr= 0 (2.8)

i
il.i]i] Ikki yo halishlamingperpendikularlikshartini
iin (opumiz:

urna, cosa, + cos/?,cos/?2+cosy,cosy2=0. (2.9)

J, Vektoming berilganyo halishdagiproeksiyasi

11 11iMiglikdan topamiz:

Pc.an (2.10)

JA +0A +6A r OA +ab,+abr\

Pr. a -~ . - _
Jb\ +by +b] Prb= +ag+aj J\' @1
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Shu kabi a(x;y;z) vektomingyo naltiruvchi kosinuslari
cosa, cos/3, cosy bo ‘1lgan | yo nalishdagi (o ‘gdagi) proeksiyasi: =

Pi;5= xcosa+ _ycos/?+ zcos/. (2,1H

4. Kuchning bajargan ishi

MN vektor bilan < burchak tashkil etuvchi F kuch ta'simuU
moddiy nugta M nuqtadan N nugtaga to‘g‘ri chizig bo‘yIM
ko‘chayotgan boisin (15—shakl).

Fizika kursidan maiumki, F kuchning MN-S ko‘chishdtig{|
bajargan ishi

iH~M—1SlI-cosp  yoki A=FS (2.111

formula bilan aniglanadi.

Demak, moddiy nuqgtaning
to‘g‘ri chizigli harakatida o‘zgarmas
kuchning bajargan ishi kuch vektori
va ko‘chish vektor”ing skalyar
ko‘paytmasiga teng. Bu jumla
skalyar ko ‘paytmaning mexanik
ma’'nosini anglatadi.

4—misol. Moddiy nugta A(l;-2;2)
nugtadan 5(5;-5;-3) nuqtaga 15—shakl.

F={2;-1;-3} kuch ta’sirida to‘g‘ri
chiziq bo‘ylab ko‘chgan.

Quyidagilami toping: 1) F kuchning bajargan ishini; 2) F
kuchning ko‘chish yo'nalishidagi proeksiyasini; 3) F kuchning
ko‘chish yo‘nalishi bilan tashkil gilgan burchagini.

Yechish. Awal moddiy nuqta ko‘chish vektorini, uning va /M
kuchning uzunligini topamiz:

S=AB={4-3-5}, |S|=VI6+9+25=5a/2, |/|=al4+1+9=/

U holda:

1) A=FS=2-4+ (-1)m(=3) + (=3)+(=5) = 26 (ishb.);

s |Is] 5v2 5
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rv 26 13v? 13v?
mBe __7-— —== ———, ©=arccos——-— .
r |~ V] 5v2 35 35

Hp m wi.J) van=Sa—Ab o‘zaro perpendikular vektorlar
0 WN Klilillk vektorlar orasidagi burchakni toping.
MIfc in 1 il bo’'lgani uchun (&+ 2b) (54—4b)=0 boiadi.
Hmhilmi

I11ini H>1 0 yoki 5]af +6]a]—|:ftJcosp—8|A|2=0.

| i m lilillk vektorlar boigani sababli: 5+6cosp—-8=0.

Il thililm
osp==yoki (- -

1,2.2. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

Vektor kopaytmaning ta'rifi

IttfM M llin vektordan gaysi biri birinchi, qaysi biri ikkinchi va
11Ne HIHInoHI ckani ko‘rsatilgan boisa, bu vektorlarga tartiblangan
fipllfc 'Im Umll
(Fellivntl®ati uchlikda vektorlar joylashish tartibidayoziladi.

AfM kmnplanar bo‘Jmagan vektorlar tartiblangan uchligining
Inonlii - voklori  uchidan garalganda birinchi vektordan ikkinchi
MM i|i#gn burilish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari boisa, bunday

99



uchlikka o 'ng uchlik, agar soat strelkasi yo‘nalishida boisa chap ui'HM
deyiladi (16—shakl).
2-ta'rif. a vektoming b vektorga vektor kopaytmasi deb quyills
shartlar bilan aniglanadigan C vektorga aytiladi (17—shakl):
1) c vektor a va b vektorlarga perpendikular,ya’ni cC15 vacCclm
2) c vektoming uzunligi son jihatidan tomonlari 5 vii |
vektorlardan iborat boigan parallelogrammning yuziga teng,
}ci=jal*j&|sinp, buyerda o= (a,b);
3) a,b,c vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.
a va b vektorlaming vektor ko‘paytmasi axb yoki
kabi belgilanadi.

Vektor ko*paytmamngxossalari
1-xossa. K o ‘paytuvchilarning o‘rinlari almashtirilsavektor
ko'paytma ishorasini garama-—qgarshisiga o‘zgartiradi, ya’'ni
axb =—bxa.

Isboti. Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra, axbva bx avektorla:
bir xil uzunlikka ega (parallelogrammning yuzi o‘zgarmaydi), kollincnr
ammo garama—garshi yo‘nalgan, chunki a,b,a*b  vektorlar ham
b,a,b xa vektorlar ham o‘ng uchlik tashkil giladi.

Demak,

axb =—bxa.

2—xossa. Skafyar ko paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:
(A5)xb=A(axb).
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. H Ini'lInin. U holda (Xa)xb va X(axb) vektorlar a va b
li'i-i ftwtiMHlikulnr boiadi, chunki b, Xa va 5 vektorlar bir
HI»Im Mini Nikbabli (Xa)x£va X(axb) vektorlar kollinear.
Iti wuktorlar yo‘nalishdosh (Xa va a vektorlar
BfIHVIt) lirtmiln iilar bir xil uzunlikka ega:

iH*n meH  |+|£ |sin((A3),6)) = X\a\—\b]sin(3,£),

| A x fi)1I* X|ax b|=X]al-|bjsin(3,6).

(Xa) xb = X(ax b).

IHm 1 i iln Imm shu kabi isbotlanadi.
mNVH* Ut> nisbatan tagsimot xossasi:

ax(+c)=axbsaxc.

Mu * " lining ilbotini keltirmaymiz.
AMur (I va b vektorlar kollinear boisa, u holda ulaming
tf (in (i.ntmn .i nolga teng boiadi. Shunindek, teskari tasdiq o'rinli:

1-fl (||ifcQ[E|#0) boisa, u holda a va b vektorlar kollinear

m M, 3 vit A vektorlar kollinear boisa, ular orasidagi burchak
Vnlii  #» 180" ga teng va sin?=0 boiadi. U holda
111 @] |~ Imh < D.Hundan
axb=0.
fil < n hii"IMl, i5x6]=|3]-|£>isi™>=0 boiadi. U holda |a]-j& |*0
li ml inlilln sin#>-m). Bundan @E—Q yoki p=180°, ya'ni avab
AFIMITINL KT iour.
U humt, 1], kvektorlaming vektor ko*paytmalarini toping.
11 lush Ilunda vektor ko*paytmaning ta’rifidan quyidagi tengliklar
i i nila L>lili ehigadi:
ixj=k, jxk=i, kxi —].
I ILii][IjnimVham, masalan, JX j =ktenglik o'rinli, chunki:
NG
B 11H IH11n90"=1; 3) 1J,k vektorlaro‘ng uchlik tashkil giladi.
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Shuningdek, 1-xossagako‘ra,

jxi=—k, kxj=-i, ixk=—j.

Vektor ko‘paytmaning 4—xossasidan topamiz:

xj =kxk =Q.

7—misol. |5]=3, \b\=2, <p:(a,b)=-6» bo‘lsin.!(5+ 2b)x(R—3b)|ni

hisoblang.
Yechish. Vektor ko‘paytmaning ta'rifi va xossalaridan foydal
topamiz:

(a+2b)x(3-3b)=ax3+ 2,x3—33x5—6bxb =-—53x5. 'll
Bundan
1(5+2b)x (3 -3b)H —55xb|:5J3\|b|sin(p:5-3-2-sin-6:15. 1

Koordinatalari bilan berilgan

vektorlarning vektor ko paytmasi
*

Ikkita a={axavaz} va b={bxby;bj vektor berilgan bo‘lsin.
73,V vektorlarning vektor ko‘paytmalari  formulalarulu
foydalanib, topamiz:
axb = (axi +ayj + ak)x(bj +byj +bxk)=axoxi *i) + abr(i xj) + abt(IxK) i

+a bx(j xi)+ayoy(j xj)+ayox(J xjfo)+ axbx(k xi) + atby(k x j) + axbx(k xA)<
=ab k-—axdj —Oybjk + aybxi + avty§ —azyi = (aybx—ajb )i —(axbl-axbxJI \

¢ yooK a at  ax axL lax ay
+ (20by —a) = i—
by bt b, b [j K by
a at ax ax ax ay
axb s i— 2.14
by bx bx bx O * bx by &9
Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish murnkin:
I j k
axE= (2.15)
bx by b,
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1M L ) {0,—24} boisin. (a+26)x (25 —36)
M Avvnl m i(1+26 va n=25-36 vektorlaming
liFEMMI THEmink/n

« N o1i Ole(=1)+ 2(=2);! o (—2)+2 +4}={3;-5;6},

N 11 1— 140;2 {(—1)—3+(—2);2 —2)—3 +4}={6;—8—16}.

5 +
1- j+ 6 _g K= 128/ +S4T+6K.

I rklor ko paytmaning ayrim tatbiglari

1. fiki vektoming kollinearliksharti

LW W Tin'pnylninning 4—xossasiga ko‘ra, 5 va 6 vektorlar kollinear
5x6 =0
N+ b —(ab, —a,by)i —(axbt—azx)j + (axby—aypx)k =0

Nuwbifl
w6, —a,by=0, ajbt—atbx=0, ab —ayox=0

1Ll tth

Ll bulllmw voktoriaming koordinatalari proporsional bo'iadi va
MMm |Miilhusional koordinatalargaega vektorlar kollinear bo* ladi.

2. Parallelogramm va uchburchakning yuzlari
YNnuw ko'paytmaningta’rifigako‘ra |5x6|=}5|—-|6]sinp, ya’'ni

Spm\axb\.

AH5x6], smi=—lax6l (2.17)
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3. Nugtaga nisbatan kuch momenti

o nugtasi mahkamlangan gattiq jism A nuqgtasiga qo‘yilgmi
kuch ta’sirida O nuqta atrofida aylanma harakat gilayotgan bovnll
masalan, boltkalit yordamida buralayotgan boisin (18—shakl).

Fizika kursidan maiumki, F kuchning O nuqtaga nishnuii
momenti deb O nuqtadan o‘tuvchi va quyidagi shartlnrM
ganoatlantiruvchi M vektorga aytiladi:

1)Mir vaMIF, buyerda r=0OA— A nuqtanmgradius vektori;
2) IMi=(F |-|Flsina bu yerda

$pBin
3) r,F,M vektorlar o‘ng uchlik

tashkil giladi.
Shunday qil

M mrxF,

ya’ni go‘zg‘almas nugtaga nisbatan
kuch momenti kuch go'vilgan nugta
radius vektorining kucn vektoriga
vektor ko‘paytmasiga teng.

Bu jumla vektor ko ‘paytmaning
mexanik ma nosini anglatadi.

4. Aylanma harakatning chizigli tezligi

Yuqorida keltirilgandagi kabi qo‘zg‘almas O nugta atrofida <)
burchak tezlik bilan aylnma harakat gilayotgan gattigjism
M nugtasining chiziqgli tezligi Eyler formulas! bilan topiladi:

V=FfflIxf,

bu yerda r=0M —M nuqtaning radius vektori.

9-misol. m, n ning ganday giymatlarida a ={-2;3;»} va b={m-6;2|j
vektorlar kollinear boiadi?

-2_3=n1
Yechish. Ikki vektoraing kollinearlik shartigako‘ra, -
9 K m —6 21
Bundan m=4, n—-1.
10—misol.3 = 2j —3k va b~4i+3j vektorlarga qurilgan

parallelogrammning yuzini hisoblang.



!'m  VvNIIl (»17) formula bilan hisoblaymiz:

»* 0 -32 10 22 — i———gt
1 , + =.]r3 +12 + = YJCyJbX
1] 4 0 4 3 (_55 4

1 (Iflilti vcktorning aralash ko‘paytinasi

Am*/uiyinuining ta’rifi va geometrik ma’nosi

vtff MIfH (lili w Svekiorning aralash ko'paytmasi deb axb

v»*Kifin ikalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va

bo'Imagan a,b,c

boMsin. Bu h
ipcd quramiz va

4 <" Itii’ Diiytniiining  ta’rifiga

i A1, </1/». |T/hV»

ulupipcd asosining a

- _ 19—shakl

1M nil'Hl </ o /]| C |c0s9?,

wfl f £ \il t vektorlar orasidagi burchak.

eMui.l.h. U|I>8 vektorlar oag uchiik tashkil giladi va
i mdiniitell 0, U holda |c|coshj=h va d-c=S br—h=V. Ekkinchi
Hfe = < 111' P)m —abe. Demak, V= &be.

iimM] d/<(C vuklorlar chap uchlik tashkil gilsa, <p>— va cos”~cO

i 110itdM| ¢ [cos” = —/j, V=—abe.
Phtftlliny (jllib, komplanar boimagan wuchta vektor aralash

AHIMNI H moduli girralari bu vektorlaming uzunliklaridan iborat
in »iMlIt'li*pipcd hajmigateng:

V=\abe\. (2.18)
Ih  Humin aralash ko'paytmaning geometrik ma'nosini

Mill

105



Aralash ko paytmaning xossalari
1-xossa. Amallarining o‘rinlari almashtirilsa aralash kolpaytqlt
o‘zgarmaydi, ya’'ni \%
(axb)—c—a(b xc).

Isboti. Skalyar ko‘paytmaning o'rin almashtirish xossasiga ko*rf
(Jaxb)‘c—c —(axb).
(2.18) formulaga ko‘ra,
V =\(axb)-c\, V~(bxc)a\. -

Bunda a,b,c va b,c,a uchiiklaming har ikkalasi bir vaqtda yoki 0"
uchlik yoki chap uchlik tashkil giladi. Shu sababii (axb)sc= (>xil)j
Bundan
(ax b)—c~a—(bxc).

2 —xossa. K o ‘paytuvchilarning o ‘rinlari doiraviy almashtirilsa, 1
aralash ko‘paytma o‘zgarmaydi, ya'ni

) abc —bca=cab.

Isboti. 1-xossa va skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtiri—h
xossasidan topamiz:

abc =a—(bxc) = (bxc)—a=bca,
bca=b ¢(c xa)=(cxa)-b=cab.

3—xossa. Ikkita qo‘shni ko‘paytuvchining o‘rinlari almashtirih*,
aralash ko‘paytma ishorasi garama-—garshisiga almashadi. Masalnn,
abc =-bac.

Isboti. abc ~(axb)—c = —(b xa)—c =—bac.

4-xossa. Agar nolga teng bo‘lmagan a>b,c vektorlar
komplanar boisa, u holda ularning aralash ko‘paytraasi nolga teng |
boiadi.

Shunindek, teskari tasdiq o‘rinli: agar £¢2=0 (|5]*0,]6]*0,|c|*0) J
bo‘lsa, u holda a,b,c vektorlar komplanar boiadi.

Isboti. abc”0 (\a\tOA\b\*Q\c\*0) bo‘ls

komplanar emas deb faraz gilamiz.

a,b,c vektorltl
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I H %wvixliti Inign hfljnii V *0 boigan parallelopiped qurish
i/, «mH dbc* 0 kelib chigadi. Bu abc=0 shartga
li HWUHL ftint/ noto*g‘ri va a,b,c vektorlar komplanar.
koinplunar boisin.
mlll —h voktor a,b,c  vek—torlar yotgan tekislikka

M U 4 i>' Nlui Nttbabli de.c=0 yoki abe-0.

Aoordinatalari hilan berilgan
Vtktorlaming aralash ko paytmasi

#1k< > b1, A={btbybz} va c={cxcy,cr] vektor berilgan

I i

at ax QoL+
j-b-ay 1- I'LI'7+
he b7 g g T OIX
& * *riM +oj +ck)=
521
b b b
abc =| (2.19)

WIMUiol il = 2;2;1), b= {3;-2;5}, c= {I;-1;3} vektorlar berilgan.
I |IM iiiiviiiniiii hisoblang.
1. 1htvif W ni (2.19) formula bilan topamiz:

20201
tibél 3 -2 51=12+10-3+2-10-18=-7.
1 -1 3
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Aralash ko paytmaning ayrim tatbiglari

1. Fazodagi vektorlarning o zarojoylashishi

fazoda o‘zaro joylashishini anidl.—idli
agar 5bc>0 boisa, u

a,b,c vektorlarning
V=+abc boiishiga asoslanadi. Bunda
abc<0 boisa, i

holda vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi, agar

holda vektorlar chap uchlik tashkil giladi.

2. Uchta vektornmg komplanarlik sharti
Aralash ko‘paytmanmg 4—xossasiga ko'ra nolga teng boimagan
a,b,c vektorlar komplanar boisa, u holda abc=0 yoki
ax ay a*
bx by b, =0. (2.20)!

c. ¢, Ci

3. Parallelepipedvapiramidaning hajmlari

Aralash ko‘paytmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra,
a,b,c vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini =jabc | bilan va

piramida hajmini V. :—6|abc|bilan topish mumkin.

Shunday qilib,

i a ax . az
P =modj bt t&/ Z « KX =6-de bt b, bz (221
CX oy X CcX C o

12—misol. Uchlari ~2;3;1), 8(4;1;-2), C(6;3;7), 2)(-5,—-4:8)
nugtalarda boigan piramidaning D uchidan tushirilgan h balandligi

uzunligini toping.
Yechish. Awal piramida girralarini ifodalovchi vektorlami

topamiz:
AB = 2—2;-3}, AC = {4;0;6}, AD = {~7;-7;7}.
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thi il hirQblaymiz:

2 -2 -3
K | 1 154
1 utou 4 0 6 =—|84+84+84+56]|=
7-7 7

ol vil/lui liisoblaymiz:

111-2 =3f 12 —-3F 2 -2
110 61+]4 61+ 4 0

=-V(-12)2+242+82=14.

Mamiliim UMiiiii
Mirdiin

V=-hs.
3

154
3—

154
=11 (u.b.).
14 14 (ub)
11 mifiiil, Fazoda A,B,C,D nuqtalar koordinatalari bilan berilgan.
nh f(5;7;7), C(4;6;10), D(2;3;7) . Quyidagilarni toping:
11,11 voklorproeksiyalarivayo*nalishini;
Jr Al A\ ABXAC ko‘paytmalarni;
1) AHC uchburchak yuzasini;
1) AHE O piramida hajmini.
Ifi hish. 1) -8B vektor proeksiyasini (1.18) formula bilan topamiz:

AB = {<Nay;att={5- 7,7 —2;7 — 2} = {-2,5,5}.
Miitilni (1. 12) formulaga ko‘ra,
il s H «h >(=2)2+52+52=3V6.

Ali vektor yo‘nalishini (1.13) formulalar bilan topamiz:

a, Vo
cosa = — =-—gfT* cospP = cosy= ——= .
13 18

R 5a/6 a._&>/6
sl 9 la 18"
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Topilgan yechimlami Maple paketida bajaramiz:
> w*th(geom3d):

> poTnt(A,7,2"),pomt{B,5,7.7), pomt(C,4,6J0), poiot(B,2,3.7):
> with(LmearA Igebra):

> v :—<a,b,c>;

V:=(a)ex+ (b)ey+ (c)ez
> VectorNorm(v,2,conjugate—false);

mJ773+7
>v1l =<5-7,7-2,7-2>;

> VectorNorm(v 1,2,conjugate—false);
3yfH
> NormaHze(<aJ>,£ucSide»n,conjugat(j«=faise);

Ja2+.2
Ja2+6*

Ja2HD+cx

> Norroal»ze(vt,E ueiideafT,coajugate—false);

[__I*

_i.glE
2) (2.2.8) formuladan A&S={-2;55}, AC = {-3,4,8} lami hisobga
olib, topamiz:
ABAC =(r2)(-3)+5-4+5-8=66

>VAC :=<4-76-210-23

VAC :=—3e, + 4e,
» A ACHOtMIKCH( <S,7-27-2> 476-210-2>),

VectorCaiculus—(AB, AC) :=66
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«m( =rpnylmani (2.15) formula bilan topamiz:

f 1 ft .
-2 5- -2 5I-
»2 $ S 6 5r j- Ne=20z+ j + Ik
148 -3 8 -3 4
14 8
rIH.
% j K
I mn
op q

UsMKAIl Imq —inp + Ikp—1jg+ ojn—okKT

M J. **hJ.s,4>|<k,5,8>>;

fJ
-2 55
-34 8
HUMMHMHK 2Qi+ 1k+]j
401 niMuT huis yuzasini (2.2.17) formula bilan hisoblaymiz:
S- shbXCc\4 E FTFI*=
21 12 2
N»rra(N‘2,conjUgateHfallje); woisV = 15\]2

pimn sA

iiila hajinini topamiz:
-2 55
= mod -3 48 —Llmsp=32
) 6 3
-5 15
[[TegJVTIRG)]]
b *HA,-2,-3>|<1,5,4>j<5,5,S»;

-2 55
abc=-3 48

-5 15
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> BeterHiinant(abe);
-64

>VABCD:=={ABC(Oetermiiiaat(abc))/6};

VABCD=— .
3

2.2.4. Mashqlar

1. Tecmonlari birga teng boigan teng tomonli ABC uchburchak berilgwi, |
ABBC+/~CCA +CAAB ifodaning giymatini toping.

2. Tomonlari BC =5, CA- 6, AB=7ga teng bo‘lgan ABC uchburchak 1
berilgan. AB—BC skalyar ko‘paytmani toping.

~ A— Qr
3. Agar \a\=6, (¢(=4,0=(a,b)=— boisin. Toping:
1) (2a+b)2; 2) (2a—3b)—(a—2b).
4. a={l;-2,2} va A= fe;4;—5} vektorlar berilgan. Toping:
1)(35-2b) (a+b); 2) (a—b)\

5. Berilgan vektorlar m ning ganday giymatlarida perpendikular boiadi? |
1)3 ={l;-2m,0}, ./>={4;2;3m}; 2) 5={m;-5;2}, H={w-2;»t;m+3}.

6. ex €2, c3birlikvektorlar uchun ei+e2+ei=0bo‘lsa, ee2+eXj+eg, nl
toping.

7. Tomonlari a=21+j va b=—j+2k vektorlardan iboratbo‘lgan
parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.

8. Uchlari A(-V,—2A), B(—4;—2;,0), C(3;—2;1) boigan ABC uchburchak |
berilgan. ¢.B ni toping.

9. x0z vayOz burchaklarning bissektrisalari ganday burchak tashkil |
qiladi?

10. Koordinata o‘glari bilan tashkil gilgan burchaklari berilgan fazodagi jllkl
vo‘nalish orasidagi burchakni toping:

2.11. a={3-6,—1}, b= {145}, c = {34;12} vektorlar berilgan. Quyidagilaml
toping:
1) Pry3; 2)Pre(23-3b).
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W(1,6,—1) nugtaga to‘g‘ri chizig bo‘ylab ko'chirishda
HWMIIFEN IMi]in/smi ishini toping.
py) W be {I;2-3} wvektoriar berilgan. Agar ¢'5=9,
*H"i ih ni]lyu perpendikuléar bo*Isa, x vektoming koordinatalarini

I M), -~ va c={l;2-7} vektoriar berilgan. Agar
B | filll ImINu, X vektormni toping.

5

ac . * 4
HH|r 4 |FF6,w U>b) :—6 bo‘ Isa, quyidagilami toping:
11 11to  <,i=(/ H/j)].

I Invi'Milnil i vi /& vektoriar uzunliklaridan iborat bo* Igan
HMNNIHmITim ui/ini (oping:

Ne I I I"™yerda |/n]=l, |«|=1, <p:(/«,»):g;

rit Vi I/l buyerda |m|=2,]«]=3, ¢=(m,«)=y.
1AIHI 1 ab=25 bo‘lsa, |ax6 jnitoping.
mMIM Il " 1] 13 |3x£]|=36 bo“Isa, ab ni toping.

K{ IM) wvn A—{?-1;3} vektoriar berilgan. Vektor ko‘paytmalarini

2) (2a+b)x(3b=5).

11 liMimiltiil /4 va b vektoriar uzunliklaridan iborat bo‘lgan
BMIHIliitf yuMIni loping:
it h (MO); 2) 3 ={3;5;-8}, b—{6;3;-2J.

111 MHium lirk UWohlari A( 12;0), 5(3;0;—3), C(5;2;6) berilgan. Uning B
H | P linuiiljii lushirilgan balandlik uzunligini toping.

i JliiiijHin # kuch go‘yiJgan. Bu kuchning B nugtaga nisbatan

m|Aoim '), <M0:2,1), fi(=1;2;3); 2) F = /i(=1;4;-2), 5(2;3;-1).

~mjil 31| kuch i4(4;2;-3) go‘yilgan. 5(0;2;4) nugtaga nisbatan
HM tnlInv glymatini va yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

bo'lmagan m\a »vektoriarberilgan. 5=a—m+6n va
I*|H Vfklorlui a ning ganday giymaiida kolliriear boMadi?

I 1 1,1,0) Va b~{R —6 -3} vektoriar or va 3ning ganday giymatlarida
MWM Mii'ludl?
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26. Ikkita 5={2;-3}, b —{—15> vektorlar berilgan. Quyidagi shartlard

ganoatlantiruvchi X vektoraing koordinatalarini toping:

1) xJLa vabx - I\ 2) x\\a va b-x-11.

27. 5={4,-2—3}va 6={0;1£} vektorlarga perpendikular, uzunligi

26 gaUH
va Oy

o‘q bilan o‘tmas burchak tashkii qgiluvchi X vektoraing

koordinatalarini toping.

28. Berilgan vektorlaming komplanar yoki komplanar emasligini aniglangjfl
1)5={3;-2;1) ,b = {2;1;2},c = {3;-1;-2}; 2)3={2;-1;2},6 ={3;-4;7} ,c =

29. a ning ganday giymatlarida 5,b,c vektorlar komplanar boiadi? j
1) 5=Q&a}, b={0a;0>, c={3,0a>; 2) a={a;3;1}, b={5:~1;2}, c =
30. Piramida uchlarining koordinatalari berilgan. Piramidaning hajmini va />
uchidan tushirilgan balandligini toping:
)afc—2i2)> B(—182), C(-1

2;8), £4(1,1;10); 2)4(L;LD), 5(2;0:2), C(2;2;2), £)(3;"In 1

31. a, b, ¢ vektorlar berilgan. Bu vektorlar gqanday uchlik tashkii ctishifl
aniglang va girralari bu vektorlardan iborat boigan parallelepiped hajmini topingll
1)5=<1;—2;1>,% = {321>,c = H 2)5=0;3;3},S={-1;2;0},c ={1;2;-3}.H

%
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ANALITIK
GEOMETRIY

Analitik geometriya — matemattkaning
boiimlaridan biri bo‘lib, u geometriya bilan
algebrani birlashtiradi, ya’'ni ayrim
geometrik tushunchalami algebraik tahlil
qilish va ayrim algebraik bog*‘lanishlami
geoinetrik izohlash imkonini beradi. Bunda
asosiy e’tibor ikkita masalaga, xossalariga
ko‘ra geometrik shaklning tenglamasini
keltirib chigarishga va tenglamasiga ko‘ra
geometrik shaklning ko‘rinishi va xossalarini
oVganishga, garatiladi.

Fransuz  matematigi Rene Dekart
analitik geometriyaning asoschisi
hisoblanadi. Dekart tomonidan 1637-yilda
kiritilgan koordinatalar usuli nugtaning
oinini  biror koordinatalar sistemasiga
nisbatan aniglashga asoslanadi.

3.1. TEK3SLEKDAGI
TOS‘RI CHIZIQ

3.1.1. Tekislikdagi chiziq

Umumiy boshlang‘ich O nuqgtaga ega
bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Ox va Oy

koordinata o'glari tekislikda to‘g‘n
burchakli Oxy koordinatalar sistemasini
hosil qiladi.
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Oxy koordinatalar sistemasida ikkita X va y sonlari tekislikd
har ganday M nugtaning o‘mini to‘liq aniglaydi. Bunda nugta M{A
kabi belgilanadi: X ga M nuqtaning absissasi, y ga M nugliuif
ordinatasi deyiladi.

Oxy tekislikdagi chiziq tenglamasi deb aynan shu clti*|l
nuqgtalarining x va y koordinatalari orasidagi bogianishni aniqtovcin
ikki noma’lumli

F(xy)=0
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari ikki noma’iumli /r(x,y)=0 tenglamnili
ganoatlantiruvchi Oxy tekislikning barcha M(xX\y) nuqtalari to‘plamigd
tekislikda shu tenglama bilan aniglanuvchi chiziq deyiladi.

Ayrim hollarda tekislikdagi chiziq y— f(x) tenglama bilan berilmit
Bunda chiziq y = /(x) fonksiyaning grafigi deb ataladi.

Tekislikdagi chiziq ikkita x=*()> y=Wb), 16T tenglamninr
bilan ham berilishi munticin. Bunda barcha M(x(t);y(i)), teT niiqg

to‘plami tekislikdagi chizigni ifodalaydi. x=x(t), y =y(t) funksiyalargfl
bu chizigning parametrik tenglamaiari, t o‘zgaruvchiga parantcll”
deyiladi.

Tekislikdagi  chizigning ikkita X=X, y—y(® parametrik
(skalyar) tenglamalarini bitta r=r(t) vektor tenglama bilum
berish mumkin. Bunda t parametr (vaqt) o‘zgarishi bilan r=/((
vektoming oxiri biror chizigni chizadi. Bu chiziqga nuqgtaniffli
traektoriyasi, F= r(t) tenglamaga harakat tenglamasi deyiladi. Bu juinlu
chizigning vektor va parametrik tenglamalarining mexantk ma hoslul
bildiradi.

Shunday qilib, tekislikdagi har ganday chizigga ikki
o‘zgaruvchining biror F(X,y)=0 tenglamasi mos keladi va aksinchtt,
ikki o‘zgaruvchining har ganday F{X,y)—~0 tenglamasiga, umumiui
olganda, tekislikdakdagi biror chiziqg mos keladi. Bunda «umutmin
olganda» iborasi aytilganlarda mustasnoga yo*l qo‘yilishi mumkinligint
bildiradi. Masalan, (x—1)2+ (y—4)z=0tenglamaga chiziq emas, balkl
M(1;4) nugta mos  keladi; N+ [/ +3=0 tenglamaga tekisllk
nuqtalarining hech bir geometrik o‘mi mos kelmaydi.
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M I i'Ulfclikdagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari

1 Ickislikdagi o‘rni turli parametrlar bilan bir
*im [l Mt ........unk in. Masalan, to‘g‘ri chiziqdayotuvchi nugta
I lidililn [|»oipcndikular vektor bilan, to‘gai chizigning
1 i

iln <iJrulgan kesmalari bilan va hokazo. Bnnday

uhlxigning tenglamalarini keltirib chigarish uchun
Aiyliltt berilgan parametrlariga ko‘ra to‘g‘ri chiziq

Mutll'lb chigarish bilan tanishamiz.

11 il thlib/ila yotuvchi M (i(xO\ya) nuqta va to'g'ri chiziqga
ly,ui Hm{A\B} vektor berilgan.

H w

H « » > I'lillgdft yotuvchi ixtiyoriy M(X;y) nuqgtani olamiz va
BNLII1 V3 vcklorni yasaymiz (1 —shakl).

- NIM,M boiadi. Ikki vektoming perpendikulyarlik

A{x—x0) + B(y—y0) =0. (1.1)

[i1) Mgliilllftgft berilgan nugtadan o ‘tuvchi va berilgan vektorga
fu'fi'ri chiziq tenglamasi deyiladi.
I.n ihl/lqgn perpendikular boigan har ganday vektorga
Bf l'hlittfnhw normal vektori deyiladi.
» | i;/f} vektor (1.1) tenglama bilan aniglanuvchi
IN | H ¢lit<hjnmp. normal vektori
PfMi
d M(@23)va M 2A-10)
Ihmilfjm. M2 nugtadan
vu MM 1 vektorga
mPNUMiillkulMi to‘g‘ri chiziq
~“mpMMiinl tuzing.
IV« hith  Avval M,MT vektorini

—{-1-2,0-3}={-3-3}

1-shekl.
Hilwliii AH-3, B=-3.

117



o ivga cniziqgtenglamasini (1.1) formula bilan
tuzamiz:

—3(*—(=1))-30>-0)=0

yoki
Ar+~+1=0.

1. To'g'ri chizigdayotuvchi M 0(x0;y0) nuqta va tog ‘ri chiziqqd
parallelbo‘lgan s~{p,q) vektor berilgan.

| to‘g4ri chiziqda yotuvchi Maxayi) va M(x;y) nuqgtalardaii
M¢M ={x-x9;y-y 0} vektomi yasaymiz (1—shakl).

Bunda s va MM vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektorninl

kollineariik shartidan quyidagini topamiz:

CZ&JIAA. (123
P A

(1.2) tenglamaga berilgan nuqtadan o ‘tuvchi va berilgan
vektorgaparallel tog i chiziq tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tengl”~na toQ ‘ri chizigning kanonik tenglamasi deb’
ataladi.

To‘g‘ri chizigga parallel bo‘lgan (yoki to‘g‘ri chiziqda yotuvclun
nolga teng boimagan har ganday vektorga to‘g‘ri chizigning!
yo haltiruvchi vektori deyiladi.

Demak, s={p;q] vektor (1.2) tenglama bilan aniglanuvchi
to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi.

1—izoh. (1.2) tenglamadan to‘g‘ri chizigning keltirilgam H shartni
ganoatlantiruvchi boshqa tenglamalarini hosil gilish mumkin.

1. (1.2) tenglamada

X-XU_yzyn,
P 4

e(—co;+0b0)

belgilash kiritamiz.
Bundan

X=X "-p y=y0+tq (1.3)

:englamalar kelib chiqadi, bu yerda f—parametr.

(1.3) tenglamalarga toq ri chizigning parametrik tenglamalari
leyiladi.
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M m huitkl, Ickislikdagi chizigning ikkita pararoetrik (skalyar)

hmmTImiMil i vektor tenglama bilan berish mumkin, ya’ni
ni
f=10+ts 1.4)
ilni 'lulu  yozish mumkin, bu yerda r={x-y), 10={x0;ja}— mos
gifildlin ,M 0(x0y0) nuqtalaming radius vektorlari;
In'g'fi chizigning yo‘naltiruvchi vektori (1-shakl).
. Mi ninmaga to'g ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.

i mml. M(-2;4)nuqtadan o‘tuvchi va 3= {I;-3} vektorga parallel
| VF] i»hI/I(|ning kanonik, parametrik va vektor tenglamalarini tuzing.
IVi hish lo'g‘ri chizigning kanonik, parametrik va vektor

Inn Liiiilarini (1.2), (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:
X+2 y-4
1 -3

1 + y=4-3t, teT,;
Ne D+ ts, 100={-2:4}.
Il To 4 i chiziqda yotuvchi ikkita
VA A/1(jicl ) nugta berilgan.
I tO'g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy
Afh.r) nugtani olib, M ¥ ={x— XAy—-yA
it ={"2 ~x,>y*~yi}  vektorlarni 2—shakl.
MIftymi/ (2—shakl). Bunda MM va
M ,M, vektorlar koSlinear boiadi.
Ikki vektorning kollinearlik shartidan topamiz:
X—=XX
X=X y2-vi

(1.5)

belMftdi.
(1.5) teuglamaga berilgan ikki nugtadan o ‘tuvchi toq ‘richiziq
h'nyjamasi deyiladi.
IV. To g Ti chizigning Ox va Oy o ‘glaridan ajratgan kesmalari a
V(t b berilgan.
| to‘g‘ri  chiziqda  yotuvchi ixtiyoriy M{OA\y) nugtani
olamiz (3—sbakl).
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va puba o‘xshash. U holda uchburchaklarning
o‘xshashlik alomatigako'ra,

CB_CM OB-0C OD Qc.jop
T~7Mm ob  ~OA~ OB OA"

Bundan 0C =x, OB=a, OD-y, OA=b

o‘miga go‘yish bajarib, topamiz:

(16)
(1.6) tenglainaga to'gri chizigning
kesmalarga nisbatan tenglamasi
deyiladi.

3—-misol. Ax+by—-12-Q tenglama
bilan berilgan to‘g‘ri chizigni chizmada
tasvirlang. 3-shaki.
Yechish Tekislikdagi to'g'ri
chizish uchun uning ikkita
sh yetarli bo%di.
To‘g‘ri chiziq tenglamasida, raasalan x—0 deb, y—4 ni, yanil

[,0;4) nugtani ya shu kabi fiT2;"J nuqtani topamiz. Bu nugtalamil

tutashtirib, berilgan tenglamaga mos to‘g‘ri chizigni chizamiz (4—shakl). 1
Bu masalani boshgacha, ya’ni to‘g‘ri chiziq tenglamasinll
kesmalarga nisbatan tenglamaga keltirib yechish mumkin. Buning uchun j
tenglamaning ozod hadi (-12)ni o'ng
tomonga o‘tkazamiz va hosil boigan
tenglikning har ikkala tomonini 12 ga
bo‘lamiz:

4x + 3y—12y 1~2+ 2:I

yoki

Bu tenglama bilan aniglanuvchi
to'gdri chiziq Ox o'gidan
koordinatalar boshiga nisbatan oag
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WE 1 Wi tflg kesrna, Oy o‘gidan esa koordinataiar boshiga
pHM Un]]]]JUl 4 ga teng kesma ajratadi (4—shakl).

/vi>V/ (hlzigning og'ish burchagi (@ va Oy o 'gidan ajratgan
[8Vk< h hiltimi.
fit H ililiili inusbat yo‘nalishidan berilgan to‘g‘ri chiziqgga soat
lo\kiiri yo‘nalishda hisoblangan (@ burchakka to'g'ri
Htyuf "M 7vi burchagi deyiladi.
11y'Idl Inirchagining tangensi, ya’ni k=19 son to'g'ri chizigning
1 p | iiwfjitslyentideb ataladi.
i 'Mrd chiziqda yotuvchi
IMy M{Xx:y) nugtani olamiz
'vH. link  tangensi ta'rifidan
riAl<uHHl| LN (5—shakl):

y*tg<px+ b.
Miiimlkm

y kx+b. 1.7)

Mu tenglamaga to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli
WuylmTT deyiladi.

2~1?,0h. (1.7) tenglamadan to‘g‘ri chizigning K burchak
kin llilniyentga ega boigan yana bir tenglamasini keltirib chigaramiz.
Mu lo'g‘ri chizig M }xxyJ nuqgtadan o‘tsin. U holda bu nuqgtaning
knnrilmatalari (1.7) tenglamani ganoatlantiradi: > =kx,+b.

Rundan b-y, —bQq

U holda (1.7) tenglamadan topamiz:

y =1l + N
yoki
Y—Yn=K* (1.8)
(1.8) tenglamaga berilgan

nuqtadan berilgan yo'nalish bo'yicha
o'tuvchi to'g'ri  chizig tenglamasi
deyiladi.
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- wUugudiia ViZiyg 11 WIWN TU/ WALCIVWA -
ataladi.

L, 7o g Vi chizig i=0P normalining yo halishi a va uzm
berilgan.

1
/ to*g‘ri chizigdayotuvchi ixtiyoriy M{Xx\y) nugtani olamiz. -
6—shaklga asosan: 1
Pr/ OP=Pr/ OA?+ Pr/ M ? + Pr/ A", 1
buyerda Ll OP=p, PrrON =xcosa, Prr NM = ysma, Pr/ AIP=0.
Bundan,
p = xcosa +.ysina
yoki
xcusa+ j>sina— p =0. oM]

(1.9) tenglamaga to g ‘ri chizigning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chigarilgan (1.1)—(1.9) tenglamalar asosida ushbu xulosi
kelib chagadi:
a
X,y o‘zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi
tekislikdagi'biror to‘g‘ri chizigni ifodalaydi va aksincha, tekislikdagi
har ganday té‘g‘ri chiziqg X,y o‘zgaruvchilaming biror birinchi

darajali tenglamasi bilan aniglanadi.

Demak, tekislikdagi har bir / to‘g‘ri chiziq tenglamasini
Ax+By+C=0 (1.10>]

koamishda yozish mumkin, bu yerda C—ozodhad; Ar+ Br=0.
(1.10) tenglamada A va B sonlar to'g‘ri chizig normal vektorining ]
koordinatalari bo* lishini (1.1) tenglama yordamida ko‘rsatish mumkin:

A(X—xr) + B(y—y0)=0,
Ax+ By— (A, + By0)~0,
Ax+By+C— 0, C=—(Ax0+ By0).
Demak, n={A;B}.

(1.10) tenglamaga to g ‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
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U fH| INI][Inhmiln
H Ini'Un, k’iiglama By+C =0 ko‘rinishga keladi. Bunda
ITkMIiHM Hloinwil vektori Ox o‘qga perpendikular boMadi. Shu
uihh i

I/lg Ox o‘gga parallel, Oy o‘qqa perpendikular
H o da kelib chigadigan Ax+C—0 to‘g‘ri chiziq Oy
Ih ii't](JU perpendikular boiadi;
| ii huvntt tenglama AX+By =0 ko‘rinishni oladi. Bu
H MOiU) miqgtaning koordinatalari qanoatlantiradi. Demak,
H «inth| I'iMiidilUilalfir boshidan o‘tadi;
| »ty W f —0 boisa, tenglamadan y =0 kelib chigadi. Bu to‘g‘ri
hi'i e« mililn yotmli. Shu kabi B=0 va C =0 da hosil boiadigan
9 In jedililiq Oy o‘gda yotadi.

MW  tnillg qunday giymatlarida (a2+ 4a)x+ (a— 5y —2a+4=0
M NhUl«] 1) Ox o'gga parallel boiadi; 2)0Ox o‘gga perpendikular
ill 1) iMlonllnulular boshidan o ‘tadi.

h*t'hhh MiIfcolning shartiga ko‘ra: A=a2+4a, B=a-5,
m# Ini4
(Umhin
11 im0 yoki a=—-4, a=0 da A=0 boiadi. Shu sababli

Imetlfm id T ii i'hi/ig OX o‘qga parallel boiadi.
JmO0 yoki a—5 da B=0 va berilgan to‘g‘ri chizig Ox o‘qga

siilni boiadi.
ht \4»U yoki a=2 da C =0 boiadi. Demak, a=2 da to‘g‘ri
ar boshidan o ‘tadi.
ning (1.1)=(1.10) tenglamalaridan har birini
livdn]alni idau koltirib chigarish mumkin.

MUol tariciasida (1.10) tenglamadan (1.9) tenglamani keltirib
*hh]imimiz. IUrning uchun (1.10) tenglikning chap va o‘ng tomonini

Hurmallovchi ko paytuvchi deb ataluvchi M =%—j

songa

ko'puytiramiz.

Hosil boigan By + C =0 tenglamada
Ja2+b2
. . j3 B AC
cosa=1 . =, sina==*x . L pEE——m
Ja2+b2 Ja2+b2" Ja2+b2

helgilashlar kiritsak, (1.9) tenglama kelib chiqgadi.
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-4. Ikkinchi tcnglamadan topamiz:

U holda
-(-4)

71
Demak, 34 )

Ikki to*g*ri chizigning perpendikularlik sharti
Tekislikdagi ikki tofg‘ri  chizigning perpendikularlik shartlofl
ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni topish formulalaridan kclllrj
chigaramiz.

/, £I7boisin. U holda cos9=0 va (1.11) tenglikdan topam iz

AAl+BB2=0.

m
Shu kabi (1.12) tenglikdan
PiPi+Wi~, @ m
kelib chigadi.
(1.13) tenglikdan
1 . +k.k
W= e
U holda /, +/jda ctg<p=0 yoki
1+ jex =0 (LY
boiadi.
Demak, to‘g‘ri chiziglar tenglamalarining koVinishigftj
garab, ulaming

perpendikular boiishi (1.15)—(1.17) shartlardan biri bilan aniglanadi.

Ikki toq ‘ri chizigningparallellik sharti
l. /, va R tog‘ri

normal

chiziglar parallel boisin. U holda. ulaming
vektorlari

w, ={A,;B,}va n2 kollinear boiadi. Ikki
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I*illInnnlik ‘eluirtidan ikki to‘g‘ri chizigning parallellik

A=@ (118)
A2 R2

UWH Mrf/ lu'n'ri  chiziglar parallel boisa, u holda ulaming
1%l tvkltHliiri v m{/>;?}va s.={p2qZ kollinearboiadi.

A=11. (119
Pi <
N Im [}uiiiidn ular orasidagi burchak uchun tgp=0 boiadi.
111 | B Imigllkdimtopamiz:
lo=k2. (1.20)

qilib, (1.18-(1.20) shartlardan  biri  to‘g‘ri
Il (= I1) Lninii.Il lling berilishiga ko'ra. ulaming parallel bo‘lishini
H

i/ W (11 nugtadan oiuvchi va 2x+3y+4=0 to'‘gii
1 liHi'i inliKnlnr to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.
ynhh I'o'g‘rl  chizig tenglamasini Ax+By+C=0 ko‘rinishda

PMrti‘»l/lg MJ2l) nugtadan o‘tgani sababli 2A+B+C=Q
i»ii o togi'i chizigga perpendikular boigani uchun
oti Im'ladi,

1 11 1" lliisiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo‘vamiz:

-—Cx+—LCy+C=0.
4 2
Dilin
(-3*+2y+4)C=0 yoki 3x-2y-4=Q.
Ikki to ‘g*ri chizigning kesishishi

Ul clii/iglar umumiy tenglamalari
Ax+By+C,=0 va Ax +B% +C2=0
illj'iin boMsin va Ma(xONO nuqtada kesishsin (7-shakl).
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U holda Mo(xo30) nugtaning koordinatalari har ikkala tenglammtl
ganoatlantiradi. Shu  sababli ikki  to‘g‘ri chizigning Kkesishnli
nuqtasi koordinatalari

Mn+/An+c,=o, . 2il
[Arxa+Brys/+C* O
sistemadan topiladi.
Bunda  A/O<n;>u Kkesishish nuqtasi orqgali o‘tuvchi to‘g'(l
chiziglar dastasi
AX+By +Ct+A(AX +B% +C2)=0 (1.22)

tenglama bilan aniglanadi, bu yerda /1-sonli ko4paytuvchi.

8-misol. 2x-y-2=0a to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yo‘naltirilgan
yorug‘lik nuri x-2y +2=0 to‘g‘ri chiziqda sinadi va qaytadi. Qaytuvchl
nur yo‘nalgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. Yorugiik nurining gaytish nugtasi IX-y-2-Q wi
X-2y+2=0 to‘g‘ri chiziglaming Kesishish nugtasi boiadi.
Bu nuqgta M(x;y) bo%in. Uni quyidagi sistemadan topamiz:
2X—y-2=0,
X—2y+2=0.
Bundan M{2\2).
Yorugiik nuri sinadigan va yo‘naltirilgan to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak tangensini topamiz.
Berilgan  to‘gai chiziglarning burchak  koefiitsiyentlali
k:~2, L -2 boiadi.

Bundan

Bu son yorug‘lik nuri gaytuvchi va sinuvchi toAci chiziglar
orasidagi burchak tangensiga teng boiadi.
U holda



1 Quilin A nurgaytuvchi to'g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti.

2
IMMilmh
A
Itiiii.il,, I/lanayotgan to‘g‘richiziq uchun: M(2;2),

Ht JliViiinolrlii' bilan aniglanuvchi to‘g4i chiziq tenglamasini tuzaniz:
-2=-—(x-2
Y a*

2jcHll v—18=0.

inki

Ikhito g ‘ri chizigning ustma-ust tnshishi

/, wi |, to'g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari
Atx +Bly +Cl=0, Amx+Bry+C2=o0

lilliui borilgan boMsin va ustma-usttushsin.
Runda: A D

hirinchidan /,11/2 bo‘ladiva — = — = A tengliklardan Al-AAl=o0,
Ai B2

I, - All, w0 kelib chiqadi;
- ikkinchidan /. to‘g;ri chizigning har bir nugtasi, jumladan,
W O A) nugtasi, /2to‘g‘ri chizigda ham yotadi, ya’'ni

AlxO+ BtyO+c, =0, Alxa+B%e+c,=0
hn'ladi.
l)u tcngliklaming ikkinchisini A ga ko'paytiramiz va birinchidan
lyinmiz:
(A, ~M Ix0+(B, -N52 +(C, - AC,)=0.

Hundan C, -/1C2kelib chiqgadi.
Demak, to‘g‘ri chiziglaming ustma-ust tushush sharti

Icngliklar bilan ifodalanadi.



i>uqtadan to‘g‘ri chizigqacha boigan masofa

Nugtadan to‘g‘ri chizigga tushirilgan perpendikulaming uzunliglfl
nugtadan to‘g ri chiziqgacha bo ‘Igan masofa deyiladi.

MOO@Qyn) nugta va Ax+By+C=Q tenglama bilan / to‘g‘ri rin/jél
berilgan boisin. MO nugtadan / to‘g‘ri chizigga tushiuril] [M]
perpendikulaming asosini Mx{Hty»
bilan belgilayraiz (8-shakl).

U holda MXN ~$a va
Mx nugta i to‘g‘ri chizigda
yotgani sababli Axx+Byx+C =0, ya'ni
C=-Axx-Byt boiadi.

n={AB} vektoraing / to‘g'ri
chizigga perpendikular  boiishi
maium. Shu sababli MO nugtadan
/ to*g‘ri chiziggacha boigan masofani
vektoming o‘gdagi proeksiyasining
xossalaridan foydalanib tojjamiz:

Eo

I»! &R
AX)+By0-Ax| -Byl \ \&i+Bya+C\
Ja*+b2 <h2+b2

Shunday qilib, nugtadan to g'ri chiziggacha bolgan masofa

dJAxn‘+ByO+C\ (1.24)
JA2+B2
formula bilan topiladi.

9-misol. 3x+4y-4=0 va 6x+8>+5=0 parallel to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofani toping.

Yechish. 3x+Ay-4=0 to‘g‘ri chizigda ixtiyoriy, masalan M(0;i)
nuqtani olamiz. U holda berilgan parallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi
d masofa M(0;1) nugtadan 6x-f8.y+5=0 to‘g‘ri chiziggacha boigan
masofaga teng boiadi. Uni (1.24) formula bilan hisoblavmiz:

d:—@—oi%ﬁl—zg(u.b).
10 w
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3.1.5. Mashglar

» it t*lil/lilinring burchak koéffitsiyenlmi Ya koordinata o‘glarida

Inping:
X—3, . Ax y 1
2)X»2y-2 e =T A) =+ =,
po2y-2] )2 4 ) 5 3 2

I |iij ilil/Igning tenglamasini tuzing: 1) Al,(2;-3) nugtadan o‘tuvchi va
m »kmm.il voktorga ega boigan; 2) (—2—3) nugtadan o‘tuvchi va
Il IririiMIllriivehi vektorlarga ega boigan; 3) M,(-2;3) nuqgtadan o(tuvchi
MfettR nrapt ntllkulnr boigan; 4) ASA(3;2) nugtadan o‘tuvchi Oy o‘gqda b=5 ga
Hte nimluvohi.
| I»M#timnlardan gaysilari to‘g4i chizigning normal tenglamasini
feil #VIlNe

2)x-2iS=05 3) ~jc=-v-3=0; 4) Hx+i-y+2=0.
) )5J 5 ) 13 tt¥

I, loin'i'i chiziglarning kesishish nugtalarini va ular orasidagi burchakni
ypIMM

I 1-0, 2#-3y+4=0; 2) y=-x~t 4x+3y-5=0;

*-3j>+9=0; 4 )y~ =", ill=yil
N 1 ) | 5 -2 y3

1, m va n ning ganday giymatlarida mx+9y+n=0 va 4x+my-2=Q to*g‘ri

»libli]liti 1) parallel boiadi; 2) ustma-ust tushadi; 3) perpendikulér boiadi?

A m ning qanday giymatlarida to‘g‘ri chiziglar: 1) parallel boiadi;
1) |i»'i|H'ndikular boiadi?
1) 19Iny +5">6, 2jc+3jk+3=0; 2) 2x—3j*+4=0, mx—6y+7=0.
7. Xx+y -7 = 0 to44i chizigdakoordinatalari 2x-y+4=0 tenglik bilan
Im[' Inngan nugtani toping.
8. A(4;2) nugtadan o‘tuvchi va koordinata o‘glari bilan yuzi 2kvadrat
Imlikku teng uchburchak ajratuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.
9. i4(-3;2),5(5;-2),C(0,4) bo‘lsa, ABC uchburchakda BD balandlik
ItfHglumasini tuzing.
10. A(-2)0),3(5;3),C(l;-1) boisa, ABC uchburchakda AD mediana
Irnglamasini tuzing.
11. 2x-y+3=0 va Xx+y-2=Q to‘g‘ri chiziglarning kesishish nugtasidan
o'tuvchi va 3x-4y-7=0 to‘g‘ri chiziqga perpendikulér to‘g‘ri chizig tenglamasini

tuzing.



12. To‘g*ri burchakli teng yonli uchburchak gipotenuzasi orgali o‘tgan to'gV
chizig tengiamasi 3x+2>-6=0dan va uchlaridan bin I—2) nugtadan ibornt. |
Uchburchakning katetlari tenglaraalarini tuzing.

13. Parallelogrammning ikki uchi A1) va B(2-2) nugtalarda yotadi wd
diagonallari (-1;0) nugtada kesishadi. Parallelogrammning tomonlari
tenglamalarini tuzing.

14. Agar AG5;3), S(L1), c(3:5), ¢(>(6:6) to‘rtburchakning uchlari bo*lIsa, uning 1
diagonallari kesishish nugtasini va diagonallari orasidagi burchakni toping. 1

15. Uchburchakning uchlari berilgan:  "(8;3),8(2;5),C(5;-1). Uchbureffl»
medianalarraing kesishish nugtasidan o‘tuvchi va <c+>--2=0 to‘g‘ri chiziqgaj
perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

16. Burchak tomonlaridan birining tengiamasi 4x-3y+9=0dan v*
bissektrisasining tengiamasi *-7j>+21=0dan iborat. Burchak iklcinchi tomoniiiiugl
tenglamasini tuzing.

17. Uchburchakning ikki uchi ~(5;1),5(1;3)va medianalari kesishish nugtasi m
M(3;4) berilgan. Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

18. Uchburchakning ikkj*uchi A(2;-2),B(-6;2) va balandliklari kesishisffl
nugtasi A/(1;2) berilgan. Uchburchakning C uchidan tushirilgan balandlik
tenglamasini tuzing.

19. Uchburchak.tomonlarining o‘rtalari berilgan: (1;-3),M2(2;-2), M%-3;4),*
Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

20. Parallelogrammning ikki tomoni 2a-+v-2=0, x-y+17=0 to‘g‘ri
chiziglarda yotadi va diagonallari M(~3,5R,5) nugtada kesishadi. ParallelogrammJ
golgan tomonlari yotgan to*g‘ri chiziglaming tenglamalarini tuzing.

21. x-2y+5=0 to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yo‘na!gan yorug‘lik nuri 3x-2y+7=0
to‘g‘ri chizigda sinadi va qaytadi. Qaytuvchi nuryo‘nalganto‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

22. Uchlari A(2£),£(~1;4),C(5;5) nugtalarda bo*Igan uchburchak og‘irlik
narkazidan o'tuvchi va AC tomonga parallel to*g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

23.Bir uchi AL34) nugtada boigan va bir tomoni 2x+5y+3=0 to‘gri
snglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziqda yotgan kvadratning yuzini toping.

24. 4jc-3j;+8=0 va 8jc-6j>-7=0to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofani toping.

25. Kvadratning ikki tomoni 5x+\2y-6\=Q va 5x+12.y+|7-0 tenglamalar
lan berilgan to‘g‘ri chiziglarda yotadi. Kvadrat diagonalining uzunligini
ping.
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K JIM) Uii(Jliidn o‘tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik

m| H»In Milil lu'g’ri chiziq tenglamasini tuzing.

I < lib liil(Jtndan o‘tuvchi va B(5;-1),C(3;7) nugtalardan teng

| %e\i lit tn’g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

I/l N12) nugtaning y4(-5l)va B(2;-3)nugtalardan o'tuvchi to‘g‘ri

™1 1(WWHIynxini toping.

U. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

I <Hr koordinatalar sistemasida x,y 0‘zgaruvchiiarning ikkinchi
IifUjltl hnglamasi bilan aniglanuvchi chiziq tekislikdagi ikkinchi

K fihhz1hlslg deyiladi.
lIn' ganday ikkinchi tartibli chizigni
mMVIy konusning tekislik bilan kesishish
mtMtf'i NIl'utida hosil gilish mumkin. Shu sababli
It MIt i iftrlibli chiziglar konus kesimlar deb
Mill Hinliuli. Berilgan / to'g'ri chizigni uni
4 iiiit]laga kesuvchi boshga bir fiksirlangan
m In’j'ii chiziq atrofida o‘zgarmas B burchak
itdMv nylantirish natijasida hosil qgilingan sirt
fiHtftlvIV konus deyiladi (9-shakl).
llimdu / to‘g‘ri chizigga konusning
mftOVI'hisi, L to‘g‘ri chizigga konusning o 3ji, A
ltii[ki]M konusning uchi, konusning A nugta

9-shekl.

hlliifi njratilgan gismlariga konusningpallalari deyiladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida (10-shakl):

- tekislik konusning A uchidan o'tmasa va konus o‘giga

|nt*rpondikular bo‘lsa, kesimda aylana hosil bo'ladi;

- tekislik konus o‘giga perpendikular bo‘lmay, konusning fagat
Qllin  pallasini kessa va lining yasovchilaridan birortasiga parallel

ho'lImasa, kesimda ellips hosil bo‘ladi;

- tekislik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning
pnllalaridan birini kessa, kesimdaparabola hosil boiadi;
—tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosil

boMadi;

- tekislik konusning A uchidan oftsa, kesimda nuqgta, to g W chizig.

to\gri chiziglar jufti hosil boiadi.
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Aylana Eliips Parabola Giperboia

(PP To'g'ri chiziglar
Nuqta To'g'ri chiziq jufti
10-sheki.

Ikkinchi tartibli chiziglar fan va texnikaning ko‘p sohalarida keng
goilaniiadi.

Bunga misollar keltiraraiz.

1.Ma’lumki, avtomobil g‘iidiraklari aylana shaklida yasaladi.

2. Quyosh sistemasining planetalari quyosh joylashgan umumiy
okusga ega ellipslar bo*vicha harakat giladi.

3. Agar parabola fokusiga yorugiik manbayi joylashtirilsa, nurlar

ning o‘giga parallel ravishda gaytadi. Projektorning tuzilishi bu
3ssaga asoslangan.

4. Mexanikada isbot qgilinganidek, yer yuzidan gorizontga garab
irchak ostida v0=11,2 kmle (ikkinchi kosmik tezlik) boshlang'ich tezlik

lan chigarilgan raketa parabola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz
oglashsa, vO>11,2 kmle boshlang‘ich tezlik bilan chigarilgan raketa

terbola bo'ylab yer yuzidan cheksiz uzoglashadi, vQ<11,2 km/c

ihlang'ich tezlik bilan chigarilgan raketa esa yerga gaytib tushadi
i yeming sun’iy yo'ldoshi bo‘lib goladi.
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3.2.1. Aylana

tft HI I+ ®Ullkiln markaz deb ataluvchi berilgan nugtadan teng

Hijl jriiluvdii nugtalaming
n % «ilnih liviana deyiladi. .

HMIM* AI(MEy0) nugtadan R

ynllivchi nugtalarni

¥ Mu lllii]lillardan biri M(x;y)

AtUoi i, nlipn ko‘ra, \MM\=R.
Mu ivii]*hixkn ikki nugta orasidagi

% »,)" +(y-yoY =R.
l1-shakl.

(X=X07+(y-y02=R2 2.1
| * 11 Itfhglamaga aylcmaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda
Inii i niigta aylana markazi, R masofaaylana radiusideb ataladi.
» -0. yn 0 da (2.1) tenglamadan topamiz:

X*+y2=R2. (2 .2)
(>'2) tcnglama markazi koordintalar boshidan oftuvchi va radiusi
$ gil titg nylanani aniglaydi.
I-misol. Koordinatalari x=Rcost, y=Rsmt tenglamalar bilan
HilliJIiMUVch; M(x:y) nuqgta aylana nuqgtasi boiishini ko‘rsating.
Yvchlsk M(x;y) nuqgta koordinatalarining har ikkala tomonini
Fvmirutga ko‘taramiz va hadlab qo’'shamiz:

X2+y 1= R2e0s2/ +R2sin21 = flAsin21+eo0s21) - R2

ynki
X2+y2=R2

Demak, koordinatalari x=Rcost, y=Rsmt, teR tenglamalar bilan
nniglanuvchi M(x;y) nuqta markazi koordintalar boshida yotuvchi
vu radiusi R gateng aylanada yotadi.
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.L4.—.»um aiugiovchbi ushbu
éx = Rcosi,
[>=]jRsir/; 16 [0;2A]
tenglamalar sistemasiga aylananingparametrik tenglamalari doyiliuli, m

3.2.2. Ellips

2-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtuyne
bo‘lgan masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas kattalikka teng bn'ljfl
nuqgtalaming geometrik o‘miga ellips deyiladi.
R\va F2ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nugtasi bo'U(fl
FF=2c, IM=r, FM =2 belgiiashlar kiritamiz.
Ellipsning ta’rifigakoaa, FX fFM =2a, ya'ni
x+12=2a, (n

buyerda a-o‘zgarmas son bo‘lib, a>c.
Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q fokuslardan, Oy o*q
kesmaning o‘rtasidan o‘taoigan qgilib tanlaymiz (12-shakl).
U holda Fj(-c;0) va ~(c;0)boiadi.
M nugtaning koordinatalari X va y bo'lsin deylik, ya’ni M(x'y), 1
Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra
M=<J(X-cY +y2, r2=ylix+cy-+y*.

va r2ning bu ifodalarini (2.4) tenglikka qo‘yib, aimashtiri.shitif
ajaramiz:

mjx—cY +y2+d(x +cY +y2=2a,
(X-c)r+y2=(2a-yjx+cy +yzy,
X2-2xc+cr-ry2=4a2- 4an(xTc)2T »>2 +X2+2xe +Cr+yr, j
a\(x+e)2+y2=a2+xc,
a2+2arxc +ax2+a2y2=a4+2arxc +xx2,

(a2- cx2+ady2=aAa2-c2).
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lilmuki a c ) belgilash kiritib, topamiz:

bixl +a%/2=ad2

~B| | ftfl jjvi(ftlpuning kanonik tenglamasi deyiladi.
i lenglamalar bilan aniglanuvchi M(x;y) nuqtaellip

i»Muni | miNoldngi kabi koisatish mumkin.
HftMI lu ushbu
(x macost,
Jy=6smi, fe[0;2a]

I9)M «I*UiinsifM ellipsningparametrik tenglamalari deyiladi.
eImlJiiii  uning kanonik tenglamasidan foydalanib

#l (mmiitin - v va y ning fagatjuft darajalari gatnashgani
H p &,y o'glarga va 0G0 nugtaga nisbatan simmetrik
i DIM “tl'iilili (2.5) tenglamani x>0, (»>0 da (1-chorakda)
m || »hmili hoimli.
| Mim<iMii (2.5) tenglamadan y:?JaZ—xz kelib chigadi.
Il i liced«dhuttii 0 dan a gacha o'sganida y koordinata b dan
HYpMftliiyMili. | Lipsning qolgan choraklardagi shaklini koordinata
HIM ilUliMiiiu NImmetrik gilib chizamiz (12-shakl).
Wh-I1" B(0]0) nugtaga markaz, A,(a;0), AX-a;0), fi,(0;&), BA0;-b)
IHIH Ifitfhlitr. AAX BB, kesmalaming 2a, 2b uzunliklariga mos
MN  Kkiillii wu kichik o‘qglar, a,b sonlarga mos ravishda katta va
Il Mrlin o'glar, F\M FM kesmalaming ,r2 uzunliklariga fokal
Ml ili \Imli
Milihiiliid Thakii a nisbatga bogiiq boiadi, ammo ellipsning

Ml iildliiil yordamida tekshirish qulaylikka ega.
a kitdiilikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0<£<1,
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chunki O<c<a. b3-a2—eldan Y 1,yani ;—7F—é\

\g

Demak, £-»lda a—»O, ya’ni b kichiklashib, ellips Oy C'qlfl
parallel ravishda Ox o‘gga tomon siqilib boradi, aksincha £->()m

7 >1, ya’ni ellips aylanaga yaginlashib boradi.

X=x— to‘g‘ri chiziglar ellipsningdirektrisalari deb ataladi. 4

Ellipsning M nugtasidan direktrisalargacha boigan dv va
masofalar uchun ushbu

tengliklar bajariladi ( 12-shakl).
Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun
r,=a—£x, rt =a-+sx

formulalar hosil gilinadi.
Fokuslari Oy o'gida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi
ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniglanadi.
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IMinlii  hol wuchun ellipsning tenglamalarini va asosiy
fefltirvmiz.

Markazi 0(0;0) nugtada bo'lgan ellipsning
kanonik tcnglamalari va asosiy xossalari

I . i | a>b>0
4 (
HjlO 'q Ox dayotadi
H iii Hkog,
* bMiik u'q Oy dayotadi
Lt 2h itutcng;
Minim  Ft(-c;0), F2(c;0)

Br =1 a>b>0
h' a

mktiuo*q Oy da yotadi

\H 2a gateng;

«Kloliik o'q Ox dayotadi b X

W 2b gateng;

lokuslar: F,(0;-c), F2(0;c)

c2~a7—bh2

Agar a-b bo‘lsa, u holda (2.5) tenglamadan x2+yz=a2 tenglama,
t€in inarkazi koordinata boshida yotuvchi va radiusi a ga teng
lyliiiia tenglamasi kelib chigadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi
lilioblanadi.

2-misol. 4x2+9y2 =144 ellipsning o‘glari uzunliklarini, fokuslarining

knordinatalarini va ekssentrisitetini toping.
Yechish. Ellipsning tenglamasini kanonik koainishga keltiramiz:

36 16

Bundan a2=36, bl1=16.

Demak, a=6, b=4, 2a=12, 24=8.

Shunday qilib, ellips o‘glarining uzunliklari mos ravishda 12 va
8 gateng.
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..bau. uutua ¢ m aniglaymiz:
c=-fi2—b2=V36-16 =2v5.
Bundan fokuslarning koordinatalarini va ekssentrisitetni topnmi/

FlI2V5,0), Fi(-2v5;0);

3.2.3. Giperbola

3-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagN
boigan masofalar ayirmasining moduli o‘zgarmas Kattalikka long
boigan nuqtalaming geometrik o‘miga giperbola deyiladi.

Qxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q F, va P* fokuslardan, Oy ofl
F,F2 kesmaning o'rtasidan o'tadigan qilib tanlaymiz (13-shakl).

MX\y) giperbolaning ixtiyoriy nugtasi boisin. FtF2=2c, FIA» It |
FtM = r2belgilashlar kiritatiiz. Ciperbolaning ta’rifiga ko‘ra,

k,-rj=:2a, 2.4

buyerda a- o‘zgarmas son boiib, a<c.
2.7) ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishlar kabt |
almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chigaramiz:

bu yerda b2=c2-a2

(2.8) tenglamagagiperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.

Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
aniglaymiz.

(2.8)tenglikda x va 'y ning faqgatjuft darajalari gatnashgani uchun
giperbola ellips kabi Ox,0Oy o‘glarga va 0(0;0) nugtaga nisbatan
simmctrik boMadi. Shu sababli (2.8) tenglamani x5:0, y>0 da (I-
chorakda) tekshiramiz.

|-chorakda (2.8) tenglamadan y=—i2-a2 kelib chigadi. Bunda
a

X>a va x koordinata a dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham
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N\ H MOy nugta cheksizlikka intiladi. Bu intilish
H IH Inl ko‘rsatish uchun koordinatalar boshidan o‘tuvchi
KK» umiNlilj k=— gatengbo‘lgan y- —x to‘g‘ri chizigni
a a
Il Mu ilil/U] ushbu xossaga ega: M nugta giperbola bo'ylab
| upji< kmifiiiritttg, boshidan cheksiz uzoglashgani sari bu to‘gai
| (Mh \WJlultishib boradi, lekin uni kesib o‘tmaydi. ya’ni
HwHME i (HfindM]llili.
I]llIb, fiperbola I-chorakda AXa\Q nugtadan o‘tib, y:ax
I iln<b].] i mlimptétik yaqginlashgani holda o‘ngga va yuqoriga
H lit mil. luhmil.
mm M milhh golgan choraklardagi shaklini koordinata o‘glariga
BA* L viHMWMVHK qilib chizamiz (13-shakl).
Mhihtiiv ilb, giperbola ikki gismdan iborat bo'ladi. Bu gismlarga
= M wHny limnoglari deyiladi.

13-sheld.

y*+-x tenglama bilan aniglanuvchi to‘g‘ri chiziglarga

Htperbolaning asimptotalari deyiladi.

Giperbolada A,(a;0), AX-a;0), BXQ\Y, BA0;—€) nugtalarga uchlar,
AA kesmaning 2a uzunligiga hagiqiy o‘q, B.B2 kesmaning 2b
uzunligiga mavhum o‘g, a, b sonlarga mos ravishda haqigiy va
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mavhum yarim o‘qglar, FtM, FM kesmalarning rdt r2 uzimlikUrtfl
fokal radiuslar deyiladi.

e =— kattalikka giperbolcming ekssentrisiteti deyiladi.
a

Bunda £>i, chunki c>a.
b2=c2-a2dan —~J(—1—1,ya'ni —=4s2-1.
a \\g a
Demak, ekstsentrisitet birga ganchalik yaqin boisa, — shunehHn
a
kichik boiadi, ya’'ni r->lda --»0 va giperbola hagiqgiy o‘qi loinin
a

siqilib boradi, aksincha e kattalashgan sayin — ham kattalashfidi LL,
a
giperbolaning tarmoglari kengayib boradi.
X==%~ to‘g‘ri chiziglar giperbola/zmgdirektrisalarideb ataiadi. |

Fokuslari Oy o‘gida va markazi koordinatalar boshda yotuvcH
giperbolaning kanonik ter*lamasi shu kabi aniglanadi.

Markazi 0(0;0) nuglada bo‘lgan giperbolaning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

2 1 Y

- hegiciy 0'q Ox da otz A

va 2a gateng;

—-mavhumo'q Oy dayotadi K /o

va 2b gateng;

- foaslar: F(~c0), F2c0); ) X oot
cl—a2+2 cjy ! “C

- asinptotalari: y:1?<

a b
—haqigiyo‘q Oy dayotadi
va 2a gateng; ) .
—mevhumo'q Ox dayotadi '\ _—
va 2b gateng; i/ \ }
—fokuslar: F,(0;—¢), F20;c);
cl=ar+brs

—asinptotalari: y =2=—x.

142



Hfi lutmnr M nugtasidan direktrisalargacha bo‘lgan di va d2
miii m Iniu uNhbu

d, di

H kIt Imimllacli (13-shakl).
Mu t. midiUiimliim giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu

*>0 bo‘lganda r,=ex-a, r2=ex+a;
x<0 bo‘lganda r =—a—ex, x—a—ex

liuhll gilinadi.
[ >Hm o'qglari teng bo‘lgan giperbolaga teng tomonli giperbola

m lull
Imiih lomonli giperbola

X2-y2=a2 (2.9)
bilun aniglanadi.

p wnlsol. Bkssentrisiteti ga teng va Af(V3;V2) nuqgtadan o‘tuvchi

I'ip'trliuhming kanonik tengiamasini tuzing. Uning yarim o'‘glari
I IMihillmliif, fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining,
r HHilrimihiriningtengiamalarini tuzing.

Ytfchish. Ma’lumki, s=— 41 yoki c2=2a2 Ikkinchi tomondan
a

* il1]//. Bundan a2=b2 Demak, izlanayotgan giperbola teng
/16\2 1 fn\2

Iniimnli. A/(v3;V§) nuqta giperbolada yotgani uchun —/ — —r-=1,
a a

yil'ui al=1.
Deinak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi
X2-y2=1
ko'rinishni oladi.

Bu tenglama bilan aniglanuvchi giperbolaning yarim o‘glari a=6=1
uzunlikka, fokuslari F{42;0), FA-V2;0) koordinatalarga ega bo'ladi,
usimptotalari y=#+x tenglamalar bilan, direktrisalari X=%-i
tenglamalar bilan topiladi.
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3.2.4. Parahola

A-ta’rif. Tekislikda fokus deb ataluvchi berilgan nuqtftflin
direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chizigdan teng uzogliy
yotuvchi nugtalaming geometrik o‘migaparabola deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha boigan masofani /;(/»»
bilan belgilaymiz.

p kattalikka parabolaningparametri deyiladi. ‘H

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q direktrisaga perpendikuliir H
fokusdan oiadigan, 0(0;0) nuqta fokus va direktrisaning o;rtnfl|fl
yotadigan qilib tanlaymiz. Tanlangan koordinatalar sistemd”H

fﬁj—;C}I nugta fokus, X——? to‘g‘ri chiziq direktrisa boiadi (17-simU) [
B ‘ !

M(\y) parabolaning ixtiyoriy nugtasi bo‘lsin.
M nugtaning direktrisadagi proyektsiyasini N bilan belgilaym¥
Parabolaning ta’rifiga ko‘ra NM = MF.

Bundan

X +pX+-=X —pXa —+yl

yoki

=2pX. (2 . 10)

(2.10) tenglamaga parabolaning
kanonik tenglamasi deyiladi.

Parabolaning shaklini uning kanonik
tenglamasidan foydalanib aniglaymiz. 14-shald.

(2.10) tenglikda yning juft darajasi
gatnashgani uchun parabola Ox o‘gga nisbatan simmetrik boiadi.

Shu sababli (2.10) tenglamani jc> 0, y £<)datekshiramiz.

| chorakda (2.10) tenglamadan y =-Jipx kelib chigadi. Bunda x> |
va x koordinata O dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham o‘sib
boradi. Shunday qilib, boiganda M(x;y) nugta 0(0;0) nuqgtadan
chigadi va x o‘sishi bilan o‘ngga va yuqoriga garab  bu nuqgtadan
cheksiz uzoglashadi. Parabolaning .y<0 dagi shaklini Ox o‘qg” nisbatan
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it f»l ijnnt t'lii/amiz(14-shakl), Bunda 0(0;Q) nuqta parabolaning
iU mi] |iMrubolaning o ‘gi deb ataladi.

nitdilinliiiilliM, ekstsentrisiteti s :l:/lil/l: =lga teng boiadi, direktrisasi

I i" miilhuui bilan aniglanadi.

4 Hihnl y**6x parabola berilgan. Uning direkrtisasi tenglamasini
MU vn lokusini toping.

Ivpthtoh, Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi
Mil Minn Inqqoslab, ko‘ramizki, 2p=6 yoki p=3.

Il hold« berilgan parabola uchun direktrisasi tenglamasi

va fokusi /n o
boiadi'

Blnbolftning boshqga kanonik tenglamalari shu kabi aniglanadi.

ticfai <9(0;,0) nugtada bo*lgan parabolaning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

L./ =2px

fous:

—elirekdtritsar x:—2

va Oxoggasinretrik J

- sinmetriyao‘g-Ox

2 X =2py

—fokus: v é} N i '§
. AN J

_drekmfsa;y:_z SRF \\x v FJ

AN

va Oyoquasimetrik;

. L p>0
—simetriyao‘gi—Oy
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mnHa. iKKinchi tartibli chiziglarning
umumiy tenglamasi

Ikkita X va y o'zgaravchining ikkinchi darajali tenglamasi umutltfl
ko*rinishda

AXl +2Bxy-+Cy2+2Dx+2Ey+F=0, Ar+Br+Cr®0 @ir

kabi yoziladi, bu yerda A,B,C,D ,E,F- koeffitsiyentlar.

Oldingi bandlarda ta’riflari asosida ellips, giperbola L
parabolalaming kanonik tengiamalarini keltirib chigardik va xossnltuifl
o‘rgandik. Bunda chizigiaming markazlarini koordinatalar boshigij
joylashtirdik va ulaming o‘qlarini koordinata o'qlari bo'yinl»
yo‘naltirdik.

Ushbu bandda (2.11) tenglama koeffitsiyentlarinmg  umk
giymatlarida konus kesimlardan birini, yoki mavhum konus kesimlardttti
birini, yoki bo‘sh to‘plamni aniglashini ko‘rsatamiz. Bunda konufl
kesimning markazi koordinatalar boshida yotmasligi va o‘glarl
koordinata o‘glariga nisbatan og‘ishga ega boUishi giyinchillk
tug‘dirishi mumkin. Bu givinchilikni bartaraf gilish uchun koordinatalar
usulining ikki qurolidan -"koordinatalar o‘qlarini parallel ko‘chirish LU
burishdan foydalanamiz.

Koordinata o‘qlariniparallel ko 'chirish

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgam
bo‘lIsin.
Koordinata o'qglarini parallel
ko‘chirish - bu Oxy sistemadan uning
o‘glari yo‘nalishlarini va masshtablarini
o‘zgartirmasdan  fagat  koordinatalar
boshining joylashishini o‘zgartirish orgali
yangi OXy sistemaga o‘tishdir.
Yangi oxy' sistemaning
koordinatalar boshi O' eski Oxy
sistemada (X0y0Q koordinatalarga ega
boisin, ya'ni &(xCya).
Tekislik ixtiyoriy M nugtasining Oxy sistemadagi koordinatalarini
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hpmt vii OXY' sistemadagi koordinatalarini (x;yr) bilan
ii— iltiikl).

x=X0+X', y=y0+y- (2. 12)

|*1")  formulalar ~ Mnuqtaning Oxy  sistemadagi xy)
k mlttmininnni OXYy' sistemadagi (x;y’) koordinatalar orgali topish
lirindi va aksincha.
ymluol.  (x-4)1+(>>H)2=36 tenglamani Oxy koordinatalar
MHhiimnliil  parallel ko‘chirish orgali
liMihiliiNhtiiring. W Yy
| i'tihlsh  Berilgan tenglama Oxy
Ikiinhliimtalar sistemasida markazi
(i D nugtada yotuvchi va radiusi
H »<j.nteng oylanani ifodalaydi. fuT*
Oxykoordinatalar sistemasi X
(, tnmo'(4;-1) nuqtaga parallel
lliruhlrilsa, berilgan tenglama yangi
0V/ sistemada ham aylana tenglamasini
lurmli.
(2.12) formulalami qoilab, topamiz:

16-shakl.

X, -X-X0=x-4, y-y-ya=y+~ -

U holda berilgan tenglama O'X'y sis-temada
xn +yn =36

koi’inishni oladi, ya'ni markazi koordinatalar boshida boigan va radiusi
R*6 gateng aylanani ifodalaydi.
Aylana grafigini Oxy va OX'y' sistemalarda chizamiz(16-shakl).
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Koordinata o ‘glarini burisk

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi
bo‘lIsin.

Koordinata o‘qlarini burish — bu Oxy sistemadun ulHH
koordinatalar boshini va o‘qglari
masshtablarini o‘zgartirmasdan

fagat koordinata o'glarini biror
burchakka burish orqaii yangi Oxy"
sistemaga o‘tishdir.
Oxy sistemani O nugta atrofida
soat strelkasi yo‘nalishiga teskari
yo‘nalishda a burchakka burib,
Oxy'sistemaga o‘tamiz. Tekislik
ixtiyoriy M nuqgtasining Oxy
sistemadagi koordinatalarini  (x\y)
bilan va Ox'y sistemadagi koordinatalarini (x';y) bilan belgilay®ii/<
Mnugqta radius vektorinin®uzunligi r ga, uning Ox' o‘q bilan tashkll
gilgan burchagi pga teng bo‘lsin (17-shakl).
17-shakldafa topamiz:

X'=rcostp, Y =rsvi(p, (2.13)
X =T*cos(p>+a), Y '=rsin(<p-+ct). (2.14)

(2.14)  tengliklar ustida almashtirishlar  bajaramiz va
(2.13) tengliklami hisobga olib, topamiz:

X=rcos(<p4 a)=r(cos"cosa—sinpsina) ~

= (rcos™)cosc?—(rsin”)siaa=x'cosa -y sina,
y =rsin(*+a)=r(sin¢gco&a+cos”"sina) —

=r(cos”)sina+r(sm¢>)cosa=>c'sina +ycosa.
Demak,
Xx—x'cosa—ysv\.a y=X'sina +Vv'cosa. (2.15)

(2.15) formulaiarga koordinata o‘qglarini burish formulalari deyiladi.
Bu formulalar M nugtaning Oxy sistemadagi (x;y) koordinatalarini
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mNeulr<iii (,*';/) koordinatalar orgali topish imkonini beradi

twfl, vil-2 tenglamani koordinata o‘glarini 45"ga burish

MMIIk Nliitklga keltiring.
m flh (115) tengliklardan a =45*“da topamiz:

X=X'cos45° - yfsinds® :iz (x'—y?,
=X'sin45° + Vcosdse="—(X '+y').
M ¢ --2 tenglamaga qo‘yamiz:
) H)=-2,
~{xn -yn)=-2,
y -1

4

lIn longlama giperbolaning kanonik y
«ii,-Lunini hisoblanadi, ya'ni xy--2 . |
iMi]i,lnnm hilan aniglanuvchi chiziq Oxy

g y 4
ViNlomeda Y221 tenglama bilan N/ X &
1
HiMi|liinuvchi  giperbolani  ifodalaydi. 1y
Dltnak, y:—2 funksiyaning grafigi
X

iiNlinptotalari koordinata o‘glari  bilan f \
iINtma-ust  tushadigan teng tomonli
jjlporboladan iborat (18-shakl). 18-shald.

Ikkinchi tariibli umumiy tenglamanisoddalashtirish
Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani garaymiz:

AX1L-+2B7ty+Cy2+2Dx+2Ey +F =0, (2.11)

Bunda 27?5;0boisin. Koordinata o‘glarini a burchakka buramiz,
yahi (2.15) formulalar yordamida eski koordinatalami yangi
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___ viddllifoaaiaymiz:
A(X'cosa-y'sina)2+2B(x’cosa -y kin<z)(X'sina +y coiflt
+C(X'sma+ycosar)2+2Z?(x'cosa-ysmar)+2.£(x'sma: +ycosai) *t «»
yoki
Ox'2+2BXY +Cy 1+2[Ix' +2E% +F| =0,
bu yerda
Aj =Acos2a +2¢?cosasina +Csin2a;
BX—C - JT)sina cosa+5(cos2a - sin2or);
C, =Asia2a —2/?cosasina+ C cos2a\
DI =Dcosa+¢sina; El=Esma —Dcosa; Fx-F.

a burchakni shunday tanlaymizki, yuqoridagi tenglamiulii
Xy oldidagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya’ni

tenglik bajarilsin.
Bundan >

(2.16;

Shunday qilib, koordinata o‘glarini (2.16) shartn
ganoatlantiruvchi a burchakka burish (2.11) tenglamani quyidagiU
tengiamaga keltiradi:

OX'2+CY 2+2D% ' +2E y +FX=0, A2 +Bf*0. (2.17)

1-teorema. (2.17) tenglama hamma vaqt yoki aylanani (Ai=C,da),

yoki ellipsni (A, C,>0da), yoki giperbolani (4 C,<0da), yoki
parabolani ([, -C,=0da) aniglaydi. Bunda ellips (aylana) uchun —nugta
yoki mavhum ellips (aylana), giperbola uchun - kesishuvchi to‘g‘ri
chiziglarjuftligi, parabola uchun —parallel to‘g‘ri chiziglar juftligi kabi
buzilishlar bo*lishi mumkin.

Isboti. Aj=Ct bo‘lgan holni batafsil tahlil gilamiz.

A =C, da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz:

Ox'2-+0Y 2+H1 X" +2B¥ +x=0,
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X0 a2y 4%:6

S-'-M iB -fe H iJ-

[ UiMiln, (2.18) tenglama va mos ravishda (2.17) tenglama:

1)] | #"J -J>0 boiganda markazi “*“ijj nuqgtada
Imi Inulinmi va radiusi R= +(""j ~n'8ateng aylanani aniglaydi;

/M +ir-j —|-0boiganda(* +*) +(~+") =0 ko‘rinishga

kvimli. Bu tenglikni yagona O , j | nuqgta koordinatalari
A AN
ifiwuditlantiradi. Bunda «aylana nugtaga buzilgan» deyiladi;
3) +HnrJ boiganda hech bir chizigni aniglamaydi.

Bunda «aylana mavhum aylanaga buzilgan» deyiladi.
Qolgan hoTlarda teorema shu kabi tahlil gilinadi.
Shunday qiiib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama)
ikkinchi tartibli chiziglardan birini aniglaydi.
7-misoL.  4x2-25y2-24x+50y-S9=0 tenglama bilan berilgan
ikkinchi tartibli chiziq ko‘rinishini aniglang.
Yeehish. Berilgan tenglamada A=4, C =-25.
Blindan A-C=4-(-25)<0.
Teoremaga ko‘ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi.
Tenglamada almashtirishlar bajaramiz:
4(x2-6x+9)-25( f -2" +1)-36+25-89=0,
4(x-$f - 25(y - J2=100,
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(*-3)2 (y-hH2_1
25 4

Demak, berilgan tenglama simmetriya markazi 0(31) nugtml«
joylashgan vayarim o‘glari a=5, b-2 ga teng bo‘lgan giperbolitul
aniglaydi.

3.2.6. Mashglar

1. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi A/,(-1;3) nuqtadajoyiashgl
varadiusi R=6 gateng bo‘lgan; 2) markazi Mz(-3;5) nugtadajoylashgan va A(4A)
nugtadan o‘tgan; 3) diametrlaridan birining uchlari ff(-1;3) va C(-3;5) nugtalarqgit
bolgan; 4) D(8;-4) nugtadan o‘tgan va koordinata o‘glariga uringan; 5) marka/i
M(2;~1) nugtadajoylashgan va urinmalaridan biri 3x+4y+3=0 to‘g‘ri cbiziqda
bo‘lgan.

2. Aylanalaming markazi va radiusini toping:
1) X* +y2+8x~14,y+16=0; 2) x2+y2+4x-6y-3=0;
3) x2+y2-x+2y-\=0; n 4) x2+/+3;c-7iy-|=0.
3. A(L—D nugta berilgan. Uning aylanalaming ichkarisida, tashqarisida J
yoki ustida yotishirti aniglang.
1) x2+y2-5; ' 2) **+/=95
3) xi +yi —$x—4y—5=0; 4) x2+y*—10x+8y=0.
4. x2+Yi -2*+4;y-20=0vaxl| +yl -10j'+20=0 tenglamalarbilan
berilgan aylanalar markaziari orasidagi masofani toping.
5. —+—=1 to‘g*ri chizigdan koordinata o'qlari kesgan kesmani diametr
gilib aylana chizilgan. Bu aylana tenglamasini tuzing.

6. .4(2;-1), 5(3;4) nugtalardan o‘tgan vamarkazi x-y-4=0 to‘g'ri
chizigdajoylashgan aylana tenglamasini tuzing.

7. Uchlari A(-2£),B(0;-2),C(-I;-I) bo‘lgan ABC uchburchakka tashqi
chizilgan aylananing markazi va radiusini toping.

8. kning ganday giymatlarida y-kx to‘g‘ri chiziq x2+y2-8x-2y+16=0
aylanani kesadi, bu aylanaga urinadi?

9. (*-4)2Hj>—2)2=4 aylanaga uringan va koordinatalar boshidan o*tgan
o‘g‘ri chiziglar tenglamalarini tuzing. VE*
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m | | AviniiH (onglamalarini parametrik ko'rmishga keltiring:
2)x2+yz=4y; 3) x*+y2=2x+2y.

Il InklINliii'i Oy o‘gda G(0;0) nuqgtaga nisbatan simmetrik joylashgan va
iliitrtlwni  ganoatlantiruvchi ellipsning kanonik tenglamasini hiding—
4

M Midilli u'i]l 12 ga va ekssentrisiteti - ga teng; 2) fokuslari orasidagi masofa
]I vn «kiNOntrisiteti ~ ga teng; 3) M,(6;0)va A/2(0;9) nuqtalardan o‘tgan;

~Hnalrl»rtluri orasidagi masofa — gava ekssentrisiteti gateng.

4+ » lellipsgatomonlari ellips o‘glariga parallel gilib kyadrat ichki

«liNlluiin, Kvudratning yuzini toping.

1V 20/ - 100=0ellipsning x +y-20=0 to‘g‘ri chiziqga parallel bo‘lgan
il loitglamasini tuzing.

1. 16x* +25y2-400=0 ellipsning bir fokusidan uning kichik o‘qgiga parallel
« ljHI wtivri uzunligini toping.

15. ® iE:Iellipsning M(x;¥)nuqtasidan uning o‘ng fokusigacha boigan
DMVMVOlli chap fokusigacha boigan masofadan to‘rt marta katta. M(x-y) nugtani
InplliM

1(». o +§ =1 ellipsning M(x;y) nugtasidan uning chap fokusigacha boigan

Iffuuofn o‘ng fokusigacha boigan masofadan ikki marta katta. M(x;y) nugtani
luping.

17. Ellipsning bir fokusidan uning katta o‘qi oxirlarigacha boigan masofalar
? vit 8 ga teng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

18. Ellipsning tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiring:
1) 16x2+25y2-400=0; 2) 1442+25/-3600=0.

19. x+2y-7=0 to‘g'ri chiziq bilan *2+4/=25 ellipsning kesishish
nuqtalarini toping.

20. Fokuslari ordinatalar o‘gida joylashgan va quyidagi shartlami
ganoatlantiruvchi giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing: 1) direktrisalari

orasidagi masofa y ga va ekssentrisiteti |ga teng; 2) direktrisalari orasidagi

masofa Z§§ga teng va asimptotalari tenglamalarf y:iizx; 3)\direktrisalari



orasidagi masofa y ga va haqigiy o‘qi 8 ga teng; 4) direktrisalarf ornil™fl

masofa — ga va fokuslari orasidagi masofa 14ga teng.
21. Giperbolaning nugtalaridan bin va asimptotalarining tenglamalarl
berilgan. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

1) M6;2),y» £~x | 2) M(4;2),y~=+— X\

3) M(4;3) N=%—x; 4) AN(6;3), ==%

22. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 gateng. Uning asimptotalari orasidagi
burchakni toping.

23. Giperbolaning asimptotasi hagigiy o‘q bilan Zga teng burchak tashkil
giladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.

24. 5¢*+I7y2-85=0 ellips berilgan. Eilips bilan bir xil fokuslarga ega boMgon
teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

Giperbolaning ekssentrisitét] %ateng bo'lsa, uning kanonik tenglamasini
tuzing.

26. Assimptotalari (9(2;-3)nugtada kesishuvchi va B(4;-1) nugtadan o‘tuvchl
giperbola tenglamasini tuzing.
27. Giperbolaning y= &:Stenglamasini sodda ko'rinishga keltiring.
28. Berilgan fokusi va direktrisasi tenglamasiga ko‘ra parabolaning
kanonik tenglamasini tuzing:
1)F(-3;4),x-5=0; 2)F(5;3),.y+2=0.

29. Berilgan tenglamasiga ko‘ra parabolaning uchini va simmetriya o'qining
tenglamasini aniglang:

1) y2-2y+I6x+65-0\ 2) 2x1 +>>-8x+S=0.
30. Berilgan tenglamalar ganday chiziglarni aniglaydi?

"x= 3(e"-P*A—'), p=a

» 2 > 2> 3*
[?=-(«" O [y=~

J)y=-2yjxi +I; 4) x=—fy 2+4.
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i /H}]NVgiperbolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini

m|/* Vv ¢ Nparabolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini

11 iu iiowi13/-72=0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.
# B\\v 5yl -8=0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

Ne [ ini ilii/igning tenglamasini soddalashtiring, chizigning turini aniglang va

i-lilflik:
UhilK.v+9=0; 2) 2@-12x+y+13=0;
[l 4i*30T+8y+21=0, 4) 2/-x-12.y+14=Q,
Nny*-8=0, 6) x2-+Y-+Y2—1=0.

Hp, Cip |Icllipsga M(-3,3) nugtada o'tkazilgan urinma tenglamasini
wing,
17, /2— 1 s =i giperboiaga  2—4) nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
1
AL
3N. £4— X2=1 giperboiaga l\/I\—2 ;3)| nugtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
\i
tWAg-

39. x2-16y parabolaning 2x+4y+7=0 to‘g‘ri chizigga perpendikular
no'lgun urinmasini toping.

3.3.QUTB KOORDINATALARDA
CHIZIQLAR

3.3.1. Qotb koordinatalari

Tekislikda  sanoq boshiga, musbat yo‘nalishga va masshtab
birligiga ega bo‘lgan Op nur qutb o 'gi, uning O- sanoq boshi qutb
deb ataladi.

M tekislikning qutb bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nugtasi
boisin. Bunda M nugtaning holati ikkita son, O qutbdan M nugtagacha
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uu Tgan r masofa va Op qutb o‘qi bilan OM yo‘nalgan kesma orasidugl
< burchak bilan aniglanadi (Op nurdan boshlab burchak yo'nalishi
soat strelkasi yo‘alishiga teskari tanlanadi).

r va 9 sonlariga M nugtaning
qutb koordinatalari deyiladi va
M(r;¢>) deb yoziladi. Bunda r masofa
qutb radiusi, ¢ burchak qutb
burchagi deb ataladi (19-shakl).

Tekislikning barcha nugtalarini
aniglash uchun r va < Kkattalikiami
O0~r<+4m -n<(p<n chegaralarda
olish yetarli bo‘ladi. Bunda tekislikning
har bir nugtasiga yagona rva 9
sonlarjufti mos keladi, va aksincha, har
bir @\ sonlar juftiga tekislikdagi
yagona nugta mos keladi.

Nugtaning qutb va to‘g‘ri burchakli koordinatalari orasidagi
bog‘lanishni  topamiz. 3unda to‘g‘ri  burchakli  koordinatafflr
sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan va abssissalar o‘qini
qutb o‘qgi bilan ustma-ust tushadigan
gilib tanlaymiz (20-shakl).

M nugta x vay to‘gfri burchakli
koordinatalarga, r va ~ qutb koordi-
natalarga ega boMsin.

20-sbakidan topamiz:

X-rco&tp, y-rsmag>. (3.1

Bu tengliklar nugtaning to‘g‘ri
burchakli koordinatalarini uning qutb
koordinatalari bilan bog‘laydi.
(3.1) tengliklardan nugtaning qutb
koordinatalari bilan uning to‘g‘ri
burchakli koordinatalari o‘rtasida quyidagi bog‘lanish hosil gilinadi:

=\/* 3.2
r=V* +r. y 3.2)

Bunda ¢ burchakning giymati nugtaning joylashgan choragiga
(x,y larning ishoralari asosida) garab, -K<<p<n: oraliqda tanlanadi..
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I Mi»'l M( 1;-V3)nugtaning qutb koordinatalarini toping.
P ftthI'n  Berilgan nugtaning qutb koordinatalarini (3.2) formulalar
mNNt HMi | Inyuiiz:

J— 24
r-V(-0" +(-"3)’ =2, tsv=z~ =38
jiiii [livi 111 chorakdayotadi.
ii Hiililu bo‘ladi. Demak, Aff2;— 1.
r 3 3 v 3]
3.3.2. Qutb koordinatalar sistemasida chiziglar

(Jillh koordinatalar sistemasida chiziq tenglamasi deb aynan shu
MJ#(] Inircha nugtalarining r va gkoordinatalari orasidagi bog‘lanishni
Kili]Invchi ikki noma’lumli
RN\p=0 @3
Itn'i mUluiagi tenglaraaga aytiladi.
Muinkin boiganda (3.3) tenglama
i |Ih nisbatan yechiladi va r=r(p)
lin‘ilniNliga keltiriiadi.
Chizigning F(x;j?)=0 tenglamasi-
ilmifutb tenglamasiga o‘tish uchun
iff va y lar o‘miga  ulaming
(V1) formulalardagi giymatlari qo'yiladi
wn aksincha chizigning qutb
linulumasidan FCxy)=Q tenglamasiga
e lish (3.2) formulalar bilan amalga
inhlriladi.

To‘g ‘ri chizigning qutb tenglamasi

To‘g‘ri chizig tenglamasini qutb koordinatalarida topamiz.

Bunda O qutbdan | to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan p masofa va Op
(liitb o‘qi bilan berilgan to‘g‘ri chizigga perpendikular bo‘lgan  f
b'q orasidagi a burchak berilgan boisin (21-shakl).

/ chizigning ixtiyoriy M(r;<p) nugtasi uchun PryOM=p bo‘ladi.

Ikkinchi tomondan

Pr/ OM 5 OM | cos(a ~(f>)-rcos(a- ().
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reo&(fx—(p)=p.
(3.4) tenglamaga to g Ti chizigrning qutb tenglamasi doyi 1

2-misol. A/,"5;yJ va A/35;0) nugtalardan o‘tuvehi to'g‘rl v

qutb tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chizigning Mxva M2 nuqtalar orasidagl
katetlari 5 ga teng boigan to‘g‘ri  burchakli uchburtlirikl«
gipotenuzasi boiadi. Bunda qutbdan to‘g‘ri chiziggaoha
masofa to‘gri burchak uchidan
gipotenuzaga tushirilgan  balandlikdan
iborat (22-shakl).

tning uzunligini (p ni) vayo‘nalshini
(er ni) topamiz:

OMr OM2 55 52 N ox
p~Jom}+om\ _\&l+s1 2 ° 4’

ol n

U holda (3.4) formulagako‘ra,
reodp_ 452
" 5"2

Konus kesinlarining qutb tenglamalari

22-gd

Konus kesimlarning (eliipsning, giperbolaning, parabolaning) tjiiii]
tenglamalarini keltirib chigaramiz. Bunda chiziglarning fokusiaridftlfH
qutbda yotsa, uning tenglamasi sodda ko‘rinishni oladi.

Konus kesimlarning tenglamalarini keltirib chigarishda ularintf ki
bir nugtasidan fiksirlangan nugtagacha (fokusgacha) boigan masolkntfl
fiksirlangan to‘g‘ri chiziggacha (direktrisagacha) boigan nmNoful
nisbati o‘zgarmas kattalikka - ekstsentrisitetga teng boiishi xismniu|
foydaianiladi. Bunda konus kesim e<\ boiganda eliipsdnn, * i
boiganda paraboladan va e>\ boiganda giperboladan iborat bo'Iftfl
(23-shakl).

/-konus kesimlardan birining tarmog‘i, F-bu tarmogning wkiMfl
d—gutbdan chapda joylashgan vertikal direktrisasi, £-ekstsontiniU>t
boisin.  Fokusdan direktrisagacha boigan masofani / blltui
belgilaymiz (24-shakl).



23-shald.

Ullyoiiy JY{=#?nugtani olarniz.

1) I'M'lkihiij-ui konus kesim-
h'n~himasi deyiladi. Bu 24-shald.
m | *| tin dlipsni, *>1 giperbolaning bir tarmog'ini va s=1da
H iinli | Invdi.
mft K™ kesimlaming qutb tenglamalari  direktritsaning
(elilpii lui(tiiq boMadi:
Dircktrisaning holati—tenglama
AM| M N uiohipde—r=—g £j
i« <« iliillmliiii o'ngda- 1 =
KM) \Hi fiilrdiin yuoprida—

Mill vil (Jtitbdun pustda — r =

\ess\ap s
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J=205hga CiTiZigiariting quvw iengiditialari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalard.m | i*fi
garaymiz.

Uzunligi 2a (a>0)ga teng bolgan AB kesma uchlari bilmt | «
to‘g‘ri  burchakning tomonlari bo‘ylab sirpanib harakatlarmyttjA
boisin. To‘g‘ri burchakning O uchidan bu kesmaga OA/perpcmlllijM
tushurilgan  (25-shakl). AB kesmaning harakati vaqurin 1
perpendikular M asosining traektoriyasini topaylik.

A/asosning  (nugtaning) traektoriyasini qutb  koordioj*H
sistemasida tuzish uchun to:g‘ri burchakning O uchini qutb, VA
qutb o‘gi deb olamiz. Mnugtaning qutb koordinatalarini r, € (fl
beigilaymiz, ya’ni deymiz.

AOATf uchburchakdan topamiz:

OM =0Acosg>,
r = OACOSG>.
AOB uchburchakdan topamiz:
n OA = ABsmg>,
OA=2asVi(p.

Bundan M asos izlanayotgan traektoriyasining qutb koordinatfiltir
sistemasidagi tenglamasini hosil gilamiz:
r=asm2¢>.

Bu tenglama bilan aniglanuvchi chiziq to'rt yaprogli gui deb ataladl.
Uning grafigini a=1daMaple paketi yordamida chizamiz (26-shakl]),
> with(plcts):
> aaiaiatecarv'e(IsIB(2*t),t,t=-*i.J*il, coords-okr,
frames”d,imnspomts--100);



kcyingi boiimlarining misol va masalaiarini
(liilnnlifililgwn  chiziglaming grafiklari va ulaming qutb
HNI Inmnllari I-ilovada keltirilgan.

3.3.3. Mashglar

H ) Vt H «NM-)nugtalaming qutb koordinatalarini toping.

*| w1 ~J nugtalaming to‘g‘ri burchakli koordinatalarini

Mi flU - i) nugtalar orasidagi masofani toping.

+ iMlinrl O qutbdava B(r2t2 nugtalardajoylashgan OAB
ii-ti hiiiji, yiiz,ini toping, buyerda ¢2 >s>,.

* lltkiln girima-garshi uchlari nugtalarda boigan
I <[l yul/.Ini toping.

ft Kvidratning ikkita qo‘shni uchlari berilgan:

ke 1t «lNI" yuzini toping.
E /. Herilgan tenglamalami dekart koordinatalarida yozing:

i . 2) r = 50asqr,
[)i'-«np, 4)r=4cos2”,
1)1 1aat> 6) =T
s QARSI
8 Berilgan tenglamalami qutb koordinatalaridayozing:
lly-5; 2) y=2x-i;
H*2-/=a2
5) *2+/-20x=0; 6) xy=4
7il+zl=i; mtJCBC
5 16 J36 4
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__.»0au leagiamasiga ko‘ra chizigiarning turini aniglang:

Hr= p— 2)_—i+§(mgf
. 2
3 1+c0sn’ 9 2—00s"
1 3.
2 4
S de
1) rj—m 2)r- I+esing>
3) r=— N—; 4 r= %*

3.4. TEKISLIK

3.4.1. Fazoda sirt va chiziq

Umumiy boshlang‘ich O nugtaga va bir xil masshtab biriigiga egn
bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Or, Oy va Oz o‘glar fazoda to‘g*r
burchakli Oxyz koordinatalar sistemasini hosil giladi.

Oxyz koordinatalar sistemasida uchta x,y va z sonlari fazodagi har
ganday M nugtaning o‘mini to‘liq aniglaydi. Bunda nugta M(x;y-z) kabi
belgilanadi, x ga M nugtaning abssissasl y ga M nuqtaning ordinata/
z ga M nuqtaning applikatasi deyiiadi.

Oxyz fazodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirt nugtalarining
X,y,z koordinatalari orasidagi bog‘lanishni
aniglovchi uch noma’lumli

F(x,y,z)~0
tenglamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari uch noma’lumli F(x,yfz)=Q tenglamani
ganoatlantiruvchi Oxyz fazoning barcha M(X;y;z) nugtalari to‘plamiga

fazoda shu tenglama bilan aniglanuvchi sirt deyiiadi.
Fazodagi sirt x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), (u;v)eD  parametrik
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i mn liilnii hum berilishi mumkin, bu yerda x(u,v),y(u,v),z(u,v)-

Hpi sirl. barcha nugtalarining va fagat shu nugtaiaming
I'lk i3 Mini horuvchi ikkio‘zgaruvchili funksiyalar.
P M mmlhii

jR¥ /Mil Hoo8y, y = /?sinwsinv, z=Rcosu, 0<n<s, 0<,vi2&

mMvHIk (Wiflimalar sferani ifodalaydi.

| ici chizigni ikki sirtning kesishish chizig"i yoki ikki sirt
plliiih liinliilarining gometrik o‘mi deb garash mumkin (27-shakl).

I ihl/igni  aniglovchi ikki sirt F(x,y,z)=0 va G(X,y,z)=0
|HAIMInL bilan berilgan boisin (27-
M1l H holda / chiziq ikkala
publnHM/  ham  ganoatlantiruvchi
PfM "'l nugtalar to‘plamidan tashkil

piinHI ) .
Koopdinatalari
F(xy.z)=0,
G(xy.z)=0
I tphuliimalar sistemasini
IMhnnlInntiruvchi Oxyz fazoning

Imi. lin M6XA\YN\2) nugtalari to‘plamiga
Auotfoxi shu tenglamalar sistemasi
Ihliim nniglanuvchi chizig deyiladi.
Shu kabi, Oxyzfazodagi chiziq tenglamasideb aynan shu
thi/iq barcha nugtalarining x,y,z koordinatalarini aniglovchi
(F(xy.2)=0,
N\O(x,y,2)=10
Icnglamalar sistemasiga aytiladi.
Fazodagi chizigni nugtaning trayektoriyasi deb garash mumkin.
Bunda  chiziq r=r(t) vektor  tenglama  bilan  yoki
x» X(i), y - y(t), z=z(t), t&T parametrik tenglamalar bilan beriladi.

Masalan,

Xx=Rcosat, y—Rsiaat, z= > t
n

parametrik tenglamalar vint chizig‘ini ifodalaydi.



Fazodagi analitik geometriyada sirtni (yoki to‘g‘ri chi/ignl)
o‘rganishda ikkita masala ko‘riladi: geometrik xossalariga ko‘ra, sirtnbfl
(yoki to‘glri chizigning) tenglamasini keltirib chigarish; tenglamaMf.i
asosan sirtning (yoki to‘g&i chizigning) ko‘rinishi va xossatflriiil
tekshirish.

3.4.2. Tekislik tengiamalari

Tekislikning fazodagi o‘mi turii parametrlar bilan (masala™.
tekislikning koordinata o‘glarida ajratgan kesmalari bilan) bir giymatli
anigianishi mumkin.  Shu sababli parametrlariga ko'ra tekislikning
turli tengiamalari keltirib chigariladi.

1. Tekislikda yotuvchi MOxQyGz0Q nuqta va to'g'ri chizigga
perpendikular bo1tgan n-{A;B;C} vektor berilgan.

Tekislikka perpendikular
bo‘lgan har qganday vektorga
tekislikning normal vektori deyiladi.

5% tekislikning ~xtiyoriy
M(x;y,z) nugtasini  olamiz.

M va MO nuqgtalaming radius
vektorlari mos ravishda F va 0
bo'lsin.

U holda MQM = f —-rObo‘ladi.

M va MO tekislik nugtalari
bo‘lgani uchun MM  vektor
tekislikda yotadi va tekislikning 28-shekd.
normal vektoriga perpendikular
boiadi, ya’ni hx=M@M (28-shakl). lkki vektoming perpendikularlik
shartiga asosan tekislik
tenglamasini topamiz:

n(r-r0=0. (4.1)

Bu tenglamaga tekislikning vektor tenglamasi deyiladi.
4.1) tenglamaga normal vektor va radius vektorlarining
koordinatalarini qo'yib, topamiz:

A(—XQ +B(y—y0 +C(z-20)=0. [ (4.2)
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Ml tenglamaga tekislikning skalyar tenglamasi deyiladi.
Nltuiilugdek, (4.2) tenglamaga berilgan nugtadcm o‘tmchi va

hn/dpw wktorgaperpendikular tekislik

< j<rhixj deyiladi.
jsmlsol.  M,3;4;5) nugtadan o‘tuvchi va nonnal vektori
I« 1, (i bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

)iHhIsh. Masalaning shartiga ko‘ra,
X0=3¥=4,20=5, A=-1B—3,C=2.
1) holda(4.2) tenglamadan topamiz:

HH*-3)+(-3)0>-4)+2(z-5)=0

X+3y—2z-5=0.
/I. Tekislikdayotuvchi uchta Mt(x,}y,;z,), MAx2y2z2, M3x3y3z )
HUfUi berilgan.
r ft tekislikda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y;z) nugtani olamizva
MM ={x—X;y - vi;z—Z},

M ,M2={x2-xxy2-y,;22- ],

MM 3={x3-jCj;y3-yi;z3-r.}
voktorlami yasaymiz.

Bunda MtV vektorlar komplanar bo‘ladi
(29-shakl). Vektorlarning komplanarlik shartidan topamiz:

(4.3) tenglamaga berilgan uchta
nugtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi
deyiladi.

(4.3) tenglamada

165 29-shakl.



ucigiiash Kiritib, topamiz:

Y~Yx
Yr-yx
(4.4) tenglamaga berilgan ikkita nuqtadan o ‘tuvchi va berH”L
vektorgaparallel tekislik tenglamasi deyiladi.

Shu kabi
st=M,M2={pLql;ri},
2~MX3={p2q2rZ
belgilashlarda (4.3) tenglamadan topamiz:

X=Xi Yy-yi z-z,
Px 4 ~x =0 (4.5
Pr ar r

4.5) tenglamaga” berilgan
nugtadan o‘tuvchi va berilgan ikki r v
vektorga parallel tekislik tenglamasi
deyiladi. ! Ii \

K (sBgpgaXM2x2,y2z2va 'MI\/{
M3Ax}; j3z3 nugtalar a tekislikning mos _f>>*K>
ravishda Ox, Oy va Oz o‘glarda yotuvchi M
nugtalari, ya’ni M.(0;0;0), M20;b;0) va
Mj(0;0;c) bo‘Isin (30-shakl).
U holda (4.3) formulaga ko‘ra,

X—1 Yy z
-a ft 0=0
-a 0 ¢
boiadi.
Bundan
bcx—abe +abz+acy =0, bex+acy+abz=abc
yoki

/C4.6)
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M sguHilnti ko*inadiki, a,b, cmos ravishda a tekislikning Ox, Oy

mfk it ijl»win  ajratgan kesmalarini ifodalaydi.
iniiiilmbli  (4.6) tenglamaga tekislikning kesmalarga
H pfNe h'lijtlamasi deyiladi.

M I/ MQ2;-1;3) nugtadan o‘tuvehi, «={3,0-1} va b={-322}
11 >iliii|iii parallel tekislik tenglamasinituzing.

[ hisir 1zlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan
Imjrmii/

X—2 y+1 z—3

3 0-1 =0,

-3 2 2

(jc-2)-2-(y +I)(6-3)+(z-3)-6=0,
2x—3y+6z-25=0.

Nmifiol. Ox, Oy \a Oz o‘glarda mos ravishda 2, (-4) va 6 gateng

Yvchish.  Masalaning shartigako'ra: a=2; b=-4; c=6.
Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:

eV i
2 (-4 6 %

6x-3>>+2z-12=0.

/11. Tekislik n=0OP normalining
Hrunligi p va birlik wvektori
| » {cosar;cos/?,cos?} berilgan.

U tekislikda yotuvchi ixtiyoriy
MOA\Y;2) nugtani olamiz. Bu nugtaning
nigius vektori r=OM = {Xy;z} bo‘lsin
(l1-shakl). Bunda.r .I'adIL.JS vektorvnlng I—shald.
| vektor yo‘nalishidagi proeksiyasi
f>gateng bo‘ladi, ya’ni

ilp.r=p
Bundan

re=p, fe-p-0

167



yOKI
Xxcosa +yco&f3 +zcosy —p =0.

(4.7) tenglamaga tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chigarilgan (4.1)-(4.7) formulalar asosida ushbu xuloM
kelib chagadi:

Demak, har bir « tekislik tenglamasini
Ax+By+Cz+D=0 4.8)]

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda £~ezod had; A2+B2+C2#0. |

(4.8) tenglamada n={/LB,C} bo‘lishini (4.2) tenglama yordamidu
(to‘g’ri chizigdagi kabi) ko'rsatish mumkin.

(4.8) tenglamaga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

(4.8) tenglamada: 1) A-0 boisa, tenglama By+Cz+D=0
ko‘rinishga keladi. Bunda tekislikning n={0;B;C} normal vektori oxi
o‘qga perpendikular boiadi. Shu sababli tekislik Ox o‘gqa parailel
boiadi. Shu kabi B=0 da Ax+Cz+D=0 tenglama Oy o‘qga parallel®
tekislikni, C=0 da Ax+By+D=0 tenglama Oz o‘qqa parallel
tekislikni ifodalaydi; Ax+By+D=0 tenglama Oz o‘qga parallel
tekislikni ifodalaydi;

2) £>=0 boisa, tenglama Ax+By+Cz=0 ko‘rinishni oladi. Uni
0(0;0;0) nugta koordinatalari ganoatlantiradi va tekislik koordinatalar
boshidan o‘tadi;

3) A=0, D=0 boisa, tenglamadan By+Cz=0 kelib chigadi. Bu
tekislik Ox o‘gqdan o‘tadi. Shu kabi Ax+Cz-Otenglama Oy o‘qdan
o‘tuvchi tekislikni, Ax+By=0 tenglama Oz o‘gdan o‘tuvchi tekislikni
ifodalaydi;

4) A—il. 5=0 bo'lsa, tenglama Cz+D=0 yoki z~—- koiimshni
)ladi. Bu tekislik Oxy tekislikka parallel boiadi. Shu kabi By+D'-0
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iMUIhjtiiH Oxz tekislikka parallel tekislikni, Ax+D=0 tenglama Oyz
*ii lil lui piirallel tekislikni ifodalaydi;

i] 1'0, fi=0, D=0 boisa, tenglama Cz=0 yoki z-0 ko‘rinishga
« 1%ii Mu tenglama Qxy tekislikni ifodalaydi. Shukabi Oyz tekislik
] n Imigloma bilan, Oxz tekislik ~"=0
MMiiliiiiin hilan aniglanadi.

| fiusol. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Ox o‘gqdan va
<Ng(e, '13) nugtadan o'tuvchi; 2) Oy o‘gga parallel boigan va

), A/z(5;-2;3) nugtalardan o'tuvchi; 3) Oxz tekislikka parallel

Sp)'l)(iiu va MQ(l;-2;3) nugtadan o‘tuvehi.

| cthish.1) Ox o‘qdan O‘tuvchi tekislik tenglamasi By+Cz-0
lililindi Butenglamani MOQ(0;-2;3) nuqtaning koordinatalari
ilMt>u lantiradi, chunki bu nugta tekislikda yotadi.

Domak, (-2)-B+3C=Q yoki B=-C.
Blindan
7Cy +Cz=0
3y+2z=0.

2)Oy o‘qqga parallel tekislik tenglamasi Ax+Cz+D=Q boiadi. Uni
M (3,0—4), M25;-2;3) nugtalarning koordinatalari ganoatlantiradi, ya’'ni

f2 A A~<1r1\—n

Bundan
A=~D vaC——D.
29 29
U holda
— Dx+—Dz+D=0
29 29
yoki

IX—2z—29=0.

169



3) Oxz tekislikka parallel tekisiik tenglamasi NiM
bo‘ladi. Bundan Ma(l;-2;3) nuqtada -2B+D=0 yoki /)-m

chigadi.
U holda ms
By+2B=Q /1
Tekislikning  (4.1)-(4.8) ¢(S' / /
tenglamalaridan  bar  birini /
boshgalaridan keltirib / / /

cbigarish mumkin. Masalan, i
(4.8) tenglamani “4.7)

tenglamaga o‘tkazish uchun 32-shakl
(4.8) tenglikning chap va o‘ng
tomonini  normallovchi ko paytmchi deb ntiiluvajl
M-=x ... — songa
Ja2+b2+cl

ko‘paytiriladi. Bunda M ®b‘paytuvchining ishorasi D koeifitsiycntfljH
ishorasiga garama—qarshi gilib  tanlanadi.

3.4.3. Fazoda ikki tekislikning o‘zaro joylashishi

Ikki tekisiik orasidagi burchak

Ikki tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki
tekisiikorasidagi burchak deyiladi.

Aix+Bly+Clz+Dx=0, AjX+Bty+C%+D2=0

tenglamalar bilan berilgan <7, <2ekisliklar orasidagi burchak <p jiii
teng bo'‘lsin(32-shakl).

Bunda ={At;BIyCI],n2~{A2Br;CZ} va p=(<ri **(11 ,,«,).
Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

cost=— i m=r ;_AA. +BB+CA
KMA2AL 4% +8 +C\e +K +Cr
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I I'M lukialik orasidagi burchak deyilganida — dan
Ihmclik (ihhuniladi.

HpiftMI
aogp=—7=VF rBIBZHCL2L th.o)
V42+52+CiV4 +52+C2
mg *ii'iz-1=0, x-2j+3z-1=0 tekisliklar orasidagi
l«M H'Inu

Bhhh Mrullinning shartiga ko‘ra: «, ={1,1,1}, n2={I;-2R3}.
IMV*

|II+I( 2)+I -3| 2
CONffl* m — = —7—
VI2+12+12 - VI2+( 2)2+32 22}
2
#>=arcoos
2.

/AA/ tekislikning perpendikularlik sharti

» | m, Ito'lxm. U holda cos”=0 va (4.9) tenglikdan topamiz:

+£,52+C,C2=0. (4.10)

am/M, A, ($),M20;3;4) nugtalardan o‘tuvchi va x+2y-z=0

mtlIkU perpendikulér tckislik tenglamasini tuzing.
fypi'hhh. Tekislik tenglamasini Ax+By+Cz+D=0 Kko‘rinishida

iMyftil,

Minolning shartigako‘ra:

A+2R3-C =0 (tekislikx+2y-z=0 tekislikka 1),
B +2B +C =-D (tekislik M {1;21) nugtadan o'tadi),

?+4C=-D (tekislik M2(0;3;4) nugtadan o'tadi.

lliloimming yechimi:

7 1 1
A=-~D, B==D, C=—D.
6 3 2
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A, B,C koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo’ vinill#

-—Dx+-Dy--Dz+D =0.
6 3 2

Bundan
IX —2y+3z~6=0.
Ikki tekislikning parattelik sharti
<, va a2 tekisliklar parallel boMsin. U holda # = ‘J1

A ~{A2iB2\CL} vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektoming kollinoitrlll
shartidan ikki tekislikning parallellik shartini topamiz:

L. @
Aj B2 Cj

Ikkitekislikning ustma-ust tushishi

<, va Q2tekisliklar ustma-ust tushsin. U holda birinchidan ulni
parallel boiadi, Ikki tekislikning parallellik shartidan topamiz:

A _*>
" b ~~C~
yoki
A,-Z42=0, B1-/IB2=0, C1-/1C2=0. @,

Ikkinchidan <7, tekislikning har bir nugtasi, jumladan ]
MO(xa;yQzu) nugta a2 tekislikda yotadi, ya’ni

Ax0+B,ye+C,z0+/, =0,

AK0+B3/0+C20+D2=0.

Bu tengiiklardan ikkinchisini /1 ga ko‘paytiramiz va birinchi
tenglikdan ayiramiz:

(Ax- ") x 0+(Bt-NBr)y0+(C, - ACro+(4 -1 | 0. °*
Bundan (4.12) tengliklarni hisobga olsak L, —XD2-0 yoki J
bo‘ladi.
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A& o7l @3

IHIIIUT  tekisliklaming  ustma-ust  tushish shartini

I 1 li Nii(]ladan tekislikkacha bo‘lgan masofa

mmit) UKNIKkn tushirilgan perpendikulaming uzunligiga
| frkhlikbiii'h<i bo ‘Igan masofa deyiladi.
iiiK]ti va Ax+By—+Cz+D=0 tenglama bilan a
|éHum bo'lsin. MO nugtadan a  tekislikka tushirilgan
mRHMIilliM Hioeini JV,(g;j',;2) bilan belgilaymiz (33-shaki).
| bHbH JI, nuqtadan a tekislikkacha bodgan masofa
Imi'l/kH bu yerda MIMO=$0-xl;y0

JUi v 11.i ftkiilyur ko*paytmasining xossasiga ko'ra,

PW, "j_N0-3AHj'0-yB-Hz0-Z)C\
fl NA2+B2+C2
1/1x0+ By0+Cz0- Axx- Byx- Czx[
mja2+b2+c2

Viii,Jnugta a tekislikdayotgani sababli
Axi +Byx+Z] +2)=0,

D =-Axj —Byx—Cz,.
1 WA Imii
02_ \&0+BgR) +Cz6+D\
-iA2+B2+C2
phllinitiy gilib, nuqgtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa
MI  1ni unila bilan topiladi.

"mwl. AQ5;4;-l) nugtadan M(3,0;3), MA040) va M(0;4;,-3)
li thmimn (Mtuvchi tekislikkacha bo*lgan masofani toping,
hi hish, Awval berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik
Jliteivin luzamiz:

(4.14)
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X-3 y z-3
0-3 4 0-3 =0
0-3 4

- -3-3
Bundan
-12'(x—3)—9-y+0-(z-3)=0
yoki
4x+3"—12=0.

MA1i(5;4;-1) nuqtadan
4x+3y-12=0 tekislikkacha
boigan

masofani (4.14) formula bilan

hisoblaymiz:

j4 1+32+02
34.5. Mashglar

1. A/0(2;-1;3) nugtadan o‘tuvchi va shu nugtaning radius vektoriga
perpendikular boigan tekislik tenglamasini tuzing.

2. n={2;-3;4> vektorga perpendikuldr boigan va Oz manfiy yarim o'qda fl
Sga teng kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

3. M(2;3;—) nugtadan o'tuvchi 2x-3j/+5z-4=0 tekislikkaparallel tekislik j
tenglamasini tuzing.

4. 2:5—1) nugtadan o‘tuvchi 2x+3y-4z+5=0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasini tuzing.

5. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) MO(13-2) nuqtadan va Oxo‘qdan
o'tuvchi; 2) AQ2;-1£) nuqtadan o‘tuvchi va Oy o‘gga perpendikular;
3) AOB:-2;4)nugtadan o‘tuvchi va Oxy tekislikka parallel; 4) A/, (2,—31), A/A3;4;0)
nuqgtalardan o‘tuvchi va Oy o‘qga parallel; 5) koordinatalar boshidan va
A/(3;-4;2), A/X-I£;4) nugtalardan o‘tuvchi.
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il Ivklallk tenglamalarini tuzing: 1) M0(2;-3;4) nugtadan Oyo‘qdan
M U1 2) A/(3;7;-) nugtadan o‘tuvchi va Ox o‘gqa perpendikuléar; 3)
li M1 Hligladan o‘tuvchi va Oxz tekislikka parallel; 4)M,(2;1;-2), A/2(-7;-2;])
M inim i o'tlivchi va Oy o‘gga parallel; 5) koordinatalar boshidan va
il * 1l iW,( 3,0;4) nuqgtalardan o‘tuvchi.
- 1*+y - 3z+6=0 tekislikning koordinata o‘glari bilan kesishish
Lilce iy foping.
r 1 3mm 3w-5z+30=0 tekislik koordinata oq@larida qanday kesmalar ajratadi?
M AY, (23, Ai(-1;3;2) nugtalardan o‘tuvchi va Ox, Oz o‘glarida teng
Hiiihthil koHmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
I, 1,(2;5,-2) nugtadan o‘tuvchi va Ox,0z o'glarida Oy o‘gqga nisbatan uch
Iniiiihiir n/un kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
11. Berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:
1) JV,(2&-1), JT23;10), MEN\N-N); 2) Mt(I;-27), Mr(4&&, W L, -1} *
12. Mu(3;3:3) nugtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan perpendikular
llIMlori orgali o‘tgan tekislik tenglamasini tuzing.
13. /pAn), N/20;2;1) nugtalardan o‘tuvchi va a = {2,0,1} vektorga parallel
HkUIik tenglamasini tuzing.
14. M,(1:2;0), A/220M) nugtalardan o'tuvchi va a={3,00} vektorga parallel
ttfkiiilik tenglamasini tuzing.
15. MQ(I;-213) nugtadan o‘tuvchi va a={2;l;1},& ={31-1> vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.
16. Mo(0;1;2) nugtadan o‘tuvchiva 5 ={2,0,1},6 ={1,1,0} vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.
17. 9*-2,y+6z-11=0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal
ko’rinishlarini yozing.

18. 5x+7y—34z+5=0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal
ko‘rinishlarini yozing.
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1) x-2y+2z+5-0 va x-y-3=0;

2) 3x-y+2z+12=0 va Sx+9j>-3z-1=0;
3) 2x—38y—4z+4=0va 5x+2j>+z—3=0;
4) x+2y+3=Q va ,y+2z—5=0.
20. mva nning ganday giymatlaridatekisliklar parallel boiadi:
)3jc-5y-«z-2=0, mx+2,y-3z+II1=0; 2)nx~6y~6z+4=Q, 2X+»iy+5"M
21. mning ganday giymatlarida tekisliklar perpendikulér bo‘ladi:
1) 4x-7.y+22-3=0,-3x+2>»+»iz+5=0; 2) x-i*y+2z~0,2x+3y+mz-4"0, |

22. Tekislik tenglamalarini tuzing:
1) AI0(2,2-2) nugtadan oiuvchi va berilgan tekislikka parallel:

a) x-2y-3z=0; b) 2x+3y+z—1=0;

2) MO(-1;~yt) nugtadan o'tuvchi va berilgan ikki tekislikka perpendikular: t

a) x+2y—2z+6=0, x—2>»+z+4=0; b) jc+t3y+z—1=0, 2x—y+z—2=>0"B
3)M,(5;-4;3), M2(-2;I$) nuqtftardan o‘tuvchi va berilgan tekislikka
perpendikular: a) Oxy; b) Oyz; c) Oxz.

23. A/(-2;l;3)nugtadan va x-2y-2z +6=0, 2x+3y-z+3=0 tekisliklaming
kesishish chizig‘idan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

24.  A/(2;);-2)nugtadan  o'tuvchi va Xx+3.y+2z+I=0, 3x+2>--z+8"0
tekisliklar kesishish chizig'iga perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.
25. M,(2;0;0), A/20;1,0) nuqtalardan o‘tuvchi va Oxy tekislik bilan 45°li
burchak tashkil giluvchi tekislik tenglamasini tuzing.
26. Tekisliklaming kesishish nugtasini toping:
1) x+2y~z+2=0, x—y —2z+7~0, 3x-y-2z+11=0;
2) x-2y-4z=0, x+2y-4z+4=0, 3x+y-z-4=0.
27. ANO(5;-1;4) nugtadan A/,(3;3;0), M 2(0;-3;4), A/J0;0;4) nuqtalar yotuvchi
tekislikkachabo'lgan masofani toping.
28. Oxogning 2x+Yy-2z+6-0, x+2y+2z-9-0 tekisliklardan tenguzoqlikda

yotuvchi nuqtasini toping.
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Hi!*U < Otekislikka parallel boigan va M0(4;3;-2)nugtadan d=3
~m i'tlltiltl Ivkislik tenglamasini tuzing.
- IWH' 12ir+3"-4z-4=0 va 12x+3y-4z+22=0 tekisliklardayotuvchi
mMfoliiilitl loping.
B|i AM Mihugtaning 3x-4y+12z+14=0 tekislikdan chetlashishini toping.
M M UMinugtaning 2*+9y-6z+33=0 tekislikdan chetlashishini toping.

N m137-27-5=0, 5x+y-2-I=Oparallel tekisliklar orasidagi masofani

35.FAZODAGI TO‘G‘RI CHIZIQ
3.5.1. Fazodagi to‘g‘ri chizig tenglamalari
To'g ri chizigning kanonik tenglamasi

Armlilik geometriyaning bir gancha masalalarini yechishda fazodagi
P I'rI chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama
M iif qoilaniiadi. Bu tenglamani
Mill'll) chigaramiz.
Fazoda biror to‘g‘ri chiziq
borllgan boisin. Bu to”ri chiziqga
puniHe! boigan (void bu to‘g‘ri
chl/.igda yotuvchi) nolga teng
boimagan har ganday vektorga bu
lo*g‘ri chizigning  yoaltiruvchi
vektori deyiladi.
Berilgan MOx0y0;z0) nugtadan
0‘tuvchi va yo‘naltiruvchi vektori
s ~{p;q-r} boigan / to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzamiz. Buning uchun
I to4‘ri chizigning ixtiyoriy M(X;y;z) nugtasini olamiz va
MM =4{x-x0y - V,,;z - ZO} vektomi y isaymiz (34-shakil).

Bunda s va MJA vektoriar kolli lear boiadi. Ikki vektoming
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lucui lopamiz:
X-x9=Y-Ya=2Z-Z0
(sn)
p q r

Bu tengiiklami | to‘g‘ri chizigda yotuvchi har bir A/(*;jMM
nugtaning koordinatalari ganoatlantiradi, va aksincha agar MpANVNA
nugta / to‘g‘ri chizigda yotmasa, u holda uning koordinatalari (I I)
tengiiklami ganoatlantirmaydi, chunki bunda S va MM \ekiorft!
kollinear bo‘Imaydi.

(5.1)tengliklarga to'g'ri chizigning kcmoniktenglamasi deyiladiiV

Bunda ixtiyoriy s yo‘naltiruvchi vektoming p, g, r koordinatalari
bu to‘g4i chizigning yo‘naltiruvchi parametrlari va s vektomiA
yo‘naltiruvchi kosinuslari  bu to‘g‘ri chizigning yo'naltiruvchi
kosinuslari deb ataladi.

To‘g‘ri  chizigning kanonik tenglamasidan uning boshgji
tenglamalarini keltirib chigaramiz.

To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini

*-*0 =Y~Yo
P 4
p r

tenglamalar sistemasi deb garash mumkin.

Bu tenglamalarning har ikkaiasi birinchi darajali tenglamalar]
hisoblanadi, ya'ni tekislik tenglamalari bo‘ladi. Bundan fazodagito‘g ri
chiziq ikkita parallel bo'Imagan tekislikning kesishisidan hosil bo fadi
degan xulosaga kelish mumkin.

Masalan, to'g‘ri chiziq 2x+5y~2-0 va 3y~2z=0
tekisliklarning kesisish chizigVi bo‘ladi.

Shunday qilib, agar a, va art tekisliklarning W={4;5;G} va
fi2={[;52CZ normal vektorlari kollinear bo‘Imasa, bu tekisliklarning
kesishishidan hosil bo‘lgan / to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalar
sistemasi bilan ifodalanadi:

(5.2)
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i [IJi iiMij/dumalar sistemaga toqg Ti chizigning umumiy tenglamalari

j" ") nmumiy tenglamalari bilan berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik
Bflijiliiilill'il quyidagi tartibda topiladi.
I | I'n‘g'ri chizigning  biror MQOX0yGz0 nuqgtasi topiladi.
f MV uchun awal nomaium
i,i,*  koordinatalardan biriga
........ horiladi va bu giymat
{1 (cnglamalardagi mos
Vtynnivchi o‘miga qo'‘yiladi,
HfeiVin boshga koordinatalar
B>3) listemani yechish orgali
mili | Imindi.
t 2 To'g'r chizigning s
<tee imiliruvchi vektori topiladi. /

lu'g'ri chiziq va n2
fVfMorlarga perpendekular 35-shakl.
hd'lgani uchun Jin,,
liitiindi (35-shakl). Bundan
5 C Cc, A 4 1

c2 C2 A, 1 3

Vektor aniglanadi.
3.Topilgan MO nugta va s vektor asosida kanonik tenglama
luziladi.

1-misol. _ o tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechih. Misol shartiga ko*ra:
4=1, B,=-2,C,=3, Aj=2, R2=1, C,=-4.
To‘g‘ri chizigning MOX0;yGz0) nugtasini topish uchun z0=0 deb
olamiz.
U holda
f x0-2y0=-1,
|20+ yo= 8
sistemadan x0=3, y0=2ekanini topamiz.
To‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan



toparaiz:

3N 31
Ay -1 %;

MO nugta va s vektoming koordinatalarini (5.1) iviif Inmwij
qo‘yamiz:

x-3 y-2_z
5 10 ~5
yoki
X—3_y—2_z
1~2 ~T
(5.1) tenglamada
p q r
belgilash kiritamiz.
Bundan *
X =X0+pt,
y=y*-+qt>
z-z0+rt

tenglamaiar kelib chigadi, bu yerda te R —parametr.

(5.4) tenglamalarga to'gri chizigning parametrik lenul(IHWE
deyiladi.

Ma’lumki, fazodagi chizigning uchta parametrik  (skal\»u
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan ifodalash mumkin.

Demak, (5.4) tenglamalami

r=r0+s

koainishda yozish mumkin, bu yerda r={x;y;z}, 10={x,,;>0r) - im»i
ravishda M(x;y;z), MOxQy0z0O nuqtalaming radius voktoilinli
s={p;q;r} -to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori (34-shakl).
(5.5) tenglamaga to g ri chizigning vektor tenglamasi deyilndl.
Beriigan M"x"y”z,) va M2Ax2y2z2 nugtalardan o‘tuvchi / lo’g'H
chiziqg tenglamasini tuzamiz. Buning uchun / to‘g‘ri chi/i |mi
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IV Il +hull Nifutidu
F | * MtMj = {e-xty2-ytz2-2}

BMNI# vn (3 1) tengliklardan

||Ja* .S2L (5.6)
><2 -X, Yy2—y, z2-z,
AfeiHi  llilh i'higaramiz.
el "i>m Imi'ii  herilgan ikki nuqtadan o'tuvchi tog'ri chiziq
b U ntil
I * i |.i/oilu Ikki to‘g‘ri chizigning o‘zaro joylashishi

Ikkito @ ‘ri chizig orasidagi burchak

"*~1 va -m "=- m-—m=—— tenglamalari bilan
i, i Pi 9t 1
mjhit IM'I/, vn /, to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak (p bo‘lsin.

liHMilii In'n*ii chiziglaming yo'naltiruvchi vektorlari sl={pI\d,r}i
||.\ i | fiit va ular orasidagi burchak to‘g‘ri chiziglar orasidagi

RAIfthlitn hiriga teng, yani <p~(l,1y=(Sr$2) bo*ladi.

m Hilldink kosinusini topamiz:

& _. . 67
M yjPi+Q R 4P +12

i Mhttl x~3t-2, y=0, z=-t+3 va x=2t—, y=0, z=t-3
V fh lil/iglar orasidagi o ‘tmas burchakni toping,
r fpthhh. To'g‘ri  chiziglar tenglamalarini kanonik shaklga

UliHi/
je+2_y _z-3 X+l_y_z+3
3 ~0~ -1~ 2 ~0~ 1
11 holdn (5.7) formuladan topamiz:

m 5200 +C-D1 oy
AZ2+02H(1)2ev22+02+12 2
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n—~{A;B\C} orasidagi burchak y/=900-g> bo‘ladi (36-shakl),
cos”=sing» tenglikni hisobga olib, topamiz:

Snffl= -7 == B

iaZ+BZ+CZpr2+q2+r2

3-misol. -j— —— to‘g‘ri chiziq bilan 2x.-y-s
tekislik orasidagi o‘tkir burchakni toping.
Yechish. Izlanayotgan burchakni (5.13) formula bilan topvjfl

dno- | PHEDLENEL -

£2+( Di+(-D* m2+12+(-2)2 2
Bundan ¢>=35"

To‘g ‘richiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti

I+a bo'lsin. U holda to‘g‘ri chizigning yo*naltiruvchi vektoffl
s ~{p;q;r] vatekislikning normal vektori n-{A;B:C) kollinear boiadi. =
Bundan d

o g (5.14)

to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti kelib chigadi. ~

To*g*ri chiziq bilan tekislikningparalellik sharti

Hjcr bo'lsin. U holda, s_L« bo‘ladi.
Bundan
Ap+Bg+Cr-Q. (5.15)1

Bu tenglik to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning parallellik shartini
ifodalaydi.

4-misol A/Q(-1;2;-3) nuqtadan o‘tuvchiva 2x-3y+6z-1=0

tekislikka perpendikuléar to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik shaitiga
ko‘ra,

2-3 6

Bundan q= p, r=3p.



HEHHL W1 Nej-3), T=
I Imlilui i I')tonglamaga ko‘ra:
*+1 y-2_2z+3
P 5 F

X+l y—2_z+3
~2— 3 6
|Im iiHNMimi boshgacha yechish mumkin. To‘g‘ri chiziq tekislikka
m|llkulttr boigani sababli tekislikning normal vektori to‘g‘ri
mmlling
A MlUiuvchi vektori boiadi, ya'ni s =4{2;-3,6}.
[ Il Imldn A/, (-I;2;-3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik
mmiminhmil
*+1 y—2_z+3

[ 'miso. mning ganday giymatida —  —-=z+~- to‘g‘ri
3 m  m+l

| va 3x+y - 3z- 1=0 tekislik parallel boiadi?

P Yechish. m ning izlanayotgan giymatini to‘g‘ri chiziq va
Itfkislikning parallellik shartidan topamiz: ~ 3*3+1 sm+(-3) «(m+1)=0.
IHindan m=3.

To*g*ri chiziq bilan tekislikning kesishishi

Agar / |lo boimasa, u holdato‘g‘ri chiziq va tekislik kesishadi.

Shu sababli
Ap+Bg+Cr&Q (5.16)

boiadi.

Bu shart to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgilaydi.

Shunday qilib, (5.16) shart bajarilsa, to‘g‘ri chizig bilan tekislik
gandaydir nuqtada kesishadi. Bu nugta M,(x*y”z,) boisin. U holda
M, (x,,y{z»¥ nugtaning koordinatalari to‘g‘ri chiziq va tekislikning
tenglamalarini ganoatlantiradi:



Ax.+Byi +Czl +D=0.

Bu tenglamalardan M,(*,.)/,,z,) nugtani topish quyidagi ImiiilnU |
amalga oshiriladi:
le (5.17) tenglama parametrik ko‘rinishga keltiriladi:

Xx= - +pt, yx=y0+qt, z, =z0+rt; &M
2°X,y, va z, lar (5.18) tenglamaga qo‘yiladi va u / ga nisbftflfl
yechiladi;
3.t ning topilgan giymati (5.19) tenglamalarga qo‘yiladl Wt ,
MxXxxy%z® nugta aniglanadi.
6-misol. . - =~~ to‘g‘ri chizig bilan

tekislikning kesishish nugtasini toping.

Yechish.
EA => A =zl 2y ] _ & z=1+3/«
-1-2 3 1 1 1 j

2°.2(—2-t)+3(—1-2t) M +3f) -3=0=> /=-1;
Fxt=-2—4)=-1, y=-1-2+(-1)=1, z,=1+3m-1)=-2. ]
Demak, Af,(—3,1-2).

To‘g ri chizigning tekislikdayotishi

I to‘g‘ri chizig o tekislikdayotsin.

U holda birinchidan, sLn boiadi va ikkinchidan, tog‘ri 1
chizigning MOx0y0,z0) nugtasi tekislikda ham yotadi.

Shu sababli

iAp +Bq+Cr=0,
[A0+5y0+Cfe0+ D =0. T a

(5.20) shart to‘g‘ri chizigning tekislikda yotishini belgilaydi.
3.5.4. Nngtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa

M>pop nugta v a X—;X—=3’i =2=Z2tenglama bilan / to'g'ri
q r

chiziq berilgan bo‘lIsin. / to‘g‘ri chiziq MOXxgyOND) nugtadan o‘tadi va
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|Ihvit) yodaltiruvchi vektorga ega boiadi. M”x"y”z,) nuqtadan
HNflll/IC| gacha boigan masofa d boisin.
ABAMltnyotgn d masofa M3V va s vektorlarga qurilgan
j 2 i ItHiiimm balandligining uzunligiga teng boiadi (37-shakl).
Mu puni llolQgrammning
Hp] Iw , kv]gateng.

————— i (5.21)
LML) nllgiuti,

" *mlsol Af,(I;-1;-2) nugtadan
fl<l hH2 z-8 L
2" ~ ri*wziggaeiia
hndfi.n masofani toping.
m Yechish. Misolning shartiga ko‘ra:
I M(1-1-2), MA(-3;-2;8), 7={3;2;-2}.

37-shakl.

Hundan
MaQaf, ={I-(_3);-1-(-2);-2-8}={4"-10}.
ILholda
k
MM xsssl 4 1 -10
13 2 -2

=(-2+20)f - (-8+30)7+(8-3)E=18F- 22/ +»,
XiHi/1*1+(-22)! +5* =7°17,151=1/3“+21+(-2)! =VI7.
(5.21) formula bilan topamiz:

d =7i%,z= Twi2).

3.5.5. M ashgiar

1 Berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini tuzing: 1).W,(l;1;-2)
nugtadan o‘tuvchi va 5={2&1} vektorga parallel; 2) M22-3-) nugtadan
o'tuvchi va Oy o‘qga parallel; 3) AQ2-31-2 nugtadan o'tuvchi va
6x+2>-4z-5=0 tekislikka perpendikular.
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z. M0(2;-3;5) nugtadan o'tuvchi berilgan to‘g‘ri chizigiarga parallel to'g’'A
chiziq tenglaraasini tuzing:

2) x=3+2ty=~I+3tz=I-t; 3) { *H+3+ "
Yoo o1 s ) Y R R

3. M(-3;6;2) nugtadan o'tuvchi va Oz o'gni to*g‘ri burchak ostida kesuvil
to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

4. A/(—1;2-3) nugtadan o‘tuvchi va koordinata o‘glari bilana=y , B -—
=— burchaklar tashkil giluvchi to*g‘ri chiziq tenglamalarini tuzing.
5. Berilgan nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini 1
tuzing:
DM, (--1:2;2), N2A31;-2); ,M23;1;-1).
6. M(2A-1) nugtadan o‘tuvchi va 5={1;1,2}, b={-I&I} vektorlarga
perpendikular to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini tuzing.
7. To'g‘ri chizig tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltirir.g:
f5*+.y-3z2+5=0, n ix+y-z-\=0,
[Bc-4"-z+6=0; (x-y+2z+I1=0.
8. To‘g‘ri chiziq tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiring:
jAx-y-z+\2-0, f x+y-zt-3=0,
{ y-z- 2=0 T [2x-y -1=Q
9. Uchburchakning uchlari berilgan: A(-1;2$),B(-1-2;1),C(3;4i5). A uchdan |
o‘tkazilgan mediana tenglamasini tuzing.

10. ABCD paraUelogrammning ikki uchi vi(-1;2;0),3(4;1;3)va diagonallari
kesishish nuqgtasi 0(-2;1;2) berilgan. Parallelogramm CDtomonining tenglamasini ‘m
tuzing.

11. To'g'ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchakni toping:

1) jc=~2+3f,.y=0,z=3-i va x=~I+2ty=0,2~~3+t;

2) X_y-2 z+2 j2x+y- z-1=0,
2 -1 _ 3 Va [2x-y+3z+5=0.

12. A/(-2£;-1) nugtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chizigiarga
perpendikulér to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing:



H I« ii li =lil<ii]liiining o'zaro joylashishini aniglang:

L. I 1 /\ 4 »m%

[ - s
o4 N 1

Blk4la vt1 iel v A1 z+2
1 e 2" 11 -2 3" -1

*i Hi,y=btz=-3~4t;

1A 1« ‘11ohifllq bilan tekislik orasidagi burchakni toping:

mm.| u |ii f*—2y—1=0,
, »4+2v-9=0; 2N\ X+2y-z+6=0.
* 2 1 -2 Ly- 2-2=0,

16. To'g'ri chiziq bilan tekislikning o‘zarojoylashishini aniglang:

I i IV—\42-6-0, 3 6—12 =0; 2)— =AN=A-N 0 2X+y-4*-8
- [2%+j»-*+3-0, 2 8 3 !
f 17. To‘g'ri chi/.iq bilan tekislikning kesishish nugtasini toping:

X_ y+13 *+7

ml x4 Y2 275w gy sza5=0 )2 w = s2-ase

5

18. V/(4;5,-6) nugtadan berilgan tekislikka tushirilgan perpendikular
it nglamasini tuzing:

* 1) x-2y-3=0; 2) x->'+2-5=0.
19. m va n ning ganday giymatlarida to‘g‘ri chiziqg:
1) mx+2y-4z+n=0 tekislikdayotadi; 2) mx+ny+3z-5-0 tekislikka
perpendikular bo‘ladi;  3) 2x+3y+2mz-n=0 tekislikka parallel bo‘ladi.

20. A/(l;-1;-1) nugtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chizigqa perpendikular
tekislik tenglamasini tuzing:

jX+| y+2 z+2 2)x+" A~1 z~*
-3 4 4 =-1=-2"

x-3y+5=0 ...
2xHjpa*-2=0 to‘gin chizigdan o'tuvchi tekislik

21. Af(0;1,2) nugtadan va
tenglamasini tuzing.
22. to‘g‘ri chiziq bilan x+y-2z-4 =0 tekislikning

kesishish nugtasini toping.



toping.

chizigga parallel tekislik tenglamasini tuzing.

f3x+y~4z+5=0, ., .. .. o .
f\x-y+22—| =Q to‘g‘ri chizigdanva M{l;-J;2) nugtadan o*‘tgan tokiwll

tenglamasini tuzing.

26. M(2,-3;-1) nugtadan berilganto*‘g‘ri chiziggacha boigan masofani
toping:

4 3 5"’

3.6. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

Oxyz koordinatalar si*tbmasida X,y ,z o‘zgaruvchilaming ikkinchi 1
darajali tenglamasi bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi tartibli sirt deyiladi. ]Jm
Uchta x,y va z o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamat"H
umumiy ko‘rinishda |
AX'+BY +Cz2+Dxy +Exz+Fyz+Gx +Hy+Kz+L=0, (61) =

kabi yoziladi, bu yerda AB,C,D,E,F,GHK,L-o0‘zgarmaslar*H

Har ganday (6.1) ko‘rinishdagi tenglamani koordinata o‘qlarini
parallel ko‘chirish va burish orgali kanonik ko'rinishga keltirish
mumkin. Kanonik tenglamada har bir o‘zgaruvchi fagat bir marta, bitta
(yo nolinchi, yo birinchi, yo ikkinchi) darajada gatnashadi. (6.1)
tenglama koordinatalar sistemasining o‘qlari sirtning simmetriya o‘qglari
bilan ustma-ust tushganida va koordinatalar boshi maxsus tanlanganida
(masalan, markaziy-simmetrik sirtlarda simmetriya markazi tanlanadi)
kanonik ko‘rinishni oladi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt

F(x,j>) =0 (G{x.y)=0, H(x.,z)~0) ©2)

[ -

tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglama bilan aniglanuvchi
sirtlar silindrik sirtlar deyiladi.
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Hjliltrillllg shaklini tasavvur gqilish va chizish uchun «parallel

Hp f deb ataiuvchi usulni goMlaymiz. Bunda sirtning shakli
IkiMiidinata tekisliklari yoki bu tekisliklarga parallel
HIKIill bilaii keshishish chiziglarini (kesimlarini) tekshirish

mpMHIild o'rganiladi.
3.6.1. sfera

- pN/oihi markaz deb ataiuvchi nuqtadan teng uzoqlikda yotuvchi
»I'H| i ing geometrik o‘miga sfera deyiladi.

AY,(mJ>0;z) nuqtadan R masofada yotuvchi fazodagi nuqgtalami

VI1iii/. Bu nuqtalardan bin M(X;y;z) nugtaboisin.
“»(««riming ta'rifigako‘ra, [MOM |=R .

Uundan
V(*" MY +0 '—y*Y +(* -2y =R
ynki
(x—=x0)2+(y—yoy +(z—zoy =R2. (6.3)
(6.3) tenglamaga sferaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda

Ada(x"y0;z0) nuqta sfera markazi, R masofa sfera radiusi deb ataladi.

I-misol. Markazi M 0(-2;2;1)nuqtada yotgan va 2X+y—-2z-5=0
It'’kislikka uringan sfera tenglamasini tuzing.

Yechish. Sfera tekislikka uringani sababli uning
A/,(-2;2;)markazidan 2x+y—2z—-5=0 tekislikkacha boMgan masofa
n(craning radiusiga teng bo‘ladi.

Nuqtadan tekislikkacha boigan masofa formulasidan topamiz:

A_12e(=2)+1e2+ (=2)+1-51 9 3
V22+12+(-2)2 3

U holda (6.3) formulaga ko‘ra,

(x+2y +(y—2)2+ (z—1)2=9.

3.6.2. Ellipsoid

Oxyz koordinatalar sistemasida

kanonik tengiama bilan aniglanuvchi sirtga ellipsoiddeyiladi.

191



_ parallel tekisliklar bilan Kt'MIHIH
garaymiz. Bu tekisliklarning har bin z=h tenglamaga cgM
Bunda h —birorta son.

Kesimda hosiT boigan chiziq

h2

r*

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi.
(6.5) sistema tenglamalarini tekshiramiz.

i/»}>cboiganda k+'\b—<0 boiadi va (6.5) sirtning z=h i kinllli
a

bilan kesishish nugtasi mavjud boimaydi.

|Al=c, ya’ni h—*c boiganda — +/E)7=o boiadi. Bunda siillnf
a

(0;0;c) va (0;0;—-c) nuqtalarga kesishadi va z—c va z=—c tekisllkin|
berilgan sirtga urinadi.
\h\<c boiganda (6.5) tenglamalami quyidagichayozish mumkin:

z—h,

buyerda a,-a.il—

Demak, kesimda yarim o‘qglari va boigan ellipn
hosil boiadi (38-shakl). Bunda \\\
gancha kichik boisa, yarim o(qglar
shuncha katta boiadi. h=0 da

ular o‘zlarining eng katta

qgiymatlarigaerishadi: a =a, bx=b. / s
(6.4) sirtning x=h va y=h

tekisliklar  bilan kesimlari ham f ————— ~ -
ellipslardan iborat boiadi. \ {0
Shunday qilib, garalgan S | !
cesimiar (6.4) tenglama bilan N/
aniglanuvchi sirt 38-shaklda
eltirilgan ellipsoiddan iborat 38_shakl.

oiishini ko‘rsatadi.



I tMlinlikliirga ellipsoidning yarim o'qlari deyiladi. Yarim

m all Ixi'lganda ellipsoid uch o'qli ellipsoid bo‘ladi. Yarim
f) Ulhlj<mii ikkitasi bir-biriga teng bo‘lganda ellipsoid aylanish

i'Imll,
fMIliu  i>*i|Inrning uchalasi teng bo‘lganda ellipsoid tenglamasi

X2+y2+2z2=R2 R=a=*b=c (6.6)
fH dt iMgit ay lanadi.
i Mihtil T +2L=i ellipsning Ox va Oy oglari atrofida

a
mpilihliliin hosil bo(lgan sirtlaming tenglamalarini toping.

y l.»hish, Agar ikkinchi tartibli chiziq F(x,2)=0 tenglama bilan
m m Hn bo*lsa, u holda bu sirtning OXx ogi atrofida aylanishidan hosil
hn Imiii nirt Y2+ z2) =0  tenglama bilan, Oy oqi atrofida
ilhhkIinn hosil bo‘lgan sirt esa F(xV*2+z2;y)=0 tenglama bilan
M tilliuli.

& IE m lellipsning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt
n

topamiz:
kKj il+y+£1=,
a2 b2 a2 b2

Mlipsning Oy oqi atrofida aylanishidan hosil boigan sirt

Ifit*"Inmasini shu kabi topiladi:

Hosil bo'lgan tenglamalaming har ikkalasi aylanish ellipsoidini

Hniqlaydi.

3.6.3. Giperboioidlar

Oxyz koordinatalar sistemasida

a b e

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga bir pallali giperboloid

deyiladi.
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sirtni Oxy tekislikka parallel z—h tekisliklar bilan kesainl#,

Kesimda
a b2 c
z~h
yoki
fadiz ¥ 11ohl
1 1+7

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanuvchi chiziq hosil boiadi. Bu chiziq

yarim o‘qglari a, =aj ~ va bx=bJlI+"~— boigan ellipsdan iborat.]
\ c \ c

Yarimo‘qlar /j=0 da eng kichik giymatlariga erishadi: a, =a,fy = A0
ning o4sishi bilan ular o‘sib boradi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar bilan kesimlami

y
a ¢ b:
I>*° x=0
tenglamalar sistemalari bilan
aniglanuvchi giperbolalardan iborat
boiadi.
Kesimlaming tahlili shuni
ko‘rsatadiki (6.7) tenglama bilan

aniglanuvchi giperboloid musbat va
manfiy yo‘nalishlarida chegaralanmagan
bolda kengayuvchi «trubka»

so‘rinishdagi sirtdan iborat boiadi (39—

ihakl).

a=b boiganda (6.7) tenglama
w pallali aylanish giperboloidm
fodalaydi.

Oxyz kordinatlar sistemasida

-1 6.8
44t | ©8
monik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga ikki pallali giperbcloid

jyiladi.
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M dinning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish chizig'i

X

a e* (6.9)

z-h
MtMIflnwilnr sistemasi bilan aniglanadi. Bunda \h\<c boiganda z=h
li 1d'liK ilrtni kesmaydi, \h\=c bo‘lganda z-c va z=-c tekisliklar
4i|l|4ii (0;0;c) va
(IHI, c) nugtalarga urinadi, \h\>c boiganda z—h tekislik sirtni kesadi.

lh]+c bo‘lganda (6.9) tenglamalami quyidagicha yozish raumkin:

U'giiiri o’suvchi ellipsm beradi. c

Icnglamalar sistemalari bilan

nniglanuvchi giperbolalar boMadi. 40-shakl.
Bu kesimlar  (40-shakl) (6.8)
dirtning ikki pallali giperboloid deb atalishiga sabab bo‘ladi. a=b

bo‘lganda (6.8) tenglama ikki pallali
aylanish giperboloidm aniqglaydi.

3—misol. x2-4yl+4z2+2x+8y—7 =0 tenglama bilan aniglanuvchi
sirt turini toping.
Yechish. Tenglamaning chap tomonini to‘la kvadratlarga ajratamiz:
X2+ 2X+1—4(y2+2y +1) + 4z2-1+4-7=0,
(x+12-4(y —-1) +4z2=4.
Bundan

O+l (y - 1)
2% 11 f
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Y=3c+1l, y—y—12z'=z deb, Oxyz sistema markazini Of-J
nuqgtaga parallel ko‘chirish orgali O'X'y'z" sistemaga o‘tamiz.

Bu sistemada tenglama
xn n yn

=1
12 12
ko‘rmishni oladi. -
Bu tenglama Oy oqg bo‘ylab yo‘nalgan bir pallali giperboloidni
aniglaydi.
3.6.4. Konuslar

Oxyzkoordinatalar sistemasida

4+4- 4=« (6.10)1

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi tartibli konus
deyiladi.

(6.10) sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisishl

..t X f
chizigi — +Y -2 2_h boiadi.

a b ¢

U h=0 da 0(0;0;0) nugtaga
aylanadi.

Mo 0 boisa, kesimda

m n*T
L
tenglamalar sistemasi bilan
aniqglanuvchi ellips hosil boiadi. Bu
ellipsning yarim o‘glari W ning
o‘sishi bilan o‘sadi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar

bilan kesimlari

E:/ * Ko —

iistemalar bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglardan, iborat
»oiadi (41-shakl).



3.6.5. Paraboloidrar
Ifflimlinalalar sistemasida

x2 VvV ®.11)

H n tontilama bilan aniglanuvchi sirt elliptikparaboloid deyiladi.
iling Oxy tekislikkaparallel tekisliklar bilan kesimi ushbu

(ah)l (bh)1
z—h,h>0

M inuilm bilan
HIllttivchi ellips bo‘ladi. Uning
mV||tl rglari NN\ ning o‘sishi bilan
Kjull.
F Nirtning Oxz va Oyz tekisliklar

- . . X2 #
ii kcsimlarida z=— vaz="-
a

iminbolalar hosil bo‘ladi (42-shakl).
NIlii sababli (6.11) tenglama bilan
gnl(]lanuvchi sirt elliptik paraboloid

42—shakl.

ilnylladi.
a=b bo‘lganda (6.11) tenglama aylanish paraloidim aniglaydi.
4—-misol. M t(0;&;0) nuqtadan va Yy = -b tekislikdan teng uzoglikda
yotuvchi nugtalaming geometrik o‘mmi toping.
Yechish. M(x;y;z) izlanayotgan
nuqtabo‘Isin.
Masala shartigako‘ra

A\MMN\=\y + b\
yoki

V*1*0’ bf+z2-ly+b\
Bundan

X2+y2—2yb+b2+Z2=y2+2yb+b2
X2+ z*'—4£y
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sirtning OXZ tekislikka parallel tekislik bilan kesimi ushbu
(x2+ y2 —4bh,

A>0

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi aylanalardan iborat. Sirtning

Oxy va Oyz tekisliklar bilan kesimlarida y = b va y=—b parabolalar
4 41

hosil boiadi.
Bu sirtaylanish paraboloidini aniqlaydi (43—shakl).

Oxyz koord inatalar sistemasida

~ —z,a>0, b>o0 (6.12)
a b
kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirt giperbolik paraboloid
deyiladi. ~

Sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi

(@)l m 2
z=h,h>0
tenglamalar sistemasi bilan

aniqlanuvchi giperboladan, Oxz

va Oyz tekisliklar bilan kesimlari

z=~ va 2= parabolalardan
a b

iboratboiadi.
Shunday qilib, (6.12)
tenglama bilan aniglanuvchi 44—shakL
sirtning ko ‘rinishi «egar» shaklida boiadi (44—shakl). Bu sirtgiberbolik
paraloboid deb ataladi.

3.6.6. Silindrik sirtlar

Tekislikda L chiziq va bu tekislikka perpendikular | to‘g‘ri chiziq

berilgan bo‘lIsin.



, T ibl/.Igning har bir nugtasi orgali / to‘g‘ri chiziqga parallel qilib

Iniu to‘g‘ri chiziglar to‘plamidan hosi!
jviimli. Bunda L chiziq silindrik
Hifninj{ yo'naltintvchisi, /  to‘g‘ri
nidAililii parallel bo‘lgan to‘g‘ri
silindrik sirtning yasovchilari
uli (45—shakl).
inj.: koordinatalar sistemasini
Uk o'qg / yasovchiga parallel va

/ yo‘naltiruvchi Oxy tekislikda

digan gilib tanlaymiz.

I, yo‘naltiruvchining Oxy tekislikdagi

Iui'Vin. U holda F(Xx,y)=0 tenglama yosovchilari

IpO’lgan si

lindrik sirtni ifodalaydi.
Silindrik sirtning nomlanishi va tenglamasi
I yo'naltiruvchining shakli asosida aniglanadi.

Agar Oxy tekislikdagi yo‘naltiruvchi
R . X \%
ellipsdan iborat bo‘lganda —r+"—r =1 tenglama
a b

tlliptiksilindmi ifodalaydi (46—shakl).

X2+y2=R2 tenglama bilan aniqglanuvchi
doiraviy silindr ell
holi bo*ladi.

k silindming xususiy

Shu kabi - =1tenglama giperbolik

silindmi (47-shakl), yl=2px tenglama
parabolik silindmi ifodalaydi (48—shakl).

47-shakl.
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45—shakl.

indrik

tenglamasi F(X,y) ¢ 0

48—shakl.

Oz o'gqqa parallel



__—. ~ =£.z tenglama bilan aniqglanuvchi sift shaklini chizink

Yechish. Berilgan tenglamada y gatnashmaydi va xIm
chiziqg Oxz
tekislikda yotuvchi paraboiani ifodalaydi.

ix2=2z,

Shu sababli tenglama

b=0
yosovchilari Oy olgqga parallel bo‘lgan
parobolik silindmi ifodalaydi.

Parabola 0 tekislikda 0Oz o‘qga
nisbatan simmetrik bo'ladi, uchi 0(0;0;0)
nugtada yotadi va M, (-2;0;2), Afz(2;0;2)
nuqtalardan o'tadi. Chiziq shaklini Maple
paketida chizamiz (49-shakl):

> with(plots)

> siaiiciiplot3d([xA2~2z], ¥M M,

z=M..4, grid—{13,13,13]);

49-st>*

3.6.7. IkhSnchi tartibli sirtlarning
to‘g‘ri chizigli yasovchilari

To‘g‘ri chizigiaming harakatidan
losil bo‘ladigan sirtlarga to'gW
hizigli sirtlar deyiladi. Bu sirtlarning
asovchilari tog ‘ri chiziqliyasovchilar
eb ataladi.

To‘g‘ri chizigli sirtlarga konus
rtlar va silindrik sirtlarlar misol bo‘la
adi. Bundan tasbqari, bir pallali
perboloid va giperbolik paraboloid ISH»
m to‘g‘ri chiziqli sirtlar bo'lishi

>otlangan.

Bir pallali giperboloidning bar bir

qgtasi orgali m m kl'

K'S ..

c/lb 50-shakl.
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hilan berilgan to‘g:ri chiziglar oilasidan fagat bitta

H u n'tishi ko‘rsatilgan, bu yerda a,b,c— bir pallali giperboloidning
, =4 o'qluri, k,I-nolga teng bo‘Imagan sonlar.
Mmndny qgilib, (6.13) tenglamalar kva. | ning turli giymatlarida bir
~AH 111l giperboloidda yotuvchi va uni to‘lig gqoplovchi cheksiz to'g‘ri
mlit 711« sistcmasini tashkil giladi. Bu to‘g‘ri chiziglarga bir pallali
§|li«ti I511oldning to g'ri chizigliyasovchilori deyiladi.

Mm kabi
, f; 1
Rk, X7
\a b , vaN\a b 1 (6.14)
r — X Z~lz
[a b k ia b

pnglnmalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglar giperbolik paraboloidning
P'g'ri chiziqgli yasovchilari bo*ladi.

To'g‘ri chiziqli yasovchilardan bir pallali giperboloid sirtlarning
Vidovchiiari qurilish va
1<

aning konstruksiyalarida

luing foydalaniiadi.

f Masalan, bir pallali

giperboloidning to‘g‘ri chizigli jgssR HHHhNI
VWIOVchilari bo‘yicha metall

hnlkalar joylashtirilgan

radiomachta, suv va yadro

qurilmalarining minoralari,

teleminoralar (masalan, Guanjou .

(Xitoy) teleminorasi, 50-shakl), It_

tirgaklar va uzatmalar (51-shakl)
kabi konstruksiyalar ishlab
chi

yengil va mustahkam bo‘lgani sababli keng tatbiq etiladi.

igan. Bunday konstruksiyalar

3.6.8. Mashqlar

1. Sferaning tenglamasini tuzing: 1) diametrlaridan birining uchlari
M, (41;-3) va Af2(2;-3;5) nuqtalarda yotgan; 2) markazi Af0(3;—5;—2) nugtada

yotganva 2x—y—3z+11=0 tekislikka uringan.

2. Sferamarkazining koordinatalarini va radiusini toping:
1) X2+ y2+z1+X—y+z =0; 2) X2+Yy2+ z2-6*+8)>+ 10z + 25= 0.
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fuuiluoillr 3 v 1 v o a jvi2iJ,u,uinuqiaiaigait; uu
masofalar kvadratlarinmg yig‘indisi 36 ga teng boigan fazoviy
nuqtalaming geometrik o‘mini toping.
4. A/fo;~,0j nuqtadan va y = ~— tekislikdan teng uzoqlikdayotgan fa/.uvh m

nuqtalarining geometrik o‘mini toping.

5. Har bir nugtasidan A/t(0;0;—-4) va M 2(0;0;4) nugtalargacha boigan 1
masoEilar yigindisi 10 ga teng boigan sirtning tenglamasini tuzing, L

6. Har birnugtasidan A/t(-5;0;0) va M 2(5;0;0)nuqtalargachaboigan j
masofeiar ayirmasining moduli 6 ga teng boigan sirtning tenglamasini tuzinu 1

7. Berilgan sirtning ko‘rsatilgan o ‘glar atrofida aylanishidan hosil boigan iM
tenglamasini tuzing:

v2 y2
1) z=——,0x va 0Oz; 2) -—— — =1,0x va Oy; 3) — +— =1,0yva i’
2 16 25 64 16 iy

8. Markazi koordinatalar boshida yotgan va yo'naltiruvchilari x2—-2z+\ » »,
y —z+1=0 tenglamalar bilan berilgan konus tenglamasini tuzing.

9. mning ganday giymatlarida x+my-2 =0 tekislik "—+— ~y elliptikJ
parabaloidni 1) ellips bo‘yichafl 2) parabolabo‘yicha kesadi?

10. Berilgan sirtlarning kesishish chizigini aniglang:

1) il+>L=2z, 3x-v+6z-14=0; A w # 3*—v+6z—-14=0; J
7 3 6 ' 7 4 3 1
3) feSl1Jy+S .7"2*, x-2y-1=0; 4) — +— —— =-1,5x+2z+5=0. \
7 4 3 7 3 9 25 1

11. Har bir nugtasidan M(3;0;0) nuqtagacha va X =1 tekislikkacha bo'lgan j

masofalar nisbati S ga tengboigan fazoviy nugtalaming geometrik o ‘mini

toping.

12. Berilgan sirtva to‘g‘ri chizigning kesishish nuqtasini toping:

nflu.zl+fl-1 *~3 —y~4 ~z+2. 2 *L,E — ?L=\ x Yy 2+2
81 36 9 " 3 * -6 " 4 16 9 4 T4 -3 4

13. Berilgan tenglama bilan aniglanuvchi sirt turini aniglang:

1) 36*2+ 64y2—14422+ 576=0; 2) Xr+yl+z2-2(x+y+z)~22=0;
3) 3x2+2/-12z=0; 4) 1602+ 3/ +16zJ-64jr—6j>+19=0;
5) 25x2—-9y2-225T0; 6) 9x2—-4y2-36z=0;
7) 4*a+3/-52z2+60 =0; 8) Xr+/-2n-3=0.
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nqglqfy sonlar
Bonli ketma—ketliklar

m r o'/garuvchining

Itniksiyasi
* Imiiksiyaning limiti

* Punksiyaning
u/.luksizligi

f
m

Ogyusten Lui Koski
(1789-1857)—
fransuz matematigi
va niexattigi.
Matematik anatiz esos—
tarini ishlab chiqgm,
matematikmiing mate-
matik anaHz, algebra,
matematik fifilka va
besfiga bo limlarining
rhoRgs hattu hissa

qd&*shgim.

0.L Kashi birincAi
ba'Ub limit, utiuksizUk,
hasila, differensial, in-
tegral, gataming yagin—
iashishi wblneklWan—
ge gatdy ta*rtfbergan.

MATEMATIK ANALIZGA

KIRISH

Matematik analiz tarixdan «Cheksiz
kichiklar tahlilinga mos bo‘limlar majmuasi
bo‘lib, u differensial va integral hisobni
birlashtiradi. Matematik analiz
bo'lim sifatida XY N — XY W asrlardai.Nuyton,
G.Leybnis, L.Eyler, J.Lagranj va boshqga
olimiar asarlarida yuzaga keldi. Uning asosi
bo‘lgan limitlar nazariyasi X 1 X asrda O.Koshi
tomonidan ishlab chiqildi. Matematik ana—
uzning boshlang‘ich tushunchalari X1X - XX
asrlarda to‘plamlar o‘lchamlar
nazariyasi, haqiqiy o4zgaruvchi fimksiyalari
nazariyalarining rivojiga asoslanib chuqur
tahlil gilindiva umumlashtirildi.

sistemali

nazariyasi,

Matematikaning «Matematik analizga
kirish» bo‘limida matematik analizning asosiy
tushunchalari boigan bir o‘zgaruvchining
fiinksiyasi, sonli ketma—ketliklar,
cheksiz kichik fimksiyalar va uzluksizlik
tushunchalari o‘rganiladi.

limitlar,

4.1. HAQIQIY SONLAR

4.1.1. To‘piam
Toplam matematikaning boshlang‘ich
(ta‘riflanmaydigan) va muhim tushunchalari—
dan biri hisoblanadi. To‘plam deganda tayin
bo‘lgan ixtiyoriy tabiatli
obyeKtlar majmuasi tushuniladi. Masalan,
guruhdagi  talabalar to‘plami, butun sonlar
to‘plami, berilgan nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri

xossaga ega

chiziglar to‘plami.
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i‘o‘plamni tashKil etuvchi obyeKtlarga to‘plamning
deyiladi. To‘plam, odatda, lotin alifbosining bosh harflarl luun tM
elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilnilHill, = _

A to‘plamning a, elementlardan tashkil topganugi 1 |**
kabi yoziladi. Ba’zan to‘p!am sonlar, belgilar, so‘zlar yokl
yordamida beriladi.

a elementning A to‘plamga tegishli ekanligi as A doli VitlM
b elementning A to‘piamga tegishli emasligi bs vi(yoki ht i] »il
belgilanadi. Masalan, A= {2,4,6,8} to‘plam uchun 4e/lva 5+ 1 j

A to‘plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgnn I'm'lh |
to‘plamga chekli toplam, aks holda cheksiz to'plam deyiladi, M fjH
A={x:6<x<2Qtx&N} chefdi to‘plam, B={x:x>15xt.A")
to‘plam boiadi.

Bitta ham elementga ega bo‘lmagan to'plam bo \shla fi/ifHM
ataladi va 0 kabi belgilanadi. Masalan, A={x:x2+1=0,.vt W) ImB
to'plam, chunki Xx2+1=0 tenglama haqiqiy sonlar to'pluml ffl
yechimga ega emas.

Agar A toglamning har bir elementi B to'planmlttg M H
elementi boisa A to‘phAnga B toplamning gismi (gismiy b<f>b0jE
deyiladi va A cB (yoki Bz>A) kabi belgilanadi. Masalan, Aml1i ||
B ={1,2,3,4,5} boisa A<zB boiadi.

Agar Ac:B va Bc A boisa A va B to‘plamlarga teng to /»»MHV
deyiladi va A—B Kabi yoziladi. Demak, A=B tenglik » vt |
to'plarnlarning bir xil elementlardan tashkil topganini bildiradi.

A va. B to'plamlaming har ikkalasiga tegishli boigan cloim nl lui
to‘plamlamng umumiy elementi deyiladi.

1-ta’rif. A va B to'plamlarning birlashmasi (yoki yig'indhl) ilmi fl

ulaming kamida bittasiga tegishli boigan elementlardan tashkil liimjjl
to'‘plamga aytiladi va A u B (yoki A+ B) kabi belgilanadi.

Demak, AuB ={x:xeAyokixe B}.

2-ta’rif. A va B toplamlaming kesishmasi (yoki ko
deb ulaming barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan (oplumut)
aytiladi va AnB (yokiA-B) kabi belgilanadi.

Demak, An B={x:*e Avaxe B).

3-ta’'rif.y4 to‘plamdan B toplamning ayirmasi deb A lo‘plutnu lug
B to‘plamga kinnagan elementlaridan tashkil topgan (o'pliunnA 1
aytiladi va A\B kabi belgilanadi.
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I'M » {« \t Jlvaxé B].
* 4.+ NN&7} va B={2,57,9} to‘plamlar uchun
(F11), At*N {57} JI\A={1,3}, 5 \J1={2,9}bo"ladi.
1 uhiiii 1 lo'plumning qgismiy to'plami bo*lsa, A\B ayirma
iHt | lit*/iluniga to ‘Idiritvchisi deyiladi.
dilzmadagi ifodasi 1-shaklda keltirilgan. Bunda
hj O NIl bo'ytlb ko‘rsatilgan.

4.1.2. Sonli to‘plamlar

tlm/h/ty sonlar va ularning asosiy xossalari
RWIIIiiH Nonlardan iborat bo‘lgan to‘plam sonli to‘plam
I'ihsiu nini tk litiuli/ning asosiy tushunchalaridan biri boiib, uzoq

IHML,in.nl, yo'liga ega. Narsalami, buyumlami sanash zaruriyati
IHHiifil miitilmr paydo bo‘lgan. Natural sonlar to‘plamiga ularga

va nol sonini qo‘shish bilan butun sonlar
Ih h Il (JIlingon. Matematikaning taraqgiyoti ratsional sonlaming
Il1«llk Imitsional sonlarning kiritilishini tagozo etgan. Ratsional

I'ltlnnii vu irratsional sonlar to‘plami haqiqiy sonlar to'plami deb

IHilrty qllib, N tzZczQczR sonli to‘plamlar hosil gilingan, bu

N —{1*23....«,...}—barcha natural sonlar to‘plami;
.Awn,.,.}——barcha butun sonlar to‘plami;
/» [,</« N I-barcha ratsional sonlar to‘plami; R— barcha

uhilnr to’plami.
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Har ganday ratsional son yoki chekli o‘nli kasr bilan \i*h >k

davriy o‘nli kasr bilan ifodalanadi. Masaian, ]

— =0,333...—ratsional sonlar.
3

Ratsional bo‘lmagan haqiqiy sonlarga irratsional Nonlm itM

Irratsional son cheksiz davriy bo‘lImagan o‘nli Knar ]
ifodalanadi. Masaian, =JI=1,4142356..., n = 3,1415926
sonlar.

Shunday gilib, haqiqiy sonlar to‘plamini barcha cheksi/ o'llli
to‘plami deyish va R={x: x= kabi yozish mumk hi, Int|fl
aeZ,a,e{0,1,2,.9}#=1,2,....

Haqigiy sonlar to'plami R quyidagi asosiy xossalarga c”" iai’'lM 1

Y. R to‘plam tartiblangan to‘plamdir, ya’'ni istalgan ikkllit liid m
va b sonlaruchun a<b (yoki b<a) tengsizlik bajariladi.

2°. R to‘plam zichdir, ya’ni istalgan ikkita har xil a VH h m
orasida a<x<b tengsizlikni gqanoatlantiruvchi cheksiz ko'p * H
sonlar mavjud bo‘ladi; g

3*. R to‘plam uzluksizdir.

Son oigL Sontarning sodda to'plamlari

Haqiqiy sonlarning uzluksizligi xossasi asosida barcha Ini<|it]ly m
to‘plami bilan to‘g‘ri chiziq nugtalari to‘plami orasida bir
moslik o‘matiladi.

Buning uchun biror to‘g‘ri chizigda (u gorizontal yo'nnlgiiM
(2-shakl)) musbat yo‘nalishni, O hisob boshini va masshljth
tanlaymiz. Musbat X sonini
ifodalash uchun bu to‘g‘ri  ——————————
chizigda O hisob boshidan o‘ng
tomonda tanlangan masshtab 2—shakl.
birligida berilgan X songa teng
masofada yotuvchi M nuqtani olamiz; manfiy X sonini ifodaliiiti n*h
esa bu to‘g‘ri chizigda O hisob boshidan chap tomonda |x| song.u (tut m
hagida keyingi bandda tushuncha beriladi) teng masofada yoluuht |
nuqtani olamiz; x=0 soniga O hisob boshi mos keladi.

Barcha nuqtalari uchun barcha haqiqiy sonlar to(plnml tt|M
ko‘rsatilgan bir giymatli moslik o‘matilgan to‘g‘ri chizigga son a »/ (ytf|
sonli to g Ti chiziq) deyiladi.
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i hNI nil hagigiy songa son o‘gining yagona M nuqtasi

ing har bir Mnugtasiga yagona

m m blindl Hunda haqgiqgiy son va son o‘qining nuqtasi

I MI»ui Hnihili Shu sababii <m son» so‘zi o'miga ko‘p
Jiin Jt» inV1 1 liViladi.
ili linqlipiv nonlaming joylashishi to‘g‘risida ko‘rgazmali

ir1 1 * » (ongsizlik x, nugta X2 nugtaga nisbatan chapda

iidIni‘tll i, <\, <x, tengsizlik X2 nuqta x, va X3 nuqtalar

Tulillrmli,

if H 1 / ho*lain. Haqiqiy sonlar to‘plamining quyidagi

i
41ff* i M kcsma (yopiq oralig, sigment);
)
Hff 4 smh),(«;/;]={x:a<Xx<b) - yarim ochiq intervallar;
LHl» Ji * /Ml (-00,b) = {x:x<b}, [@;+co)={x:x>a

i ifiii uniliglar (intervallar) deyiiadi:

=mi'M ' JN «*/>)’interval (ochiq ora

H# o 'il. 1 eo;+«») = {X:—00< X < +00} — cheksiz intervallar.

HB | < VH /£ sonlar mos ravishda bu oraliglaming chap

HV IHi NHlijltiycli, —co va +oo belgilar son o‘qi nuqtalarining [0}

4 ‘= qij'i'M ijinab cheksiz uzoglashishini simvolik tasvirlaydi.
. iimi| o‘z ichiga oigan har ganday (a;b) intervalga
utrttfl deyiiadi. Xususan, (x0—e;x0+e) interval X0

f atrofi deb ataladi. Bunda xQ soniga bu atrofhing
HI. » & ") soniga bu atrofhing radiusi deyiiadi.

IMi  »,*(r, <rx0+s) bo‘lsa, u holda x0-£<x<x0+s yoki

mIff 1*njjNI/lik bajariladi. Butengsizlikning bajarilishi X nugta

mltinit it atrofiga tushishini bildiradi.

Sonning absolut giymati

1 im ill \(xe R) sonining absolut giymati (yoki moduli‘) deb x>0

lii \ Nouining o‘ziga, X manfiy bo‘lganida (—x)soniga aytiladi.

4 «eMining absolut giymati ix| belgi bilan belgilanadi.
IMimlt. In‘rifga ko‘ra,
X, agarx=>0o0,

1*1=
—X, agarx <0.
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So&ning absolut giymati gay tdagi xossalarga cgi]

r. xeR da ix|>0, Jc|3}c], — Ix|£x";c];

2°. a>0 da |x|<a tengsizlik —a<x<a tengsizlikka ekvIvtIfl
boiadi;

3F.xeR,yeRda

=r4fo~H
bl i

Bu xossalaming isboti bevosita sonning absolut giymati tu'rlflfll]
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, jx+ y[|<x|+1ly| boWi*hiM]||

isbotlaymiz.
Isboti. x+y> 0 boisi

U holda \x+y\=x+y, x <|xj, y "y | boiadi.
Bundan Q
AX+HY\=x+yENXX\+\y\.

X+y< 0 boisin.
U holda
Ix+yl=—(x+y) = (=x)+(=y), —x$x\, —yS$y|

boiadi.

Bundan

Sonli ioplamning aniq chegaralari

5—-ta’'rif. Agar shunday M soni topilsava istalgan Xxe X uchun x<M
tengsizlik bajarilsa, X haqiqiy sonlar to'plami yugoridan
chegaralangan deyiladi.

Masalan, X =(-001 to‘plam yuqoridan chegaralangan.

6—fa’'rif. Agar shunday m soni topilsava istalgan x e X uchun x>m
tengsizlik bajarilsa, X haqiqgiy sonlar to‘plami quyidan chegaralangan
deyiladi.

Masalan, barcha natural sonlar to‘plami quyidan chegaralangan.
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Inill Atfiir X to‘plam ham quyidan ham yuqoridan
1ki‘lsa, y’ani shunday m va M sonlari topilsava istalgan

m*A « M tengsizlik bajarilsa, X haqiqiy sonlar to'plamiga

X to‘plamning elcmentlari biror kesmada

mlda bu to‘plam chegaralangan boiadi degan xulosa kelib

VI

(quyidan) chegaralanmagan to‘plamga Yyuqgoridan
iht'Haralanmagan deyiladi. Masalan, barcha natural sonlar
Hpllll viigoridan chegaralanmagan (ammo quyidan chegaralangan)

hit manfiy sonlar to‘plami quyidan chegaralanmagan (ammo

chegaralangan). Barcha butun sonlar to‘plami, barcha
till <Mt Niiulnr to‘plami, shuningdek, barcha haqiqgiy sonlar to‘plami
1dIM ifliy i*Inn, ham yugoridan chegaralanmagan.

Altin V to‘plam yugoridan M soni bilan chegaralangan boisa, bu
riRftll* ' 1° ‘plamning yuqori chegarasi deyiladi. Bunda M sonidan
tmlin Rigan ixtiyoriy M’ son ham X to‘plamning yuqori chegarasi
Miliull,

N m'rIf. Agar istalgan xeX uchun Xx<M boisa va yetarlicha
il llik Ixtiyoriy £>0 musbat son uchun shunday x*g X soni topilsa va
Xl K<x*<M tengsizlik bajarilsa, M soniga X toplamninganiqyuqori
. hi'tftjiwi deyiladi.

Ilofhgacha aytganda, X to‘plamning aniq yuqori chegarasi X ning
hilli Ini yuqori chegaralarining eng kichigi boiadi.

\ to‘plamning aniq yuqori chegarasi M =supX (yoki M=sup{jc})
XET

Iwlnii belgilanadi (lotin tilidasupremum —eng yuqgori so‘zidan olingan).
Yuqoridan chegaralanmagan X to‘plam uchun ta'rif asosida
«upX ¢ +co deb olinadi.
Agar X to‘plam quyidan m soni bilan chegaralangan boisa, bu
«nltga X toplamning quyi chegarasi deyiladi. Bunda m sonidan kichik

luiigan ixtiyoriy m' son ham X to'plamning quyi chegarasi boiadi.
9-ta'rif. Agar istalgan xe X uchun x>m boisa va yetarlicha

kichik ixtiyoriy (>0 musbat son uchun shunday x *e X soni topilsa va

m<x*<m+e tengsizlik bajarilsa, m soniga X toplamning aniq quyi

chegarasi deyiladi.

b, X to‘plamning aniq quyi chegarasi X ning barcha

Shunday qi
quyi chegaralarining eng kattasi boiadi.
X to'plamning anig quyi chegarasi M —'miX (yoki M = inf{*})
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bilan belgilanadi (lotin tilida infimum —eng quyi so‘zidan olingan),
Quyidan chegaralanmagan X to‘plam uchun ta'rif a*.nu*l
iafX=—o0o0 deb olinadi. Masalan, X =il,— to‘plam mliim
12 n J
infrA=0, supZ=1.
X to‘plamning aniq chegaralari uchun quyidagiu tasdiq o'iilw]
bo‘ladi.
l1-teoreraa. Har ganday yuqoridan (quyidan) chegaralangan
boMmagan haqgiqgiy sonlar to‘plami aniq yuqori (aniq quyi) chegarfljB

ega bo‘ladi.
4.1.3. Matematik mantiq elementlari

Mantigiy belgilar

Ta'riflaming, teoremalaming ifodalanishida va bosga matenmk

tasdiqlarda ko‘pincha ayrim so‘zlar va butun ifodalar takrorlanib kelutll,

Bunday hollarda ulaming yozilishida mantiqiy belgilami go‘llash qul
bo‘ladi.

Matematik mandqda mulohaza deb rost yoici yolg‘onligi bir giymaill
aniglanadigan darak gaplarga aytiladi. Masalan, «Y er quyosh atrolldu
aylanadi», «6 oddiy son» gaplari mulohaza boisa, «kech kirmoqda»,
«matematika qiyin fan»
gaplari mulohazabo‘Imaydi.

a mulohazaning inkori a —«a emas» yoki «a bo‘lishi to‘g‘ri
emas» deb o‘qgiladi.

a va B mulohazalaming konyunksiyasi a AR — «a va B» deb
o‘qiladi.

a va B mulohazalaming dizyunksiyasi avB — «a yoki B» deb
o‘qgiladi.

a va B mulohazalaming implikatsiyasi a=> R — «agar a bo‘lsa,
u holda B bo‘ladi» (yoki «a dan [ kelib chigadi») mulohazasini
bildiradi.

a va B mulohazalaming ekvivalensiyasi a<=>RB- « a va B
ekvivalent» (yoki «a dan R kelib chigadi va B dan a kelib chigadi»)
mulohazasini bildiradi.

Mavjudlik kvantori 3- «mavjudki», «topiladiki» so‘zlarini
bildiradi.

210



Wbiwttlyllk kvantori V-«har ganday», «ixtiyoriy», «barcha»
M lirliil nbdftiaydi.
H no'tinli bo‘ladi», «bajariladi» so‘zlarini anglatadi.

it utnoslik» ni bildiradi.

iinllgly belgliar yordamida yozilgan tasdiglami tushunish va
> j* Iml OHonlashtirish uchun belgilarning har biriga tegishli boiganlari
aM ililn t]iiVBiarga olinadi.

Mnrdlon,

(VFF > 0X3<5 > OXVx * x0\ —xq|<<5):]/ (x) — A\<e)

hi/uv «ixtiyoriy € >0 son uchun shunday <5>0 son topiladiki, xning
i [M (eng boimagan va |x—x01<<s5  tengsizlikni ganoatlantiruvchi

HiAM Hin  giymatlarida |f(x)~ A\<e tengsizlik bagariladi» deb o‘qgiladi.

Zarur va yetarli shartlar

/l —birorta mulohaza bo‘lsin. B mulohaza kelib chiqadigan har
il'ituluy @ mulohazaga B mulohazauchun yetarli shartdeyiladi.

3 mulohazadan kelib chigadigan har ganday a mulohazaga R
Miulnhaza uchun zarur shartdeyiladi.

Masalan, a: «x soni nolga teng» va R: «Xy ko‘paytma
mvly,H teng»

inulahazalari bo‘lsin. Bunda a mulohaza B mulohaza uchun yetarli

nli

boiadi. Hagigatan ham, Xy ko‘paytma nolga teng bo‘lishi uchun x
lidlga teng bo‘lishi yetarli. X nolga teng bo‘lishi uchun xy ko‘paytma
nolga teng boiishi zarur. Ammo, R mulohaza a mulohaza uchun
yetarli shart bo‘Imaydi, chunki Xy ko‘paytma nolga teng boiishidan X
Nnnining, albatta, nolga teng bo*lishi kelib chigmaydi.

«Agar a mulohaza rost bo‘lsa, u holda B mulohaza rost boiadi»
tcoremani a =>B ko‘rinishda yozish va quyidagi ifodalardan biri
bilan berish mumkin: «a mulohaza B mulohaza uchun yetarli shart
boiadi»; «B mulohaza a mulohaza uchun zarur shart boiadi».

Agar a va B mulohazalarning har biridan ikkinchisi kelib chigsa,
ya'ni (a=>B)/\ (B=>a) boisa, u holda a va B mulohazalarning har biri
ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart boiadi va a «> R deb yoziladi.

Bu yozuv boshqgacha quyidagicha ofgilishi mumkin:

1) a o'rinli boiishi uchun B o'rinli boiishi zarur va yetarli;

2) a faqat va fagat B bajarilsa o‘rinli boiadi;
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j) a ragatva fagat p rostboiganida rostboiadi.

Matematik induksiya metodi

Matematik induksiya metodi muhim matematik isbotIME
usullaridan biri hisoblanadi. Bu usul n natural songa bogiiq tasdigluim
isbotiash uchun qoilaniladi.

Uni umumiy holda ifodaiymiz: n natural songa bogiiq hum
tasdigni (masalan, formulani) isbotiash quyidagi tartibda amal|<ii
oshiriladi:

1) tasdigning to‘g‘riligi «=1 da tekshiriladi (agar n=\da taitlifl
ma’noga ega bo*Imasa, tekshirish tasdig ma’noga ega boiadigan onfl
kichik n dan boshlanadi);

2) tasdiq biror n (n>1)da to‘g‘ri deb faraz gilinadi va uning n+1 da
to‘g‘ri boiishi isbotlanadi. Keyin bu tasdigning istalgan n natural son
bajarilishi hagida
xuiosa chiqariladi.

Matematik induksiya metodi bilan Nicyton binomiformidasi deb A
ataluvchi ~

(@+b)" =C°a” + Cla"b+...+Crarb* + ...+C™D' (1.9

formulani isbotlaymiz, bu yerda n—natural son; 0<k<n.
(1.1) formulada gatnashayotgan

koeffitsiyentlarga binominal koeffitsiyentlar (yoki n ta elementdan
fctadan guruhlashlar soni) deyiladi, bu yerda ti (en foktorial) belgi
orgali birinchi n tanatural son ko‘paytmasi belgilanadi. Binominal

koeffitsiyentlar va faktorial uchun quyidagi bogianishlar o‘rinli boiadi:

Cr+l+C*=CA

(«+1)!1=»1(«+!) (bunda 0!=1 deb olinadi).

(1.1) formulani isbotlaymiz. Buning uchun: 1) formula to‘g‘ri

boiishini n=1da tekshiramiz:

2) (1.1) formulabiror «da to‘g‘ri boiadi deb faraz qilamizva
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mill (itAll kahi formula o'rinli boiishini ko‘rsatamiz, ya’'ni
@1h)" - Cc.a" +c;.,a"i +...+C* a~'b*~+...+C;,ai" +C“K"* (1-2)

TiMMITTTHT iobotlaymiz.
1In<|k|Btan ham,

I (a+b)*]=(C“a" + CNa'~b+...+Clarkbk+... + C*b*){a+ b) =
PmCy*' +€&*$+...+C a”b” +...+CBabn+ C°a“b+...+
L +Clkd~bR* + .. .+C"~"abK+ C"b™1= C°a™*" +(C® +Cl)a"b+...+
+(Ck+C I )aakbR +...+(c;1+C;)abl+cy=*".

Minominal koeffitsiyentlar uchun

c®=i=c°t, ch+c:=c,;#, c*+c f=c%.,

cr't C,=c;# c;=1=c;,1

kft'llinhi inobatgaolinsa, oxirgi tenglikdan (1.2) tenglik kelib chigadi.
Demak, matematik induksiya metodining 1) va 2) band lari

Int|milgani uchun

Nyulon hinomi formulasi istalgan n natural soni uchun to‘g‘ri boiadi.
(1.1) formula gisgacha

(a+b)ym= "\%C la~tbi

kn'rinishdayoziladi.
Xususan, (1.1) formuladan n=2 va w= 3da tanish gisgako‘paytirish
formulalari kelib chiqgadi:

(a+ by = C\a2+ C\oib+ C a2= a2+ 2ab+ b2\

(a+ by = C°a3+ C\ad + Chab2+ C\by= al+ 3ad + 3ab2+b\

4.1.4. Mashqglar

1.A va B to'plamlar berilgan. Ar\B, AuB, A\B, B\A to'plam!ami

‘toping.
1) A={1,23,4}, B={45,6}; 2) A={13-4,8), f1={12,4,5,7,89};

3) A—{XeR:X2+*-20=0}, B = {.xe/?:x2—x+12=0}.

2 .4—musbat juft sonlar to'plami va B —musbat toq sonlar to‘plami boisa,

AnB va AuB to‘plamlarni toping.
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3. /4—barcha 2 ga boiinadigan sonlarto'plami va B ~barcha 5 ga

boiinadigan sonlar to‘p!'ami boisa, AnB to'plamni toping.
4. ig5 irratsional son ekanini ko ‘rsating.
5. —J2-4E<S-2 ekaniniko‘rsating.

6. Berilgan to'plam elementlarini toping.

1) ,4={xe.Ar:x2—-3x—-4£0}; 2) As|xe~Vik)gti<2i. m

7. Berilgan tenglamalarni yeching.

DI3x—-4] 2) |-x*+2x-3]|=1;

3) V?+x3=0; 4) V(x=2)J=—=x+2.
8. Berilgan tengsizliklami yeching.
1) |x—-2£1; 2) Ix1—7x+12|>%x2-7x+12;
3) x2+ 2yj(x+3)1 —10£0; n 4) =J(x+\)2<-x-1
9. Berilgan X to‘plam uchun sup”"T va mfX lami toping.
1) Jif= {xe Z : -5 £x <0}; 2) X ={xeR:x <0}

10. Tengliklami matematik induksiya metodi bilan isbotlang:

4.2. SONLI KETMA-KETLIKLAR

4.2.1. Sonli ketma-—ketliklar

1-tarif. 1,2,3—«— natural sonlar gatorining har bir n natural
soniga mos qo‘yilgan XxI,x2xi...xn.. haqigiy sonlar to'plamiga sonli
ketma—ketlik (yoki ketma—ketliK) deyiladi va {xjbilan belgilanadi.

Bunda x,,X2Xx3....xXn.. sonlar {xB}ketma—ketlikning hadlari, xa bu
;elma—ketlikning umumiy hadi, n uning nomeri deb ataladi.

Agar ketma—ketlikning har bir hadini topish mum kin bo1llsa, ketma—
etlik berilgan deyiladi. Ketma—ketlik analitik yoki rekuirent usullarda

eri i mumkin.
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hullflk usulda ketraa—ketlikning umumiy hadi formula ko‘rinishida

Inilfiill llunda n ga 1,2,34,... giymatlar beriladi va ketma—ketlikning
'Him Hiidliiri topiladi.
MiHiilun, xn= (=" ** formula {*,}={-12,-3,....,(=Dn ketma—
1 ilihn boradi.

R(Ckurrent usulda ketma—ketlikning birinchi (yoki bir nechta
Hfbivh!) hadi beriladi va keyingi hadni (yoki bir nechta keyingi
Im Itriml) birinchi (yoki bir nechta birinchi) had (hadlar) asosida topish
ftiiinnliisi  beriladi. Masalan, xi=a,, xnA—-xa+d rekurrent formula
Millnidik progressiyani, xt=b,, xK =xig rekurrent formula geometrik
|tiiiM runsiyani beradi.
T Agar VweyV uchun xn=c(ceR) boisa, {je} keirna—ketlikka
WRgarmas ketma—ketlikdeyiladi.

2—ta’rif. Agar shunday M soni (m soni) topilsa va VneN uchun
\ =M (xn>m) tengsizlik bajarilsa, {*,} ketma—ketlikka yugoridan
Wttgaralangan (quyidan chegaralangari) deyiladi.

3-ta’rif. Agar {*,} ketma-ketlik ham quyidan ham yugoridan
uliegaralangan boisa, ya’ni shunday m, M sonlari topilsava VneN
uchun m<.xn<,M tengsizlik bajarilsa, {xB} ketma—ketlikka
ihtgaralangan deyiladi.

A =max{] M\\\M[}bo* Isin. U holda ketma—ketlikning
ohogaralanganlik shartini \xn\<A ko‘rinishdayozish mumkin.

4-ta’'rif. Agar VA>0 son uchun {x } ketma—ketlikning \a\A
(XM>A yoki X'<—A) tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadi topilsa, {*.,}
ketma—ketlikka chegaralanmagan deyiladi.

Ta’riflardan ko‘rinadiki, ketma—ketlikning barcha elementlari u:
yuqoridan  chegaralangan boisa, (—00;Af] oraliqga, quyidan
chegaralangan boisa [m+o0) oraliqga, ham quyidan ham yuqgoridan
chegaralangan boisa [M\M] oraliqga tegishli boiadi. Chegaralanmagan
ketma—ketlik yugoridan yoki quyidan chegaralangan boiishi mumkin.

Chegaralangan va chegaralanmagan ketma—ketliklarga misollar
keltiramiz.

1.4xip={«2+1}={2,5,10....n1+ 1....}—quyidan chegaralangan (m = 2),
ammo yuqoridan chegaralanmagan.

24yt ={-h1}={-1,-4,-9,....~w2..} — yugoridan chegaralangan

(M =-=1), ammo quyidan chegaralanmagan.
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3{z}=\——>=10,— chegaralangan (m=QtM 1),
“ [»J [23 n J

4{urp={(-1)'n}={-1,2,-3,4,...,(-1)"chegaralanmagaal

5-ta'rif. AgarVneN uchun: <xri, boisa, {Xa} ketma—kt'ttikil
gat'iy o'suvchi deyiladi; xn*xXm boisa, {*.,} ketrna—ketlikka </<HV
kamayuvcki deyiladi; XN<xml boisa, {x,} ketma—klilllAi
kamaymaydigan deyiladi; xn>xHi boisa, {*} ketma—kttlikkrt
o'smaydigan deyiladi.

Barcha bunday ketma—ketliklar umumiy bitta monoton ketma—kf Ilik
nomi bilan birlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi krinm
ketliklarga gat’iy monoton ketma—ketliklar deyiladi.

Monoton ketma—ketliklarga misollar keltiramiz.

1{x}

= I —F ~—,...1— o‘suvchi va chegaralaiiftlH
U+1J [2314 n+1 J

ketma—ketlik.
2. {3} ={nriym{1,2,2, . . . —kamaymaydigan wn

a
chegaralanmagan ketma—ketlik.

3. ) kamayuvchi va chegaralangfl
I«J 14 9 n J

ketma—ketlik.

4. {«a}=<-—"1= |[I ,1,,— ,...1 — o ismaydigan va chegaralangan
\n n) 22 nn J

ketma—ketlik.

Ikkita {*,} va {>.} ketma—ketlikning  yig‘indisit ayirmasi,
ko paytmasi, bo‘linmasi (bunda yn"s0)deb, har bir hadi bu ketma—
ketliklar mos hadlarining yigindisidan, ayirmasidan, ko‘paytmasidan va
boiinmasidan iboratboigan ketma—ketiikka aytiladi.

Ko ‘rsatilgan amallar simvolik tarzda quyidagicha yoziladi:

M +6£f=K +%}> M ~—~iyJ={*, -

tyl v
Xususan, {*,} ketma—ketlikning m songa ko‘paytmasi m {x} deb,
har bir hadi {*,} ketma—ketlik mos hadining shu songa

ko‘paytmasidan iborat boigan {m—Xxj ketma—ketlikka aytiladi.
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41). Chtksiz katta va cheksiz Idchik ketma-ketliklar

lEIn'itt Agar Vi4>0 son uchun shunday N nomer topilsa va
U in luin IX\>A tengsizlik bajarilsa, {*.} ketma—ketlikka cheksiz

M wn  ZTiMnii 'Mitdik deyiladi.
lhn qiintltty cheksiz katta ketma—ketlik chegaralanmagan boiadi.
H p i diegaralanmagan ketma—ketlik cheksiz katta bo‘Imasligi

bull Il Musalan, j«sin— | shunday ketma—ketliklardan biridir.

'WW . Agar Ve >0 son uchun shunday N =N(e) nomer topilsa
U NNn .V uchun |x,|]<£ tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlikka
fchli hitlikk ketma—ketlik deyiladi.

I misol. {a }=j-1 ketma—ketlik cheksiz kichik ekanini ko ‘rsating.

\n)
Ycchish. Ve>0 son olamiz. | | — <e tengsizlikdan n>-—
n e
ininsi/lik kelib chiqadi. N ni — ning butun qismi, ya'ni = —
e e

iltiNiik, u holda Vn>N uchun |aJ<£bo‘ladi. Demak, ta'rifiga ko‘ra

I i ketma—ketlik cheksizkichik bo*ladi.

w

Keltirilgan misolda nomer s gabog‘ligbo‘ladi, ya’ni
K ning turli giymatida har xil giymatlami gabul qgiladi. Masalan, e=01
da N =1, s=0,01 da N =100. Shu sababli cheksiz kichik ketma—

kctlikning ta’rifida N =N(e) debyozilgan.
1-teorema. Agar {x,} ketma—ketlik cheksiz katta va xK*Q,neN

bo‘lsa, u holda ketma—ketlik cheksiz kichik bo‘ladi, va aksincha

{a,}— cheksiz kichik va a *0, neN bo‘lsa, {4 -l cheksiz katta
K J

bo*ladi.
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olamizva A=—deymiz. 6-ta’'rifga ko‘ra bu A soni uclinn >1HHwvL|
e
N nomer topiladi va \/n>N uchun NW\>A tengsizlik || ¢ (A

Blindan Vn>N uchun —

boiadi. Bu esa < 1*Hn
\X, 1

nJ 1

ketlikning cheksiz kichik bo‘iishini b

iradi. Teoremaning iEhh»

qismi ham shu kabi isbotlanadi.

Cheksiz kichik fcetma—ketlildar gayldagi xossararga egu.

1°. ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma—ketlikuitUl
algebraik yig’indisi cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi.

2°. Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma—ketlikning
ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma—ketlik boiadi.

3°. Cheksiz kichik ketma-ketiikning chegaralangan kotmn*
ketlikka ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma—ketiik boiadi.

4°. Cheksiz kichik ketma—ketlikning chekli songa ko‘paytmasi
cheksiz kichik4 ketma—ketlik boiadi.

Xossalardan birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish
bilan chegaralanamiz.

{xB} chegaralangan ketma-ketlik, {aj cheksiz kichik ketma-ketlik
boisin. {xn—aj ketma—ketlik cheksiz kichik boiishini isbotlash kerak.

ketma—ketlik chegaralangan. Shu sababli biror A>0 son va
Vm uchun N\<A boiadi.

Vf >0 son olamiz. {a\ cheksiz kichik boigani sababli —>0 son
uchun shunday N nomer topiladi va \/n>N uchun \an\<~ boiadi.

U holda \/n>Nda ixs-an|sjxn\\ctnj<As+—=e boiadi.
A
Demak, {xn au}— cheksiz kichik ketma-ketlik.
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4.2.J. Ketma—ketlikning limlti

II'Hf Ayl V* >0 son uchun shunday /V= N(e) nomer topilsa va
in, |, —g\<e tcngsizlik bajarilsa, a soniga {*.} ketma—

m WHIfl ileyiladi va bu limxB=a kabi yoziladi.

i | unit ta’'rifidan foydalanib, lim— ——=1 boiishini
3n+1

W fh hikh Vff>0 olamiz. Misolning shartidan topamiz:

1% 1Bzi+1 1 &+ 3«+1
F I», n|*(ongsizlikni ganoatlantiruvchi n ning giymatlarini topish

! <» tengsizlikni yechamiz: n>— -
inil 3s
N limner sifatida — — sonining butun gismini, ya’ni N(s)=
L3sJ
m Dim Olllh mumkin. Bunda Ve>0 son olingandaham Vn>N uchun
11* k boMadi.

I Will Hithubli ketma—ketlik limitining ta’rifiga asosan,

_2n-l_,

lim =
2w+l

a nuqtaning s atrofiga
limiti  ta’rifini
a

m-a\<s tengsizlik xm had
hiiNhini bildiradi. Shu sababli ketma-ketlikning
«IMulugicha talgin gilish mumkin: agar \unxH=a boisa, u holda
e atrofi uchun shunday N nomer topiladi va n>N

Muiumki,

miillmiing istalgan
nnmcrli  barcha xmnuqtalar a nuqtaning s atrofiga, ya’'ni (a—s;a+s)
X

Intorvalda yotadi va bu
borilgan ketma-ketlikning a~£ a+s X
chekli sondagi nuqgtalari 3—shakl.
Joylashadi (3—shakl). Bu

limitining geometrik ma 'nosini anglatadi.

jumla ketma-ketlik

4.2.4. Yaqginlashuvchi ketma-ketliklar

8—ta’'rif. Chekli limitga ega bolgan ketma—ketlikka yaginlashuvchi
ketma—ketlik deyiladi.
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x»gimasnuvchi boimagan ketma-ketlikka uzoglashmuhl Imii
ketlik deyiladi.

{xj ketma-ketlik yaginlashuvchi va a limitga ega boisin, I+« Nfifl
{xm—a}={all} cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi, chunki V«* (|M
"ill

boiadi. Shu sababli yaginlashuvchi va a limitga ega boigan iHllyniil

uchun shunday N(s) nomer topiladi va Vn>N uchun |«, Hi

{xn} ketma-ketlikning umumiy hadini xll=a+an ko'rinishd® yuflH
mumkin boiadi va aksincha, {*.} ketma-—ketlikning istaigan Im.limi

xH=a+all ko‘rinishida ifodalash mumkin boisa, u holda lim4,1

boiadi, bu yerda {a,}~ cheksiz kichik ketma—ketlik.

Shunday qilib, cheksiz kichik ketma-ketlikning li

ti nolgti Itfiw
boiadi. Cheksiz katta ketma—ketlik limitga ega bo‘Ilmaydi. Uning limitiT

oo deb belgilanadi.

Yaginlashuvchi ketma>ketiikiar quyidagi xossaiarga ega. 1

1°. Yaginlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega boiadi. 1

2°. Yaginlashuvchi ketma—ketlik chegaralangan boiadi.

3°. Agar {*,} va{y,” ketma-ketliklar yaginlashuvchi boisa, U
holda +vyj ketma—ketlik yaginlashuvchi
lim (jco+yn) = limxn=limyKboiadi.

4°. Agar va{y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi boisa, u
holda {x,,y,,} ketma—ketlik yaginlashuvchi va
lim X,*yH= lim XN*limyn boiadi.

5°. Agar {xn} va {yn} ketma—ketliklar yaginlashuvchi va limyn~* 0

X
ketma-ketlik yaqginlashuvchi va lim— -

boiadi.

6°. Agar {*,} ketma—ketlik yaginlashuvchi boisa, u holda
limcexa=cslim(ceA)boiadi.

7°. Agar {*,} va {yn} ketma—ketliklar yaginlashuvchi va VneN
ichun xn<yH boisa, u holda limxn< limynboiadi.

8. Agar {xj va {z& ketma—ketliklar yaginlashuvchi,
mxn= limzm= a va V«e N uchun xH<,yH<,zn boisa, u holda

myn= a boiadi. >
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HMini birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish bilan

4 Hin v, mb boisin. U holda *,=<*+an va Yy,=b+R,

iln (i<J, {Bn} cheksizkichikketma-ketliklar.

xnxyn=(axb) + (an+ Bn)

- |Hi -

* - kichik ketma-—ketlikning l1-xossasiga asosan {a,=*x0,}
M t kitliik ketma-ketlik. Shu sababli ketma—-ketlik a=*b
- P W boMadi, ya’ni

lim (XH£>J) = limjfaxlim~.

xt2 M ={ [ ~ ) J ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanini

Siti UNIIIg.
IH’hlsh. dirinchidan, xn= <WH2W= — = —.
n n n2 n

Mmihlii  V/v&6 uchun x"<2— boiadi. Ikkinchidan, 'iné&N uchun

7-=-7>0 boiadi. Agar v=0, z = -, belgilash kiritsak,
n n n 9 > 9

Hqg X mHmz,=0 va Vn>6 uchun yn<xn<zmboiadi. U holda 8-xossaga

ko'm,
Ilimx, <0, ya’ni berilgan ketma—ketlik yaginlashuvchi boiadi.

Har ganday ketma-—ketlik ham limitga ega bo'Imaydi. Ketma—ketlik

IliKliti mavjud bo‘lishi hagidagi teorema bilan tanishamiz.
2—-teorema (Veershtrass teoremasi). Har gqanday chegaralangan

monoton ketma—ketlik limitiga ega boiadi.
Isboti. Monoton kamaymaydigan ketma—ketlikni garaymiz.
va shunday M soni topilsin va xn<M

Jjo <x2<x, <...<xn”x,M<...
X

boisin. Elementlari bu ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan

to‘plamni qaraymiz.

Shartga ko4ra, bu to‘plam bo‘shmas va yuqoridan chegaralangan.

U holda

4.2 banddagi l1-teoremaga asosan, X to‘plam aniq yuqori chegaraga ega
boiadi. Bu chegarani a bilan belgilaymiz va a soni berilgan ketma—
ketlikning limiti boiishini ko‘rsatamiz.



a soni xn ketma-ketlik elementlarining aniq yuqori chegnfflfl
bo‘lgani uchun uning xossasiga ko'ra, \e>0 son uchun shunday |
nomer topiladi va n> N da xr>a-e bo‘ladi. Ikkinchidan, aniqy u m
chegaraning ta’rifiga asosan, barcha n lar uchun xn<a<a+e bo*lluil
Shunday qilib, n>N uchun a-s<xH<a +e, ya’ni \x,—-a\<e tengsi/lik
kelib chiqgdi. Bu tengsizlik a soni {xn} ketma—ketlikning limiti boiishinl
bildiradi.

Monoton o‘smaydigan ketma—ketlik uchun teorema shu |dﬂ
isbotlanadi.

1zoh. Monoton ketma—ketlikning  chegaralanganligi uninfll
yaginlashuvchi boiishining zarur va yetarli shartini beradi.

Hagigatan ham, agar monoton ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsn,
u holda 2 —teoremaga ko'ra, u yaginlashadi; agar monoton ketma—kellik
yaqinlashuvchi boisa, yaginlashuvchi ketma—ketlikning 2-xossasigl]
asosan, u chegaralangan boiadi.

2— teoremadan ichma—ich qo'yilgan kesmalar haqgidagi lemma keli”
chigadi.

[~ , [@2¢3,... [a;AJkesmalar ketma—ketligi berilgan bo‘lib,
bunda ya’'ni har bir kesma o‘zidan

oldingi kesmaning ichiga joylashgan va lim{ft,—aa)=0 bolsin.

Bu kesmalarga ichma—ich qo‘yilgan kesmalar deyiladi.

Lemma (Kantor lemmasi). Ixtiyoriy ichma—ich go‘yilgan kesmalar
ketma—ketligi uchun bu ketma—ketlikning har biriga tegishli boigan C
nugta mavjud va yagonaboiadi.

Bu lemma haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizligi yoki son
o‘qining to‘laligi hagidagi muhim xossani ifodalaydi.

Yaqginlashuvchi ketma-ketlikning xossalari va limitlar hagidagi
teoremalar nafagat nazariy, balki amaliy jihatdan ham muhim
ahamiyatga ega. Ulardan,
masalan, ketma—ketliklaming limitini hisoblashda keng foydalaniladi.

4—misol. lim—— limitni toEing.

8w—

Yechish. Kasrning surati va maxrajidagi ketma—ketliklar limitga
ega emas, chunki ular chegaralanmagan. Shu sababli bolinmaning
limiti hagidagi 5—xossani to”ridan—to”ri qgollab bolmaydi. Bu
xossani gollash uchun awal ketma—ketlikning surat va maxrajini n ga
bolamiz va keyin yaqginlashuvchi ketma—ketlikning xossajarini
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ptl luyml/:
3+ — limI3+ —| lim3+ lim— i,n —

™ gn—1 8 I limi8——1 Ilim8-lim— 8 0 8
4.2.5. e soni
,0 .{(1+1)]| ketma—ketlik berilgan boisin. Bu ketma—ketlik

nmihtm Nyuton binomi formulasini d=1, ; =— daqoilaymiz:
n

X =1 1fl 1 |"("0 1 , |b(w-1X«=2)...(»=(b=1)) liv A
n 2\ n2 N n"
boki
(2.1) tenglikdan koarinadiki, » ning o‘sishi bilan uning o‘ng

lomonida musbat qo‘shiluvchilar soni ortib boradi. Bundan tashqgari,

n Iling o‘sishi bilan —kamayadiva il——l,ilkattaliklar ortadi.

Shu sababii {*,}=|*1+—j | ketma—ketlik monoton o‘suvchi bo*ladi.

(2.1) tenglikka ko‘ra,
a-t—J >2- (2-2)

(2.1) tenglikda gavs ichidagi har bir ifoda birdan kichik va shu
bilan birga, n>2 da—< - boiadi.
6 ni 2

Bundan

X <l+1l+—+ . +—<1l+1+—+...+—-4r=1+— =3 (2.3)
2! n! 2 2 ,_1 '

2
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vuldoui. uemak, (2.2) va (2.3) tengsizliklarga kolru, 3*$tw

ya’'ni {.*,}—chgaralangan.

Shunday qilib, {*.} ketma—ketlik monoton o‘suwlil 1

chegaralangan. U holda Veershtrass teoremagasign ko'r# f
yaqinlashadi, ya’ni chekli iimitga ega boiadi. Bu limitai e hirfl
belgilaymiz.

Demak,

e soniga Neper sorti deyiladi. e soni irratsional son. it ni Ml
matematikaning bir gancha masalalarida muhira roi o‘ynaydi. e ilOlIfl
masalan, natural logarifrnning asosi boiadi: x>0 sonining nuluini
logariftni Inx bilan belgilanadi. Bu paragrafda e soniga fagat la'pjf
berildi va u 2<e<3 tengsizlikni ganoatlantirishi ko‘rsatildi. Keyinchllk

e sonining giymatini istalgan aniglikda topish usullari ko ‘rsatiiadi.
4.2.6. Mashqglar
1. Ketma-—ketlikning dastmbki to'rttahadi berilgan. Uning umumiy hadini

top«"®"

3) 4) 14,15,....

2. Chegaralangan ketma—ketliklami ko‘rsating:

2) Xa= QOSrtdT+ 27\

4) X =V«2+1-«;

3. Ketma—ketliklardan qaysilari monoton va gaysilari gat’ iy monoton?



- kctma-ketiik cheksiz kichik ekanligini isbotlang.
m*f 17 2n -1

ketma—ketlik
I U 50 3 —H2

— ga teng limitga ega ekanligini ketma—
3
limiti tn'rifidan foydaianib isbotiang.

ktM nm'kdliklarning iimitini toping:

1Hfl*
\it?!'
1 o't
St *3/i+7’

Ki i I—(2-w)2.

k  2/1+7
» 1-5n*.
11 5/i+1°

o <IN\—-2-Jn-2\
*yJn(n—-S)—n:
Zaf1
V/»2+33+5
PI+HH)!
' i+ l-2ml”
2—-5+4—-T7+...+2/1- (2«+3)
«+5
1 1 1
1-7+7-13+ + (6Bn—-5)(6n+ 1)’

3]
3—+1
2+i. A 1+2"

4 16 64 * 4"

3n2+2
2) J,
TR
2 f202+3/3-1Y
\n2-2n\J 5
6) B («r1)3—(«=1)3.
3n2+2
8) x 3 sn
n+2 2n+l’

10) x, &5+ n—4n2—\

12) A =V«3—4«2—

14) x V-1,
aw+l *
16) (2n+1)1+(2«+2)!.
' @n+3)1-(n+2) F
. 1+2+3+...+i
18) % n2-2n+1
20) 11
* 24 4-6 2n
22) *, 6-6"+5 3,
T2-3"+1
24) 1+3+9+...+3"1

2*3"2+5 ’



43.BIR 0‘ZGARUVCHINING FUNKSIYAS81

4.3.X. Funksiya

Ikki to‘plam elmentlari orasidagi bogianishni o’mult

asoslangan funksiya tushunchasi matematik analiz kursida o'rgat w.r

riafagat bu kursning, balki butun matematikaning i

tushunchalaridan bin hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi

1-ta’'rif. Agar X to‘plamning har bir x soniga biror / qoid|]
ko‘ra, Y to‘plamning bitta y soni raos qo‘yilgan boisa, X to‘pl«m
funksiya berilgan deyiladi va / :x y yoki y —/(x) kabi belgilamuli

Bunda f funksiya X to‘plamni Y to‘plamga aksiantiradi ili'b

aytiiadi. X to‘plam / funksiyaninganiglanish sohasi deb ataladi v
£>(/) bilan belgilanadi, yeY to‘plam / funksiyaninggiymatlar \alui.
deb ataladi va £ (/) bilan belgilanadi.

Bunda x funksiyanin®“rgumenti yoki erkli o £garuvchi, y funksiy
yoki x gabog‘lig o 'zgaruvchi deb ataladi.

Y—/(*) funksiyaning x=x0(x,s X)nuqtadagi xususiy qiymau
J1 x0)~Yo y°ki ~yO0 kabi belgilanadi. Masalan, /(x)=3x2-2 boisk,
/(0)=—=2, /(1)«1.

Y - f(x) funksiyaning grafigi deb Oxy koordinatalur
tekisligining abssissasi x argumentning giymatlaridan va ordinatasi
y funksiyaning mos qiymatlaridan tashkil topgan barcha (x;/(x)),
xeD(f) nuqtalari to‘plamiga
aytiiadi. Funksiyaning grafigi tutash >
chiziqdan (egri chiziqdan yoki to‘g‘ri /-—|
chiziqdan) iborat boiishi yoki ayrim
nugtalardan tashkil topishi mumkin,
masalan, y=rA, neN funksiyaning ° !
grafigi 1,2,6 nuqgtalardan iborat - x h x

boiadi
Har qanday chiziqg ham biror —Uni ¢—ALX
funksiyaning grafigi boiavermaydi,

masalan, x2+y =1 aylana 4-shakl.
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hit ‘fiimic yml'igi boimaydi, chunki har bir *e(-1;l) uchun y ning
m MIM Fiilkl ikkita giymati mos keladi: yx=VT-xr va yr=—4\~xr
1 Llititll huillin (unksiya ta’rifming bir qiymatlilik sharti buziladi.

JNivinn  nylananing quyi yarim tekislikdagi bo‘lagi y —

ink «hiiHiMf,. yuqori yarim tekislikdagi boiagi esa "=

@i .« r,.milin grafigi boiadi.

Funksiyaning berilish usullari

Linils'iiyiming berilishi, ya’'ni X ning har bir giymatiga y ning
(|lymatinj topish turli usulda berilgan boiishi mumkin. Amalda
BjIMIyl borilishining analitik, jadval va grafik usullari ko‘p go‘llaniladi.
lihilllikusulda x va y o'zgaruvchilar orasidagi bogianish biryoki
(ill ntfulita formula orqali beriladi. Masalan,
. X—S, agarx<s,
y=x*, y=sm2x, y= x2+2, agarx”.3.

lunksiya y—-f(x) ko‘rinishda yozilganda, ayrim hollarda
Innlifilyaning aniglanish sohasi D(f) ko ‘rsatilmaydi. Bunda,
hmkilyaning aniglanish sohasi x ning fix) fimksiya ma'noga ega
Intlind igan barcha giymatlari
In'plainidan iborat deb garaladi.

Jadval usulida x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish jadval
orgali beriladi. Masalan, logorifmik fuksiyalaming, trigonometrik
liiksiyalaming jadvallari.

Amalda jadval orgali funksiyani kuzatish natijalari yoki uning
Injribada olingan qgiymatlari beriladi.

Grafik usulida fuksiya—ning grafigi beriladi. Bunda funksiyaning
argumentning u yoki bu qgiymatlariga mos giymatlari bevosita shu
grafikdan topiladi.

X va y o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish yuqorida keltirilgan uch
usul bilan chegaralanib gqolmasdan, boshga shakllarda berilishi ham
mumkin. Masalan, EHMning hisoblash programmasi shaklida,

tavsiflardangina iborat holda.

Funksiyaning monotonligi
y— f(x) funksiya X to4plamdaaniqlangan va I=(a;b) c I boisin.
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2-ta’rif. Agar Vxifx2eJ uchun x,<x2 boigandu /U
(F(x,)> f(x2) tengsizlik bajarilsa,
y = fix) funksiyaga | intervalda
o suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

3—-ta’'rif. Agar Vx,,x2e/ uchun

X, <X2 boiganda /1 (x,)</ (x2)

(/(x,)"/(x2) tengsizlik bajarilsa, T
y=f(x) funksiyaga 1 intervalda

kamaymaydigan (o 'smaydigan) 2 0 | 3
deyiladi. 5-shuk,

Masalan, grafigi  5-shaklda
berilgan fimksiya (—21) intervalda kamayuvchi, (LA) li‘w
kamaymaydigan, (3;6) intervalda o‘suvchi.

Barcha bunday funksiyalar / intervalda monoton Rwfrsfiii |
bilan umumlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi
intervalda gat'iy monoton funksiyalar deyiladi. Funkslyu MJtfU
boigan intervallar monotonlik intervallari deb ataladi.

Funksiyaningjuft va togligi

y— f(x) fuhksiya X to'plamda aniglangan boisin.

Agar VxeX uchun —xeX va /(-x)=/(x) boisa, f(x) ImiUh
juft  funksiya deyiladi. Masalan, y=xl, y=cosx, y»vl*7%
funksiyalar.

Juft funksiyaning grafigi ordinata o‘giga nisbatan miiiimv
boiadi.

Agar VxeX uchun —xeX va /(-x)=-/(x) boisa /(x) flink\"
togfunksiya deyiladi. Masalan, y=x\ ~-sinx-toq funksiyalui

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simuu
boiadi.

Juft ham, tog ham boimagan funksiya umumiy ko’riiiMii
funksiya deb ataladi. Masalan, y=X—2, y=4X~ umumiy ko‘rini <n
funksiyalar.

/(x) va g(x) funksiyalarjuft funksiyalar boisa,

1(*)+£(*)> fix)~ s<xa
gu)
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EN 1Hw WM ho'ladi.

M #ll H.Mk.iyalar toq iu,ksiyalar bol»

IW +*W /W —g(l)
n il In.iinvlatlic

/M *s@o, =0T), ,. .
nfcit »*» lull bu'ladi.

Hft 1(,*)“ taffe+ n/r+4**Y n . | S
J  tunksiyalarnmg toq ekamni

1".] limksiyu uchun
I<«*)— /<*) yoki fF(x)+f(x)=a
»it hitlb liu‘innil/:
r o /(*) 1/X-*) mIn@x+ —=JTTAI*) + In(-2x+ Al + 4j2) =

—In(1+4x1-4*1)=Inl =0.

Wivninl i O(f) bo‘lsa, — XsD(f) bo‘lishligikelibchigadi.
PUik. Imiksiya log.

Funksiyaning chegaralanganligi

I /K0 hitlkniya X to'plamda aniglangan bo‘lsin.

4 1<'til Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsa va VxeX uchun

\M  biifi*i/lik bajarilsa, f(x) fuksiya X to‘plamda yugoridan
doyiladi.

« in nl Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsava Viel uchun

i lyiigni/Jik bajarilsa f(x) fiinksiya X to‘plamda quyidan

\hthiiitf4H doyiladi.

b iM'rIf Agar fix) fiinksiya ham quyidan, ham yuqoridan

muUnjjnn bo‘lsa, y’ani shunday o‘zgarmas m va M sonlari topilsa
i. \ uchun m£f(x)UM tengsizlik bajarilsa, fix) funksiya X

Hula i Intgciralangan deyiladi.
Mftnelnn, y=l-x* fiinksiya yuqoridan M —\ soni bilan

NIlJtngJin, y=2+Xx2 funksiya quyidan m=2 soni bilan
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wucgaraiangan, y =sinx funksiya quyidan m~-1 soni blIim

yugoridan M = 1 soni bilan chegaralangan.

Funksiyaning davriyligi

y—/(*) funksiya X to‘plamda aniqlangan boisin.
7-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T(T*0) son topilififl

VxeXuchun x+TeX, x—TeX,f(xxT)=f(x) boisa, /(x)funkii])HH

davriyfunksiya deyiladi. Bunda T laming eng kichik musbat gism iH
Toga f(x) fmksiyaningdavri deyiladi.

Masalan, j=sinx funksiyaning davri In,
davri it.

tgx funksiylining

2—-misol. /(x)=4sin3x+3cos3x funksiyaning eng katta giymatinl v|

davrini toping.

Asos(axt=<p) funksiyaning davri Ta= — boiadi. Bundan T0=-"
a

4.3.2. Teskari funksiya

Aniglanish sohasi X va giymatlar sohasi Y boigan y = fix)
funksiya beriigan boisin. Agar bunda har bir yeY giymat yagona
xe X giymatga mos qo‘yilgan boisa, u holda aniglanish sohasi Y va
giymatlar sohasi X boigan Xx=(p(y) funksiya aniqlangan boiadi. Bu
funksiya y—fix) ga teskarifunksiya deb ataladi va x= <p(y)= f~\y)
cabi belgilanadi.

y— f(x) va x—(p{y) funksiyalar o'zaro teskarifunhsiyalar deyiladi.
iunda y=f(x) funksiyaga teskari X = (p{y) funksiyani topish uehun
r(xX) —y tenglamani X ga nisbatan yechish (agar mumkin boisa) yetarli.
lasalan, y=ax funksiyaga teskari funksiya x = logoy funksiya boiadi.

—x1 funksiyaga xe[0;1]da x=."y teskari funksiya mavjud, %e[-1;1] da
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DftjH.l1 nHH4, chunki bunda y ning har bir giymatiga X ning

iiiiiNitlan, y *1 ga x, = -1, Xx2= 1 mos keladi.
i i -u limkulyu ta'rifiga ko‘ra, Yy =f(x) funksiya X va y

H'rtMlda bir giymatli moslik o ‘rnatsagina Yy = f(x) funksiya

ol ui hinkitiyaga ega
H'imll  hiindfi har gcmday Y
H B Monoton  funksiya Jy=1()
mHMH fiinblytiga ega
- tloyish mumkin / A=*
>m Imli Mtinda agar funksiya / S
U ««i (Kiiiiiaysa), u holda % M ox/ / -
1 i Il funksiya ham
h 'nmili (knmayadi). ~N~~7"r
1 f[x) va unga teskari /1 /1 s
. . . . . w *9/ Yo X
i V'lIi) Hinksiyalar bitta egri
w »1 hil ifodal di, ni _
» tlan jfodalanadi, ya’'ni Iy—p(x)
M1HH] |y grafigi  ustma-ust
liviliitili. Odatdagidek, 6-shakl.

inent (erkli o‘zgaruvchi)

I blinn va ftmksiya (bogiiq o‘zgaruvchi) y bilan belgilansa, y = f(x)\

ilyaga teskari funksiya y=¢(x) deb yoziladi. Bu y=f(x) egri
illl/lgning M,(x0;y0) nuqtasi y=<p(X) egri chizigning M 2(y0;x0) nuqtasi
Im)'lIshini  bildiradi. Bu nuqtalar y =X to‘g‘ri chizigga nisbatan
ulmmclrik boiadi (6-shakl). Shu sababli o zaro teskari y=f(x) va
Kk-ri(¥) funksiyalaming grafiklari | va IlIl chora/dar koordinata
burchaklarining bissektrisalariga nisbatan

I'lmmetrik boiadi.

4.3.3. Murakkab funksiya

X to'plamda giymatlar sohasi Z boigan 2z=¢(x) funksiya
aniglangan boisin. Agar Z to‘plamda y-—f(z) fiinksiya aniglangan
boisa, u holda X to'plamda y =T (<p(X)) murakkab funksiya (yoki
z=¢(X) va y-TFf(z) funksiyalaming superpozitsiyasi) aniglangan
deyiladi.

z = <p(X) o‘zgaruvchi murakkab fimksiyaning oraliq argumenti deb
ataladi. Murakkab fimksiyaning oraliq argumentlari bir nechta boiishi

ham mumkin.
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Masalan, j>=c6s5x murakkab funksiya, chunki u y=/(*)

va z = (p{x)= 5x funksiyalaming superpozitsiyasidan iborat.
4.3.4. Elementar funksiyalar sinfl

Quyida keltirilgan funksiyalarga asosiy elementar funkshitkU
deyiladi.

1. 0*zgarmasfunksiya y=C(CeR).

0 ‘zgarmas funksiya: £>(/)=(—<»;+<»), £ (/)= {C} chegaralangdi. jult,
davri ixtiyoriy T.

0 ‘zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o‘qgiga parallelto'gW
chiziqdan iborat boiadi.

2. Darajalifunksiya y—xa, aeR,a* 0.

Hamm a darajali funksiyaning grafiklari (1;1) nugtadan o‘tadi. *1

1) a =n. n-butun musbat son. Bunda funksiyaning graflgi
koordinatalar boshida abssissalar o‘qiga urunadi («> 2 da); n juft SON
boiganda ordinatalar o‘qgiga nisbatan simmetrik, n toq son boigamitt
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik boiadi (7-shakl). »» Hin
Iva 111 choraklar koordinata burchaklari bissektrisalarining grafigini

ifodalaydi (7-shakl). $

j«=3 Y s
T o
X/ i 1
f/in=1
/ 1
- N\ 1
/
J Slll - iv -1
&
/ /0 _ =1 0 1 *
)
1/ %
n=-y
1
7—shakl. 8—shakl.

2) a——n, «—butun musbat son. Bunda funksiyaning grafigi n juft
son boiganda ordinatalar o‘qgiga nisbatan simmetrik, n tog son
boiganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
boiadi (8-shakl). n=1 da teskari proporsional bogianish grafigini

ifodalaydi (8—shakl).
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11j8«), i , m va //l-oczaro tub butun sonlar. Bunda n juft son

lii @ewim  /)(/") "[0j+o0), n toq son boiganda D(f) = (-oo0;+co).
A 'ti «tumi’ grafigi n tog va m juft son boiganda ordinatalar o‘giga
inuiiulrik (9-shakl), n va m toq sonlar boignida

ni boshiga nisbatan simmetrik boiadi (10-shakl). r<1 da

=il ntitular boshida ordinatalar o‘qiga urinadi (9, 10-shakl),
111l ith

mAl)

iirnllk koordinatalar boshida abssissalar o‘giga urinadi (11—

9—shakl. 10—shakl. 11-shakl.

4)amq, q=—<0, mva n-o‘zaro tub butun sonlar, w#-1. Bunda
n

H jult son boiganda D (f)=(0;+co)(12-shakl), n toq son boiganda

f)m (-00;0)u(0;+qo). Funksiyaning grafigi n tog va m juft son

fcoiiinnda ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik, n va m toq

Tt
feoiudi (13-shakl).

iir boiganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik




3. KO’TsatkichIifunksiya y=ax aeR,a>Q,a*l.
K o ‘rsatkichli funksiyada D (/) = (-co;+00), E(f)=(0;—hx>). Bu il

a>1 boisa, R da monoton o‘suvchi, O<a<l boisa, R da moiutli

kamayuvchi.
Ko ‘rsatkichli funksiyaning grafiklari (0;1) nugtadan octadi. 1
Ko ‘rsatkichli funksiyalar grafiklari 14—shaklda keltirilgan. '
4 .Logarifmikfunksiya y = logffjt, aeR, a>0, a*\.
Logarifmik funksiyada
D (f) = (0;+°0) va
E(f) = (—o0;+00). a>1 boisa,
D(/)da monoton o*suvchi,
0O<o<l bo‘lsa, D(f)da
monoton kamayuvchi; y—al \ 0
ga teskari funksiya.
Logarifmik funksiyalarning 16—shakl.
grafigi (1;,0) nugtadan o ‘tadi.
Logarifmik funksiyalarning grafigi 15-shaklda keltirilgan.
5. Trigonometrikfunksiyalar.
. j=sinx: D(f)=(-oo0;+00), E(/)=[-1;1], cbegaralangan,

davri 2/r(16-shakl).
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3 1.)(/) = (—oo;+cc), E(f) = 11, chegaralangan, juft, davri
HOL LM *1nsM);
r ir»int:

KI1n (u» 1)M@7+1)0 neZ,

I« i < l<om), toq, davri 7r(17-shakl);

1 1y«tyx

117) in+ymanez,
Hf/j »1 inj+eo), tog,
HFVFI w( 17-shakl).

# Tttskari trigonometrik

funhivfilnr:

Yy ¢ jucsinx:£)(/)=[-1;1],

/(/'} 1 2:Tj» chegaralangan, toq, monoton o‘suvchi (18-shakl);
y Yy
a - NnX r a
\
.y —arcoosg
isce 1 * ’
2
/
| A
2 -1 o 1 X
18—shakl. 19—shakl.

e j/=arccosx: A (/)=[-L111, £(/)=[0;;r], chegaralangan, monoton

kainayuvchi(19-shakl);

y Yy
A
A
5, Yy =arctgx
/ , N
13 7 * 2 \ Vv =arcctgx
A
-
[¢] X
20—shakl. 21-shakl.
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* y— arctgx: D (/) = (—oc;+00), toq, muimMI

o'suvchi (20-shakl);

. Yy = arcctgx: D (f) = (—oo;—k»), E(f)=(0;7i), monoton«
kamayuvchi (21-shakl).

Asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi arifrnetik anmlUf
(go‘shish, ayirish, ko'paytirish, boiish) va  superpozitsiVulttl»
yordamida hosil qilingan bitta formula bilan berilgan funksjy»|H
elementarfunksiya deyiladi.

Masalan, y —Pm(x) = aOxm+ aixm*+... + amx + am y = Ig2(sin2x) + 0] H
y —arccos— +\jx* —elementar funksiyalar.
X

Elementar bo‘lmagan fimksiyalarga quyidagi funksiyalar iniMU
boiadi:

x3 + xs x1
, »3 SM~717

4.3.5. Giperbolik funksiyalar

Ko ‘rsatkichli funksiyalardan hosil gilinadigan quyidagi elemental
funksiyalarga giperbolikfimksiyalar deyiladi:



Ajfhibollk ki»sinus:y =chx, chx= (23—shakl);
Mtorholth iangens.y = thx, thx= e ~e (24-shakl);
ex+ ex

ttatthoHk kotangensiy= cthx, cthx=———  (25-shakl).
ex—ex

4.3.6. Oshkormas va parametrik

ko‘rinishda berilgan funksiyalar

Agar X va Yy o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish y=f(x)
kiMinishda ifodalansa. bu funksiyaning oshkor ko‘rinishdagi berilishi
hINublanadi. Shuningdek. ayrim hollarda funksiyaning oshkormas
kn'iinishidan foydalanishga to‘g‘ri keladi.

limksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Agar har bir xe X songa
IKON go'yilgan yagona Yy son F(x,y) = Q tenglamani ganoatlantirsa,

f(x) funksiyaga F(X,y)=0 tenglama bilan oshkormas ko ‘rinishda
berilganfiinksiya deyiladi.

Agar X va Yy o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish ikkita x=Xx(t) va
y my(t), teX fimksiyalar berilgan boMsin. U holda Oxy koordinatalar
(okisligining koordinatalari (x(i);~(0) boigan barcha nuqtalari
lo'plamiga parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq (egri chizig yoki
10'g‘ri chiziq) deyiladi. Bunda t parametr deb ataladi.

Agar parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq y=f(x) funksiyaning
grafigini ifodalasa, bu funksiyaga parametrik ko ‘rinishda berilgan
Junksiya deyiladi.
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4

.3

.7

. Mashqglar

1. Funksiyaning aniglanish sohasini toping.

i>p *> =44_;

3) f(x)=74-x2;

7) /1 (x)=Vje—=T7+V10—-x;

9) /(x) = =Ix=I1+Jl=X +Vx1+4;

M) /(*) = arcsinx—arccos(4—x);

13) /(x) = tog,inlgjr,

15) /(x) = en log2(2—3x);

17) /(x)=j3—4xX +arccos*

19) /(x)=-
VX2—3x+2

—5sin2x.

1+x [}

2)/w *7 55 f

4> /w =5r g a ;

/ 4-3x2-*

6) /w = COSXX

8) /(x)==F& +1-VXx+T;

10) n *)=1Nrr8+uy ~

12) /(x) =arcsin(x-2)+3In(x-2);

14) /(x) = Insinx;

16)/(x) =1In
1/(x—6)*

18) /(x)—arccos =" —+2*;

20) /(T)- X~In(r+3).
n/8—x

2. Funksiyaning giymatlar sohasini toping:

1) /(X)=x2+4x+2;

3) /(x)=2sinx-5;

5) /(x) =2*1-1;

7) /(x) =V9—-xJ;

9) /(x)=3|x]|—-i;

2X’ +4x+5°

2) I(*)=VT7-x+2;
4) /W =sinx+cosx;
6) /(*)=2e_*+1
®) /(*) = —arelgx;

10) /fw=-272zl.
—J2i-3|"

12) /(*)= - _1t

-)



W]4) *»" ™ Ainksiya berilgan. Quyidagilarni toping:
2) I<—*/4); 3) /(=*); 4)J g

4 1 iiiili‘tiyitning monotonlik oraliglarini toping:

—1f+6; 2) /(x)=x3+ arcsinx;
4) f(x)= arctgx—x.

1 iiyaiiing juft, toq yoki umumiy ko‘rinishda ekanini aniglang:

iX—xs 2) f(X)—x*+5x2—1%
iltA*1 ~ ' 4) /(x)= ctg3x+cos2r,
E 3+jr
D /1-in = 6) /(*) = In(r+ V*2+1);
1) /hi  21jt]-3: 8) /(*)=*W ;
» 3F(x+sinx); 10) /(x)=

<= Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini toping:

1) /'PI»(k——n)cos2x+n (0<A<n); 2) /(x) = 4sinx3;
1) /(*)m sin2X+cos2x; 4) /(x)=3sinx+4cosx;
1) /(x)*“ Sindx+cos4X; 6)/(x)=|cos4x].
7. Funksiyaning monoton, qat’iy monoton yoki chegaralangan ekanini
aiilglnng:
1)/(*) = sin2x; 2)/(x)="*?"
X+7’
j X, agarjc<o,
«*)/(X) = V3x—4; 4)/(x) =
3, agar x> 0.
8. Funksiyaning davrini toping:
1) /(*)=—2césj; 2) /(x) = cl&(2x—3);
3) /(x)=fgx—-cos”; 4) /(x) = sin~cos”CosSXcos2x;
/(x)=sm 4x —cos4x; 6) /(x) =sin2x+cos3x;
7) /(x)=|sin2x]|; 8) /IWHcos3x];
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9) /(x) =sm~+cos— ; 10) f(x) =tg"j—ctg~+sin j,
9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:

1) y =3x+5; 2) v=—
I+x

3) y=4+logj X; 4) y=2sin3x
16. /(g(x)) va g(f(x) murakkab funksiyalami toping:
1) f(x) =3x+\, g(x)=x* 2) f(x)=smx,

1
4—jc'

4) f(x) =23 g(x) = log2x.

11. Funksiyaning grafigini chizing:

1) y=x1+4x+3; 2) y =—2sia3x;

o 2x-1 4) y=—x21Ixl;

5) = xsinx; 6) y =x+siax.
%

7) .y= arccos|;t|; 8) **3*

12. Ayniyatrii isbotlang:

cA2x+1
3) ch*x—

+1

5)iA(tax) = x2-1 6)chQnx) = x2
13. Qaysinugta "+«x>sj/—x=0 fimksiya grafigigaiegishli ekanini aniglang:
14(1,0); B(0;0); e
14. Qaysinuqta j* ~ 2 parametriktenglamalar bilanberilgan egri chiziqga
tegishli ekanini aniglang: A(1;5); C(2;8); D(0;1).

15. Berilgan funksiyani y = y(X) ko‘rinishga keltiring:
ix=t+2, x = 3sinf,
{y=il+4/+5; Is «"2eosi.
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4.4. FUNKSIYANING LIMITI
4.4.1. Funksiyaning  limiti

Funksiya limitining ta’riflari
Hltor X sonli to‘plam berilgan boMsin.
Mu'rlf. Agar xbeX nuqgtaning ixtiyoriy s (s>0) atrofida X

Vylltmntng cheksiz ko'p elementlari yotsa, x0 nugtaga X toplamning
W 1 nnv/lasi deyiladi.

Mustian, JT :€|I_ n e"!‘] todplam uchun xo=0 limitnuqgtabod4ladi.
«

f(x) funksiya X toplamda aniglangan va xa nuqta X toplamning
Y nugtasi boMsin.

2— ta’'rif. (funksiya limitining «ketma—ketlik tilidagi» yoki Geyne

iii iill) Agar X toplamning nuqgtalaridan tuzilgan xQ nugtaga

ynginliishuvchi har ganday {x,} ketma—ketlik (xa*x0) olinganda ham,

: hu kotma-ketlikka mos {/(*,,)} ketma—ketlik hamma vaqt yagona A
IIffltga intilsa . A soniga f(x) funksiyaning xt mtgladagi yoki Xx —*x0
*Aig/ limiti deyiladi va bu limf(x) = A deb yoziladi.

3 ta'rif. (funksiya limitining «<e—0 tilidagi» yoki Koshi tarifi).
Juur Ve>0 son uchun shunday (>0 son topiisa va X ning
M—x01<6  tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xex, xoxo0

ymatlarida \f(x)—A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x)
nksiyaning XQ nuqtadagi yoki x—>x0 dagi limiti deyiladi va bu
Umf(x) =A deb yoziladi.

Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi ta'riflari o‘zaro
okvivalent ekanligi isbotlangan. Shu sababli funksiyaning nuqtadagi
limitini topishdabu ta’ riflaming istalgan biridan foydalanish mumkin.

X0 ga intiluvchi {*,} ketma—ketlikni yetarlicha ko‘p usul bilan
tnnlash mumkin boiganligi uchun Geyni ta’rifidan funksiyaning limitini
topishdan ko‘ra, funksiyaning nuqgtada limitga ega bo‘lmasligini
ko‘rsatishda foydalanish qulaylikka ega bo‘ladi. Buning uchun X0 ga
nuqtada limitga ega boMmagan birorta {/(*,)} ketma—ketlikni topish
yetarli yoki har xil limitlarga ega bo‘lgan {/(*")} va {/(*")} ketma—
ketliklami ko*rsatish kifoya.
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1-misol /(x)=sin— finksiya jc=0 nuqtada limitga Qm
X

boimas i ko'rsating.

Yechish. x =0 nuqtaga intiluvchi ikkita i— 1 va J— — 1 kctm«]|
tnn} (1 +2»*] 1
ketliklami garaymiz. Mos {/(*)} ketma-—ketliklar har xil limitlariM

intiladi: {sin»#} ketma-ketlik nolga intiladi, isini— + 2n7t\\ ketma-kdlik
1 v2 )J

esa birga intiladi.

Demak, /(x)=s fimksiya x=0 nuqtada ifimitgaegabo‘Imaydi.'B

X

2—misol lim(3x —2) = 1 ekanini ko'rsating.

Yechish Vs >0 son olamiz. Shunday 5> O0sonni ko‘rsatishimi/
kerakki, |x—I|<£ boiganida j/(x)—1]|<£ bo‘lsin.

Bunda /(x)=3x—2: |/(x)—1H(3x —2)—1H3x ~3H3(*=1)|=3|x - 1]]

boigani uchun 5 =— deb <8sak, |x—1|<<5 boiganda |/(x)—1]|<£ boiadi, i
3
Demak, lim(3x—-2)=1.

Xususan, s —1da 8 ——, e——da <5=—.
3 2 6

Shunday gilib, 8 son e songa bogiiq boiadi. Shu sababli
keyingi ta’riflarda 8 = 8(e) deb olamiz.

Izoh. Funksiyaning X0 nuqtadagi limiti ta’rifida x0 nugtaning o‘zi
garalmaydi. Shunday qilib, funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati
funksiyaning bu nuqgtdagi limitiga ta’'sir gilmaydi. Bundan tashgari,
funksiya X0 nuqgtada aniqlanmagan boiishi ham mumkin. Shu sababli
XQ nuqgtaning atrofida (x~x0 boiganda) teng boigan ((x=x0 da har xil
giymatga ega boigan yoki ulardan bittasi yoki har ikkalasi
aniglanmagan) ikkita fimksiya X —>x0da bitta limitga ega boiishi

yokiulaming har ikkalasi limitga ega bo‘Imasligi mumkin.

R ix2, x&Q,. .
3—misoll f(x)=< bo Isa, lim/(*) hmitni topmg.
~ 1, x=0 *=0

Yechish g{x)=x\ —co<x<+oo funksiya x=0 dan tashgari, barcha
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h bihnlu /(X) funksiya bilan ustma-ust tushadi va limg(x)=0

£ «"li Shu sababli lira/(x)=0.

1imInlyuning nugtadagi limiti ta’rifini geometrik nuqtayi nazardan

1"M.hs lalgin qiiish raumkin: agar A soni /(x) funksiyaning
$, li boisa, A nugtaning istalgan S atrofi uchun
ft iini|laning shunday 8 atrofi
1 va 8 atrofdagi barcha
11 Ci/ nuqtalarda /(x) funksiya—
lillIM inos qgiymatlari A nugtaning
U ulrollda yotadi. Boshgacha
rivIiiHviln /(x) funksiyaning
0 NImldagi grafigi
1ei va y=A+e to'g'ri chiziglar
hir diegaraiangan, kengiigi

1« gu teng bo‘lgan tasmada
Ir> liislimli (26—shakl).

4—-la’'rif. Agar Vs>0 son uchun shunday 3 =5(f)>0 son topilsa
w X ning X0<x<x0+<5 (x0 - 5<x<x0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
Tiinhn giymatlarida |f(x)—A\<s tengsizlik bajarilsa, A soniga /(x)
Ihnkiiyaning X0 nuqtadagi o‘itg (chap) Ii
litti F(x)=A yoki f(x+0)=A (1im f(X)=A yo

i deyiladi va
f(x—0)=A) kabi

Imlgilanadi.

f(x) funksiyaning XOnugtadagi o‘ng va chap limitlari bir tomonlama
IUnittar deb ataladi. Agar f(X) funksiyaning xOnuqtadagi o‘ng va chap
limitlari mavjud va bir-biriga teng, ya'ni /(x0+0)=/(xc—0)=A bo‘lsa,

nugtada f(X) funksiyaning limiti mavjud va limf(x)=A boiadi.

y—/00 funksiya (—oo;+oo) intervalda aniglangan boisin.

5— ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday 8=8(e)>0 son topilsa
va X ning X>8 (x<-5)tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida \f(xX)—A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(X)
funksiyaning *onta> (F—»—<») dagi limiti deyiladi va
Jim f(x) = A (lim f(x) = A) kabi belgilanadi.

ta’rifini geometrik nuqtayi

Funksiyaning cheksizlikdagi Ii
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nazardan bunday talgin gilish mumkin: agar lim fix) —A (lim 1(0
bo‘lsa, Vs>0 son uchun shunday S-8(s)>0 son toptindtk
xe(S;+co) (xe(—ao;S)) larda f(x) iunksiyaning qiyntnlINjH

A nuqtaning s atrofidayotadi.

Limitlar haqidagi teoremalar -

Funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» ta’rifi yaqinlasluivftfl
(limitga ega) ketma—ketiiklaming xossalarini iunksiyaning limiti lu liutl |
o‘tkazish imkonini beradi. Bu xossalami ifodalovchi teoremalar hilull

tanishamiz va ulaming ayrimlarini isbotlaymiz. Bu teorenutinnM

qaralayotgan funksiyalar x—+x0da limitga ega deb hisoblaymiz.
1-teorema. Funksiya x —> da yagona iimitga ega boiadi.
2—teorema. Ikkita funksiya aigebraik yig‘indisining limiti bn 1

funksiyalar iimitlarining aigebraik yig‘indisiga teng, ya’'ni
iim(/(x) £g(x)) = liraf{x) = limg{x).
Isboti. Ixtiyoriy {xK} k&na—ketlik olamiz.

Bu ketma—ketlik uchun xK—>x,, xn* x0, xneD(f) n Dig) boMsin. J
U holda

iim (f(X) £g{x)) = lim« /(X j =g(xn))=
= lira /(x B=itm g(xn) = lira fix) = lim g(x).
Demak,

Km (/(x) =g(x)) = lira/(x) = limg{x).

3—teorema. Ikkita funksiya ko‘paytmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining ko‘paytmasiga teng, ya’'ni

lim(/(*>+g(x)) = limfix) mimg(x).
l-natija. 0 ‘zgarmas iunksiyaning limiti uning o‘zigateng, ya’ni
limC=C.

2-natija. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashqgariga
chiqazish mumkin, ya’ni

lim(k+fix)) = k «limf (x), keR.



I Hull]ii I'unksiyaning musbat ko‘rsatkichli darajasining li

darajasiga teng. ya’'ni
lim(/(x»~ = (1im/(x)) & p> 0.
I icurvniii. Ikki funksiya boiinmasining limiti bu fiinksiyalar
mPHhiilmMik nisbatiga teng, ya’ni
1im f(x)

lim — - , limg(x)*0.
=+ g(x)  hm g(x)

Ivoi‘ema. Agar x0 nuqtaning biror atrofidagi barcha X uchun

H i)* jl(v) tcngsizlik bajarilsa, u holda lim/(x)<lim g(x) boiadi.
r-yif, X-Mf

fHcorema. Agar X0 nugtaning biror atrofidagi barcha X uchun

fI** * V(x) £9(X) tcngsizlik bajarilsa va lim f(x) = lim g(xX) = A boisa,
M HOIdIl  lim tp(X)—A boiadi.

7-lcorema. limg(x)=0, lim/(x)=07*0 boisin.

1J holda:

m 1) agar \x—x0 |<<5(<5>0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha X

1ohun bo'lsa, lim "~-~= +#00 boiadi;
S() 9()

2) agar |x-*01<<$ (S >0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

1 uchun <0 boisa, lim = -0 boiadi.

mm g

8—teorema. Agar limf(x)=A”"cc boisa, u holda X0 nugtaning

yetarlicha kichik atrofidan olingan X (x*XQ giymatlarda fix) funksiya
chegaralangan boiadi.
Isboti. Shartga ko‘ra, limf(x)=A *00. Funksiya limitining Koshi

&

gako‘ra, Ve>0 son uchun shunday 5>0 son topiladi va X ning
0 < jx—x0] << tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
\f{x)—A\<stya’'ni A-e <f(x)<A+e tengsizlik bajariladi. Demak, X

ning 0 < |jc—jdj <<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida



fix) funksiyaning giymatlari iA~e;A+e)oraliqda boiadi. =
funksiyaning {0 —6;x0+S), x*x0 oraligda chegaralanganligini bildnmill
9—teorema. Agar: 1) limr<pi)=1© va x0 nugtaning sinmiUy

{O0-5;x0+5), S>0 atrofi mavjud va bu atrofdan olingan barcha » k
uchun  ¥Y* 1@ boisa, 2) I1im f{t)= B boisa, u holda X->w
S

murakkab fi<p(X)) iunksiya limitga ega va limf (p{X)=B bo‘hull
PWH

Yugorida keltirilgan teoremalar x—>#¢ daham o'rinli boiadl, |

4-misol lim—  +— limitai toping.
Xa—25 I
Yechish. Bu limit uchun ikki fimksiya boiinmasining limill
hagidagi teoremani goiiab bo‘Imaydi, chunki Xx—5 da kasming maxrgjl
nolga teng boiadi. Bundan tashgari, suratning iimiti ham nolga teng,
Bunday hollarda — kodainishdagi anigmasiik berilgan deyiladi,
Bu anigmaslikni ochish uchun kasming surati va maxrajirp
ko‘paytuvchilarga ajratamU va kasmi x—5*0 (x—>5, lekin x"\5)git
boiib, topamiz:
yeee (x 5)(x—3)I X3 2 1

lira msm
*B(X_5)(x+5) Ex+5 10 5

S5-misol. I 1 m 1 limitnitoping.
X +4xX —X
Yechish. Bu misolda x —>go da — ko‘rinishdagi anigmasiik hosil
ao

boiadi. Kasming surat va maxrajini X ning yuqori darajasiga, ya'ni
X3 gaboiib, topamiz:

3 J_
M 2x3+3xi+l . X+X* _2+0+0
im= = = fim— t— —="————— as?.
™ X3+4X2-X **e 1+ 1 _J_ T 1+0-0
X X2

Ajoyib limitlar

Birinchi ajoyib limit, lim =1,
Mi X
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I Holl

M—(u|W HHIi'lui/iy burchagiga mos yovini qaraymiz (27-shakl).
MttiUihn quyidagilargaega boiamiz:

H f Mi*I<MOA sektoryuzi<ALOA yuzi;
ABEA4 Niiti V OA—-MK = —-1-sinjcMsinx;
f 2 2 2
IfIH tliirvuzi: S, =—0AMA= —elex = —X;
2 2 2

$/1J1 I'M/1 S. = —O A LA = —mimtgx=——tgx.
1 2 2 2

Hundan sinx<x<igx kelibc—higadi. Tengsizlikni sinx>0 ga
In’km V.2

N X | .. R sinx
I<— < —— yoki cosx<<l1.
X

Bndi x<0 bo*isin

iln(—r) sinX
cos(—x) = cosx ekanidan

i «<0Oda ham

lim cosx = 1, lim 1= 1lboigani uchun oxirgi
*>0

longlikdan 6—-teoremaga ko‘ra,

>0 X
6—misol. lim— limitni toping,
X
Yechish. x-»0 da - koerinishdagi anigmaslik berilgan.

Almashtirishlar bajaramiz:

2sin sin
1-G0sJC [21 1
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x—»0 da —-»0 va 1- ajoyib Ili

tga ko‘ra, lira

Demak,

Ikkinchi ajoyib |

lim 1+

Isboti. M a’lumki, lim1l+—1 =e, neN.

x>1bo‘lsin. n=[x] deb oiamiz. U holda

X=n+a,
O<ac<l.

n<x<n+1tengsizlikdan topamiz:

R P I
n+1 X n
yoki
I+_i_|] 4uM <h+"*]|
n+\J K x
X—00 da u —> co.
U holda
lirafl-fr—1 = lim"l +

j— 1lin~l \—-e=¢g

lim|l+—
; n+l
limfl+— — 1 =«

V. n+V

- limfl+— 5
-*4 n+l

Shuning uchun (4.1) tengsizlikdan 6-teoremagako‘ra5
lira) 1+—1 =e
celib chiqadi.
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Misti/ 1itd 1 L) Kimitni toping.

1lifhhh x —>oo da 1’ ko‘rinishdagi anigmasiik berilgan.
1Jiivm ichidagi kasming butun qgismini ajratib, almashtirishlar

mUnmuiilk!

1
=fii+f 1+
1 2x—1J \ xe\l 2x-1
X >00 da 2x —1-»00 bo‘lgani sababli 2-ajoyib limitni qoilab,
lupMitttiz:
lim 1+ —
2x-1
lim— T-~ ekanidan limf——1 =V?2.
1 2 A2x—-\

4,4.2. Cheksiz kichsk funksiyalar

Ta’riflaT va asosiy teoremalar
6—ta’rif. Agar lim/(*) =0 boisa, f(x) funksiyaga x—>x0 da cheksiz

kichikfmksiya deyiladi.
Funksiyaning limiti ta’'rifigako‘ra, limf{x) =0 tenglik quyidagicha



talgin qgilinadi: \fe>0Oson uchun shunday <5=<5(e)>0 son jtopIMI un
X ning 0<|x—xo0j<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiyumtM—*
1T(X) |<£ tengsizlik bajariladi.

X-»Xx0+0, X—=>X0 -0, X =+Q0,X =>—*0da cheksiz kichik funkilyt ¥
kabi ta’riflanadi.

Cheksiz kichik funksiyaiar ko‘pincha cheksiz kichik kattalikinr yiLi1
cheksiz kichik deb ataladi va odatda, grek alifbosining a,? kabi lutrdM
bilan belgilanadi.

Cheksiz kichik fimksiyalarga x —*0 da a=x\ x->3 da fi
x—+kn,kez da y=sinx funksiyaiar misol bo‘ ladi.

7—-ta’ rif. Agar lim/(x)=o0 boisa, f(x) funksiyaga x xada cb/lnuy
katta fimksiya deyiladi.

Bunda /(x) finksiya fagat musbat qiymatlar gabul qiUii,
linY (x) = +00 deb, fagat manfiy qiymatlar gabul qilsa, lim/(x) = - «W»

yoziladi. Masalan, x—+1 da f(x)=-~— cheksiz katta fimksiya bo'hull
1

Cheksiz kichik funksiy”~ar uchun o‘rinli boiadigan teoremalar Winn
tanishamiz.
10—teoremaq *I_i”ngf(x): A bo‘lishi uchun x—+x0 da a(x)-f(x) 1
fimksiya cheksiz kichik boiishi zarurva yetarli.
Isboti. Zarurligi. \\mf(x)—A boisin. f(x)-A =a(x) Tforksiyefll
olamiz.
U holda
lima(x)= lim|/ (x) —A\= limf(x) - limA= A -A=0.
bt e g bl

Demak, a(x) =f(x)-A fimksiya cheksiz kichik.

vetarliligi. f(X)—A=a(x), bu yerda a(x) cheksiz kichik fimksiya
boisin. Bundan/(x) = A+a(x).

U holda

%19(1/ (x)= \Iim(A+ a(x))= l!%fl + )!j,%na(x) =A+0=A.

Quyidagi teoremalar x —>X,,da deb garaladi.

11—teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik fimksiyalaming
algebraik yig‘indisi cheksiz kichik fimksiya boiadi.

12—teorema. Cheksiz kichik fimksiyaning chegaralangan fimksiyaga
ko' paytmasi cheksiz kichik fimksiyaboiadi.
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4 h<lit Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming
nj}limchcksiz kichik funksiyaboiadi.

A Cheksiz kichik iunksiyaning chekli o‘zgarmas songa
- uihi it chcksiz kichik iunksiya boiadi.
Cheksiz kichik iunksiyaning nolga teng boimagan
mHUI *m limksiyaga boiinmasi cheksiz kichik iunksiyaboiadi.

11ujurl<ill keltirilgan teoremalar x —>00, X —=>X0—0, X —>x0+ 0 da ham

ihill 1«i liuli.
11 Inoremu. Agar X—»x0da a(x) iunksiya cheksiz kichik boisa,

m |HiMii | >x0da T) iunksiya cheksiz katta boiadi va aksincha agar
a{x

I t« dii f{x) funksiya cheksiz kattaboisa, u holda x ->x0da ——
/(*)
H~Imlyu cheksiz kichik boiadi.

H-misol. a{x)—{x—2)35ir12—2 iunksiya x—>2 da cheksiz kichik
X—
I'"* liftliini ko ‘rsating.
Yinhish. lim(x—2)' =0 ekanidan /3(x)= (x—2f iunksiya cheksiz
Kiolilk

#(x) = sm2——, X*2 funksiya chegaralangan, chunki sin>—— <1.
-2 o [r x=2]
a(x) iunksiya cheksiz kichik fi(x) iunksiyaning chegaralangan
f(x) funksiyaga kogaytmasidan iborat. Demak, 12—teoremaga
ko‘ra, a(x) funksiya x —»2 da cheksizkichik.

Cheksiz kichik funksiyalarni taqgoslash

Maiumki, cheksiz kichik funksiyalaming yigindisi, ayirmasi va
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiyalar boiadi. Bu tasdigni cheksiz
kichik funksiyalaming boiinmasi uchun ta’kidlab bo‘lmaydi, chunki
bitta cheksiz kichik fimksiyaning boshga cheksiz kichik funksiyaga
nisbati har xil natijaga olib kelishi, ya’ni chekli son boiishi, cheksiz
katta boiishi, cheksiz kichik boiishi yoki limitga ega boimasligi
mumkin.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan nisbati yordamida
taqgosianadi.

a(x) va p(x) funksiyaar x —>x0da cheksiz kichik funksiyalar
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boisin.

1. Agar lim——=A&O0(A— che/dison) boisa, a(x) va B(x) bit H
Kk B(X)

tartibli cheksiz kichikfunksiyalar dey iladi.

2. Agar 1im"—=~=0 boisa, a(x) funksiya B(x) funksiyaga nishittHll
xR (%)

yuqgori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va bu a =o(3) kthl

belgilanadi.

Misollar keltiramiz:

1) X —0 da singc va sinx funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik
3sin3x  Ajmsinax
funksiyalar, chunki lim = lim———
X sinx sinx
X

2) x —>»0 da 2x3 funksiya 5x funksiyaga nisbatan yuqori tartibli

R ... 2X3  2xz
*.heksiz kichik funk5|3/a, chunki lim— =Ilim— =0;
5x 5

3) Xx—=0 da sinx funksiya X1 funksiyaga nisbatan quyi tartibli

heksiz kichik funksiyalar, chunki Ilim~A*=1lim~0.1=j
** X M°® x X 0

4) xsin—va x funksiyalar x—»0 da taqgoslanmaydigan cheksiz

.1

AHAN—

2hik funksiyalar, chunki lim—— —= limsin— limit maviud emas.
*x X X2 X
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Ekvivalent cheksiz kichikfunksiyalar

Ml nil lartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz
(H&Ini' limkrtiyalar muhim ahamiyatga ega.
itlv) vu p(X) funksiyalar X-*Xa da cheksiz kichik funksiyalar

M 11
NIn'rif. A lim 2/ =| boisa, uholda X-+X) da a(x dix
n'rif. Agar Imp(x) oisa, u holda X8 a a(x) va dix)
i Ai/i/Av// cheksiz kichik funksiyalar deyiladi va a(x)~f3{x) kabi
Mijftlifltiadi.

Musalan, x 0 da sinX va X funksiyalar ekvivalent cheksiz
Ihlilk funksiyalar, chunki LL@ ’;("z l.

Cheksiz kichik funksiyalar uchun crrinli boiadigan teoremalar
lillmi limishamiz.

15-teorema. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz
Kitlilk funksiyalaming har ikkalasini yoki ulardan bittasini ekvivalent
mllIkNi/ Kichik funksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limiti

VKgArmaydi.
Jsboti. x->x0 da a~a' va P~P' boisin.
Il holda
M R —im@ imRe = a_'_ a’
nrﬁ?p =l =l m” ggfp =1 S=ligdt
yu'ni
lim—=lim~7.
Tkt

16-teorema. Ikkita ekvivalent cheksiz kichik funksiyaning ayirmasi
ularning har biriga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya
boiadi.

17-teorema. Chekli sondagi har xil tartibli cheksiz kichik
funksiyalaming yigindisi eng quyi tartibli go‘shiluvchiga ekvivalent
boiadi.

Cheksiz kichik funksiyalaming yig‘indisiga ekvivalent boigan
cheksiz kichik funksiyaga bu yig'indining bosh qismi deyiladi.
Cheksiz kichik funksiyalaming yig‘indisini uning bosh qgismi bilan
almasatirish yuqori tartibli cheksiz kichik funksiyalami tashlab
yuborish deb yuritiladi.
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9-misol ijp . limitni toping.

2sinx
- O3X+TX +4xs_ . 3x_ . 3 3 i
vechisth, 1im3XF T —Ilmfx—lmz—z, chunki

sinx~x va 17-teoremagako‘ra, X~»0 da 3x+7xJ +4x*~3x.

— ko‘rinishdagi anigmasliklami ochishda ckvixulmt

cheksiz  kichik funksiyalami almashtirish prinsipidan va ckvivnlinl
cheksiz kichik iunksiyalaming xossalaridan foydalanish mumkin.

Limitlarni hisoblashda qgtiyidagi ekvivalentliklar gollaniladij

1 x-»0 da sinx~x; 2. x-*0 da tgx~x\

3. x-»0 da arcsinx”Xx; 4. x-»0 da arctgx~x
5. x-»0 da 1-eosx—"21: 6.x-»0 da ex  *|
7. x—=0da a*-I~xlIna; 8. x—0da h~l+x)"

9. x~»0 da loga(l+x)~xlogae;

10. x—=0da (I +x)"-\~mx.

10- misol. ljm------ x-:-?:--:--limitni topmg.
M sindx - arctgix

Yechish, Il L0 =i (21 (12 )
r*sindx-arctg3x ** sin4x - arctg3x
x-*0 da 2U—1—-3x102, 7*-1~xIn7, sindx~4x va
arctg3x ~3x ekvivalentliklardan foydalanamiz:
m 23 -7r  _« 3x|n2-x|n7_31n2-|n7=i,ni
Psindx—arctg3x " °  4x-3x 1 7

4.4.3. Mashqlar
1. Funksiya limitining ta'rifi yordamida isbotlang:
1) lim(2x—-3) =L 2) lim(1-3x)=4;

3)If§ix2:I; 4) “{Hﬂ
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I /1*1 UinliNiyttning x=x0 nuqtalardagi chap va o‘ng limitlarini toping:

j B 4 xZ2, X0=2;

2)/ (x)=2*x0=0;

4(1-X)+ ] 1-xJ

I 1, /me funksiyaning 0=0 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.
&/ Dbi funksiyaning x0=2nugtada limitga ega emasligini ko'rsating.
A Lliiillinriu toping:
1) limdt>, +3x-1); Z»Iag%’,‘c_pgk
X9 . {B.9f-SUI
1 Lhr, 2%-3' M S-Q»Z( -lIx+5’

im - i V2=
u}!lrp 4-:'\-[!'2 v 6)Inn‘].5—x'2-
§|i| Pa-t. 8f ‘|im_\li_:'_'j9_'_i__;

= Xi H4X2+6x+3. oo X2+X-2

Y Hm_;;g(f3x+l : 10) lim—==
1) ~l5xre) a1 1%
. AX4-3X+2. Xs-4
1) i ax R B
B XEHX 1A - 22
k‘s}ffh%_z)(?ﬁy *| x,@x—w
17) tan x(V4x2-1-2x); 18) tan(Vx2-4+x);
19) lim {3
o+ 5x+2/
A
2) i g »X+SINX
- . . SiN3X
23) ta) xjfgr, 24) "msinZX
25) lim =" 26) lim ~~



27) lim sin 3x 28) lim V2VI+

>0 sin X
29) limfah ctoxi 30) limfig*-—-—
31) tim(x-l)ctgxx; 32) \\mj~-x"gia\
33)(\,\%1?!—9?'”&' ! 34) * X —3(
Ns® C - 36 Mg,

38) lim
39),@19--)2-151 40 i 1P
41) lim(I+sinx)x; 42) Q%(COSZX)'*‘(@‘;
a*-3
43) N (3-27) 44) lim (3-x)2*.
oo 3 ) J*

45)|Imigx-25iax 46) Ir'nrglércsinje+3*
47) lim(4x+1)(In(3x+2)—b(3x—1)); 48) lim x(In(.x+1)-Inx).

6. Quyidagilarni isbotlang:
1) x->0 da a(x)=tg2x va fi(x)=3x+x* fiinksiyalar bir xil tartibli;

2) x-*| da a(x):)’(‘_;I va /2*)=Vx-1 funksiyalar ekvivalent;
3) jeo+qo da a(* -I—Xr va P(x \])( 2 funksiyalar uchun or=©(/?);

4) x-*0 da a<»=arcsin2x+.X2 va /()= 1-cosx funksiyalar uehun p=o(a).

7. Limitlarni ekvivalent cheksiz kichik funksiyalardan foydalanib toping: .

. ig2x 2 i 1—eosx
D im o 1+ax) )M o v axeraxa
arctgix 32\
4) | A
9 NI]’sinjc-sin4><’ ) IrTlarc5|n2><
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X +X-4 .
) Wartye)
g fim € &1

A arcsiox+2x

10) linv'r”? - 1

**0 *arcsin3x

12) tim arctglx- arcsin3x
f ‘ ] 5
w i 1 fohy’ 1)1 i
| ~prlGymMEC +a), 5inen -1)
1t |df uIH lim%(g>»14.
| 1 <’otg0£(gsrﬁx
M im COS 20) tin T
F 1 Amin* J?XCOSX
i) HOE -1); 22) limx-(2Uz-3 W)
I 2 4
M l 3r X{cos ) o jele™ *-0)

45 FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

4.5.1 Funksiya uzluksizligining iariflari

f{x) funksiya xOnuqtadava uning biror atrofida aniglangan boisin.
1-ta’rif. Agar f(x) fiinksiya x0nuqtada chekli limitga ega bo‘lib, bu
limit fimksiyaning shu nuqtadagi giymatiga teng, ya’'ni

iim /(x)=/(x0 (5.0
boisa, fix) funksiya x0nuqtada uzluksiz deyiladi.
limf(x) =/(*,,) tenglik uchta shartning bajarilisbini angiatadi:

1) f(x) funksiya xOnugtada va uning atrofida aniglangan:
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2) f{x) funksiya x—=x0da limitga ega;
3) funksiyaning xo nugtadagi limiti uning shu nugtadagi giymatigM (MJ]|
X0=limx ekanidan (5.1) tenglikni

lirafix ) =/ (limx) (1H

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun limItfE
o‘tish va funksiya belgilarining oanini almashtirish mumkin. "

Funksiya limitining ta’rifi asosida funksiya uzluksizligining In‘itmil |
«e-0 tilida» quyidagicha ifodalash mumkin.

2-ta’rif. Agar Vs >0 son uchun shunday S >0 son topilsaki, v nlitg
|x-x0]<6  tengsizlikni  ganoatlantiruvchi  barcha  giynintimItU
1/ (*)-/ (*QI<E tengsiziik bajarilsa, f{x) funksiya x3 nugtada uzluh\$
deyiladi.

(5.1) tenglikni

lim {f(x)-f(x0))=0 (5.2)

ko‘rinishdayozamiz. 9
x~x0ayirmaga x argumentning xOnuqtadagi orttirmasi deyiladi vftj
AX bilan belgilanadi, fix)-f(x3
ayirmaga esa fix) funksiyaning
xOnugqtadagi orttirmasi deyiladi va
Ay bilan belgilanadi.
Shunday qgilib,  Ax=x-x0,
4v = 1(*0+ A*)* /(*c)-
Demak, fix) funksiyaning
X0 nuqtadagi orttirmasi X ning
fiksirlangan x0 giymatida
argument orttirmasining funksiyasi
boiadi (28-shakl).
(5.3) tenglik yangi 28-shakl.

belgilashlarda
JiAy=0 (5.4)

ko'‘rinishni oladi.

(5.4) tenglikni uzluksizlikning argument orttirmasi va funksiya
orttirmasi tushunchalariga asoslan-gan ta'rifi sifatida quyidagicha
ifodalash mumkin.

258



I Inill  Agar x argumentning X0 nuqtadagi cheksiz kichik
H me lim /(o funksiyaning shu nuqgtadagi cheksiz kichik orttirmasi
f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.
I'mil ulyiuilng  nuqtadagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan
# MtinHiliiM Utftlgan biridan foydalanish mumkin.
/ Mhio/ y >cosx funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
K Mhuh y cosx funksiya XxgRda aniglangan. Istalgan xnuqtani
tftani* v4 lui nugtada A=ni topamiz:
I AR

Ituiulim  [imAy=Ur*2sm ~x+~"-sin”j=0 kelib chigadi, chunki

HIVgnintnngan sinlix+3Jl funksiyaning cheksiz  kichik sin;

Pflkulyaga ko‘paytmasi cheksiz kichik boiadi.

i Demuk, 3-ta'rifga ko‘ra, >>=cosx funksiya x nuqtada uzluksiz.

4-ta'rif. Agar Jim@(x) =/(x0) Mira)/ (x) =/(x0)l boisa,

/ (funksiya xOnuqtada o ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

I-ta’rif va 4-ta’riflardan quyidagi xulosa kelib chigadi: /(x)
limkuiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun u shu nugtada ham
ohnpdan, ham o'ngdan uzluksiz boiishi zarur vayetarli.

4.5.2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

Nugtada uzluksiz funksiyalarning xossalari

1-teorema (uzluksizfunksiyalar ustida arifmetik amallar). 7(x) va
j2x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz boisa, u holda /(x)xg(x),

/(x)g(x) va ) (g(x0) * 0) funksiyalar ham x. nuqtada uzluksiz
g(x

boiadi.
Ishoti.  f{x) va g(x) funksiyalar x0 nuqgtada uzluksiz boigani
uchun ular bu nugtada /(x0) va g(x0) limitlarga ega. U holda
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----- L»jciumg limiti hagidagi teoremalarga ko‘ra, f(X)%g(x),, *(«)]
~(~)(g(x0)*0) funksiyalaming xQnugtadagi limitlari maviu~H
g(x

ular mos ravishda f(x0g(x0, f(xQm(xQ va ) gkiyrg) *m

9(x0
teng boiadi. Uholda 1-tarifga ko‘ra, /7(*)%g(*), /7(*)#(*) W

fl)QI (8(x0*0) funksiyalar jdnuqtada uzluksiz.

Bu teorema chekli sondagi funksiyalaming algebraik yig*imii»] VH
ko‘paytmasi uchun ham o‘rinli boiadi.

2-teorema. {murakkab funksiyaning uzluksizligi). z <&\
funksiya X0 nugtada uzluksiz, y =f(z) funksiya esa Z*=(p(x0 nugl.itlit
uzluksiz boisin. U holda y=f(cp(x)) murakkab funksiya x0 nuglodfl
uzluksiz boiadi.

Isboti. z=(pix) funksiya *0 nugtada uzluksizligidan z=pU"')J
Um<p(X)=<0) , ya’'ni x~>x0da z->z0boiadi.

Shu sababli z=p(x) fugfcsiyaning uzluksiligidan
\ Hp/(p(x)) =limH{z) =/ (z0) ={(<p(x0)

kelib chigadi. Bu /@#>(*) murakkab funksiyaning X} nugtada
uzluksizligini bildiradi.

2-teorema yordamida (5.2) tenglikni quyidagicha umumlashtirish
mumkin.

Agar z=<p funksiya x0nugtada A limitga ega bo‘lib, y =f(z)
funksiya z=A nuqgtada uzluksiz boisa, u holda y - /(<(*)) murakkab
funksiya uchun

YE((p(x)) =/ (lig ) (5.5)
boiadi.

Butenglik uzluksiz funksiya belgisi ostida limitga o 'tish qoidasim
ifodalaydi va funksiyaning limitini topishda foydalaniladi.

2-misol IXQ my (a>0,a*1) limitni toping.

Yechish. H*r;n*"—>< —:Iimx—-loga(l +X) =limloga(l +*)*.
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H () M)" lunksiya y=\ogaz va z=(1+x)* funksiyalaming
itluli liinUiynsi. lim(I+x)* =e va y=logez funksiya z-¢ nuqtada

Ji# 11 Imltdii (5.5) tenglikka ko'ra,

wmt /af da gl 19 =1

Nnnllir o‘gida aniglangan f(x)=C funksiyani garaymiz. \A0eR da
mf\i)- (1»/(*,) boiadi. Demak, f{x)-C o‘zgarmas funksiya

hMtiin %, nugtada uzluksiz.
* 1(*) »v funksiya ham x0nuqtada uzluksiz, chunki lim* =x0.
Miindiin 1-teoremaga ko‘ra, f(x)=x ftinksiya ko‘paytmalaridan
Ilulit y x"{nsN) darajali funksiya hamda o‘zgarmas va darajali
HlkolyH lardan arifmetik amallar  orqali hosil gilingan
Ht(*I +akbt +ee+<*Ix+a0  ko‘phad (butun-ratsional funksiya)
hlitlgrt» xiieR nuqtada uzluksiz boiadi.
|hu kabi yuqorida keltirilgan teoremalar va limitlar hagidagi
cnmlar yordamida asosiy elementar funksiyalar o‘zining aniglanish
Auliitsida uzluksiz boiishini ko'rsatish va ushbu teoremani isbotlash
mumkin.
3-teorema. Elementar funksiyalar o'zining aniglanish sohasidagi
luti'cha nugtalarda uzluksiz boiadi.
4-teorema. Agar f(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz va f(x0> A
ifM <A) boisa, u holda shunday 5>0 son topiladi va
\/xe(X0- S;x0+S) uchun f(x)>A (f(x)<A) boiadi.
Isboti. f(x0>A boisin. Aniglik uchun /(*,)=A+h deymiz, bu

yerda h>0. son ““am*%- /(*) ftmksiyaning x0 nugtada

uzluksizligidan shunday <5>0 son topiladi va X ning |*~*0i<5
(engsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

giymatlarida \ f(x)-f(X O\<— tengsizlik bajariladi. Bundan
Vjce (x0- <§jo0+S) uchun
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h h_ A
~r1 A+h—=~A+—A
/(*)>/(*»)~r! A+ > + 5

boiadi.

f(x O<A boisin. - f(x) funksiyani garaymiz. - f{{x0)>-A bo'lg{
sababli yugoridagi isbotga asosan, x0 nugtaning S >0 atrofi topiliull
bu atrofda - f(x) >-A yoki f{x)<A boiadi.

5-teorema (uzluksiz funksiya ishorasining turg ‘unligi). Agar f\
funksiya xbnugtada uzluksiz va /(*,,)*0 boisa, u holda shunday »8
son topiladi va (0-S;xa+Q) intervalda fix) funksiya ishori*ml
saglaydi, ya'ni f(x0) funksiya bilan bir ishorali boiadi.

Teoremaning ishoti 4-teoreraadan A=0 boiganda kelib chigadi. m

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Agar f{x) funksiya (a;6) intervalning har bir nugtasida uzlukfl
boisa, uholdau (ab) intervalda uzluksiz deyiladi.

Agar fix) funksiya (ab) intervalda uzluksiz boiib, a nuqtntifl
o'ngdan uzluksiz va b nugtada chapdan uzluksiz boisa, u holda
fix) funksiyaga [ab\ kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalar bir gancha muhim xossalarga ega.
Bu xossalami teoremalar orqali ifodalaymiz. Bunda teoremalaroiing
isbotini  keltirmasdan, fagat geometrik talginini ko‘rsatish bilan
kifoyalanamiz.

6-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). fix) funksiya
[ab\ kesmada uzluksiz va kesmaning
oxirlarida turli ishorali giymatlar gabul f(b)>o0
gilinsin. U holda shunday ce {a;b) nugta
topiladiki, bu nugtada /(c) =0 bo‘ladi.

Teoremaning  geometrik  talgini:
uzluksiz funksiyaning grafigi Ox o‘gning
bir  tomonidan  ikkinchi ~ tomoniga
oiganida Ox o‘gni kesadi (29-shakl).

7-teorema {Bolsano-Koshining I/
ikkinchi teoremasi). fix) funksiya @£
kesmada uzluksiz va /(@)=A, f(b)=B, /<)o
C-A va B orasidagi ixtiyoriy son 29-shakl.
bo‘lsin. U holda shunday cz[ar,b] nugta topiladiki., /(c) =C boiadi.”

f
|x)t/
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| Bfcpflimning geometrik talgini: uzluksiz funksiya bir giymatdan
M(@nlll ijlynuitga o‘tganida  barcha  oralig giymatlami gabul
tyiinti |11 nhiikd).

Nlioi'rmu  (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar fix)
im|Hyti Ju/] kesmada uzluksiz boisa, u holda u bu kesmada
i liGiiiljiiifi,nii boiadi.

1;11 <tinklda keltirilgan y=f(x) fiinksiya [a;6] kesmada uzluksiz.
Huililil Vrr|[a;b] uchun  ms f(X)<M.
I iwh, Teorema [a;6] kesma (a,b) interval bilan almashtirilganida

H pji hoimasligi mumkin.

MitNiilnn, ~ f(x) = funksiya (0;) intervalda  uzluksiz, lekin

«Infillnlnnmagan, chunki lim—=+».

i

a X X2 X b X
31-shakl.

9-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [ab\ kesmada uzluksiz boisa, u holda u shu kesmada
0'zining eng kichik va eng
katta giymatlariga erishadi.

31-shaklda keltirilgan y=f(x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz.
Bunda u X, nugtada o‘zining eng katta M giymatini va x2 nugtada
o‘zining eng kichik mgiymatini gabul giladi.

2-izoh. Bu teorema (ab) interval uchun o'rinli bo‘Imasligi
mumkin. Masalan, f(x)=x funksiya (01) intervalda uzluksiz, lekin
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o‘zinmg eng kichik va eng katta giymatlariga erishmaydi.

10-teorema (teskari funksiyaning uzluksizligi hagidagi). A jfl
y - f(X) funksiya [ab] kesmada uzluksiz va gat’iy monoton bo'IM
\ O\ uning giymatlar  sohasi boisa, u holda berilgan fimksiyngt
teskari y =(p{x) funksiya [c;d] kesmada uzluksiz va gat’iy monoton
bo'ladi.

4.53. Funksiyaning uzulish nugtalari

Agar f{x) funksiya uchun x0 nuqgtada funksiya uzluksizifl
I-ta’rifining hech boimaganda bitta sharti bajarilmasa, funksiytl
X0 nugtada uzilishga ega deyiladi. Bunda x0 nugta fix) funksiyaning
uzilish nugtasi deb ataiadi.

32-shakida gfrafiklar bilan berilgan funksiylarga garaymiz. 1

Bu funksiyalaming har biri uchun x0- uzilish nugtasi.

Birinchi holda (32,a-shakl) ta'rifhing 1-sharti bajarilmaydi, chunki
funksiya xunugtada aniglanmagan.

Ikkinchi holda (32,b-sSbkl) ta'rifning 2-sharti buzilgan, chunkt
limfix) limit mavjud emas.

Uchinchi holda (32,c-shakl) ta’rifiiing 3-sharti bajarilmaydi, chunki
limfix)=A*f{x0."

Funksiyaning barcha uzilish nugtalari  birinchi va ikkinchi tor
uzilish nugtalariga boiinadi.



. fn'rir, Agar x0 uzilish nugtasida f(x) funksiya chekli bir
[l squu limitlarga ega, ya’'ni Jimj/(x) =y4 va lime/ (x) =>2 boisa,

- ti(tpilp fix) funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.
1iilii
i 1) 1 A boisa, x0bartarafgilinadigan uzilish nugtasi deb ataladi;

it) # +A boisa, 0 sakrash nugtasi, WA -A 2\Kkattalik funksiyaning
Iftihnsin deb ataladi.
(2x- 1, - 1<*<], .
Musalan: g(x) =j4_ 1<x<3 funksiya uchun x0=I-sakrash
bunda funksiyaning sakrashi 11- 2 =1 ga teng;
j smx o
jc 5 5 funksiya uchun jo=0-bartaraf gilinadigan
2, x=0
II/lilish nugtasi, bunda <¥®=2 o‘miga Y =1 deb olinsa uzilish

jC
X’ X0, uzluksiz  funksiya hosil
1iftp

boiadi.

6-ta'rif. Agar XG uzilish nugtasida f(x) funksiyaning bir
tomonlama limitiaridan kamida bittasi mavjud bo‘lImasa yoki
cheksizlikka teng boisa, X0 nugtaga /(x) funksiyaning ikkinchi
tur uzilishi nugtasi deyiladi.

Masalan, f(x) =X—funksiya uchun x. =0- ikkinchi tur uzilish
nuqtasi.

3-misol. f(x)='73—funksiyaning uzilish nugtalarini toping va

X-

har bir uzilish nugtasining turini aniglang.

Yechish.  Funksiya sonlar o‘gining x=- nugtasidan boshqga
265
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Blinda

U holda

4.5.4. Tekis uzluksizlik

/(*) funksiya (ab) intervalda uzluksiz boisin. U holda istalgiifl
x0e(a;b) nugtada Vs>0 son uchun shunday <50 son topiladi M
I1*-x01<6 tengsizlikni gaftoatlantiruvchi barcha xOe(a;b) uchun
I/(*)-/(*>) |<e tengsizlik bajariladi. Bunda S ham e ga, ham X0 gn
bog'lig boiadi: S=S(e;xQ Bitta e>0 son uchun har xil  xe(a,h)
nugtalarda S son turlicha boiishi inurnkin va bunda barcha xe{a;b) dt
yagona S sonning mavjud boiishi kelib chigmaydi. Bunday S =5{s) >0
son mavjud boiishining talabi f(x) funksiyaning (ab) intervaldn
uzluksiz bo'lishi talabiga nisbatan kuchli talab hisoblanadi.

7-ta'rif. Agar Ve >0 son uchun shunday 8=S(s)>0 sontopilsa
va (ab) intervalning tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
x va x" sonlari uchun \f{x)~f{x")\<s tengsizlik bajarilsa,  /(x)
funksiya (ab) intervalda tekis uzluksiz deyiladi.

Masalan, f(x)-x funksiya butun sonlar o‘gida tekis uzluksiz.
Bunda S=e deb olish yetarli.

Agar fix) funksiya (a;6) intervalda tekis uzluksiz boisa, u holda
u har bir xe(a;b) nuqtada uzluksiz boiadi. Teskari tasdiq o'rinli
bo‘lmaydi. Agar bunda (a;b) interval [ab\ kesma bilan almashtirilsa,
teskari tasdiq ham o'rinli boiadi.

11-teorema (Kantor teoremasi). Agar fix) funksiya {ab] kesmada
uzluksiz boisa, uholdau [a\9] kesmada tekis uzluksiz boiadi. *
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4.5.5. Mashqglar

ft rilllWAtitling uziuksizligi ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyalaming
-0u W/InbV/. ckanini isbotlang:

2) {x)=X* +Tjc-6.

1. 2I/hikillz funksiyalaming xossalaridan foydalanib, berilgan
Hllleniliiu (-0+®intervalda uzluksiz ekanini ishotlang:

il Mil wusjc-e2 2) f(x)=\1‘><-3+sin2<+XH_2

Y Derilgun funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing:

Il /() A 2) /(,)=,>>+€4:-I‘V[
33, X<0,
*\ X*Z, = i
g g x=2-, 4H/(*H i
_x-l
. _ 3
d/(H*2; 6) /(*) Sl
1, x<-3, X, *<2,
N0 wo-jc2, -37x<3, g m 4, 2<x<5,
X-b, x>3; -X+7, XE5;
- . — sin.x|
9/(=0Ez2L, ; 10) /0=, panx
4. a ning qanday giymatlarida berilgan flinksiyalar uzluksiz bo*ladi?
_ix2+3x-10 3% x*Q
\)NQ A X-Z >X<% 2) /(X): acosa-+ 2, X< O'
a2-x, ! .

5. /(x)funksiyaning x,, nuqtadagi uzulish turini aniglang:

297023 x =3

X-b x+3
3) f{x)-arcngX_I 4) fo 3.
6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

[x+2, x<0,

2)f =2z2- 3,z=tgx.
72+ Ix -2, XEO: )i(z)=22 2=
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o P i H T
/(%) XT3 funksiyani [a,b] kesmada uzluksizlikka tckshlrliii

1) 2) [a;6]=[-2;3].
8. f{x) funksiyani [0;2],[-3;1],[4;5] kesmalarda uzluksizlikka tekshiring

X +2*—3 X+5

9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitta ildizga ega boMishiiii
ko‘rsating:

1) xi -5x* +3x+2 =0, [-1;1]; 2) sir.jc—e+1=0, [1;2].
10. Limitlarni toping:

1) lim—- (<>0fir0), 2) lim
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~BBbining hosilasi

wu illCtcronsiali

| Mili--i*iisiallash qoida-

[IH vu lormulalari

IWIrn-iisial hisobning
lioniy icoremalari

hmkMiyulami hosiialar
ynidamida teksbirish

Gotfrid Vilgelm
Leybnis
(1646-1716)-
nernis matematigi,
faylasufi, flzigi,
xuqugshunosi
va tilshunosL

Leybnis cheksiz ki~
chiklarga asmiangm
differential va integra!
hisobni yamtgiif, koT-
hmatorikanifan sifaiida
asosfagan,  maiematik
niantigga asus salgan,
0 va 1 soniari bilan
ikkiUk sunosf sisiemasi-
ni tamrtiigm,

Mexanikada mergiya-
ttitig siglamsh gomni~
ni asaslab bergan.

BIR O ZGARUVCHI
FUNKSIYASINING

PIFFERENSIAL HISQBI

Differensial hisob —bu matematik
analizning hosiia va differensial
tushunchalari hamda ulaming funksiyalami
tekshirishga tatbiqi masalalari o‘rganiladigan
bo‘limidir. Differensial  hisobning
rivojlanishi integral hisobning rivojlanishi
bilan uzviy bogiig. Ular birgalikda
tabiatshunoslik va texnika uchun muhim
ahamiyatga ega boigan  matematik
analizning asosini tashkil giladi.

Differensial hisobning matematik fan
sifatida yuzaga chigishini, odatda, I.Nyuton
va G.Leybnis (XVII asming ikkinchi
yarmida) nomlari bilan bog‘lashadi. Ular
differensial hisobning asosiy qoidalarini
mustaqil ravishda ishlab chigishgan.

5.1. FUNKSIYANING

HOSILASI VA DIFFERENSIALI

5.1.1. Hosila tushunchasiga olib
keluvchi masalalar

Eqgrichizigga o fkazUgan urinma

Awal egri chizigga o'tkazilgan
urinmaning umumiy ta'rifmi  beramiz.
Uzluksiz L egri chizipda M va A,

nugtalami olamiz (1-shakl).
M va M, nugtalar orgali o‘tuvchi MMX
to‘g‘ri chizigga kesuvchi deyiladi.
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W, auyla 1 cyllt CIZIY do yladO siijid, m Hidylaya yay it -
holda MMi kesuvchi M nuqta atrofida buriladi va gandaydir hfl
holatiga intiiadi.

Berilgan L egri chizigga berilgan Mnugtada o ‘tkuzHyjin
deb, MM, kesuvchining M, nuqta L egri chiziq bo'ylab it(Jlll, Ufa
nugtaga yaginlashgandagi MT limit holatiga (agar mavjtul lui IMI
aytiladi.

Endi M(x;j) nugtada vertikal bo‘Imagan urinmaga ega boigan
y - /(*) uzluksiz funksiya grafigini garaymiz va uning k=tga burchak
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda a -urinmaning Ox o‘q bilan tashkil
giigan burchagi. Buning uchun M nugta va grafikning x +Ax abssissali
M, nugtasi orgali kesuvchi o‘tkazaraiz (2-shakl). Kesuvchining Ox o‘q
bilan tashkil giigan burchagini < bilan belgilaymiz.

2-shakldan topamiz:

ts(p= _Ay _/(* +AX)~fjx)
MN  Ax AX
Ax-» 0 da funksiyaning uzluksizligiga asosan, Ay ham

nolga

intiladi. Shu sababli Ax-*0 da M, nugta egri chizig bo‘ylab siljib, M
nuqtaga yaginlashadi. Bunda MM] kesuvchi M nugta atrofida buriladi
va MT urinmaga yaqinlashib boradi, ya’'ni (p~>a. Bundan limg»=cr

yoki limtgc=tga.
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iltitit Ini* liohun urinmaning burchak koeffitsiyenti

W .»a (1Y)

AR°r  ADAE 120 fa

To'g ri chizigli harakat tezligi
1 iMotkliy nugta (biror jism) gandaydir to‘g‘ri chizigq bo‘ylab
lifthiiiil gllilyotgan boisin. Vaqgtning har bir t giymatiga boshlangich
Il Iftnliiiiliii M holatgacha boigan muayyan s =MOM masofa mos
ItMiull Ml miiNUfa i vaqtga bogiiq, ya'ni 5 masofa vaqtning fimksiyasi
Epi'lMI #5(/).
1 *J/A Umksiyaga nugtaning harakatqommi deyiladi.
Niii]lniiing / vaqtdagi harakat tezligini aniglash masalasini
t{Niiylll/..
Ajjhi biror t vagtda nugta M holatda boisa, u holda t+At
I viU]lning orttirmasi) vaqtda nuqta A/ holatga o‘tadi, bu yerda
MII, v1A (As-masofaning orttirmasi). Demak, M nugtaning At
Wl orflligidagi ko*‘chishi As=s(t +Ai)- s(t) ga tengboiadi (3-shakl).

n nisbat nugtaning At vaqt

onillgiciagi o 'rtacha tezligini MO M A, t
lIintliilaydi: A Bunda b il Il

orKiha tezlik Ai giymatga s(t+AY)

lioglig boiadi: At gancha kichik

10'Isa, o‘rtacha tezlik nugtaning 3-shakl.

berilgan t vaqtdagi tezligini shuncha aniq ifodalaydi.

Harakat o‘rtacha tezligining Ai vaqt oraligi nolga intilgandagi
llinitiga nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi (yoki oniy tezligi)
deyiladi. Bu t ondagitezlikni v(i) bilan belgilaymiz.

U holda

=limA"? i D=lm-T i

vV« LL@M yoki (i) L}Q ILtMﬂW. (12)

Shunday qilib, nugtaning berilgan t vaqtdagi harakat tezligini
aniglash uchun (1.2) limitni hisoblash kerak boiadi.

Tabiatning turli sohalariga tegishli ko‘plab masalalar (1.1) va
(1.2) ko‘rinishdagi limitlami topishga olib keladi.
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Bunday masalalardan yana ayrimlarini keltiramiz:

1) agar Q=Q(t) oikazgichning ko‘ndalang kesimi QX111 wu]Ng
/ onida o'tuvchi elektr toki boisa, u holda elektr tokining t othhji
momenti

ACAL MP A

2) agar N- N(t) vagtning t onida reaksiyaga kirishuvchi kimyfli
raodda migdori boisa, u holda kimyoviy moddaning t ondagi
reaksiyaga kirishish tezligi

noox i¥,§8iteAyl ; 1.4

3) agar m-m(x) birjinsli bo‘lmagan sterjenning 0(0,0) va Mm
nugqtalar orasidagi massasi boisa, u holda sterjenning x nugtadagi

zichligi
yd TAFOAX U0 AX

Ko'rilgan masalalar fizik mazmunining turliligiga garamasdiui,
(1.1)-(1.5) limitlar bir xil ko'rinishga ega: ularda funksiya orttirmasiniiig
argument  orttiirmasiga  nisbatining argument  orttirmasi nolgfl
intilgandagi limitini topish talab gilinadi.

¢l

5.1.2. Hosilaning ta’rifi,
geometrik va mexanik ma’nolari

Hosilaning ta’riflari

y=1f(x) funksiya (a;b) intervalda aniglangan boisin. Ixtiyoriy
x0e(a;b) nugtani olamiz va bu nugtada x argumentga Ax orttirma
(x0+Axe(a;b)) beramiz.  Bunda funksiya  Ay- f(x 0+Ax)- /(x0
orttirma oladi.

1-ta'rif. Agar lim-" limit mavjud va chekli boisa, bu limitga

f(x) junksiyaning X0 nugtadagi hosilasi deyiladi va u f'(x0
(yoki y\x0) yokiyl ) kabi belgilanadi.
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mDil dom

—] N — 1 N NN
U)_/LQQ)/Q( = lim A i (1.6)
BliiU niiiu biror giymatida E%szm Ull-glﬁx =-<X>)| boisa, u
I p  hmkiivii x, nugtada musbat ishorali (manfiy ishorali) cheksiz
i-le deyiladi. Shu sababli 1-ta’rif bilan aniglanadigan

PiMilit «InMi hosila deb yuritiladi.
I hit\ol. fix) =x3funksiyaning x =x0nugtadagi hosilasini toping.
)Vihisk xQnhugtada x argumentga Ax orttirma beramiz va
hiiilUNi>iilnp, mos orttirmasini topamiz:

Ay=/("0+Ax)-/(x0 =(x0+Ax)3-x 8=
- I, & AX-X0)(X,, +2X0AX+AX2 +x2 +X0AX +X2)=AX(3x2+3X0AX +AxX2).

I >1IMimtlar nisbatini tuzamiz:
Ay i
LY a5l +3x0ax+AX .
o X X
Itd nldbatning Ax-»0 dagi limitini topamiz:
y;(g;.n) = Iinbmzwx@ +3xtﬁx +Ax2)7:3x02.
2-ta'rif.7 =f{x) funksiyaning X0 nuqtadagi o‘ng (chap) hosilasi

dob fl{x0)= lim — |f|(xa)— ||m— ] limitga aytiladi.
“ 00+ A X *0~AXj
2- misol. /(x)x- 31funksiyaning x0=3 nugtadagi o‘ngva chap
hosilalarini toping.
Yechish. Berilgan funksiyaning x0=3 nuqtadagi orttirmasini
topamiz:
= /(3+Ax)-/(3)=|3+Ax-3]-| 3-3|=|AX|.

Ay AL AXL
Jim 2 —mL b=t =1

U holda

lim— =limi-~i= I|m— =-1
AQ- A AmO- /Xx

273



Bu misolda /%0)*/_'(0). Shu sababli /(x)=Jx-31Hinkuly# IMM
Ax-»0da ’;;12& nisbatning limiti mavjud emas vti /(»H |1

funksiya x0=3 nugqtada hosilaga ega bo‘Imaydi.

Funksiya hosilasining yuqorida keltirilgan (a'lllm'lilmi
tasdiglar kelib chigadi: agar funksiya X0 nugtada hosiiugii
funksiya shu nuqtada bir-biriga teng boigan o'ng va clttip i<>.IUUig
ega boiib, //(*,)=/_(x0)=f'(x0) boiadi; agar funksiya i,
0‘ng va chap hosilalarga ega boiib, /t(x0)=/_'(x0) boisu, flinkwlyf 41
nugtada hosilaga ega va f(x g)=/_'(*,,)=f '(x0) bo‘ladi.

Funksiyaning hosilasini topish amaliga fimksiyani <#/t'/omwhl
deyiladi.

yAgar y-fix ") funksiya biror oraligda aniglangan va bu omllijllIHM

har bir nugtasida f\x) hosila mavjud boisa, u holda

/W:I}i@r%/(XH&Z" w 1

0 )
formula f\x) hosilani x n/?ng funksiyasi sifatida anﬂ}PaydI. MuihUn
keyin, agar y~f(x) funksiyani differensiallashda clilUu n »*1b» b
nugtasi  ko‘rsatiimagan boisa, hosilani x ning mumkiii lut'lfH
barcha giymatlarida topamiz va /(*) deb yozamiz.

Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

Egri chiziqga oikazilgan urinma haqgidagi masalada iJtinilUMUfl
burchak koeffitsiyenti uchun ushbu

k=tga — \jm—

tenglik hosii gilingan edi.

Bu tenglikni  k=f\x) koi'nishda yozamiz, ya'ni f(x) IhmU
y - f(x) funksiya grafigiga M(x,f(x)) nuqtada o‘tkazilgan ummtMM]|
burchak koeffitsiyentiga teng. Bu jumla hosilaning  gWFffww
maosini ifodalaydi.

To'g'ri chizigli harakat hagidagi masalada ushbu

VW =gy
limit hosil gilingan edi.
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In IIHHil H/)-v'(0 ko'rinishda yozamiz, ya’'ni moddiy nuqta
it lilimiilliliiii 1 vagt bo'yicha olingan hosila nugtaning t ondagi

i urvkati tezligiga teng. Bu jumla hosilaning mexc

VHI'i" ii>sihibivai.
'miiimil4 lilii]j.nn holda, agar y =fix) fimksiya biror fizikjarayonni
piiwn linklit ) hosila bu jarayon tezligini ifodalaydi deyish
in (lujuinInhosilaningfizik manosmi anglatadi.

I'unksiyagrafigiga o ‘tkazilgan urinma
vanormaltenglamalari

fe» /(O linkslya grafigiga M(>0y0)(bu yerda y0=f(xQ) nuqtada
i in uiltima tcnglamasini hosilaning geometrik ma’nosidan

HiAA o i niiiilll/,

BAMUT M1(*m*¥») nugtadan o‘tadi. Shu sababli uning tenglamasini

y -y 0-k{x —0

REM liilmi/lityitiiz.

(i. Imllincgcometrik ma’nosiga ko'ra,

K=1(x0).
liiniliiii
Y- Ya=f "H )(.*-xo) (1,

mHt#unyhtnutsi kelib chigadi.
Ir,n iht;uwa o'tkazilgan normal deb, urinish nugtasida urinmaga
ilitiflil ninr bo'lgan to‘g‘ri chizigga aytiladi.
I ulliZigga Mi}Qy0) nugtada o'tkazilgan normal shu nugtada
iirunmaga perpendikulyar boigani sababli

k=-J-=f(xQ
liiliJnii. ttgar f'(x0)* 0 boisa

. - .

I ey U (i9)
Mw/ fulgianos! kelib chigadi.
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5.1.3. Funksiyaning differensiallanuvchiligi

3-ta’rif. Agary =/(x) funksiyaning x0 nuqtadagi Ax orUirtnuiil
mos orttirmasini

Ay =AAX+H(AX)AX (10)

ko'rinishda ifodalash mumkin bo‘isa, /(x) funksiya x0 nugtctiM
differensiallemuvchi deyiladi. bu yerda A-Ax ga bogiig boimnn<A
son, a(Ax)- Ax-» 0 da cheksiz kichik funksiya. ya'ni Jima (Ax)=0. 1
Funksiyaning nuqtada differensiallanuvchanligi bilan shu nugtadngli
hosilasi orasidagi bogianishni aniglaymiz.
1-teorema. y =f(x) funksiya x0 nugtada differensiallanuvclil
boiishi uchun u shu nugtada hosilaga ega bo'lishi zarur va yetarii. 1
Ishoti. Zarurligi. y =f(x) funksiya xe nugtada differensiallanuvohl
boisin.
U holda ta’rifga ko'ra,
Ay = AAx+a (AX)At
*

yoki
AL =A+a(AX).
AX
Bundan
fimg =A=F(:0,

ya'ni y-f(x) funksiya xn nugtada hosilaga ega.
Yetarliligi. y =/(x) funksiya x0 nugtada hosilaga ega boisin.

U holda f(*_)=!'gw. A=f'(x.) belgitash kiritamiz, bunda
a(Ax) =" A funksiya Ax->0da cheksiz kichik boiadi.
Bundan
Ay =AAX+(AX)AX,
ya'ni funksiyaning x0 nugtada  differensiallanuvchi boiishi kelib
chigadi.

2-teorema. Agar y=f(x) funksiya xOnugtada differensiallanuychi
boisa,  uholdau shunugtada uzluksiz boiadi.
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Mft// Mnf(x) funksiya x0 nugtada differensiallanuvchi boisin.
h i Kn'm, Av=AAx+a(Ax)AX.

HiimllUi i Ay =Hm(v4Ax+a(Ax)Ax) =0, ya'ni funksiya x0 nuqgtada
ftyHAIII*

I*i«temaning teskarisi hamma vaqt ham o‘rinli bo‘lmaydi, ya'ni
ftitil ijlvniilng biror nuqgtada uzluksiz boiishidan uning shu nugtada
ilil* n Miitillanuvchi  bo‘lishi hamma vaqt ham kelib chigmaydi.
piMIlliHI, y*fx-3\ fimksiya x=3 nuqgtada uzluksiz boisa ham, u shu
DUi|Imn hosilaga ega emas (2-misol), ya'ni differentsiallanuvchi ernas.

Agiif y mf(x) funksiya (a\b) intervalning ([a\b] kesmaning) har bir
jHlliMKii - hosilaga ega boisa, u shu intervalda (kesmada)

Wi Efhfn,\fallanuvchi deyiladi.

5.1.4. Funkslyaning difTerensiali

D ifferensial tushunchasi

y m/(*) funksiya (a;b) intervalda aniglangan boiib, xae(a;b)
iiiiqlada differensiallanuvchi boisin. U holda Ay=f\ x QAX+0u(AX)AX
biflidi.

3-ta'rif. y-f[x)  funksiya
nillirmasining Ax ga nisbatan chizigli
hiligan bosh gismi  f'(xQAx ga

d[fferensiali deyiladi va dy (yoki
tifix)) bilan belgilanadi:
dy="f'(xn)Ax. (1.10)

Erkli o‘zgaruvchi x ning, ya'ni
y =x fimksiyaning differensialini
topamiz.

y'=¢'=1 boigani uchun  (1.10)
formuladas dy =dx-Ax kelib chigadi, ya'ni erkli o‘zgaruvchining
dif Terensiali uning orttirmasiga teng: dx =Ax.

Shu sababli (1.10) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

dy - frx0)dx. (1-11)
boshgacha aytganda, Junksiyaning dijferensialifunksiya hosilasi bilan
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erklio zgaruvchidifferensialming ko paytmasiga teng.

(1.11) tenglikdan /'(xc)=d—X boiadi, ya'ni funksiyaning M

nuqtadagi  hosilasi funksiyaning shu nuqtadagi differensiafniiig
argument diflferensiali nisbatiga teng.

Differensialninggeomettik ma*nosi

Differensialning geometrik ma'nosini aniglaymiz. Bunig uchun
y -fix ) funksiya grafigiga MO(xQf(x 0)) nugtada MT urinma o‘tkazaflM
va bu urinmaning x0+Ax nuqtadagi ordinatasini garaymiz (4-shakl). m
MNQ uchburchakdan NQ=tg(p0Ax=dy ekanligi kelib chigadi;®
Urinmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra, tep™ =f '(x0).
Bundan NQ=f'(x0Ax=dy.
Demak, y =f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi differensiali funksiya
grafigiga MQ@x0f(x()) nugtada o‘tkazilgan urinmaning orttirmasiga
teng. Bu jumladifferensialninggeometrik ma nosini ifodalaydi.

*
Differensialning tagribiy hisoblashlarga tatbigi

Ko'pchilik " masalalami yechishda y =/(*) funksiyaning x0
nuqtadagi orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi differensialiga tagriban
almashtiriladi, ya'ni Ay&dy deb olinadi. Buni f(x)& f(xQ+ f(x QAXi]
ko'rinishda yozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror A migdoming taqribiy
giymati quyidagi tartibda hisoblanadi:

1°. A ni x nuqtada biror f(x) funksiya gqiymatiga tenglashtiriladi:
A=f(x);

2°. x0 nugta x ga yaqgin va f(x0 ni hisoblash qulay gilib
tanlanadi;

3°. f(x0) hisoblanadi;

4°. f\x0 hisoblanadi;

5% x0 f(x0), f(x 0 qgiymatlar f(x)*f(x Q+f'(x0)Ax formulaga
go'yiladi.

3-misol. 2,0083ning taqribiy giymatini toping .

Yechish.

1° A=2,00&N\ f(x)~x* deymiz, uholda f(x)=A va x- 2,008;*
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I r v, 2 debolamiz
I I»/(jta)=2, =8;
/'(*) =12
I £/ (x)«/C0)+f'M Isx =8+12 0,08 =8,096.
5.1.5. Mashqlar

1 Hosila ta'rifidan foydalanib, funksiyalaming hosilasini toping:
1) fix) - -j3x-\; /() =5k
3) fix) *ciglx; 4)/(x) =c/j2x

2. /'(xO)ni hosila ta'rifidan foydalanib hisoblang:
N/ (*) Jc—0; 2)/(x)=In(1- 4x), x0=0;

3, Berilgan funksiyalaming /(<) va /t(jr0) hosilalarini toping:
2)fix)=)x-2\+\x+2\ x0=%

x agar x<2 ho'lsa, )

—x2+3x agarx>2 ho'lsa, =2 *0=a

4. Moddiy nugta Ox o'gi  boylab x=-—It1+3t qonun bilan

harakatlanmogda. Qaysi nuqtalarda moddiy nugtaning harakat yo* nalishi
0'zgaradi?

5. Moddiy nugta s =s{t) gonun bilan to*g‘ri chizigli harakat gilmoqda.
Qaysi vagtda material nuqtaning tezlanishi a{m/c2) ga teng boiadi?

Dj(0 =2i3- [ ii +3i+(m)>a =19, 2)s(i)=F3+ | fl -4F+3(¢),a=9.

6. 0 ‘tkazgich orgali o'tuvchi tok migdori /=0 vaqtdan boshlab q =3t2- |
gonun bilan aniglanadi. 1kkinchi sekund oxiridagi tok kuchini aniglang.
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5.2. DIFFERENSIALLASH
QOIDALARI VA FORMULALARI

5.2.1. Yig'indi, ayirma, ko'paytma va bo‘linmani
differensiallash

Funksiyaning hosifasi ta'rifidan foydalanib, ikki wblyy
yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va boiinmasini differensittllit»ll
qgoidalarini keltirib chigaramiz.

l-teorema. Agar u=u(X) va y=v(x) fimksiyalar x migtmU
differensiallanuvchi bo‘lsa, n hoida bu funksiyalarning yigirulixl,
ayinnasi, ko‘paytmasi va bo'linmasi (boiinmasi y|1)«08hlil
bajarilganda) ham x nugtada differensiallanuvchi  va quyidnyl
formulalar o'rinli boiadi:

L {utv)'=u'x; 2 (uvY=ub+v'u 3. [ =UV—(V&O).
o] w \

Isboii. 1. Funksiyaning hosilasi va limitlar hagidagi teoremalardan
foydalanib topamiz:

(itxvY=lim +ACEV (X EA*» ~M *) £ -
M AX

—limfuXx+Ax)~ +A¥z
i Sy VN

=fmUXEAX)UK) i VXFAX)VX) g AL AV
W ac WA I A —u =Y
2. Formulani isbotlashda 5.1.3. banddagi 2-teoremadan

foydalanamiz: x nugtada differensiallanuvchi ~ n=u(x) va v=v(x)
fimksiyalar shu nugtada uzluksiz boiadi. Shu sababli Ax-»0 da
A«>0 va Av—0.
W Ly (x +A%) «v(x +A%) - u(x) (])
e Ax

- lim +AL) (4%) +AV) - u(x) m(x) _
AX
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b ti(x) W(x) +m(x)-Av +y(x) >>.CI-L+AH -y - «(x) vic) _

IIIIYI/lvj A—m+M(x —A\-I+Av f?\—r-l—-l——v (x -Ilm ————— i-M (%) A

lim— +
"L Ax Ax AXJ JMOAX AUAX

+|l/{3r4r2)Av-/Lm?y =n oV +u v +0eU’ =« v+Wu.

MX+AX)  M(X) n(x)+Au  u(x)
il cmvx+*x) v(X) _WUTy(x)+Av y(x) _
V) -8 AX i+ AX

M)y () HY () A M) V(X) - MO AV L VAUHAY
lillT BE Tﬁ% im

Ax(V -v(x) SH0A X -(V+Vv- Av)

ém--«-—" v-lip e M- I|mA r ,
sar | A A }ﬁnx>A< AA>AX ny~ym
o y2+veAv V2+Velj v2

5.2.2. Teskari funksiyani differeiisiallash

Y~fix) funksiya teskari fiinksiya mavjudligi hagidagi teoremaning
Uliiirllarini ganoatlantirsin va x =<p(y) teskari funksiyaga ega boisin.
2-teorema. Agar y=/(x) flnksiya  x nugtada f\Xx) 0
liosilaga ega boisa, u holda x=g(y) fiinksiya mos y-f(x) nugtada
ilifTerensiallanuvchi boiadi va
ML ni x=_L
)= yani = o
Isboti. x=<p)) finksiyaning argument! y ga Ay*0 orttirma
beramiz. U holda y =/(x) finksiyaning gat’iy monotonlidan x=<p)

Lot . e . A1 . .
funkslya Ax*0 orttirma oladi. Shu sababli N A kabi  yozish

mumkin.
x=(pfy) teskari flinksiya y nugtada uzluksiz boigani uchun
Ay->0 da Ax-»0 boiadi: Ax-»0da oxirgi tenglikning o‘ng tomoni
7w (/'(*)*0) ga, chap tomoni <p(y) hosilaga teng boiadi.
281



Demak,
PO

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi beril~on /IftfAtfifl
hosilasining teskari giymatiga teng.

5.2.3. Murakkab funksiyani differensiallash

y-f(u) u=<p(X) boisin. U holda y=f(g>(X)) funkwlyn iil b
argument! x dan va oraliq argument! u dan iborat murakkab limUlyi
boiadi.

3-teorema. Agar u=<X funksiya x nuqtada <o\ hosilngA VI
y=f(u) funksiya mos u=<p(¥) nugtada f'{u) hosilaga ega bO'itt, M
boiadiva

IW=/"(«¥W -

Isboti. y=f(u) funksiyaiu nugtada differensiallanuvchi boi*nnl
uchun Ay=f'(u)Au+a (AWA« boiadi.
Bundan

R=/ (")AA_E‘( e,

u=(p{X) funksiya x nuqtada hosilaga ega. Shu sababli u- <X
funksiya  x nuqgtada uzluksizva Ax-» 0da Am-» 0.

U holda

fi Y =10 g+ i st
Bundan
Y\X)=/"(a) *(P\x) +0 +(p\x)
yoki
/(%) =1'(«) PV

Shunday qilib, murakkab funksiyaning hosilasi berilgan
funksiyaning oralig argument boYyicha hosilasi bilan oraliq
argumentning erkli argument boyicha hosilasining ko paytmasiga
teng.

Bu qoida oraliq argumentlar bir nechta boiganda ham o'z kuchida
goladi. Masalan, y=f (w), u=g(v), v=h(x) boisa, yx=y'usmiw' boiadi.
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I m<i vil ¥mo(®) differensiallanuvchi va y=f((p{x)) murakkab
miMItl llimll >]iluvchi funksiyalar boisin.
Mm.il kni) IUnksiyaning hosilasi hagidagi teoremaga ko‘ra, yx=y'u'i
P
M iMi] |llkning bar ikkala tomonini  dx ga ko‘paytiramiz:

y[dx=y'rbax.
Mil « A / va Wwdx=du ekanini hisobga olsak,
ify=y[du.

/ 1A va dy=y[du formulalarni solishtirish ko‘rsatadiki,
i /1« Imiksiyaning differensiali argument erkli o‘zgaruvchi yoki biror
EMHiUliMitig funksiyasi boiishidan qat’iy nazar bir xil formula bilan

m Mnll
I»Ncrensialning bu xossasiga differensialnmg invarianrtik xossasi

ttifilftdl.

h i Witx formula tashgi ko'rinishidan dy=y[du formulaga o‘xshasa-
ilm m*lini olganda ular orasida farq mavjud: birinchi formulada x erkli
HVvtfftruvchi  va shu sababli dx=Ax, ikkinchi formulada esa u
Imikniyu x ning lunksiyasi va shuning uchun du*Au.

5.2.4. Asosiy elementar funksiyalaming hosilaiari

Asosiy elementar funksiyalaming hosilalarini topishda ekvivalent
»lieksiz kichik funksiyalardan, teskari va murakkab finksiyalami
(lilTcrensiallash formulalaridan hamda yig‘indi, ayinna, ko(paytma va
bo'linmani differensiallash qoidalaridan foydalanamiz.

1 0 ‘zgarmasfunksiya: y=C(CeR).

0 ‘zgarmas  funksiya ~ xeR da o‘zining giymatini saqglagani
uchun ixtiyoriy nugtada uning orttirmasi nolga teng boiadi.

Shu sababli

(Cy == ="
2. Darajalifunksiya: y=xa,bunda aeR a*Q.
Bu funksiya uchun x>0da
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Blindan

/ ArV_I
AkuM A e
Ax Ax
N ce e *
Endi Ax-»0 da leA,Y—l ~ ay ekanligini b!KnbumtIlttHi
\ X j X
A U+7;r_i ay aax Ay, @ [ ]
. & . L ddx - y
L A L T
bo'ladi.
Demak,
{Xy=axat.
Xususan,

«
3.Ko*rsatkichlifunksiya: y=ax, blinda ae A ,a>0 a*l.
Bu ftmksiyaning orttirmasi  Ay=at’8& a x=a*(aA1) boigani liclum
---—-- bo'ladi. Bundan Ax-»0 da ato-1~AxIna ektuilnl
AX AX
hisobga olsak.
) e -1 .. Axina__x,
R ot g e
bo'ladi.
Demak,
(f*)'=a'lna.

Xususan, (e*)'=e*.

4, Logarifmikfunksiya: y=logex, bunda nei, a>0, a*I.
j =log,x funksiya x=ar fimksiyaga teskari funksiya. Bunda oldingi
banddagi formulaga ko‘ra, x'{y)=ay Ina.
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w, 1 1 1
x(y) avlna xma
Ml ,
1
(log.#--, .

n'in, (Im )'«3<
hiHonomctrihfunksiyalar.
b-*ni (\inksiyaning orttirmasi

AV=sin(x +AX) - 'smx ZZSmixl'»sl(X +

Ax__ (., AX)
. zsln— €08} x H——

SiL n !

AX AX
Ml tonglikdan Ax-»0 da sin” ni hisobga olib, topamiz:

2— co
IIni.g :};%2 ———————————— 2 )—eslrleJ, X +AX) cos(x+0) =cosX.
1Mmuk.
(sinx)' =cosx.

2)  y=cosx funksiyaning hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi
loiimilasidan foydalanib topamiz:
(00s,)'=(sm g-x)j —x | =cosj — Im(-1) =-sin x.

Demak,
(cosx)'=—sinx.

3) y=tgx funksiyaning hosilasini bo*linmaning hosilasi
formulasidan foydalanib topamiz:

y _fsinx) _ (sinx)'cosx-(cosx)'sinx _ cos2x-fsin2X_ 1
COSX) oS X oS x a3 x
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‘Vdothc— +
4) y —tgx funksiyaning hosilasini topishda murakkab funksiyiuilflj

hosilasi formulasidan foydalanamiz:

mMi-4vA
I H

Demak,
@g9'=~r\s,
6. Teskari trigonometrikfunksiyalar.
[)_v=arcsin X funksiya x =siny funksiyaga teskari.
Blinda x'(y) =cosj>=1/I-sini]y =vI-x2. .
U holda
PR=x) 1

Demak,

1
r

(arcsinx) =
2);;=arccosx  funksiyaning  hosilasini arcsinx +arccos
formuladan foydalanib topamiz:
(arccosx)'= - arcsinX] =—farcsinx)'=

Demak,
(arccosx)' =-

3) y=arctgx funksiyaning  hosilasini teskari  funksiyaning
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|K iHVIMI/r.idiin foydalanib topamiz:

(arctgx) *————]—'———: cds v:IL 1
itay)' 1+tg*y (=)
Uk
(arctgx)'= [+x

m«Ne«* vu arcctgx funksiyalar arctgx +arcctgxsag- bogianishga

P mimnii
arcctgx)' =J— arcctgxl =-(arctgx)’ .
(arcctg) \2 QXI (arctg) i+x
pmmk,

(arcefgx)':7|—+
X

Liiilsnl. Giperbolik funksiyalaming hosilalarini toping.

MWhish.  Differensiallash qoidaiari va y=ex fimksiyaning

llimiltiNidun foydalanib topamiz:

(VA > ——1] +g -chx, ya'ni (shx)'-cfar,

©w's - *g 1=6-f—=if)x, yani @) =/

/ANV- FENML = W Actfx-stfx _ 1 e />y=_j_ .
uw ctfx ctfx  ~ ctfxy K ' Chx

(cthXx)' {W—-—--- = - r 5yajm (thx «— .

5.2.5. Differensiallash qoidaiari va hosilalar jadvali

Keltirib chigarilgan differensiallash qoidalarini va asosiy elementar
fonksiyalaming hosilalari formulalarini jadval ko‘rinishida yozamiz.
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yoki

(V+1HAEM .fliL+_ L _ +to2
(x-4)3 IxJ+l 5(x-2) X-4)

Shunday funksiyalar borki, ulaming hosilalari fagat loginilmik
differensiallash orgali topiladi. Bunday funksiyalaming qul'wlgl '
darajali-ko rsatkichlifunksiya deb ataluvchi y=uv funksiya kiradi. 1HVI
yerda u=u(x), v=v(x)- x ning differensiallanuvchi funksiyalari.

Bu funksiyalaning hosilasini logarifmik differensiallash
yordamida topamiz:

Injp=ving, ly’:v’ -’Intt+v*l*u, y' = vine+ )
y « \ vl
Bundan
(u")"' =uve\au-v,+v-uvul. (2.1)
(2.1 formulani eslab qolish qoidasini ifodalavmiz: darujall

ko‘rsatkichli fiuiksiyaning %osilasi u-const shartidagi ko'rsatkiclill
funksiya hosilasi bilan ~ v=const shartidagi darajali funksiyu
hosilasining yig‘indisiga teng.

4-misol. y=x**x fiinksiyaning hosilasini toping.

Yechish (2.1) formula bilan topamiz:

/ =X etax «(-sin3x) B+cos3x X “K! 1
yoki
y'= 053X —3XIM8X Inx min 3X

5.2.7. Parametrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan
funksiyalarni differensiyallash

t o‘zgaruvchining x=<p(f) va y=y/(t) funksiyalari biror T=(a;R)
intervalda aniglangan boiib, bu intervalda o), iy'(t) hosilalar va
x=f) funksiyaga teskari t=f{x) funksiya mavjud boisin. Agar
x=p(t) funksiya gat'iy monoton bodlsa, t= teskari fimksiya bir
giymatli, uzluksiz va gat’iy monoton boiadi. Shu sababli y=y/($(x))
murakkab funksiya mavjud boiadi. Bunda y =f(x) funksiya x=cp{i{tva
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HH b npjiimalcir bilan  parametrik korinishda (t parametrli)
W HpwuH ilt'Vvillldi.

» o/ (i) funksiya

=0,
y=y/(t), teT

jhi )mink Icnglamalar bilan berilgan bo'lsin. U holda t=f>(¥ teskari
Ithihilvh mavjud va uning hosilasi ¢3(}) = = boiadi. Shuningdek,
wifi

fex"\(ft(x)) murakkab funksiya hosilasi yx=+/"(d(x))d3(x) bo*'adi.

Hundan
pLU
A= § (2.2)
5 misol. j%(:: E)o 'Isa, y ni toping,

Yechish, (3cos/Vi_ 3sini_ 3

(@sini) ™ dcos 4

Agar funksiya y ga nisbatan yechilmagan, ya'ni x va vy
0‘zgaruvchilar orasidagi bogianish F(xj>)=0 ko‘rinishda berilgan
bo'lsa, funksiya oshkormas ko rinishda berilgan deyiladi.

Oshkor berilgan har ganday y=f(x) funksiyani oshkormas
ko'rinishda f(x)-y =0 kabi yozish mumkin, ammo teskarisini hamma
vaqt bajarib bo‘lmaydi, F(x,.y)=0 tenglamani y ga nisbatan yechish
hamma vaqt ham oson emas, ayrim hollarda esa umuman mumkin
emas.

Funksiya oshkormas ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, F(x,y) funksiya
x ning murakkab funksiyasi, ya'ni bunda y=y(x) deb qaraladi
va F(x,y)=0 tenglikning chap va o‘ng tomoni X bo‘yicha
differensialanadi, so‘ngra hosil bo‘lgan tenglamadan ¥ topiladi.

291



6- misol. y - argtgy- xJ=0 bo‘lsa, y'ni toping.
Yechish.  Tenglikning har ikkala tomonini \  F%pb
differensiallaymiz:

lryil'y -3x2=0.
Bundan
j-~-—-—H= ~y_ =
yli |+yl—i 3*, y|+yr 3X
yoki
y' =3x"| I +-i
y
5.2.8. Yuqori tartibli hosilalar va differensiallar
Yugori tartibli hosilalar
fix) funksiya biror intervalda aniglangan bo'lib, «Ini

intervaida differensiyallanuvchi boisin. U holda f'(x) hosilu
ning funksiyasi boiadi. Shu sababli bu funksiya uchun lioHilmiliig
mavjudligi va uni hisoblash masalaiarini garash mumkin.

f\x) ga birinchi tartibli hosila deyiladi. f(x) furiksiyanin® /'#)
hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi. Ikkinultt
tartibli hosila mavjud boisa, bu hosiladan olingan hosila inhimhi
tartibli hosila deyiladi va hokazo. Bunday hosilalar ikkinchi UirtililUInil
boshiab yugqori tartibli hosila deyiladi.

Yugori tartibli hosilalar y”,ymyw=.. ,yw mm

(yoki rix),fmx),fn(x),....f@(x),... yoki

beigilanadi.

7-misol. y=x3bix bo'lsa, y 4(3)ni toping.
Yechish. y =(x3)'|nx+x*(|nx)'=3x2\nx+xi;=x2(31nx+1);

y'=(x2(3Inx +1»'a (x2) (3InX +1) +X1(3InX+1) =
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2X(BLnX+I)+x =X (6InX+5);
X

HLL] 4 M)'e /(6Inx +5)+x(61n:e +5)' =6Inx +5+>Kf6 Inx +11;

/4,=(61nx+11)'=-.

Birog, ayrim

milbli  hosilalarini  topish  kerak bo'‘ladi.
beruvchi

thl|ii|tl
f-tartibli  hosilalarini  topish  imkonini
mHIHillhi inavjud. Masalan, quyida keltirilgan formulalar bunday

I i«omi .].n ((titoriga kiradi:

I I\" *afa- D.(<*-n+1 eR;

6. («tV)i"T =m(PEvw;

Xn
1 (i h)y™ mCuM; 8. (MMN)E= "N cy K- R

tiMiiMilalardan ayrimlarining isbotini keltiramiz.
I (*,)€acc(a-1)...(a-n +)xafccel ning isboti.

Y =xa, y =eca~, y”"=a(a- l)xa2
ym»a(a-I)(a- 2)x“3 ym=a(a - -n +D)x“\

Mnnnluy qilib,
(xa)M=a(a —)...(«-n +)x“qa:e R.
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Demak,

(cosx)0=cosfx+-2 j*
5. (In*)0 “n ning isboti.
y=\ax Yy =;=x+, Y=~ ymE(-1X-2)X ?=(-1)2¢12 x~ * | a

W= (-ir1-1:2:3« « (- p=H) (-0

Shunday qilib,

Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi
M moddiy nugta s=s(t) gonun bilanto‘g‘ri chizigli harakat gilsin.
U holda s'(i) moddiy nugtaning t vaqtdagi tezligini ifodalaydi:
<0 =v(0-
Nugtaning t vaqtdagi tezligi v(f), t+At vagtdagi tezligi  v(i) +Av
boism, ya'ni At vagt oraligida nugtaning tezligi Av ga o‘zgarsin.
o nisbat to § i chizigli harakatda nugtaning At vaqt oralig ‘idagi

o ‘rtacha tezlemishini ifodalaydi. Bu nisbatning At->0 dagi limiti M
nugtaning beriigan t vaqtdagi tezlanishi deyiladi va u a(t) bilan

belgilanadi: IimE=a(t), ya'ni v'(i)=«(0-
Shu sababli

Demak, moddiy nugta harakat gonunidan t vaqt bo'yicha olingan
ikkinchi tartibli hosila to‘g‘ri chizigli harakatda nugtaning t vaqfdagi



F/limshiga teng. Bu tasdiq ikkinchi tartibli hosilaning mexanik
tNi 'nosini ifodalaydi.

Parametrik va oshkormas ko ‘rinishda berilgan
funksiyalarningy uqori tartibli hosilalari

I y=f(x) funksiya

mtrametrik tenglamalar bilan berilgan bo'lsin.
1 Uholda

X

Bundan murakkab va teskari funksiyalarni differensiallash
qoidalariga ko'ra,

Shu kabi

va boshga hosilaiar topiladi.

boisa, ikkinchi tartibli hosilani toping.

ly =fit(l- cos/)
Yechish. (2.2) formula bilan topamiz:

,_(a(l —eos/)) _  asint sin/
X (dt—sin/)) a(l-cos/) 1-co

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra,



y’: hosilani (2.3) formula ustida almashtirishlar bajarib, quyidagicliu
yozish mumkin

24

N (24)

y=1(x) funksiya F(x.y) =0 tenglama bilan oshkormas ko'rinishdn
berilgan boisin.

Bu tenglama x bo'yicha differensiallansa va y' ga nisbatan
yechilsa, birinchi tartibli hosila topiladi. Topilgan birinchi tartibli hosiltt
X bo'yicha differensiallansa, ikkinchi tartibli hosila kelib chigadi. Bu
hosilada x, y, y lar gatnashadi. Ikkinchi tartibli hosilaga topilgan y*

ni qo'yib, y" ni x vay orgali ifodasi aniglanadi.

9-misol. bx2+ay | =a22 boisa, ikkinchitartibli hosilani toping.
Yechish. Oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani differensiallash
qgoidasidan foydalanib topamiz:

bx2+a 2)'=(ad2)', bze2x +a22yy'=0.
Bundan
b2 x
U holda
WX
. b2fx) B2 xy-yx _b xy—y b X3y
y =~A-y}=~s y2 az y2 a2 y2
- —xdR+ad?2  bar? b
a2 a3 a*y3 ay 3
Yuqori tartibli differensiallar

Biror (ab) intervalda differensiyallanuvchi y=f(x) funksiyaning
iy=y"(x)dx differensiyali birinchi tartibli differensial deyiladi.

U holda

d(dy) =d(f* (x)dx) =(f"'(x)dx) dx- f(x)dx dx
ifferensialga ikkinchi tartibli differensial deyiladi va
d2y =f"(x)dx2 (2.5)
abi yoziladi, bu yerda dx bilan (dx)1 belgilanadi.
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I Ivinclii tartibli differensialdan olingan differensial uchinchi

<<#/differensial deyiladi va  hokazo. n-tartibli differensial
m|)--tartibli
iiM imifiiniclan olingan differensialga avtiladi va d'y=f MX)dxn kabi
1A Imitiiill,

Kundan yw(x)-w ya'ni y-fix) funksiyaning Z-tartibli
thi'lltisi funksiya n-tartibli differensialning argument differensialining
1 iliii'iijasiga nisbatiga teng bc/lishi kelib chigadi.

f 10-misol. y =x*+3x-\ bo’lsa, d?y ni toping.
m Yechish. y'=4x3+3, y’ =\2x2, y"'=2AX.
IUlidan

d*y =yn@x)dx3=24xd3

Yugorida keltirilgan formulalar x erkli o‘zgaruvchi bo‘lganda
n'rinli boMadi. Agar y=f(x) funksiyada x boshga bir erkli
M'itfatuvchining funksiyasi bofsa, yuqori tartibli differesiallar
Invariantlik xossasiga bo‘ysunmaydi.

Buni ikkinchi tartibli differensial uchun ko‘rsatamiz.
Ko'paytmaning differensiali formulasiga ko‘ra,

d'y =d(f\x)dx) =d (f'(x))dx+F\x)d(dx)=F\x)dx mix+f(x)d %,
yn'ni
d =A\x)dx2+f\x)d 2. (2.6)
(2.5) va (2.6) formulalarai solishtiramiz: murakkab funksiya uchun
ikkinchi tartibli differensial o‘zgaradi, ya’ni bunda ikkinchi go*shiluvchi
f'(x)dX hosil bo*ladi.
Agar bunda x erkli o‘zgaruvchi bo*lsa, u holda
d X =d{dx) =d (1+dx) =dx-0\ =dx-Q =Q
va (2.5) ifoda (2.6) formulaga o'tadi.
11- misol. y=x2va *=sinr bo‘lsa, d2 ni toping.
Yechish. y =2x, y*=2, dx=costdt, d& =sintdt2
(2.6) formulaga formula bilan topamiz:
dd =2dx2- 2xsintdt2=2(costdt)2- 2sini ssintdt2-
=2cos2tdt2- 1 sm 2tdt2=2cos2tdt2



Boshqga yechim: y =x2va x=sint.

Bundan
y =sin2l, y =2sin/cosi =sin2i, y" =2cos2t.
Uholda
dly-y'" dtl=2cos2/6fr\
5.2.9. Mashqlar
1 Differensiallash qoidaisai formulalaridan foydalanll
funksiyaiarning hosilasini toping:
1%v=3x4- §x3+ta2; 2)y:€x6+3x4-2x;
3)y =—j=+3x2fx -
)y \FJX XX X 3
5= X€ € _
W= 6)Y= px_gu:
_ xtox _fax+g*.
T = fax—z 8P fax-ex:
1+cosx
= 10
9y ‘1—e0sx ) 14gx
XSMX-COSX
I)y=tgx-ct N =
Jy=tox-otex 12)y XCOSX+SMX
J3\ xchx-shx
- =thx-+
s \4)y=thx+cthx,
\5)y=logxe, 16)y =4sinlx-31gx+4cos x
n)y=j4-3x2 18)_y=arcsinyh\
= -sindx; 20)y=-In— _;
19)y =cosdx-sin4x; )y d nX+3,
21)y =I\-xI| +xarcsmx; 22)y =In(e2*+1)-2arctge™,
23) y=§1|411r§*1 24),v =logji xx;

25)y Jg3x+Incos23x 26)y =e"3|(sin3x+cos3X);
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m  thifl*" -1; 28)y =Inc<g|~+

B p I'r 1<Jftx-4-x2, 30)2 4(XJf|-2------\}2arctg+ +InJx2+2.

f IHKIAH *  (y) funksiyalar uchuny hosilani toping:
2) X'e~yit 3) a=2smy» 4) x =3ctgy.
| i WivIiliifjl Nonlami diiferensial yordamida tagriban hisoblang:
2) 191021, 3) ctg45°10"; 4) 30131.

F 4 Giiviiliinl ftinksiyalaming berilgan nugtadagi tagribiy giymatini
HRMmim yordnmida hisoblang:

%k . = * = g
7 *10, 098 2)y m 0,15
V#2037, 4) y =Nj2x-sin—-, x=1,02.

1 lidrllgin funksiyalaming birinchi tartibli differensialini toping:

It Him 1. 2 y=— 3) 7 =cos) 22

il hH' 5) y=3am™\ 6) j; =Injcosx

ft. Itcrilgan hosilalar uchun y** ni toping:

2)y-eZcosit,  3) y =(I+x2arctgx; 4)y=x2Qnx—.

7. lcrilgan funksiyalar uchun j w (0)ni toping:

I »inJ*cos2a: 2) Yy =XCOsX; 3) y =X2sinx; 4)y —x2ex
N Oshkormas funksiyaiarning hosilasini toping:

ITAV lay x**a22\ 2) yi =xX*+3xy; 3) eXy=xy,
41 INHXp*L; 5)ey+jcy=e; 6) ~smi+i'smjc=0.

9. Berilgan funksiyalar uchun & ni toping:

I Ive/* +, ~.(x=acost,
|>«/* -1, |y=asin/;
jrrin(l+r2), zi\f [x=arcsint.
y - t—arctgi\
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10. Berilgan egri chizigga Ma(x0,y0) nugtada o‘tkazilgan urinma va noniinl
tenglamalarini tuzing:

Dy="j, M1-1,— 2) y =sinx, Mn(s,0,
3) y=x3+x2-1 egri chiziqgga y=x2 parabola bilan kesishish nuqtasida;

fo-kti

r nofir=sin/, , (

4) “—+>—/ * M 0(2,2); bl ;M-
\5 ) L= -- [y=cos2t, y

5.3. DIFFERENSIAL HISOBNING
ASOSIY TEOREMALAM

53.1. Ferma teoremasi

DifFerensiallanuvchi funksiyalarning nazariy va amaliy ahamiyatgft
ega boigan teoremalari bllw tanishamiz.

1-teorema (Ferma teoremasi). fix) funksiya (ab) intervaldn
aniglangan bo‘lib, bu intervalning biror ¢ nugtasida o‘zining eng Carni
(eng kichik) giymatiga erishsin. Agar funksiya ¢ nugtada chekli
hosilaga ega bo‘lsa, u holda

/'(c)=0
bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, y=f{x) funksiya ce(a;b) nugtada o*zining eng
katta giymatiga ega boisin. U holda Vxe(a;b) uchun f(x)</(c), ya'ni
/(*)-/(c)<0 boiadi.

y-fix) funksiya ¢ nugtada N
hosilaga ega. Shu sababli bu nugtada
funksiyaning o‘ng va chap hosilalari /(G
mavjud va

/;(c)=|U£pe’\ x)):é’\c)EO (x>c),
fl(c)= lim J'I*;:efl& (x<c),
1.(c)=/_(c)=1"(c)
bo*ladi.

5-shakl.
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Ml munosabatlardan /'(c)=0 bo‘lishi keiib chigadi.

liinksiya ¢ nuqtada eng kichik giyraatga ega bo‘lgan hoi uchun
« Sfiinti shu kabi isbotlanadi.

Iriinn  teoremasining geometrik talgini quyidagicha bo'ladi:
Bp /(v) funksiya ¢ nugtada eng katta (eng kichik) giymatga erishsa va
/1, ) liosila mavjud bo‘lsa, f(x) funksiya grafigiga M(c;/(c)) nuqgtada
it ikiiZilgan urinma Ox 0‘qqa parallel boMadi (5-shakl).

I,/ kesma uchun Ferma teoremasi hamma vaqt ham o'rinli
Inillinnydi. Masalan, f(x)=x funksiya [0;] kesmada o‘zining eng
~hiio (*=i da) va eng kichik (x =0da) qiymatiga erishadi. Bu
mulliiluida liosila f'(x) =1*0.

5.3.2. Roll teoremasi

2-teorema (Roll teoremasi). f(x) funksiya \a\J\ kesmada
milglangan, uzluksiz va f(a) =f(b) bo'lsin. Agar funksiya (ab)
Inlcrvalda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda shunday c€(a;b) nugta
(npiludiki,

f\c) =0
boiadi.

Isboti. Shartga ko‘ra, /(*) funksiya [ab] kesmada aniglangan va
u/luksiz. U holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko'‘ra, funksiya shu
kesmada 0'zining eng katta giymati M ga va eng kichik giymati mga
ega bo'ladi. Bunda M=m bo‘lsa, f(x) fimksiya [corb] kesmada
0‘zgarmas va shu sababli \/xe(a;b) uchun f\x) =0 bo'ladi.

i v

6-shakl. 7-shakl.



Agar M*m boisa, /(x) fiinksiya M va m giymatlardaii
biriga biror ce(a;b) nugtada ega boiadi. Bunda Ferma teoremasiga
asosan, f'{c)~0 boiadi.

Roll teoremasi ushbu geometrik talginga ega: [a,6] kesmada
uzluksiz, (ab) intervalda differensiallanuvchi va kesmaning chetkij
nuqtalarida teng giymatlar gabul giluvchi fiinksiya grafigida shundaja
(c;/(c)) nugta topiladi va bu nugtada fiinksiya grafigiga o‘tkazilgan
urinma Ox o‘giga parallel boiadi (6-shakl).

1-misol. Roll teoremasi o‘rinli boiishini tekshiring:
1)/ (x)=x2-3x-4 fiinksiya uchun [0;3] kesmada; 2)f(x)=\}*
fiinksiya uchun [£1] kesmada.

Yechish.1) /(x)=x2-3x-4 fiinksiya [0;3] kesmada uzluksiz]

differensiallanuvchi va uning chetki nugtalarida bir xil giymatga ega:

/(0)=/(3)=-4. Shu sababli, bu fiinksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli
boiadi. x ning f\x) =0 boigan giymatini topamiz: /,(x)=4x-3 =0.

Bundan X:T
2) f(x)=\fxr-| fiinksiya [-kI] kesmada uzluksiz, /(-1) =/(1)=0,

1 . .
/*(*)—szj’\’ hosila  x=0e(-I;l) nugtada mavjud emas.

Demak, bu fiinksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli boimaydi.

5.3.3. Lagranj teoremasi

3-teorema (Lagranj teoremasi). f(x) fiinksiya [a\o] kesmada
aniglangan va uzluksiz bo'lsin. Agar fiinksiya (a;b) intervalda
chekli hosi/aga ega boisa, u holda shunday ce(a;b) nugta topiladiki,

/fr)= _\)—a “y
boiadi.
Ishoti. Teoremani isbotlash uchun yordamchi

b-a ’
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ol iliiiiliHi Inyililunamiz. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [a\b] kesmada

IMb[Iniifiiiii, n/luksi/ va {ati) intervalda hosilaga ega boigani uchun
huikniyn Itiiii  [ab\ kesmada aniglangan, uzluksiz va (a\b)

HHhvhMii lioNiliign ega boiadi.

Hillilin

rn .r-r b T F(&)=Fib)=0. (3.2

iK'fliiik, /(») l'unksiva Roll teoremasining barcha shartiarini
sliintirudi. U holda biror ce(a;b) nugta uchun F'(c)=0,

/'(,) boiadi.
b-a
Bundan
b-a
Tcoremaniug gcometrik talginini beramiz.
f(bg /(@) . at fujrsiya grafigining Af(er,f(a)) va B(b;f(b))
-a

niK)talari orgali o4ivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniglaydi.
Teoremaga ko'ra, shunday ce(a;b) topiladiki, C(c;/(c)) nugtada funksiya
grafigiga o'tkazilgan urinma AR kesuvchiga parallel boiadi (7-shakl).
(3.1) tenglikdan
m -f{a) =fXc)(b-a) (3.3)

kelib chigadi. Bu formulaga Lagranjformulasi yoki chekli ayirmalar
formulasi deyiladi.
Agar a=x, 6=x+Ax desak. bu formulani

7(x +A%)- fix) =f'(¢) Ax (3.4)

koi'inishda yozish mumkin.
ce(a;b) boigani uchun ¢ =a+9(b- a), O<0<1, deyish mumkin.
U holda (3.4) tenglik
f(x +Ax)-/(x) =/'(x+0Ax)Ax
ko'rinishni oladi.
Langranj teoremasi yordamida Ay~dy taqribiy tenglikning
anigligini baholash mumkin. Buning uchun /(x) funksiya ikkinchi

303



tartibli uzluksiz T(x) hosilaga ega boisin deo, topamiz:
A -dy=(/(xFAX)- /(%)) - f\x)dx =f\ ¢) Ax- f(x)Ax- 1
f pfyA*- f(p\){c—x)Ax, buyerda c, e (cx).
Demak, Ay—dy =f(c¢. Xe—)Ax. M= maxj/"(X)] boisin.
| c-*j<Ax va /" (cJ"A/tengsizliklami hisobga olib, topamiz:
\AY-0)\<, MNAX\2.

Lagranj teoremasidan quyidagi natijaiar kelib chigadi.

1-natija. Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga leni
boisa, funksiya shu intervalda o‘zgarmas boiadi.

2-natija. Agar biror intervalda ikkita funksiyateng hosilalarga ega
boisa, funksiyalar bir-biridan o‘zgarmas qo'shiluvchiga farq giladi.

2-misol. arcsinx +arccosx =—; xe[-I;1] ekanini isbotlang.

Yechish. /(x) =arcsinx+arccosx debolsak, (-1;1) oraliqda
* 1 |
o WSSVl I=0-
U holda 1-natijaga ko‘ra, /(x)=C, ya’ni arcsinx+arccosx=C. C
ning giymatini topish uchun x ga (-1;1) intervaldagi giymatlardan

birini, masalan, x =0. ni qo‘yamiz: arcsin0+arccos0=C yoki —=C,

Bundan

arcsmx—+arccosx :‘;L

5.3.4. Koshi teoremasi

4-teorema (Koshi teoremasi). /(x) va g(x) funksiyalar [ab]
kesraada aniglangan va uzluksiz boisin. Agar funksiyalar (a;b)
intervalda differensiallanuvchi va Vxe(a:b) uchun g'(x)*0
boisa, u holdashunday ce(a-,b) nugta topiladi va

m -m _n¢c)

g(b)-g{a) ¢'(c)
boiadi.
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hiwll Tcoremaning g'(x) * 0 shartiga ko‘ra, (3.5) tenglik ma’noga
[JAIm Il uchun g(h)*g(a) boiishi kerak. f(x) va g(X)
ushbu

n*)=/W-Ne - (b) g(05 Xg(x)- 9(@)

(Uitloilvillll luzamiz. Bu fiinksiya [a\] kesmada aniglangan, uzluksiz va
tu Minlorvalda hosilagaega.
Itundan tashqari,

F'M =/'(*)- 9(b)-0(a) w'(x), F(a)=H0b)=0.

Dcniak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
tHiumi lantiradi va biror ce (a\9 nugtauchun F'(c)=0, ya'ni

o{b)~gia)
lio* Indi.
Blindan
m -fia) f\¢)
g(b)-9(a) g\c)'

5.3.5. Lopital teoremasi

/
5-teorema gI()’rinishdagi anigrmesliklami ochishning Lopital qoidasi 1.
X0 nugtaning biror atrofida f{x) va g(x) fiinksiyalar uzluksiz, differen-
siallanuvchi va g'(*)*0 boisin. Agar lim /(x)=0, limg(x)=0 va

lim 9\7) =k (chekli yoki cheksiz) limit mavjud boisa, u holda

3.6
0 9w o
boiadi.
Ishoti. f(x) va g(x) funksiyalar uchun x0 nugtaning biror atrofida
yotuvchi [X0x] kesmada Koshi teoremasini qoilaymiz.
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Bunda
/(*)-/&) Ac) (% 0) =g(*0) =0

g(*)-g(*0) g'(c)”’

hisobga olinsa.
f(x) =f'(c)

i(x) 9@
hosil boiadi, bu yerda ¢ nugta x va x0nuqtalar orasida yoluw il

biror son.
da ¢ ham x0 ga intiladi.

(3.7) tenglikda limitga o‘tamiz:

9(x) g'(c)

=K ekanidan lim Fe) =K.
9\X) *#>9 ()

Shu sababli

§x) e §7X)

lIzohlar: 1 I1teorema /(*) va g(x) funksiyallar x=x0 da
aniglanmagan, ammo lim f(x)=Ova lim g(x)=0 boiganda ham o‘rinli

bo‘ladi. Bunda /(x0Q=lim fix)=0 va x0=lim g(x)=0 deb olish
(x0 imf ) 9(x0 ,%g()
yetarli.
2.1-teorema x—60 daham o‘rinli bo‘ladi. Hagigatan ham, x=2—

deb, topamiz:

3. f(x) va g'(x) funksiyalar 1-teoremaning shartlarini
ganoatlantirsa, teorema takror go‘llanishi mumkin:

9(x)  *« g'(x) 9"
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i - — limitni toind.
» iiAn/ ll? o e imtni toping

I Whisk /(x)=x2-1+Inx, g(x)=ex-e funksiyalar x=I nuqta

iii i li miiglangan. Im/(x)ﬂmg(x):O, ya'ni o ko‘rinishdagi

BMIMIHMIK berilgan.
Il Iwldu 1-teoremaga ko'ra,

. 2X+—
i) —iira M9 =limo—s ¥ »e3 i
I Ig%() %?gﬂ%x) fim e*ﬁ»el
mutilk.

. AN+
lim X..-L--Lrl_)s :i

* ko(rinishdagi anigmasliklarni ochish hagidagi teoremani isbotsiz
lull Iriuniz.

6-Icorexna [— ko'rinishdagi anigmasliklarni ochishning Lopital goidasi I.
#, nugtaning biror atrofida /(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz,
dllic rensialianuvchi va g'C*)*® boMsin. Agar lim /(x) =lim g(x) =*>

bo*lib. lim limit mavjud bo‘lsa, u holda
gWw
iim
weg(x) Hrg(x)

bo'ladi.
|=’r% ln(e*_ﬁhmltnl toping.

In(x-fl) x-a - ex-e" (0
i*In(e*-e") wool o ex e*(x-a) VO
e —"
1 1 1

. e
lim--- -=lim =
*« ei(x-a) +e |+(x-a) 1+(a-a) 1+0
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—ggva %ko‘rinishdagi anigmasliklarga asosiy anigmii JiMnf

deyiladi.

0- ® yoki 0000 ko'rinishdagi anigmasliklar  algebraM
almashtirishlar yordamida asosiy anigmasliklarga Keltiriladi.

0° o yoki 1" ko'rinishdagi anigmasliklar

f(x)™ ~ednif

formula yordamida O anigmaslikka keltiriladi.

5- misol. lira*3Inx limitni toping.

|

Yechish. - ijr*3inx=(0+00)}=|igg- ["—fﬁ{dua—,(‘fm Jigx D> 0.

x3

6-misol. 1im0--c/gxj ljjnitni toping.
Yechish. 1) mfl- c/i 00-00)=limfArn) %]_

g0  SiNX+XOBA  *8sinx-f-xcosx N(_)

SiNX+XCOSX 0

7y9e)cosx+cosx xsinX~ 2
7-misol. |ri_r;8X”"X|lmltal toping.

Yechish. lipx *=(0°) = mh oy exe

*»0

e e-lira(l‘m i)

e‘?'l—

5.3.6. Teylor teoremasi

7-teorema (Teylor teoremasi). f(x) funksiya xg nugtaning biror
atrofida aniglangan boiib, bu atrofda (w+i)-tartibligacha hosilalarga
egava /(t1(x) hosila x0 nugtada uzluksiz boisin.
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(1I'linlitn

/ (s * ) hru+ )24+

I I <] *>

PpHInill. hunda c=xo+0(x-xfj), O<0<L.

(18) tonglikka Teylor formidasi deyiladi.
hluill. Awal

FIZE)s 7K) += M (X - S)+EM (- Xf+ e  -x,
KA) =F(x) - 60
Mullnshlar kiritamiz.
Dunda biror ¢ son uchun R AQ)=" 7 {x-xO'* boiishi
(«+1)!
|pir*r"etilsa, teorema isbot bo* ladi.

Ivndi xn nugtaning atrofida x (x>xo bo‘lsin) nugtani tanlaymiz va
|v.iX) kesmada

F)=/(*)-(pxf)- fe' ® i e[X,,xl

yordamchi funksiyani tanlaymiz.
F(t) ftmksiya [x0x] kesmada usluksiz va difierensiallanuvchi va

e no=-fxt)+~-M(x-)+"2(*-t)-m {x_ tf+.+

+HENAHAX. trj _CAN\X-tr+£xiXirEggw =

_ _— L
Mni (I_0.+||_(X%t||). (39)
i=jg,da
Fxo)=7(*)-2(*,X0)- Ru()=1y (- RIMK) =o;
i=x da

m  =/(*)-f(x)- i -x)-...-£:\‘i-{x-xy- (XX je =0
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Demak, F(t) fimksiya [x0x] kesmada Roll teoremasining tom It*
shartlarini ganoatlantiradi. U holda shunday ¢ (x0<t<x) nugta topihull
va F{c)- 0 boiadi.

(3.9) tenglikka ko‘ra,

-£ n!!% - Q. +0‘tl}|)cz> r«r™iw.o.
Bundan

R,,+(X)- o !(x— Wk'.

q > ( X , X 1
ko'phadga w-tartibli Teylor ko phadi,

RA(X)=£- -® (x- X0V
o~ (n+1)! o/

funksiyaga Teylor formulating Lagranj ko Tinishdagi qoldiq hadl
deyiladi.

n-O da Teylor formulasidan /(x)=/(x0)+7'(c)(x-x0 yoki
/(x)- /(x0 =f\c){x-xQ tenglik, ya'ni Lagranj formulasikelib chigadi.
Demak, Lagranj formulasi Teylor formulasining xususiy holi boiadi. ]

x0=0 da Teylor formulasining xususiy hollaridan yana biri

/(x)=/(0)+—_ Xx+.. +-- X"+ oomt=) — - fo<c<1
1 n n+!
hosil boiadi.
Bu formulaga Maklorenformulasi deyiladi.

Ayrim  funksiyalaming  Makloren  formulasiga yoyilmasini
keltiramiz:



Vu ius.ui, fi=m da

0 &,y »14-—X4 - % A~ -
U 2 (m—1). L)

\nimulalardan ba’zlartning isbotmi keltiramiz.
1, /(*)*e* bo'lsin.

ho\dft
A*) :f(X) :f(X) =.= /<-*»(>§:e_

/(0)= /40)=/40)=...=/"“>(0)=i.
Mukloren formulasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

e At LkH™ L 9 e
V. 21 n M+l 010)
2. /(i) =sinj bo'lsin.
U Wolda
i , 1] ba'lsa,
/“4%) =sian+n ﬂ / (0)=sin‘n lei@ A
\ 2] ~2d log bo'lsa.
Hundan
-1 X2
X Xs X1, R CHD T s EE— .
I a'll (2m-1)! (2'+2*
4. /(x)=(l+x)" bo'lsin.
u holda N

/<4(0)=m («-1)" (m



() m.m
Teylor formulasi funksiyalar giymatlari va liraitlarmi  IwiijMH
aniglikda hisoblash imkonini beradi. Masalan,
f(x) fimksiyaning x=a nugtadagi giymatini
xatoligi s  dan katta boMmagan aniglikda "
hisoblash uchun Teylor ko‘phadini shunday
K darajasigacha olinadiki, bunda Kk son
|A@)|<€ tengsizlikni ganoatilaniradigan
n laming eng kichigi gilib tanlanadi.

1
1.0000000000/1Y
2.000000000000Q

1

2 2.50000000000M
3  2.6666666666Mmf
4 2.7083333:w3]| |
5 2.7166666666LL
6

7

8

9

2.71805555535
8- misol e sonini 0,001 aniglikda hisoblang. 2-71355292985""-“
: % S . 71827876984 I
Yechish. f(x)-e* funksiyani garaymiz. 571828152557 13
Shartgako‘ra, x=a=I, s=0,001. 110 2718281801 M4

(3.10) formulaga bincan n ning
=—— <g=0,001 shartni ganoatlantiruvchi eng kichik giymati
(n+l)! ,
n=6, bunda 0<e<I.

Demak,

i+l 41y 41
1 2t 3 6!

=2+0,5+0,16667 +0,04167 +0,00833 +0,00139 =2,718.

Shukabi e sonining istalgan aniglikdagi giymatlari jadvalini
topish mumkin.
5.3.7. Mashqlar
1. Funksiya uchun berilgan kesmada Roll teoremasi o'rinli bo*lishini
tekshiring. Agar o'rinli bo'lsa, teoremadagi ¢ ningtegishli giymatini toping:
1) f(x) =4x-x* +5, [0;2L; 2) /(x)=sin2x, y~=?rj;

3) /(*)=2-M\ [-LL, 4) f(x) =3-] x j [-2.2].

2. Funksiya uchun berilgan kesmada Lagranj formulasidagi ¢ ning
tegishli giymatini toping:
/()= -x+l, 1 2) f(x)=e* [0f];
3)/(x)=Inx}fte]; 4) /(x) =xr—6x+l, [0
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* Mirilgnn fimksiya grafigining urinmasi AB vatarga parallel bo‘lIgan
HijP»ftil loping:
cu. A(-2-2), B(4); 2) /(*)=Vx+T, N01), B3]2).

| lunksiyalar uchun berilgan kesmada Koshi formulasini yozing va bu
IJUJliiliiJ ¢ Hing tegishli giymatini toping:

IIN2x, g(x) =cos2x, 0;— ; 2) f(x)=x* =3, g(x)=x3+2, {OA.

A I'unksiyaning o‘zgarmas boMishlik alomatidan foydalanib, quyidagilami
Pelling:
Joiok [-7C—2arctgx, x<—4,
L ex v<rerens 2)arcsin— ={ 2arctgx, -1"x< 1,
I+x + {—t—2arctgx, *2:1.

msMOI

6. Loopital goidasidan foydalanib, limitlarni toping:

[ ] finax . X-arctgx _
—— 2) |

Fll) w Inx ) r-[’]a
hngX .nc.

1) kn Insin x ﬁ\’&m*"agx
3) lim 199X 6) lim 231t
o . Incos(3x2-n)
7 ||r£e Sin"¥’ 8)im " Ginax
9) dimpc/oz: 10) lim(l-e**)cfgx;

11) lim(secn - 1gx);
13) lim (tc-2 x)°

ls“iﬁ].z-é

17) lim(fgx)1"1

1)l mé'r_ctgx
14) limjc
16) lim(COS3Y’

18) lim (ar+3x)*



7. Ko'phadni (x—é) ning darajasi bo'yicha yoying:
1) P{X)=x>+5x2—3x+1, xq=-2, 2) P(x)=x*—2x3+5x-6, xa»2

8. Funksiyaning berilgan nugtada uchinchi tartibli Teylor forroulasinl |
yozing:

1) /(*)=VIHIC, x0=3, 2) f(x):x x0=-2.

9. Funksiyaiarni Makloren formulasi yordamida jcning darajalari bo'yloln
yoying:

1) f(x)=xe", 2) f(x) =chx.
10. Berilganlarni 0,001 aniglikda hisoblang:
1) sin36°; 2) c0s32°;
3) lie, 4) lg1000.
11. Limitlarni Makloren formulasi yordamida toping:
1) By —-2:sinx.p W limees X22
0 w*

5.4. FUNKSIYALLARNI HOSILALAR
YORDAMIDA TEKSHIRISH

Differensial hisobning tatbiglaridan biri funksiyaiarni tekshirish va
grafigini chizishga hosilaning qoilanilishi hisoblanadi. Quyida bu
tatbiglami ifodalovchi teoremalarni keltiram iz.

5.4.1. Funksiyaning monotonlik shartlari

1-teorema {funksiya monoton bo‘lishining zaruriy sharti). Agar
(@\b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya shu intervalda
o'‘suvchi (kamayuvchi) boisa, u holda Vxefab) da

f(x)>0 O»so0)

boiadi. >*

314



hiwll  J\x) funksiya (orb) intervalda o‘suvchi bo‘lsin.  (ab)
mPuVnliiliik Ixtiyoriy X va x +Ax nuqtalarini olamiz.

i liolily Ax>0 bo‘lsa, /(x+Ax)>/(x) va Ax<0 bo'lsa,
1/1« « A»H/(x) bo‘ladi.

Ikluiln holda ham

f(x+Ax)-f(x)"Q
AX

li'Orcmaning shartiga ko‘ra /(x) funksiya (ab) intervalda
tilllirciikiHllanuvchi.
Shu sababli

/W=j/ i+ W rZ W £o

f(x) funksiya (ab) intervalda kamayuvchi bo‘lganda teorema shu
knhl Isbotlanadi.

Bu teorema ushbu geometrik talginga ega: biror intervalda
differensiallanuvchi bo‘lgan o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya grafigiga
o'tkazilgan wurinmalar Ox o‘gning musbat yo‘nalishi bilan o‘tkir
(o‘tmas) burchak tashkil giladi yoki ayrim nugtalarda Ox o‘giga parallel
boiadi (8-shakl) ((9-shakl)).

2-teorema {funksiya monoton bo'lishining yetarli sharti). Agar
(a&:b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya uchun Vxe (a;6) da
f'(x)>0 (/'(x)<0) bo'lsa, /(x) funksiya (a;b) intervalda o‘sadi
(kamayadi).
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Isboti. {erb) intervalda /'(*)>0 bo'lsin. \Adtx2e(a;b), \\<M
nugtalami olamiz.

f(x) funksiya uchun [x,,xj kesmada Lagranj teoremasining
shratlari bajariladi. Shu sababli Lagranj formulasiga binoan, bird
'BEOX™Q da f(x2) -7 (x,] - f{c%x2-x,) bo'ladi.

Teoremaning shartiga ko‘ra, Vxe(a;b) da f'(x) >0, shu jumladam
ce(x,,x2 da /'(c)>0. Xx2-xt>0 va shuning uchun /'(c)(x2— 0]
Bundan /(x2)-/(x,)> 0 yoki /(x2>/(x,). Shunday gilib, /(X) funksiyftl
Vxe(a;h) da o‘sadi.

f'(X) <0 bo‘lgandateorema shukabi isbotlanadi.

Eslatmalar. 1. Funksiya o‘suvchi va kamayuvchi boMgaffl
intervallarga funksiyaning monotonlik intervallari deyiladi.

2. (a;b) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi) va [a;5] kesmada
uzluksiz boggan /(x) funksiya [a,b] kesmada o‘suvchi (kamayuvchi)
bo‘ladi.

1-misol. f{x)- x3- 12A+5 funksiyaning monotonlik intervailarinil
toping.

Yechish. D (f) =R, f'(x)=3x2-12 =3(x: - 4). U holda: f ix)>0 dan
X2-4>0 yoki |xj>2; /'(x)<0dan x2-4<0 yoki ||

Demak, /(x) funksiya (-co;-2)u (2;+qo) intervalda o‘sadi, (-2;2)1
intervalda kamayadi.

5.4.2. Fnnksiyaning ekstremumlari

1-ta'rif. Agar x0 nugtaning shunday 5 atrofi topilsa va bu
atrofhing barcha x*x0 nugqtalarida /7(x) </(x0) (/(x)> /(x0)} tengsizlik
bajarilsa, x0nugtaga fix) fimksiyaning gat’iy lokal maksimumigat’y
lokal minimum) nugtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nugtalariga ekstremum
nugtalar deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi qiymati
funksiyaning ekstremumi deb ataladi.

Ekstremum tushunchasi funksiya aniglanish  sohasining biror
atrofi bilan bog‘lig. Shu sababli funksiya ekstremumga aniglanish
sohasining fagat  ichki nuqtalarida erishadi. Shu bilan birga,
funksiya o‘zining aniglanish sohasida bir nechta minimumga» joki



crishishi va bunda maksimumlardan ayrimlari gandaydir
Ki) [ lli(liin kichik boiishi mumkin (I 0-shakl).

\lliMii ciiia (ekstremum mavjud bo fishining zaruriy sharti). Agar
I mutinin ilj Herensialianuvchi fix) funksiya shu nugtada ekstremumga
HA I*" Uh, uholda f'{x0)=0 boiadi.

hholl. x0 nugta fix) funksiyaning ekstremum nugqtasi bo‘lsin. U

hillM ghunday  (x0-<5x0+<)
IWImnl lopiladi va bu intervalda
/M Imiksiya o‘zining eng katta
inl'i in}, kichik giymatiga ega
Imiildi.

(1 holda Ferma teoremasiga
M'f#. /'(*(.) =0 boiadi.

Bu teorema quyidagicha
| |\uiiiclrik talginga ega. Agar X
flliCjtn fix) funksiyaning
ekitreinum nuqtasi boisa
(miiMilun, 10-shaklda xx nuqta),

Itmksiya grafigiga shu nugtada urinma o‘tkazish mumkin va bu urinma
Or o(giga parallel boiadi.

Izohlar. 1. f(x) funksiya xQ nugtada uzluksiz boiib,
illlicrensiallanuvchi boimaganida ham, ekstremumga ega boiishi
mumkin. Masaian, uzluksiz y 5x|
Ainksiya x-Q nugtada hosilaga ega
omas, ammo X=0 minimum nuqta
(-shaki).

Shunday gilib, fix) funksiya x0
nugtada ekstremumga ega boisa, bu
nugtada /'(w*) hosila noiga teng yoki
mavjud bo‘Imaydi. 0

f\X) hosilasi nolga teng boigan 11-shakl.
yoki mavjud boimagan nugtaga
birinchi tur kritik nugta deyiladi.

2. Hamma birinchi tur kritik nuqgta ham ekstremum nugta
boiavermaydi. Masaian, f(x)=;¢" funksiya uchun x=0 da
fix) =3x2=0. Demak, x-0 birinchi tur kritik nugta, ammo u
ekstremum nuqgta emas (12-shakl).



4-teorema {ekstremum mavjud bo lishinmg yetarli shard), AP*J
f(x) funksiya x0 birinchi tur kritik nugtaning biror 3 a(idlitis
differensiallanuvchi boiib, x nuqta x0 nuqtadan chapdan C'fffiH
o‘tganida f'(x) hosila: ishorasini musbatdan manfiyga o‘zgarlirHil fl
nugta maksimum nuqtaboiadi; manfiydan musbatga o‘zgartirsa

X0 nugta minimum nugta boiadi.
Ishoti. X0 —birinchi tur kritik nugta, J
]

Xg (%, —S$;x0 da f\x)>0 va xe(x0x0+S) da
/'(x)<0 boisin. U holda 1-teoremaga ko'ra,
funksiya (x0-<5xx0) intervalda o‘sadi va
(xGx0+S) intervalda kamayadi. Demak, fix) 'P
funksiyaning x0 nuqtadagi giymati uning
Vxe(x0-5\x0+<§ nuqtadagi giymatidan katta
bo‘ladi, ya'ni fix) funksiya X0 nugtada |
maksimumga erishadi. 12-shakl |
xe(xt-5;x0) da fix) <0 va xe.ixBx0+S)
da f'(x) >0 boigan hoi uchui?teorema shu kabi isbotlanadi.
lzoh. Agar % nugta *0 nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tganidn
ishorasini o‘zgartirmasa x0 nugtada ekstremum mavjud bo‘lmaydi. <
Funksiyani ekstremumga tekshirish - bu funksiyaning barcha
ekstremumlarini topish demakdir. Ekstremum mavjud boiishining
zaruriy va yetarli shartlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishninj*
quyidagi qoidasi kelib chigadi:
r. y - fix) funksiyaning birinchi tur kritik nuqtalari topiladi;
2°. Bu nuqtalardan  funksiyaning aniglanish sohasiga tegishji
boiganlari tanlanadi;
3. tanlangan nugtadan chapdan o‘ngga o‘tishda f'{x) hosilaning

ishorasi tekshiriladi;

4°. 4- teoremaga asosan funksiyalaming ekstremum nuqtalari
(agar ular bor boisa) aniglanadi va funksiyaning bu nuqtalardagi
giymatlari hisoblanadi.

2-misol. f(x)=\[x* — funksiyaning ekstremumlarini toping.
Yechish Ravshanki,
3-V* 3 3 1x
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1tnllii » - 0 nugtada mavjud emas va Xx2=8 nuqtada nolga teng. Bu

mHIi IMMLiilitr berilgan funksiyaning aniqglanish sohasini uchta
1t I} ill), (8+00)
M <elLii/M ajratadi.

fifMIIMIing 1hr  bir birinchi
kritik nugtadan
S"iJiilllll - o'ngga o‘tishdagi 13-shakl.
hliMMiliuiul chizmada
* InliiMiii/ (13-shakl). Bunda strelkalar funksiyaning tegishli
Hili i vultlii o*suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.
Ditmak, x,=0 —minimum nuqta, yaia=f(0)=0 va xt=8—

4
Itlikdimum nugta, y”~ =/(8)=-.

I'unksiyaning eng katta va eng kichik giymatini topish matematika,
II/7ilui, kiinyo, iqtisodiyot va boshga fanlaming ko‘plab masalalarini
s>ihl'ilulti keng qoilaniladi. Masalan: minimal xarajat sarflab yukni
liinliifih hagidagi transport masalasi, maksimal daromad olish magsadida
Iftliliih chigarishni tashkil etish masalasi, eng katta va eng kichik
(Hlynuitlami izlash usullarini takomillashtirish va rivojlantirishga olib
kdluvchi optimal yechimlami izlash hagidagi boshga masalalar. Bunday
iiinsalalarni yechish bilan matematikaning maxsus boiimi —chizigli
programmalashtirish shug'ullanadi.

Biz soddaroq masalalardan birini ko‘rib chigarniz.

3-misol. Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning
burchaklaridan bir xil oichamli kvadratlar kesib olingan va usti ochiq
quti yasalgan. Qutining sig‘imi eng katta bo(lishi uchun tomoni necha
uzunlik birligiga teng kvadratlar kesilishi kerak?

Yechish. Kesib olinadigan kvadratlaming tomoni X bo‘lsin.
U holda qutining asosi 12-2x va balandligi x ga teng boiadi.

Qutining hajmini topamiz:

M(X) =x(12- 2xf =144x - 48x2+4x\ Xx¢ [0;6].
Bu funksiyaning maksimumini aniglaymiz.
V/(X) =144—96x+12x2=12(2- X)(6 - X)

hosila x=2 da ishorasini musbatdan manfiyga almashtiradi, ya’'ni

X=2 maksimum nuqta bo‘ladi.
Demak, kesib olinadigan kvadratlar tomoni x-2 {uzh), bunda

\{2) =128 {kubb).
319



9.4.9. Kesmaada UZIUuKsIZz Tunkslyanmg
eng katta va eng kichik giymatlari

y =f(x) fiinksiya [ab\ kesmada uzluksiz boisin. U ItttMfl
Veershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, fiinksiya bu Rwimm]|
o‘zining eng katta va eng kichik qgiymatlariga ega boimll litt
giymatlarga fiinksiya yoki ekstremum nuqtalarda yoki [a\b] kcMnttnIHS§
chetki nuqtalarida erishadi.

Bundan [a\b] kesmada uzluksiz y =fix) funksiyaning eng kiillu VI
eng kichik giymatlarini topishning quyidagi qoidasi kelib chigadi:

1* o =f{{x) funksiyaning (a;6) intervaldagi birinchi tur kritik
nugtalari topiladi;

2°. funksiyaning topilgan kritik nuqtalardagi va [ab\ kesmaninu
chetki nuqgtalaridagi giymatlari hisoblanadi;

3°. hisoblangan giymatlar orasidan eng kattasi va eng Kkichigl
tanlanadi.

Izohlar. 1. Agar y =fix) fiinksiya [a;6] kesmada fagat bitta krillk
nuqtaga ega bo‘lib, u maksimum (minimum) nugta boisa, bu nugtadu
funksiya o'zining eng kStta (eng kichik) giymatiga ega boimii,
ya'ni  max/(x)=/(x0 (min/(x)=/(x.)) boiadi.

2. Agar y =fix) fiinksiya [ab\ kesmada kritik nuqgtaga ega
boimasa, bu funksiyaning kesmada monoton o'sishini yoki monoton
kamayishini bildiradi. Bunda y=f(x) funksiya [a\b] kesmadagi eng
kattava eng kichik giymatlariga kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

4 -misol. y—x3- 3x funksiyaning [0,2] kesmada eng Kkatta va
eng kichik giymatlarini toping.

Yechish.

Y. f\x)=3x2-3 =0 dan x, =-1, x2=1 x2e[0,2];

2- /(I):'z, /(0)20, /(2):2]
359/ (x)=/(2)=2" =/(*) ="2-

5.4.4. Funksiya grafigining botigligi,
gavariqligi va egilish nuqtalari

y —f (x) fiinksiya (ajb) intervaldadifferensiallanuvchiboisin.
Uholda y =f(x) funksiyagrafigining VA/(x;/(x», xe{a,b) nugtada
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1IHHH<HL iinivjud bo‘ladi.

I li'rlf. Agar (a;b) intervalda y =fix) funksiyaning grafigi unga
ub >mimuy  ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan urinmadan yugorida
|li=idiln) yotsa, funksiya grafigi (a,b)intervalda botiq {qavariq)
tilled I(14-shakl).

hmksiya grafigming  botiq
HHIII i|nvarig gismidan ajratuvchi Y
Hi/(0)) nuqta funksiya
ihdt~Ining egilish  nugtasi  deb
Nilkeull

>=/(*)

hinksiya (a\b) intervalda ikkinchi A

Milinli hosilaga ega va \/xe(a\b)

ilu /'(*)<0(/"(*)>0) bo‘lsa, u -2 ¢ b X
Indiil »*=f(x) funksiya grafigi (a;b)

Intervalda gavariq (botig) bo'ladi. 14-shakl.

Ishoti. Vxe(a;b) da f(x) <0 bo‘lsin. Funksiya grafigida x0e(a;b)
Abieissali ixtiyoriy M nuqgta olamiz (15-shakl). Funksiyaning grafigi bu
urunmadan pastdayotishini ko'rsatamiz. Buning uchun xe(a;b) nugtada
y *f(x) egri chizigning y ordinatasi bilan urunmaning ya ordinatasini
lolishtiramiz.

Urunma tenglamasi I

Ry /(w)

Lagranj  teoremasiga  ko‘ra
A*)-/(*<)=/(<0(*-*<)> bu vyerda i

¢ nugta X0 bilan X ning orasida ~o—a*" b
yotadi.

Shu sababli 15-shakl.
yoki

y-y»= (\c)- f(a)(x-x0.



f'{c)- f'(xv) ayirmaga Lagranj teoremasini takror qoilaymiz:
/'(c)-f'(xQ=/"(c"x-x"), buyerda ¢ nugta ¢ bilan » ning oiiNdA
yotadi. Demak, y-y, = /'(c,)(c- *,)(*- XO.

Bu tengsizlikni tekshiramiz:

1) agar x>X, boisa, u holda x-x0>0, c-x 0>0 boiadi VA
f\ cxX<0;

2) agar x<x0 boisa, u holda x-xg<0, ¢c-x 0<0 boiadi \A
f'(cy)<0.

Har ikkala holda ham y-yv =/"(c,)(c- x0(x-x Q<0, ya'ni y<ytI\

Demak. V/xe(a;b) da urunmaning ordinatasi funksiya grafiginiug
ordinatasidan katta boiadi va (a;b) intervalda funksiya grafigi gavarig.

f"(x) >0 da funksiya grafigi botiq boiishi shu kabi isbotlanadi.

Funksiya grafigining egilish nugtasini topish quyidagi teoremalargn
asoslanadi.

6-teorema (egilish nugta mavjud bo fishiningzaruriy sharti). Agar
y="f(x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ego
va M(x0f(xa) nugta funksrya grafigining egilish nuqtasi boisa, u
holda f(x 0=0 bpiadi.

Isboti. Teskarisini faraz gilamiz:f*(xa)* 0, aniglik uchun f\x0>Qf,
X0 nugtaning biror atrofida f(x)>0 boisin. U holda 5-teoremag®;
ko‘ra, funksiya grafigi bu atrofda botiq boiadi. Bu X0 nugta egilish
nuqtaning abssissasi boiadi mulohazasiga zid. Demak, gilingan faraz
noto‘g‘riva f"(x)=0.

f"(x) =0 boiadigan nugtalaming hammasi ham funksiya grafigining
egilish nugtasi boiavermaydi. Masalan, f(x) =x* funksiya grafigining
M(0;0) nugtasi egilish nugta emas, ammo x=0da f ’(x) =YIx2=0.

Demak, f(x 0)=0 shart egilish nugta mavjud boiishining zaruriy
sharti boiadi.

7-teorema (egilish nugta mavjud bo'lishining yetarli sharti)
y =f(x) fimksiya xOnugtaning biror 5 atrofida ikkinchi tartibli hosilaga
ega boisin. Agar < atrofning *0 nugtadan chap va o‘ng gismlarida
f"(x) hosila har xil ishoraga ega boisa, u holda M(xQf(x0) nugta
funksiya grafigining egilish nugtasi boiadi.

Isboti. xe (x0- S;xQ)da f’'(X)>0 va xe(X0x0+8) da f(x) <0
boisin. U holda 5-teoremaga ko‘ra, X0 nugtadan chapda funksiya
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ftttlitil botlq va o‘ngda qavariq boiadi. Demak, A/(x0/(x0) nugta
limit ..lyii urufigining egiiish nugtasi boiadi.

« (W-<Gxr) da /'(x)<0 va xe(xax#+S) da /'(x)>0 boigan hoi

Icorcma shu kabi isbotlanadi.

Itth. y =/(x) fiinksiya xQ nugtaning biror 5 atrofida ikkinchi
ImlI'll hosilaga ega boiib, uning 7'(x0) hosilasi mavjud boimaganida
1,,ii,i owlish nugtaga ega boiishi mumkin. Shu sababli egiiish nugtalami
IUInchi tartibli hosila nolga teng boigan yoki uzilishga ega boigan

/+(*) hosilasi nolgateng boigan yoki mavjud boimagan nugtaga
Ikkinchi tur Kritik nugta deyiladi.

5-misol. y= 5 fiinksiya grafigini botigva gavariq likka
toltihiring.
Yechish. D(/)=(-00*-l)u(-I;l)u(l;00).

f o x V x4 L X2+\ V 2X(x2+3)
(I-x23"
Ikkinchi tartibli hosila x2=0 nugtada nolga teng va x, =-1, x, =1
nugtalarda mavjud emas.
f(x) hosilaning ishorasini oraliglar usuli bilan tekshiramiz:
Demak, fimksiyaning grafigi (—%£0) va (L°°) intervallarda
qavarig, (-3 va (00
intervallarda  botig  boiadi.
0(00) nugta fiinksiya _
grafigining  egiiish  nugtasi 1 0 1
boiadi.

5.4.5. Funksiya grafigining asimptotalari

Eqgri chizigning asimptotasi deb shunday to‘g‘ri chizigga aytiladiki,
egri chizigda yotuvchi Mnugta egri chizig bo‘ylab harakat gilib
koordinata boshidan cheksiz uzoglashgani sari M nuqgtadan bu to‘g‘ri
chiziggacha boigan masofa nolga intiladi (16-shakl).

Uch turdagi, ya'ni vertikal, gorizontal va og'ma asimptotalar
mavjud.
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Agar Iwof(x) yoki lim fix) limitlardan hech boMmagatulti MIttfll

cheksiz (+00 yoki-oo) boisa, Xx=xQ to‘g‘ri chizig \~ffM
funksiya grafigining asimptotasi bo‘ladi. Bunday asimptota ‘(‘t'llkm
asimptota deb ataladi.

Masalan. /(%) = funksiya grafigi uchun x=0 to'g‘ri di#||

vertikal asimptota, chunki lim /(x) =+cc va lim f(x) =-oo.

Shunday qilib, vertikal
asimptotalarai izla& uchun X ning
unga yaqin giymatlarida f{x) ftmksiya
modul bo'yicha cheksiz o‘sadigan
X0 giymatini topish kerak. Odatda, bu
xa ikkinchi tur uzilish nugtasi boiadi.

Agar shunday kva b sonlari
mavjud  bo'lib,  x—o0 (x-+-co) da

fix) funksiya a
f{x) =kx+b+a(x), lima(x)=0
ko'rinishda ifodalansa, y-kx +b to‘g'ri 16-shakl.

chiziq y- f{x) funksiya grafigining asimptotasi boMadi. Bunday
asimptota0g'ma asimptota deb ataladi.

8-teorema. y =fix) funksiya grafigi y=kx +b og‘ma asimptotaga
ega bo'lishi uchun

hm{f{x)-kx) =b

boiishi zarur va yetarli.

Ishoti. Zarurligi. y-f(x) funksiya grafigi y =kx+b og'ma
asimptotaga ega bo‘lsin.
U holda og‘ma asimptotaning ta‘rifiga ko‘ra, y=kx-+b+a{x),
Jiga{x)- 0 bo*ladi.

Bundan



I tihitZnyi limd 2~2=k, Jiga(f(x)-kx)=b boisin.
1inliln lira(/ (x)-kx)=b dan f(x)-kx =b+a(x), lima(x) =0 kelib
“lllljilili Demak, f(x) =kx+b+a(x) boiadi. Bu esa y-kx+bh to‘g‘ri

»IH| /(*) funksiya grafigining asimptotasi ekanini bildiradi.

vr 09 lim(/(x)- k9 limitlardan hech boimaganda bittast

Mu]inl boimasa yoki cheksiz bo‘lsa, /(x) funksiya grafigi og‘ma
«felinplotnga egaboimaydi.
Agar k=0 bo‘lsa, A=lim/(x) boiadi. Bunda y=b toq'ri

iMilNgoga /(x) funksiyagrafigininggorizontal asimptotasi deyiladi.
I;0li. 'y =f(x) funksiya grafigining asimptotalari x->+oc da va

* >«o0da har xil boiishi mumkin. Shu sababli J«iﬂ;/\f'
limitlarni aniglashda *->+0o0 va x-»-a> hollarini alohida
i]i*msh lozim.
5-misol. y - e funksiya grafigining asimptotalarini toping.
Yechish. 1im 25 2=_e0, lira X222 40
«*o* MO- X

Domak, x=0 to‘g‘ri chiziq vertikal asimpfota.

k- tim/ () =y 293

=um5>[/(x)'f°]:]llﬁé{_x' ﬁ‘)]ﬂ:".l; -

b -lim [/(x) Ax]~||nQ‘* ——x 1=lim— =0

Bundan
y =kx+b=x.
Demak, y-x to'g‘ri chizig og‘'maasimptota.
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5.4.6. Fnnksiyam tekshirish va grafigini
chizishning umumiy sxemasi

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish ma’lum tartibdn (i|] M
asosida) bajariladi. Shunday sxemalardan birini keltiramiz.

I°. Funksiyaning aniglanish sohasini topish.

2°.Funksiya grafigining koordinata o‘glari bilan kesisluii]iivk
nugtalarini (agar ular mavjud boisa) aniglash.

3e Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglami (/(jc) -0 yo)(|
f(x)<0 boiadtgan oraliglarai) aniglash.

4°. Funksiyaningjuft-toqligini tekshirish.

5°. Funksiya grafigining asimptotalarini topish.

6°.  Funksiyaning monotonlik  oraliglarini  aniglash M
ekstremuinlarini topish.

T. Funksiyaning qavariglik va botiglik oraliglarini hamda egiliNh
nugqtalarini aniglash.

@ y _7» bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigini
chizish.

Funksiya grafigini chizish uchun keltirilgan sxemaning hamtn#
bandlari, albatta, bajarilishi shart emas. Soddaroq hollarda keltirilgan
bandlardan ayrimlarini, raasalan r,206°ni bajarish yetarli boiadi. Agar
funksiya grafigi juda tushunarli bo'lmasa r-7° bandlardan keyin
funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta qo‘shimcha
nuqtalarini  topish va funksiyaning boshga xususiyatlarini aniglash
bo'yicha go‘shimcha tekshirishlar o‘tkazish raumkin.

7- misol. y = funksiyani tekshiring va grafigini chizing.
Yechish. F.Funksiyaning aniglanish sohasi:
D(f)=(-eo-vj (£Dy (L=

2°. x=0 da y=~1 boiadi. Funksiya Oy o‘qgini (0;-1) nuqgtada
kesadi. y*0 boigani uchun funksiya Ox o‘qini kesmaydi.
3. Funksiya («<*>-) va (L+*) intervallarda musbat ishorali va

(%9 intervalda manfiy ishorali.
4°, Funksiya uchun xeD(f) da /(-*)=f{x) boiadi.
Demak, ujuft.
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+00, I|m ——=-C0,

lpl\/{T,]qc*l Sax -1

x2+1

llmj(— -=-00, I"R/]XZ 1 =+00.
......... . < ~lvax=\to'g”i chiziglar vertikal asimptotalar bo‘ladi.

A'Iilm—x—l——o( r-»+coda hamx-»-oo daham k=0\

x(x -

] 4=iis(p~]“0'x) =1
Domak, y-1 to'g'ri chiziy x-»+o00 da hamjc->-00 da ham

gurl/onlal asimptota boiadi.
6. Funksiyaning monotonlik oraliglarini aniglaymiz va

«[uremumlarini topamiz.
_2X(x2—) - 2x(x2+]) __ 4x
y - (*1-iy ir-fp ®
Birinchi tartibli hosila *=-1 va
«Kl da mavjud emas va 8=0 da
nolga teng. Bu nuqtalar berilgan
lunksiyaning  aniglanish  sohasini
to'rtta
(-co—3), (0), (0:1), (I+00)
intervallarga ajratadi. Hosiianing bu
intervallardagi va har bir birinchi tur
kritik nugtadan chapdan o‘ngga
o'tishdagi  ishoralarini  chizmada
belgilaymiz:

Demak, funksiya (-oo0;-l) va 17-shakl
(-1,0) mtervallarda o‘sadi, (0;) va
(+oc) intervailarda kamayadi. x=0 maksimum nuqta, ym =f{0)=-1.
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7°. Funksiyaning qavariqlik va botiglik oraliglarini hamda Mfiili*h
nugtalarini aniglaymiz.

A ] _a(l ~)2-x"2(x2- 1) mx 41+

(x2-1)2) (x2-1Y $1-11 1
Ikkinchi tartibli hosila x, = -1 va X3=Inuqtalarda mavjud emaa,”
y*  hosilaning  (-00;-i), (+<) intervallardagi  ishorillilut

tekshiraraiz:
Demak, funksiyaning  grafigi
(-1;1) intervalda gavariq, (—~«©-%) va —
(+o0) intervallarda botiq boiadi.
Funksiya grafigining egilish nuqtasi yo'q.
8. r -V bandlarasosida funksiya grafiginichizamiz(17-shakl).

8-misol. y ~@_1—)2 funksiyani tekshuing va grafigirii chzing.

0,
Yechish. Misolni Maple pake/ﬁda bajaramiz.
> with{plots):

> restart:

> readlib(extrema):

>f=— J-
x+1)2

> lim ,f,

> iy

> limy-;



Hitl/'-*);

I LLx- L1,
MM {T-0}x);
{03 {ic=0> {+=0}
#o/w({f> O}jc);
(0 <X}

#o/v#({f<o },x);
{x<-1>{-1<x,x<0}

dv P
<1

(m™-4-1) (x+1)
{x=-3}, {x=0}, {x=0}
> extrema(d, {}, {xX}Y);v,
K-41
H{x=-3} {x=0}}
> solve\()“_7IJ f>oJI,>SI;
{x< -31{"1 <x,x <0} {0<x}

> io({" F<}D;

-n

6x 12X2 6n3
x+1)  (x+1)  (x+1)

> simplify (); ¥

6x
(x+14

18-shakl.



> solvel f=0

d;r
{x=0}
{0 <jc
> solve]0 f~ 4
<13 ,{-! <x,x<0}
7ML/ (%), g [ - U 1—10..10] 1,x=-8..5,-10..6,co/or
j'raﬂ b? X gree Ilnestyle []l 6,6], thickness=2, discont
Ue, gric-

5.4.7. Mashqlar

1. Funksiyalaming monotonlik intervaUarini va ekstrcmurnlarini toping:

1) /(x) =x3- 9x2+15x; 2) /W =y-y-2%*;

3)/(*)7=, T /)= =z

5) /(X)=W I-*2, 6)m=$J7-x\

7) /(X)=xe-r; 8) f(x)=chX,

9) /(x)=In(*2+l); 10) i
11) /(x) =x-2sinx, 0*x£2jr; 12) /(x) =x+2c0sJx, 0<x<,it.

2. Funksiyalarning berilgan kesmadagi eng Kkatta va eng kichik

giymatlarini toping:

1)/ (x)=xJ-3x, [0;2]; 2) f{{x) =x3+3x2-9x-10, [40J;

3) /(x) =x+cos2x, |0yl; 4) /(x) =x3tax, [!;«].

3.Jism S=2U+3t2-t3 gonun bilan harakatlanmogda. Jismning eng
katta tezligini toping.

4. Ko‘ndalang kesimi to'g‘ri to‘rtburchakdan iborat to‘sinning bukilishga
garshiligi ko'ndalang kesimning eni bilan bo'yi kvadratining ko'paytmasiga
proporsional. D diametrli xodadan kesilgan to‘sinning bukilishga garshiligi eng
katta bo‘lishi uchun to‘sinning oMchamlari ganday boiishi kerak?



1 tliUnllgi lga teng simdan to‘g‘ri to'rtburchak yasalgan. To'g‘ri
i tiliiii. liiilifiini/, yuzasi eng katta boiishi uchun uning oichamlari ganday boiishi
H f

$hilluih linldiing mumkin boigan eng katta yuzasini toping.

X H radiusli sharga yon sirti eng katta boigan silindr ichki
iii Sdindming balandligi ganday boiishi kerak?

N Silindrning hajmi Vga teng. Eng kichik to‘la sirtga ega
In"Hulll fmiming balandliginitoping?

Komada yoqilg‘i sarfi uning tezligining kubiga proporsional boiib, u 20
m1/aiiNt lo/likda soatiga 40 so‘m sarflaydi. Kemaning boshqga xarajatlari soatiga
Itd mdinni tashkil giladi. Kemaning 1km. yoi uchun umumiy xarajati eng
Iflitl boiishi uchun uning tezligi ganday boiishi kerak?

10. Azavoddan B shahar orgali o‘tuvchi temir yoigacha boigan qisqa
niakolii a km. Agar yuk tashish narxi avtomobil yo‘lida temir yoidagiga
({eiiHftnnica ikki baravar kam boisa, yukni A zavoddan B shaharga eng arzon

ywlkiiZish uchun A zavoddan avtomobil yoii temiryoiga ganday burchak
nik«/;ilishi kerak?

11. Funksiyalar grafigining botiglik-gavariglik intervallarini va egilish
miglalarini toping:

1) /(X)=x*-4x3+6X 2) f(x)=(x-S)s+4x-13;
3) /(*)=2*-3"F; 4) {{x)=1+\I(x-3)s;

3) /(*)=x-ta(l+a:); 6) f(x)=h(l+x2);
1= g 8) f(x)=x3 |

12. Funksiyalar grafigining asimptotalarini toping:
2) .

4) fix) - -xarctgx\

7) f{x):3x-x’\



13. Funksiyalami tekshiring va grafigini chizing:

i) F()=x-x3; 2) f(x)=x3-3*+2;
3 . 4) IW =g

5) f()=x+~ ) 1(=x-

7) 10 = D 4

5.5. HOSILANING GEOMETREK TATBIQLARI
5.5.1. Yassi egri chiziq yoyining differensiali

[a;b] kesmada differensiallanuvchi y =f(x) funksiya berilgan wu
uning grafigi AByoydan iborat boisin (19-shakl). [a;b] kesmoili
XX2..,XnX nugtalar bilan n ta boiakka boiamiz. Bu nugtalargli
AB yoyning nuqtalari mos keladi va ularni sinig chiziq
bilan tutashtiraipiz. Bu siniq chiziqga AByoyga ichki chizilgeoi
siniq chizig deyiladi. Sinig chizigning perimetrini sn bilan belgilaymiay
ya'ni

=Ei 1(MB=A Mn=B).

bo‘g‘inlardan eng kattasining uzunligini X bilan
belgilaymiz, bunda bo‘g‘inlar soni cheksiz ortganida, ya’'ni
n-»mda X->0.

AB yoyga ichki chizilgan siniq chiziq perimetrining X 0 dagi
chekli limiti A/,A2 nugtalami tanlash usuliga bogiiq bo‘lmagan
holda mavjud boisa, bu limitga chiziq yoyining uzunligi deyiladi.

Yoy uzunligini s bilan belgilab, topamiz:

5=lims® =&nXI"j-Mi 1e

Yoy uzunligini uning biror nuqtasidan, masalan, A nugtadan
hisoblaymiz.

M{X\§) nugtada AM yoy uzunligi s ga, M(X+AXy*+AY)
nugtada AM yoy uzunligi s+Asga teng boisin, buyerda
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Hi*  yoy uzunligi (20-shakl).
1'\M uchburchakdan MM* uzunlikni topamiz:
MMf=3jAx1 +Ay?2
mMM' £ 5im ~ A* o
MM 7 EPRAR+AR
1, lili ilijgadi, ya’'ni chizigning cheksiz kichik yoyi va unga tortilgan
tLil'n ohiseig ekvivalent  bo‘ladi. Ushbu ekvivalentlikni hisobga
MM’ uzunlikni ifodalovchi formulada almashtirish bajaramiz:

Mm As_ fAyr
A Ay VAd

OxIrgi tenglikda limitga o‘tib, s=s(x) fimksiyaning hosilasi uchun

i nulit topamiz:
f 10 g

Hundan
ds*<R?+4y2 (5.2)

(5.1) formula yassi egri chiziq yoyi differensiaiini ifodalaydi va
ushbu geometrik ma'noga ega: yoy differensialini chizig urinmasining
legishli kesmasi bilan ifodalash mumkin (20-shaklda MT kesma).



Agar egri chiziq x=x(t),y=y(t\te T parametrik tenglanutim 1tIM
berilgan boisa, dx- X\t)dt, dy=y'(t)dt boiadi va (5.2) ifodl UtlItf
ko‘rinishni oladi:

ds=  (Dl+y'(t2dt. (2 »

Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r=r{gp) tenglamn lilnti
berilgan boisa, x=rcos<p, y =rsitup ifodalarni <pparametrli tengininnUi

deb, topamiz:

KX e puup,

& =g F+HKeos(p,

dy
&p

%
5.5.2. Yassi egri chizigning egriligi

Egrilik

Egri chiziq shaklini xarakterlovchi elementlardan biri  uniuji,
egilganlik darajasidir.
0 ‘z-0‘zini kesib o‘tmaydigan va har bir
nugtasida tayin urinmaga ega boigan yassi
egri chizigni garaymiz. Egri chiziqda ikkita
A va B nugtalami olamiz. Bu nugtalarda
egri chizigga o‘tkazilgan urinmalar orasidagi
burchakni Aa bilan belgilaymiz(21-shakl).
Aa burchakka AB  yoyning qo Shnilik
burchagi deyiladi.
Bir xil uzunlikka ega ikkita yoydan
qo‘shnilik burchagi katta boigani ko'proq
egilgan boiadi. Har xil uzunlikka ega
yoylaming egilganlik darajasini qo‘shnilik
burchagi orqgali baholab bo'lmaydi. Bunda AB yoy uzunligida
Aa  burchakning o‘rtacha qancha ulushi to'g‘ri kelishi njuhim
hisoblanadi.
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, Ih i">ynhy o'rtacha egriligi deb, tegishli qo‘shnilik
IMMHImMp < yoy uzunligiga nisbatining absolut giymatiga
M iM

Hutu chizigning turli gismlarida o‘rtacha egrillik har xil bo'lishi
IHVHIKIni
[ 1i'lli'lil/igning bevosita A nugtadagi egilganlik darajasini baholash
NHvim »fii chizigning berilgan nuqgtadagi egriligi tushunchasini
killlAnii/.

MuHgowu egri chizigning A nugtadagi egriligi deb AB yoy o‘rtacha
fglllitMIling_B-+A dagi (s -» Odagi) limitiga aytiladi:

(H

Jn burchak urunish nugtasi egri chizig yoyi bo'ylab As masofaga
Iim lii.shida urinmaning burilish
Imih Infini ifodalaydi. Shu sababli egri
i-lil/Igning egriligiga quyidagicha ta'rif
Wwn hem boiadi: egri chizigning
W'HIxi bu —urinish nuqtasi egri chiziq
Ini'vinb harakatlanganida  urinma
its Innishining burchak tezligidir.

Misol uchun to'g‘ri chiziq va
nylnnuning oitacha egriligi va egriligini
topaylik.

1 To'g'ri chizigning istalgan
nuqtasiga o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chizigning o‘zi bilan ustma-ust
lushadi. Shu sababli Aa =0, uning ixtiyoriy nuqtasida o'rtacha egrilik va
egrilik nolga teng bo'ladi.

2. Aylana uchun Aa qo‘shnilik burchagi uning OAva OB radiuslari
orasidagi burchakka, AByoy uzunligi As=RAaga teng bo‘ladi, bu
yerda R- aylana radiusi (22-shakl).

U holda
“rRaa R 1IAR

ya'ni aylananing egriligi o‘zgarmaydi va radiusining teskarisiga teng
bo'ladi.

22-shakl.
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Uzluksiz  ikkinchi tartibli hosilaga ega y =f(x) funksiya blttfl

aniglanuvchi yassi egri  chizigning i
M(x;y) nugtadagi egriligini hisoblaymiz.
Egri chjzigga M(x;y) va Aj Ay)
nugtalarda urinma o‘tkazamiz,
urinmalaming og'ish burchaklarini a va
a+Aa bilan belgilaymiz (23-shakl).

MM yoyga mos keluvchi go‘shnilik
burchagi Aaga teng (qavariq yoy uchun . W\ fi+
[a <0, botigqyoy uchun Aa>0).

a - a(x)va s=s(x) bo‘lgani uchun 23-shakl

daj
\da\ ax

K =y-§g|psf Wy 05 (5.7)
ax!
tga =y, va demak, a =%rctgy' bo‘lad;. Bu tenglikni differensiallab,
topamiz:
da_ y”
dx 1+Yr 68

(5.8) va (5.1) ifodalami (5.7)tenglamagaqo'yib, y =/(*) egri
chizigning M(x;y) nugtadagi egriligini topish formulasini hosil gilamiz:

K=- (5.9)
(+/21
Agar egri chizig x=x(t),y=y(t),teT parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa,
W—i*Y — 3

boiadiva (5.9) formula ushbu ko‘rinishni oladt:
K= XLY?-xY\ *(5.10)
(*; +yhr
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Aliiir ugri chiziqg qutb koordinatalarida r=r<p) tenglama bilan
Xilli'iin bodisa, X-rcostp, y =rsin<p ifodalarni < parametrli tenglamaiar
iltrli, lopnmiz:

(5.H)
(r'2+ry
hmisoi y=-x3egri chizigning x -—nugtasidagi egriligini toping.
Yechish. Hosilaiarai topamiz: y'=-3x2 y"=-6X. Hosilalarning
»W nuqgtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

1 U holda
13l _ 3,192

*Hvf |

2-misol. x=tzy =2t3 egri chizigning t=\ parametrga mos
nugtasidagi egriligini toping.
Yechish. x(t)=2t, X (t)=2, y'(t) =6t2 y*(t)=\2 hosilalarning qiy-
matlarini t=1da topamiz: X =2, X'=2, y' =6, y" =12.
Bundan
212261 3
(22+623  20VI0

Egrilik radiusi, markazi va aylanasi, evolyuta, evolventa

Chizigning berilgan M nugqtadagi egriligi K ga teskari R migdorga
shu chizigning garalayotgan nuqtadagi
egrilik radiusi deyiladi:



Egri chizigning Mnugtadagi nonnaliga egri chizigning both]ll)(
yo‘nalishida MC =R kesmani go‘yamiz (24-shakl).

C nuqtaga berilgan egri chizigning Mnugqtadagi egrilik markiul
deyiladi.

Markazi C nugtada boigan R radiusli aylana berilgan ogtl
chizigning Mnugtadagi egrilik aylanasi deb ataladi (24-shakl).

Egrilik aylanasining bu ta'rifidan berilgan Mnuqtada «g» |
chizigning egriligi va egrilik aylanasining egriligi bir-biriga teng boMifhl
kelib chigadi.

Egrilik markazining koordinatalarini a va B bilan belgilab, ulunil
hisoblash uchun formulalar chigaramiz.

y =f(x) egri chizigga M(X;y) nugtada o‘tkazilgan normal
tenglamasini tuzamiz:

r-y:-ny(x-x), (5.14)

buyerda X,Y-normalning o‘zgaruvchi koordinatalari.
C(a;8) nugta normalga tegishli boigani uchun uning
koordinatalari (5.14) tenglamani ganoatlantiradi:

B-y=~g,<x-x). (5.15)

C(cc;R) nugta M(x;y) nuqtadan egrilik radiusi R ga teng masofada
yotadi, shu sababli
(a- X)2+ (B-y)2=RL (5.16)

(5.15) va (5.16) tenglamalami birgalikda yechib, a va B lami
topamiz:

a=x*-t"—-R B=y+—Ff=-R (5.1v)

)42 yl+§2

Bu formulalarga (5.13) tenglikdan R ni qo'yamiz:
a =ML/ D ooy L¥2 618

1* 1 W!

Bu formulalarda qaysi ishoralar olinishini aniglashtirish uchun
/>0 va /<0 boigan hollar alohida garaladi. Blinda y”>0 boisa,
mos nuqtada egri chizig botiq va 3>y boiadi. Shu sababli bunda quyi
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lhiHiilur nlinadi, ya'ni egrilik markazining koordinatalari

(5.19)

(briitiiliiliH bilan aniglanadi. Bu formulalar/‘'<0 boiganida ham o‘rinli
Mbutl.

AMIt ogri chizig x=x(t),y=y(t),te T parametrik tenglamalar bilan
Iwrlliinii boisa, (5.19)ifoda ushbu ko‘rinishni oladi:

oy Ty 420

m 3-misol. r=3(l+cos¢>) kardioidaning istalgan nuqtasida egrilik
Imliltlini toping.

Yschish. Hosilalarnitopamiz: r'=-3sin(@ r*=-3cosp.
Il holda

R t. (r+o5
K |r2+2r2—r'|

(9(1+2 aosp+cos2ff)+9sin* gpy
19(1+2 cosp+cos2(p)+18sin2(p+9(cos (p+cos2(p) |

27(i+2c0s¢>+c0s2¢>+5in2¢32 _
9 1+ 2 cosg>+cos2(p+2 sin2g+Cosgr+cos2a7]

3(2(1+c0s©))2

Egri chizigning barcha egrilik markazlari to‘plamiga evolyuta
deyiladi.

Berilgan chizig o'z evolyutasiga nisbatan evolventa (yoki yoyilma)
deb yuritiladi.

Agar egri chizig y=f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, (5.19)
tenglamani uning evolyutasi uchun parametrik (x parametrli) tenglama
deb garash mumkin.

Egri chiziq parametrik tenglamalar bilan berilgan holda (5.20)
tenglama evolyutaning parametrik tenglamalarini (bu tenglamalaming
o‘ng tomoniga kiruvchi Kkattaliklar t parametrga bog‘liq bo‘ladi)
ifodalaydi.
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4-misol. y=x2parabola evolyutasi tenglamasini toping.
Yechish. Hosifalami topamiz: § =2x, y' =2

Egriiik markazining koordinatalarini aniglaymiz:
a-x ___2_2<ﬁj;_4x_2) —ax8 Boyle|HAX2_ B0 1<

2

Bu tenglamalami y-x 2 parabola evolyutasining paraini'lill*
tenglamalari deb garash murakin. Tengiamadan X parametmi chigmib,
topamiz:

2 16f0 iY
21\ 2)

Bu tenglamayarim kubik parabola tenglamasi boiadi
5.5.3. Skalyar argumentning vektor funksiyasi

Fazodagiegri chizigningparametrik tenglamalari

Egri chiziq tekislikdagi Kabi fazoda ham parametrik tenglamalw
bilan berilishi mumkin.

t argumentning bir xil aniglanish sohasiga
ega boMgan uchta funksiyasini garaymiz:

x=x(t) o
y=y(t), (5.21) I Jjufl
z—z{t), te T. j

J

Bunda teT ning har bir giymatiga tayin
x,y,z giymatlar va fazoviy M(x;y;z) nugta
mos keladi. t o‘zgarishi bilan M nugta fazoda —P®—N
biror 'y egri chizigni chizadi. Bunda .
egri chiziq (5.21) parametrik 25-shakl
tenglamalar bilan berilgan va t ga parametr deymiz.
Biz, fazodagi to‘g‘ri chizigning quyidagi parametrik tenglamalari
bilan awaldan tanishmiz:
x=x0+pt,
y=yrHa>
\z=2z0+rt, teR.
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. Mri liilin inisol keltiramiz. Ushbu parametrik tenglamalar bilan
1 i i p 21 chizigni garaymiz:
X =acost,

y=asint,

Mu»tul chi/.igga vint chizig'i deyiladi (25-shakl).
| Jiimimetming istalgan giymatida:

Xx2+y2=a2cos21+sin2t) =a2.

Hu ltiiy.lik vint chizig‘ining x2+y2=a2 silindrdajoylashishini bildiradi.
Mumliiii, Mnugta vint chizigi bo'ylab harakatlanganida uning Oxy
INihlil'.idagi proeksiyasi radiusi a ga teng aylanada harakatlanishi kelib
. bunda / parametr N nugtaning qutb burchagi boiadi. t
|niiiiinotr 2k ga o‘sganida N nugta aylanani toiiq aylanib o‘tadi, vint
vhl/igi M nuqtasining z applikatasi esa h=2nb kattalikka o'zgaradi.
Mu knttaiikka vint chizig‘ining gadami deyiladi.

Skalyar argumentning vektorfunksiyasi

Fazodagi egri chiziq (5.21) parametrik tenglamalari bilan berilgan
Holvsin. Bunda x(t), y(t), z(t) funksiyalarning aniglanish sohasi T ga
logishli har bir t parametrga biror M(x,y,z) nugta, harbir M nugtaga
O\ boshi - koordinata boshida va oxiri M nugtada boigan r =OM
nidius vektor mos keladi (26-shakl). Bu vektoming koordinata
o'glaridagi proeksiyalari Mnugtaning koordinatalari boiadi va shu
aababli vektor (5.21) formulalar bilan aniglanadi.

Shunday qilib, /e T parametming har bir giymatiga biror

r=x(t)i+y(t)]+z(t)k (5.22)
vektor mos keladi. Bu vektomi t skalyar argumentning vektorfunksiyasi
(yoki vektorfunksiya) deb ataymiz va r(t) bilan belgilaymiz.

r(t) radius vektoming oxiri chizadigan L chizigga r) vektoming
godogrqfi deyiladi.

/) vektor fiinksiyaning berilishi uchta skalyar funksiyalarning
berilishiga teng kuchli, uning koordina o‘qglaridagi proeksiyalari
X% y(t), z(t) boiadi.

Vektor funksiya uchun limit, uzluksizlik va hosila tusbunchalarini
kiritamiz.
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1-ta'rif. Agar Umx(i)=*0 UmyCO-y, limz(t}=20 bok
P=xd +yj+zji vektorga r =x(t)i +y(t)j+z(tk vektor funkstyaninfl
t->t0dagi limiti deyiladi va limF(f)=ra deb yoziladi.

r(f) vektor funksiya t=t0 da va t0 nugtani o'z ichiga olgan blltfl

intervalda aniglangan boisin.
2-ta'rif. Agar t0 nugtada limr(r)=r(fQ) boisa, f(t) vektor funksiyt

tn nugtada uzluksiz deyiladi.

r(t)=x(f)i +y(t)j+z(t)k vektor funksiya M(x,y,z) nugtanir.g radiul
vektori, ya’ni r=OM boisin (27-shakl). t parametraing o‘zgarishl
biian M nugta L godografni chizadi. Parametraing tanlangan tayin t
giymatiga Mnuqtava r(i) vektor mos kelsin.

Perimetming boshga /+Af giymatini olamiz. Unga M, nugta va
r{i+A/) vektor moskeladi. r(t+A/)=0Mx va r(t)}=0OM vektorlaming
ayirmasi Ar=MMt vektorai gqaraymiz:

Ar =r(t+te)-r{t).
Uni r(t) vektoming t nugtadagi orttirmasi deymiz.
% nisbat Ar vektorga koIIiAnear, chunk? jﬁ skalyar ko'paytuvchi“.

3-ta'rif. Ar vektor funksiya orttirmasining argumentning mos A
orttirmasiga nisbatining & 0 dagi limitiga r(/) vektorfunksiyaning t
nuqtadagi t skalyar argument bo yicha hosilasi deyiladi va r'(0 yoki

~ ~ kabi belgilanadi.
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"0 =4 =dta 529

I nun la’rifigako‘ra, r'(0~vektor.
f P(f) funksiya hosilasini uning koordinatalar o'glaridagi
Jiiitkwlyulari bilan bogMaymiz.

r(t) =x@T+y (t)j+z(Hk
Vi
r(t+At)=x(t+At)7 +y(t +At)j +z(t + Atk
iMMvmi uchun
AL »?{t+At) - r(t) =(X(t+At)-x(t)i +(y(t+At) - y(t))j +(z(i+At)~z(t)k
yokl
Ar =AXxi +Ayj +Azk.
Shunday qilib,

A MG AL k
A A A

Bundan

r(t)—ltm——XuA I+l A / IA

—\)J+y (1) +Z'(Dk.
Demak,
+y' (O] +2' (k. (5.24)
(5.24) ifodadan vektor fimksiyani differensiallash qoidalari hamda

vektor fiinksiya hosilasining geometrik va mexanik ma’'nolari
differensial hisobning asosiy differensiallash qoidalariga hamda
hosilaning geometrik va mexanik ma’nolariga o‘xshash bo‘lishligi kelib
chigadi.

2. r'(t) vektor F(i) radius vektor godografiga i parametming o'sish
yo‘nalishida o‘tkazilgan urinma bo‘ylab yo‘nalgan boMedi (27-shakl)
(vektorfunksiya hosilasininggeometrik ma hosi).
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3. Vektor funksiyaning t vaqgt bo‘yicha r\t) hosilasi moddfti
nugtaning t ondagi harakati tezligi v(i) ga teng (yektor funksiya
hésilasining mexanik ma nosi).

2. Skafyar argumentning vek torftmksiyasim differensutUashrnngs
asosiy goidalarL

d dr
P& PR T
de

dt

kK d—(AI]) A3t+Fd X=X(t)-t argumentning skalyar funksiyasij
dr, dr,

R AL

d~ ™ dr _ _ dr

5 * i*Xr2)=* Xr2+' X

dt

2°. =——=0, ¢—e zgarmas vektor;

%

(5.24) ifoda va keltirilgan o‘xshashliklar asosida fazodagi egri

chizigning urinmasi, normal tekisligi, yoyining differensiali va egriligi
uchun quyidagi tenglamalar keltirib chigariladi.

1. (5.21) parametrik tenglamalar bilan berilgan fazodagi egri
chizigga parametrning t =t0giymatigamos MO(xQyc.z0) nuqtasida
o‘tkazilgan urinma (to‘g‘ri chiziq)

s-*o _y-y0=z-zq ,525.
X'(t0) y%) z(/0

tenglama bilan aniglanadi.
2. Fazodagi egri chizig urinish nugtasida urinmaga perpendikuldr
o‘tkazilgan tekislikka egri chizigga o tkazilgan normal tekislik deyiladi.
Urinish nugtasi MQxy,_y0zQ boigan normal tekislik

XXWX-X*)+§(t0) (.y-yQ+2zXto)(z-z0) =0 (5.26)

tenglama bilan ifodalanadi.
3. Fazoviy egri chiziq yoyining differensiali

ds="jc'(02+y'(tY +z\t)dt (5*27)
formula bilan topiladi.
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'1, Fazodagi egri chizigning egriligi
K=V(y'2"-y'z' f +(XZ*~XZ'f +(*'/ ~*VF (528)
(Xn+y'2+2'32

Innitula bilan aniglanadi.
I S-misol. x=f, y=tl z-t egri chizigga f=-1 parametrga mos
nuqtada o‘tkazilgan uriiima va normal tekislik tenglamalarini toping:

Yechish Urinish nugtasining koordinatalarini topamiz:

x=-l, y=I, Za-1

Hosilalami topamiz va ulaming urinish nuqgtasidagi giymatlarini

hlsoblaymiz:

*1

X'(t) =32 y'(t) =2, z'(t) =L
(-0=3 /(- =-2, 2\-))=
Urinish nugtasining koordinatalari va hosilalaming hisoblangan
giymatlari asosida izlanayotgan tenglamalami topamiz:
a) urinmatenglamasi
X+l _y-1_2+I

b) normal tekislik tenglamasi

3(x+1)- 2(y- H)+z+1=0s
3X-2y-¥z+6——Q

7- misol. Asosining radiusi R=4ga teng silindrda joylashgan,
gadami h=6jt ga teng vint chizig‘i tenglamasini tuzing. Uning yoyi
differensialini va egriligini toping.

Yechish. t=2n da z=h=3i.
Demak, vint chizig‘ining tenglamasi
x =4cosf, >=4sini, z=3t.
Bundan
X'(i) =-4sini, y (i) =4cosi, z40 =3, X"(t)=-4cost, y’{t)=-4smt, Z'(t) =

Hosilalaming hisoblangan  giymatlari  asosida izlanayotgan
tenglamalami topamiz:

a) vint chizig'i yoyining differensiali

ds =-jxn +y'2+Z'2t <WI6smzt +16cos21+9dt =
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=4yA6(sin21+cos2/) +9dt =5dt.
b) vint chizig‘ining egriligi
y'z"—yV =4cos/mM—{-4sint) ©3=12sint;
(Z*- X'Z'=(-4 sin0 -0—4cos/)*3=12cosi;
X'y'- x*y =(-4sin/)¢(-4 sin/)- (-4 cost)+4cost =16;
Xn +y2+zn =16sin21+16c0s2/+9 =25;

_ Vl44sin2l +144cos2/+256 20 _ 4
25! =125 =25

5.5.4. Mashqlar

1. Egri chizigning egriligini toping:
y =c0s2X, jc=~ nugtada; ~ 2) y==—*, Oy 0'q bilan kesishish nuqtasida.
x=9cos/, y=3sin/ ellipsning istalgan nuqtasida;
x-4(t-sint), y =4(1-cosi) sikloidaning istalgan nugtasida;
/=2(1-cos#), g=n nugtada; 6) r2=<2sin2p, <P-" nugtada.

1

3
4

5

=

= &

-

2. Egri chizigning egrilik radiusini toping:
1) =1, x=0 nugtada; 2) y=\fx , x=8 nugtada,.

3) x=t2, y=t--~i3, t=1nuqtada; 4) r =a<p istalgan nugtada.

3. Egri chiziq egrilik markazining koordinatalarini toping:

1) y~— *=1 nugtada; 2)x=/-sint,y=1- cosi, /=—hnuqtada.
4. Egri chiziq evolyutasi tenglamasini toping:
1) y2=2(x+I); 2) y1-2x =0;
3) x=21, y=t1-2, 4)jc=a(cosi+fsinn),y =«(sini - f cos/).

5. Vektor funksiyaning godografini toping:
1)m  =(2/-1)7+(-3/+2)] +4tic, te.R\ 2) r(t)=4chti —/+ 3shtk, te R\

3) A/)=2cos)/+2sin3+t>/e[0;27r];  4) r(/)=6cosri+5sin#+3fc, |e[0;27].
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ft, Kgri chizigga o‘tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini

1) f(f) 41*1+/7+t6c, t=1nuqtada;

[1) iy ., ¥tk -2 nugtadg;

H 1 noe Krilti +2sin tcost] +3cos2tk, t=4—nuqtada;
MM m'(cosf +sin/)7 +e'(sin/-cosi)7+¢k, t=0 nugtada.
‘7. Egri chiziq yoyi differensialini toping:

| 1) *(0 - 3cos2<f+5sinf cos(/+4sin2z£; 2) r(i) =5costf +5sintj+12tk.

5.6. TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECffISH

5.6.1. Asosiy tushunchalar

Bir 0‘zgaruvchining har ganday tenglamasini
/(*)=0 (6.1)
ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda f(x)-X o‘zganivchining biror
ftinksiyasi.
(6.1) tenglaraaning ildizi deb shunday x=x0 giymatga aytiladiki,
bunda tenglamaning chap tomoni nolga aylanadi, ya’'ni /(*,)=0 bo‘ladi.
(6.1) tenglamaniyechish deb uning ildizlaiini topishga aytiladi.

yJ y=m y yi:f(X) y y=m
j .
\ \ \//
o \ X (¢} \Vxﬁj X d % X
a b c
28-shakl.
(6.1) tenglamaning ildizi geometrik jihatdan yo y=fix) funksiya

grafigining Ox 0'q bilan kesishish nugtasining abssissasini (28-a shakl),



yo bu grafikning shu o‘q bilan urinish nugtasini (28-b shakl)
yoki grafik va o‘gning umumiy nugtasini (28-c shakl) ifodalaydi. 1

Ildizning bu interpritatsiyalaridan bir o'zgaruvchi tenglamasfl
yechishning geometrik usuli kelib chigadi: (6.1) tenglamani yechisn
uchun uning grafigini chizish va grafikning Ox (y=0) o’'q bilan
kesishish nugtalarini topish kerak.

/(X)=0 tenglamani taqribiy yechish, odatda, ikfci bosgichda amalga
oshiriladi.

Birinchi bosgichda tenglamaning ildizlari ajratiladi, ya'ni tenglama
yagona haqigiy ildiziga ega boigan chekli oraliq aniglanadi.

Ikkinchi bosgichda ildizlar aniglashtiriladi, ya’ni ular berilgan
aniglikda topiladi.

(6.1) tenglamaning ildizlarini ajratish uchun ushbu kriteriya
qoilaniladi: agar f(x) funksiya [a\\ kesmada uzluksiz, monoton va
kesmaning chetki nuqtalarida harxil ishorali giymatlarga ega boisa,

u holda (6.1) tenglama shu kesmada yagona haqigiy ildizga ega boiadi. |

f(x) funksiyaning kesmada monoton boiishining yetarli sharti
uning birinchi tartibli hosilasining bu kesmada ishorasini saglashi
hisoblanadi (agar /(X)>0 boisa, funksiya kesmada o‘sadi, agar /(*)<0
bo‘lsa, kamayadi).

Agar y =fix) funksiyaning Ox o‘q bilan
kesishish nugtalari joylashgan oraliglami aniq T
ko'rsatuvchi grafigini chizish mumkin boisa,

(6.1) tenglamaning ildizlarini grafik usuida 5
ajratsa boiadi.

f(x) va f Zx) funksiya grafiklarini chizish

oson boigan hollarda (6.1) tenglamani \/
(MNSM (6.2)----- 7 0N .

ekvivalent  ko'rinish@la  ifodalash  orqali / \

ildizlami ajratsa boiadi. Bunda (6.2) /

tenglamaning ildizi y=ft(x) va y=1f2x) 28=shakl.

grafiklarning kesishish nuqtasi boiadi.
I-misol. x3+6x-5=0 tenglama ildizlarini ajrating.
Yechish. Misolning shartiga ko‘ra,
f(x) =x3+6x-5.
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i* du f\x)=3x2+6>0, xeR boigani uchun funksiya ixtiyoriy
Mdb]»in o'wtdi. X ning manfiy giymatlarida /(x)<0 va X ning
* "Hle lui knlla giymatlarida, masalan, x>1 da f(x)>0.

r  |Mmiik, iunksiya [0;1] kesmada bitta hagiqgiy ildizga ega.

Miilu.ni tenglamaning ildizini grafik usulda ham ajratish mumkin.

1" ni'liiiimiii X' =-6x +5, ya'ni (6.2) ko'rinishga keltiramiz. y=x3 va

funksiya grafiklarini chizamiz (29-shaki). Chizmadan

i ilmullki, keltirilgan grafiklar abssissasi (01) intervalda yotuvchi
h  ntU]inda kesishishadi.

5.6.2. lldizlarni aniglashtirishnmg
vatarlar va urmmaiar usuliari

Vatarlar usuli

Blror (analitik yoki grafik) usul bilan (6.1) tenglamaning ildizi
Nimlilgun, ya'ni tenglama yagona X ildizga ega bo'lgan [a;b] kesma
MiiU]langan bo‘isin. Bu kesma shunday tanlanadiki, bunda quyidagi uch
ullcirl bajaradi:

1) f(a) va f(b) sonlari harxil ishorali: f(a)f(h)< 0;

2) [ab] kesmada f'(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
Nitglaydi;

3) [ab] kesmada f(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
Nuglaydi.

(6.1) tenglama yechimining birinehi yaqginlashishi sifatida y=f(x)
limksiya grafigi yoyining chetki A(a;f(a)) va B(b;f(b)) nugtalarini
tutashtiruvchi vatar bilan Ox o‘q kesishish nugtasining abssissasini
nlamiz (30-shakl).

Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq formulasi asosida AB to‘g'ri
chiziq tenglamasini tuzamiz:

y-fia) /93\
b-a f(b)-f(a)"

(6.3) tenglamaga y =0 ni go'yib, ildizning birinehi yaginlashishini
topamiz:
afm-bf(a)
m -m

349



(6.1) tenglamaning izlanayotgan X ildizining ikkinchi 4
yaginlashishini topish uchun (6.4) ga monand formula /(*) fiinkstyfl
chetki nugtalarida har xil ishoralarga ega boigan [a\] va [*uwl]
kesmalardan biriga qoilaniladi. Bunda, agar f(a)f(x)>0 slum

bajarilsa(1-hol) [a;xt] kesmada
afrh-xjia) |
2 m - m
kabi topiladi (30,a,b-shakl), agar f(a)f”(x)<0 shart bajarilsa (2-hol)
[x"b] kesmada
x2_bex1-x”b) (65)

kabi aniglanadi (30,c,d-shakl).

Bu jarayonni davom ettirib, ildizning keyingi
x3x4t.. yaginlashishlari topiladi. Agar (n-1)-yaginlashish mavjud
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tannin bilan, 2-hol uchun
" =1A3, 6.7)

Mimiln bilan topiladi.
(Jtometrik mulohazalarga ko'ra, xa («=1,2,3,...) sonlaming ketma-

lim* =x. (6.8)

(6.6) va (6.7) formulalar bilan hisoblashlar oxirgi kesma uchun
liilnh gilingan aniglik olinganga gadar davom ettiriladi.
Vatarlar usulining absolut xatoligi

M (6.9)

Icngsizlik bilan baholanadi, bu yerda n =mm | f\x)*0.
Urinmalar usuli
(a;b) oraligda (6.1) tenglama yagona X ildizga ega boMsin. y=f(x)

ftinksiya grafigiga A(a;f(a)) nugtada urinraa o'tkazaraiz.
Bu urinmaning tenglamasini tuzamiz:

Bu tenglamada y =0 deb \
urinmaning Ox o0'q bilan kesishish
nugtasining abssissasini topamiz:

Ehft
/'(<)*0. (6.11) m
d } »?Q bl «
yaqinlashishini beradi. Ikkinchi

yaginlashishni (6.11) ga monand 31-shakl.
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formulani (x,;b) oraliqga qoilab, topamiz:

v=v_/W. (6,]d

Ildizning keyingi yaqginlashishlari shu kabi lopiladi.
Agar («- l)-yaginlashish mavjud bo'lsa, n-yaginlashish

M =X,,. , «=123 (6.13)
onl f'%
formula bilan topiladi.
Bu tenglamada nolinchi yaginlashish xsifatida [2\b\ kesmaning J
f(xa)f(x)>0 (6.14)

shartni ganoatlantiruvchi nugtasining abssissasi olinadi  (31-shakl).
Demak, bu usulni A nugtadan boshlash shart emas.
Urinmalar usulida ham (6.8) va (6.9) munosabatlar o'rmli boiadi. J

Vatarlarva urinmalar usullarining
v birgalikda go‘llanilishi

Vatarlar usiili bilan urinmalar usuli ildizga turli tomondaifl
yaginlashishni beradi. Shu sababli, odatda, ulami birgalikda qoilash!
qulay boiadi. Bunda ildizni aniglashtirish tez bajariladi va hisoblashrii
nazorat gilish mumkin boiadi.

Vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda goilanilishi masalasini

garaymiz. Bunda ham vatarlar usulidagi uchta shart bajarilsin deymiz.
Bu shartlar bajarilganida to'rtta hoi boiishi mumkin (30-shakl):

a) /'(*) <%f"(x) >0; b)/'(*) >0,f\ x) <0;

c) f(x) =0,f\x) >0; d)/'0) <0,f "(x) <0.

Aniglikuchun fix ) >0, f(x) >0 boigan holni garaymiz (32-shakl).
Aar,f(a)) va B(b;f(b)) nugtalar orgali vatar o‘tkazamiz.
Bu vataming Ox o'q bilan kesishish nugtasini topamiz:

BT rA )
Endi f(x) funksiya grafigiga B{p\f (£)) nuqtaga urinma o‘tkazamiz.
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Mil urinmaning Ox o‘q bilan kesishish nugqtasini topamiz:

Ihundaygilib, a<<z, <x<bx<b.
Mnh jarayonni davom ettirib, tagribiy giymatlarning ikkita ketma-
lipllitfini topamiz:

a<ax<az2<..<X va b>hl>ht>.>X

bnycrda

a =a (6.15)

b —=6,-~ -~ w=l2,., bo=bh. (6.16)
/ 0

{an} va {bj ketma-ketliklar monoton va chegaralangan. Demak,
llitir limitga ega. liman- a,
limbn-R boisin.  Agar 1) va y
3) shartlar bajariisa, a =8 =X
/(X)- 0 teng-lamaning yagona
Agar ildizning aniqgligi
b oldindan berilgan boisa.
u holda aa va bn lar \an-bn\<e
yoki e qan-bn\2s shartlardan
biri  bajarilishiga gadar davom 32-shakl.
ettiriladi. Bunda birinchi shart bajariisa X *an (yoki Xxbn) boladi.

1-misol. 2-x-lgx =0 tenglmaning haqiqiy ildizini vatarlar va
urinmalar usullarini birgalikda go‘llab, e =0,000001 aniqlikda hisoblang.

Yechish. lzlanayotgan ildizni ajratish uchun berilgan tenglamani
Jox=2-x ko‘rinishga keltiramiz va y =lgx, y-2-x fiinksiyalaming



gratiklarini chizamiz (33-shakl). Chizmadan izlanayotgan ildiz 11ft11)
kesmaning ichki nugtasi boiishi
kelib chigadi.
1) va—3) shartlarning
bajarilishini tekshiramiz.
/(X)=2-x-lgx funksiya uchun: y=\gx

/(1,6)=2-1,6- 0,2041=04959 >0,

/(1,8)=2-1,8 - 0,2553=-0,0553 <0; n

' * = - ' * =" n* \
70(*) = (%) = g
33-shakl.
[1,6;,8] kesmada f\x)< 0, f(x ) >0.

Demak, [16,18] kesmada
1) —3) shartlar bajariladi. Shu sababli a =1,6 va 6=1.8 deb olamiz vu

aniglashtirish formulalarini goilaymiz:

a =16- =16 +0,1559=1,7559;
1s’  /(1.8)-/(1,6)

h =16- fff I'S-=1,6+0,1540=1,7540;
m

02=1,75558; ht=1,75557, a3=17555816; &=1,7555807.
1,7555816-1,75558071=0,0000009 <e.
Demak, izlanayotgan yechim £« a3=1,7555816.

5.6.3.Mashqlar

1. Tenglamalaming haqiqiy ildizini vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda
goilab, ¢ =0,0001 aniglikda toping:
1) 2*+7=0; 2) ¥ +*-1=0;

3) Adgic—2=0; 4) 2x+1-sinx=0.
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6.1. KOMPLEKS SONLAR

Kvadrat ildiz chigarish amali barcha
haqiqiy sonlar uchun aniglanmaganligi
sababli har ganday kvadrat tenglama ham
haqigiy sonlar to‘plamida yechimga ega
bodmaydi. Bu masala hamda uchinchi va
to‘rtinchi darajali tenglamalami yechishda
yuzaga kelgan ko‘plab masalalar haqiqiy

sonlar  to‘plamini kompieks sonlar
to‘plamigacha kengaytirishni tagozo etdi.
Keyinchalik kompieks sonlar

matematika va amaliy matematikaning
ko‘pchilik muhim masalalarini yechishga
tatbig qilindi va hozirgi matematikani
kompieks sonlar tushunchasisiz tasawur
qilib bo‘Imaydi.

6.1.1.Kompieks son
tushunchasi va tasviri

Kompieks son tushunchasi

I-ta’'rif. z kompieks son deb maium
tartibda berilgan x va y hagigiy sonlar
juftiga aytiladiva z={x,y) deb yoziladi.

X va Yy sonlarga mos ravishda z
kompieks sonning hagiqiy va mavhum
gismlari deyilib, *=Rez, y=Jmz kabi
belgilanadi.

z,= va z2=(x2y2  kompieks
sonlarida xt=x2 va y, =y2 bo'lganida ular
teng, ya'ni z, =z2 deyiladi.

355



(0,1) son mavhum birlik deb ataladi va i bilan belgiianadi:
i=(0,1). (1
2-ta,rif. z"(x{,jp.)'va z2=(x2y2 kompleks sonlarining yig'inilhl
deb
¢ +22=(X,y1) +(x2y2) =(x, +x2y, +y2)
songa aytiladi.
3-ta'rif. z =(x1yl) va z2=(x2y2 kompleks sonlarining
kopaytmasi deb
z,-z, =(x1yJ)-("2y2=(xX2 +Y,x3 (1.3)
songa aytiladi.
Keltirilgan ta'riflardan hagiqiy sonlardagi kabi
(%,0)+(x20)=(x, +x20)
va d
(%,,0) *(x2,0)=(x,x2,0)

kelib chigadi.
Shunday qilib, kompleks sonlar hagiqgiy sonlarni «io ‘Idiradi».
(1.1) va (1.3) formulalar asosida topamiz:

X =(x,0), iy« (01)>-=(0,1)*Cv,0)=(0ey -1 +0,0+0+1y) =(0,y).
Bu ifodalardan z=(x,y) kompleks son yozilishining boshqga bir
ko‘rinishi kelib chigadi:
z =(x,y) =(x,0)+(0,y)=x +y.
Kompleks sonlarni ko'paytirish ta’rifidan topamiz:
i2=ii=(0,1) «(0,1)=(-1,0)=-1.

Demak. i=(0,1)—kvadrati minus birga teng boigan son.

Shunday gilib, z=x+iy ifodaga kompleks son deyiladi, bu yerda
X ,y- haqiqgiy sonlar, i- mavhum birlik.

Agar z=x+iy ifodada y=0 bo‘lsa, z=x haqiqgiy son, agar
x=0 bo‘lsa, z=iy sofmavhum son hosil boiadi.

Fagat x=y=0 bo‘lganida z=x+iy kompleks son nolga’teng
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Iﬁlm i mpleks sonlar uchun «katta» va «kichik» tushunchalari
]| )

Mnvhum gismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi z=x+iy va
W -1y sonlariga go ‘shma kompleks sonlar deyiladi.

Haqigiy va mavhum gismlarining ishorasi bilan farq giluvchi
(~»sf/y va z2=-x-iy sonlariga garama-garshi kompleks sonlar
illyllodi.

Kompleks sonlarning geometrik tasviri

Har bir z=x+iy kompleks sonni Oxy koordinatalar tekisligining
M(x\y) nugtasi bilan ifodalash mumkin (bu yerda x =Rez, >>=Inz) va
nkiincha, koordinatalar tekisligining har bir M(x;y) nugtasini z~x +iy
kompleks sonning geometrik tasviri deb garash mumkin (1-shakl).

Oxy tekislikka kompleks tekislik deyiladi va (z) kabi belgilanadi.
llunda, z—x hagqigiy sonlar hagiqgiy o‘q deb ataluvchi Ox o‘gning
nuiltalari  bilan  aniglanadi;  z-iy
mavhum sonlar mavhum o‘q deb
ntaluvchi Oy o‘gning nugtalari  bilan
aniglanadi.

Shuningdek, z-x +iy kompleks
sonni M(x;y) nugtaning radius vektori
r=OM orqali ifodalash mumkin (1-
shakl). Bunda: f vektorning
uzunligiga kompleks sonning moduli
deyiladi va || yoki r bilan
belgilanadi; r vektorning Ox o‘gning 1-shakl.
musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan
burchagiga kompleks sonning argumenti deyiladi va Argz bilan
belgilanadi.

z=0 kompleks sonning argumenti aniglanmagan. z*0 kompleks
sonning argumenti ko‘p giymatli boiib, 2/(k=Q -1,5-2, 2,...)
go'shiluvchigacha aniglikda topiladi: Argz=argz +2nk,kez, bu yerda
argz -argumentning oraligda yotuvchi bosh giymati, ya'ni
-n <wrgz<ic (ayrim hollarda argumentning bosh giymati sifatida [0;2ar)
oraligqa tegishii giymat olinadi).
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6.1.2. Kompleks sonlarning yozilish shakllari

Ushbu
Z—X+iy

ifodaga komplekssonningalgebraik shakli deyiladi.
Kompleks sonning r moduli va tp-Argz argumentini z-Xx +ty

kompleks sonni ifodalovchi r =OM vektoming qutb koordinatalari deb
garash mumkin. Bunda x=rcos<p, y=rsin<p bo‘ladi (1-shakl).

U holda z=x+iy kompleks sonni z- ro&ep+irsin” yoki
z =r(cos (p+ism (p)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu ifodaga kompleks sonning trigonometrik
shakli deyiladi.
Bunda rA\z|modul quyidagi formula bilan aniglanadi:

r=\z\=Jx2+ y2.
(p argument esa $
s cos<p=x—, sm<p=y—, tg(p =N
r r X
formulalardan topiladi.
P=Argz=argz +2nk, ke zekanidan
cosip=cos(argz +2nk) =cos(argz), sin<p=siniargz)

kelib chigadi. Shu sababli kompleks sonning algebraik shaklidan
trigonometrik shakliga o‘tishda kompleks son argumentining bosh
giymatini aniglash yetarli bo‘ladi.

-7r<argz<n boiganiucun tg<p=x—tenglikdant0pamiz:
arctgy; 1,1V chorakiarning ichki nugtalarida,

argz=< arctgy;+n, 11 choraknirtg ichki nugtalarida,
arctg-Zz--n, 111 chorakning ichki nugtalarida.

Agar nuqgta haqigiy yoki mavhum o‘qlarda yotsa, argzni bevosija
topish mumkin.
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Mnsalan, z, =2 uchun argz, =0; 2z2="3 uchun argz2=;r; zy=i

z=re*
"I’T@z=r(co$(p+isin(p) kompleks sonning
hii rsatkicMi  (yoki eksponensiat) shakli = A
doyiladi, bu yerda r=\z2\—kompleks sonning
moduli;  (p=Argz— kompleks sonning 2-shakl.

argument!.

Eyler formulasiga ko‘ra e* funksiya In davrli davriy funksiya
boiadi. Shu sababli z kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozish
uchun kompleks son argumentining bosh giymatini, ya'ni <p=argz ni

Hniglash yetarli boiadi.
I-tnisol.  z=-sin—+/'cos— kompleks sonni turli (algebraik,
8 8
trigonometrik va ko‘rsatkichli) shakllarda yozing.

Y echisk z=-sin?+/coss— kompleks son trigonometrik shaklda
berilgan emas. Shu sababli shunday @ burchakni topamizki,

cos©=-sin—va sin®© =cos— boaisin.
8 8

Bunday burchak ¢>=—+—=— boiadi.

ni hisobga olib, kompleks

sonining turli shakllarini yozamiz:



6.13. Kompleks sonlar ustida amallar
Kompleks sonlarni go ‘shish

Agar 4=x,+ va z2-x 2+iy2bo’lsa, yuqorida keltirilgan komplckl

sonlarni gqoshish ta'rifiga ko'ra,
2 +22=(xI +x2) +i(yi +yl). (1.4)
Kompleks sonlarni qo‘shish kommutativlik va assosiativlik xossalariga 1
ega:
7, +za=22+% (I, +Z))+Z =z, +(Z4 +z,).

(1.4) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi
go'‘shiiishi kelib chigadi (3-shakl).

3-shakldan bevosita ko'rinadiki, |z, +z2 z, |+1z21 Bu tengsizlikka
uchbitrchak tengsizligi deyiladi.

Kompleks sonlarniayirish

Kompleks sonlarni ayirish amaii qo‘shishga teskari amal sifatida
aniglanadi. n

2 va z2 kompleks sonlaming ayirmasi deb. z2ga qo‘shilganida
z, ni hosil giluvchi z kompleks soniga aytiladi va z=z,-z2 tarzda

yoziladi.
Agar z, =*, +iy, va z2=x2+iy2 bodisa, ta'rifga ko‘ra,
z=2,-z1=(xI- X2 +i(y,- yr\ (1.5)
(1.5) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi

ayrilishi kelib chigadi. (4-shakl).
4-shakldan ko4inadiki, |z - 221>z \-\z2\

3-shakl. 4-shakl.
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Kompleks sonlar uchun

12\~zi m\C\ - 72)2+0i —

Ini liuli. ya'ni ikkita kompleks sonlar ayirmasining moduli tekislikda bu
urnlnmi ifodalovchi nugtalar orasidagi masofaga teng.

I Sim sababli, masalan | - 2i [EL tenglik kompleks tekisligida za=2i
m|l]ludan birga teng masofada yotuvchi z nugtalar to‘plamini, ya'ni
Itittrka/i z0=2i nuqtada joylashgan va radiusi birga teng

Nylimani aniglaydi.
Komplekssonlarni kopaytirish

Agar z=jc, +iyx va z2=x2+iy2 bo‘lsa, yuqorida keltirilgan
kompleks sonlarni ko‘paytirish ta'rifiga ko'ra,

2=2,2. =(XX2- y¥2) +i(x¥2+yxQ) . (1.6)

Kompleks sonlarni kogaytirish kommutativlik, assosiativlik va
go‘shishga nishatan distributivlik xossalariga ega:

2,22—322%,,
(@zjgszrziz),
F(*Kl+**) W a+ V-
2-misol, z,=I+3i, z2=-3+* bo'lsa, z,+22 2z1-z2, z1-z2 lami

hisoblang.
Yechish  z, +22=(1+3/)+(-3+i)=-2+4/,

2z, - 72=(2+6i)- (-3 +0=5 +5i;
A72=(1+3/)*(-3 +/)=(-3- 3)+/1- 9)=-6- &.
Trigonometrik shaklda berilgan
zt =rt(cos<pt +/5in(pt), 22 =r2(cos<p2 +isiaq>2)
kompleks sonlarni ko‘paytiramiz:
2.22=r,(cos", +/sin"j,)r(cos g2+ /sin (p2) =
=rx2(cos COStp2+ 1sin ?>C0S<R+iCos (sin 2~ sin<Ppsinp2) =
= 1,10 cos (p2—sin Pain ) +(Sin g}cose + i cos<psin ) =

=nmx2(cos(<px+ <R) +isin((px+ (p2)\
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ya'ni
ztz2=r,rAc08(¢>, + () +isin(p, +).
Demak, kompleks sonlar ko‘paytirilganda ulaming modulliirl
ko'paytiriladi va argumentlari go‘shiladi.
Bu qoida istalgan sondagi ko‘paytuvchilar uchun ham o‘rinli
bo‘ladi. Xususan, n ta bir xil ko*paytuvchi'ar uchun
7" =(r(cos (p+/sin<PY- r"(cosnfp+Isinnp ('H
bo‘ladi.
(1.8) formulaga Muavrformulasi deyiladi.
3-misol. z=4b+i bo'lsa, z6ni hisoblang.
Yechish. Awal kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiramiz.

x=4/3, y - 1bo‘lgani uchun r=VV3*+12=2, argz=arcig "
Bundan d

z%cos%[-ﬂ'sin%—)
Muavr formulasiga ko'ra:

26=26cos"- 6 + ‘6 =64{cos;r +isin;r) =-64.

Kompleks sonlarni bo ‘lish

Kompleks sonlarni bo‘lish amali ko‘paytirishga teskari amal sifatida
aniglanadi.

z, va 2240 kompleks sonlaming bolinmasi deb, 22 ga
kogaytirilganida z, ni hosil giluvchi z kompleks soniga aytiladi va
z=— kabi yoziladi.

2

z, =xt+iyn 2=x2+iy2*0 va z=x+iy boisin.
U holda (¢j +iy2)(x+iy) =x, +iyx tenglikdan
xx2-yy2=X,
Day2+yx2=yx
tenglamalar sistemasi kelib chigadi.

362



ilwimithii X va Y nitopamiz:

Mtuuduy qilib,

£1=5%2 (1.9)
2 Xi+yi Xj+yi

Amalda ikki kompleks sonning boiinmasi uning surat va maxrajini
NiMMiiining go'shmasiga  ko‘paytirish  orgali  topiladi (maxraj
ftINvhumlikdan qutqariladi).

4-misol. -, =1+ 2, z2=3+/bo'lsa, — ni toping.
Zi

Yochlsh. — kasming surat va maxrajini z2 ga ko*paytirib, topamiz:

z, 142 (1+2Q(3-i) 3+6/-/+2 5+% 1 1.
2" 3+| - (3+0C3-0" 9+1 " 10 2 2
Trigonometrik shaklda berilgan z, =r{eos<p+/sinp,) kompleks
Monini za=r2eos(2+/sin42) kompleks sonigaboiamiz:

7, _ r(om<p, +ising) _ NeosIP +isin<) «eos@—isingD) _
22 r(C0SR2+/5in93) A0S +/5in0Y-(cosI2-/sin"2)

Demak,

—=—{oos(w, -2) +/sin((2~(D)). (110

Shunday qilib. bir kompleks sonni ikkinchisiga boMganda ulaming
modullari boiinadi va argumentlari ayriladi.

Kompleks sonlardan ildiz chigarish

Kompleks sondan n-darajali ildiz chigarish amali n-natural
darajaga oshirish amaliga teskari amal sifatida aniglanadi.

z kompleks sonining n-darajali ildizi deb, w'=z tenglikni
ganoatlantiruvchi w kompleks soniga aytiladi.
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z—Hcosep>+/sing) va > p(cos0 +/sin6) boMsin,
Udizning ta’rifi va Muavr formulasidan foydalanib topanviz: ]
=W"- p"(cos«0 +/sinnd) =r(cos"7 +/sintp).

Bundan
p"=r, n&=@pP+2itk k-Q, % 1 -2, 2»..
yoki
= (P:EO_'S p=VF
kelib chigadi.

U holda w=*fz tenglik quyidagi ko'rinishga keladi:

\Ak:iJr(cos(p+/sin<p)—VP|fgos" N +Jsin"in )\ k-Q, 1 .., »—% (1.11)

Sinus va kosinus funksiyala-ming davriyligi sababli z komplek*
sonining n- darajali ildizlag soni
n ga teng bdiadi va ular k ning
n ta k=0, L 'n-1 giymatlarida
aniglanadi.  lldizlarning  moduli
r hagigiy sonining n-darajali
algebraik ildizidan iborat hoMadi,
argumentlari esa bir-biridan - 9@

karrali songa farq giladi. Bunda
barcha ildizlar kompleks tekisligida
markazi z- 0 nuqtada boMgan va
radiusi  aNT\ ga teng aylanaga
ichki  chizilgan ~ n  burchakli
muntazam ko‘pburchakning uchlarini tasvirlaydi (5-shakl).

5-misol. V-T ning barcha ildizlarini toping.
Yechish. 1ldiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz:

—4=cos/r+/sin;r.

Bundan
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A LKQ |, 3 va 4 giymatlar berib, topamiz:
mK * 608*4 +isin“T=-A-£2-("I +f),

N
we cosnisin sl v e,
4 4 \Y n

B, cos Lt fsin3 =— (-1 +/;,
4 4 2

", «cos-5---fzs1 5” "’24—1’2\,
2V

N ecos™ +isindM=222 el-n
4 2
Du ildizlar (z) kompleks tekisligida birlik aylanaga ichki chizilgan

miinlazam to‘rtburchakning (kvadratning) uchlarida yotadi (6-shakl).

6.1.4. Mashqlar
1. x,y ning ganday haqiqiy giymatlarida z, =x -3yi-y - — va

1, 5 X+i2. 3xi-ytf* kompleks sonlar go‘shma bo‘ladi?

2. X,y ning ganday haqgiqiy giymatlarida z, =y +2/3+3 - 2xi va
s. -3x+Si+T +2i2 kompleks sonlar teng bo‘ladi?

3. x,y ning qanday haqiqiy giymatlarida z, =3*- 2yi+5; -1 va
r,=3y-i 3+—i +2i3 kompleks sonlar garama-garshi bo‘ladi?

4. x,y ning ganday haqiqiy giymatlarida z,:5x+?”¥+3yi+i va

z. =3y(I+0+—-'4 kompleks sonlar nolgateng bo‘ladi?

5. (z) tekislikda berilgao tenglamalami veching:
1) z2+6z+25=0; 2) 2zz+fe+I=0;
3) iz2-2z+3»=0; 4) z2-6iz-5=0.
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6. (2) tekislikda berilgan shartlar bilan ganday nugtaiar to'plami anigIMtflfl
1) Rez=a; 2) hnz=b\
3) IAAN\<R 4) <p<agz<Mt\
5)r<zk i?, p<argz<ip, bu yerda a,6,r,i?,p,(//-haqgiqiy sonlar.

7. Berilgan kompleks sonlarni turli (algebraik, trigonometrik va
ko'rsaikichli) shakllarda. yozing:

1) z=-2+2&i. 2)

3) z =V3|icos— +/sm% t 4) z =2->/2"cos"+i'sin

5) 2="j2e~ 4; 6)

7) z=2c0s60*-2/sin600; 8) z=—200845*-2/sin45°.

8. Berilgan kompleks sonlaming yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
boMinmasini toping:

1) z,=-5+3/ va z2=2-4/; " 2) z,=-3-4/. va 22=2+3/. 1
9. (2) tekislikda berilgan nugtaiar orasidagi masofani toping:

1) 1-3/ va 4i; 2) 1-5/ va -4;

3) 143/ va 3+2i; 4) 8-3/ va 2+5/.
10. Hisoblang:

2)ix2L.(_20+I;
;I 2+ (_ 0+

3) (2+303-(2-30%; 4) (-1 +20* - (1 +2iN
11. Kompleks sonlaming hagigiy va mavhum gismlarini toping:
v tei-i7 -1+ 8+ 19/
2AV3+2/%) D5 g
3+/s .
(i-/3a+2/7)" 4} (|5-5§2/+5 rl-
12. Berilgan kompleks sonlaming ko‘paytmasi va bo‘linmasini toping:
3—4cos—+/sm'—°' va z, —i cos—+/sm51|;

=€lcos—+/sln—J va z2= co"ﬂﬂsinﬁ
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i (NinI35t) va z2=2(cos4S°+/sin4S°);
I H.it-i'ill' [ /4in90") va Zj =cos30°+ism30a

I || INmLilLirni hisoblang:

1t 36JJ 2)ibi_ii'5 K
Mlie n 4) (V2(cos20°+isin20°))".
1 llorllgan sonlarning barcha ildizlarini toping:
(1 JuOMn 2) Vi/
11V 11INvW HA/IHT.

6.2. KOTHADLAR

6.2.1. Ko‘phadlar ustida amallar

Uihbu
Pn(x) =alX" +ax” +..+a”x +aH (2.1)

AitiVtlyngii n- darajali ko 'phad (yoki butun ratsionalfunksiya) deyiladi.
Mumin <,#0, ai,...,an sonlari ko‘phadning koeffitsiyentlari deb ataladi,
Itiwilh hoMmagan butun n soni ko'phadning daraja ko‘rsatkichini
kllillridl.

Xuiusan, n=0 da PO(x)=a0(a0* 0) nolinchi darajali ko‘phad hosil
liii’ ImiH

Agar P,x) va QHx) ko‘phadlar x ning barcha giymatlarida bir
«1 glymatlar gabul gilsa, u holda Pn(x) va QHx) ko‘phadlarda x ning
till M darajalari oldida turgan koeffitsiyentlar teng bo‘ladi va aksincha.
Mu ko phudlarga teng ko‘phadlar deyiladi va Pn(x)=QBx) deb yoziladi.

Ko'phadlar ustida qo‘shish, ayirish va ko‘paytirish amallarini
liii Ini 21 Zinumkin.

Ivki ko‘phadning yigdndisi, ayirmasi va ko‘paytmasi yana ko‘phad
Im'liuli.

Ko'phadlarni go'shish, ayirish va ko‘paytirish amallari algebraik
lIIHInlardagi kabi bajarilgani uchun arifmetik axnallaming asosiy
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xossalariga ega bo'ladi.
Ko'phadlami bo‘lish goldigli va goldigsiz bo'lishi mumkin. 1
() va Qngx) ko*phadlar berilgan bo'lsin, bunda n>m=>0.
U holda

PN(*) = Qu(W)eK-m(*) +r*(*)* 0 <k<m (il

tenglikni ganoatlantiruvchi RM{x) va rt(x) ko‘phadlar mavjiul VI
yagona boUadi. Bunda PRx) bo‘linuvchi, Qnfx) bo'luvchi, Nj»)
bo'linma, rt(x) goldiq deb ataladi.

(2.2) tenglikda rt(x)ym0 bo‘lishi ham mumkin. U holda 7/,(*)
ko‘phad R,nfx) ko‘phadga goldigsiz bo‘linadi deyiladi.

Ko‘phadlami boMishdan hosil boiadigan bo'linma va qoldiqul
topishning har xil usullari  mavjud. Ko'p hollarda  «burehukll
usulida bo‘lish» qoidasidan foydalaniladi.

6.2.2. Ko'phadlarning ildizi

M(x) kophadning ildizi deb x o‘zgaruvchining bu ko‘phadniii||
giymatini nolga aylantiradigan x0 (hagiqiy yoki kompleks) giymntljl
aytiladi, ya'ni bunda R{x0)=0 bo’ ladi.

P(x) ko‘phadni x-a ga bo‘lishdan hosil bo‘ladigan goldignl
boiish jarayonini bajarmasdan topish imkonini beradigan teorenvml
isbotlaymiz.

1-teorema. P,(x) ko‘phadni x-a ikkihadga boiishdan hoill
bo‘ladigan qoldiq P(a) gatengbo‘ladi.

Ishoti. P,(x) ko‘phadni x-a ikkihadga bo'lish natijasi

ROY=(x-a) «/2.()+r,

bo'lsin, buyerda r biror o‘zgarmas son (0- darajali ko‘phad) bo*ladi.
Bu tenglikda x o‘zgaruvchiga a giymat berib, topamiz:

r =Ma).
Teorema isbotlandi.
Bu teoremadan quyidagi teorema kelib chigadi.
2-teorema (Bezu teoremasi). a son P{x) ko‘phadning ildi/i
bo'lishi uchun  P(x) ko‘phad x-a ikkihadga qoldigsiz boiinishi
zarur va yetarli.
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6.2.3. Ko'phadni ko‘paytuvchilarga ajratish

Kmiilnuliii nolinchi darajali boimagan ikkita yoki bir nechta
|li finHMillifl,  ko'paytmasi  ko'rinishida  ifodalashga ko phadni
» THIHM'NIMgaajratish deyiladi.

Altfvhriming asosiy teoremasi deb ataluvchi quyidagi teoremani
i (il 4" knliimmiz.

lironina n-darajali («>0) har ganday ko‘phad hech
m mlmil 4U(IHbitta hagigiy yoki kompleks ildizga ega boiadi.

Mu Uoicmaning natijasi sifatida quyidagi teoremani isbotlaymiz.

I li>omnu. n—darajali har ganday ko‘phadni

Pax) =allx- a,)(x—a2...(x- ct,) (23)
feu Hrinlklii  ko'paytuvchilarga ajratish mumkin, bu yerda a0
k" Jiliiiijulng bosh koeffitsiyenti, a,, <2  a,—ko‘phadning ildizlari.

hbotl, (2.1) koghadni qaraymiz. 3-teoremaga ko‘ra, u ildizga ega.
HI [U/ni «, bilan belgilaymiz. U hoida Bezu teoremasiga ko‘ra,

boiadi, buyerda H,(je)—(n-1)- darajali ko‘phad.
ni ko'phad boigani uchun u ham ildizga ega. Bu ildizni a2 bilan
Itlilinymiar.. U holda P,\X)=(x -a2- P(x) boiadi, bu yerda P_2(x)-
i)* dnrnjali ko‘phad. Demak, RAX) =(x- a,)(x- a2 *B,2Ax).
Mu jiimyonni davom ettirish natijasida
m(x) =ae(x- al)(x—a2)...(*-ccn)
yuyilmitm hosil gilamiz.
(2,1) tenglikdagi (x-a.) ko‘paytuvchilarga chizigli ko‘paytuvchilar
ilvyilodl.
I-misai. B(x)=x3-2x2-x+2 ko'phadni chizigli ko‘paytuvchiiarga

HiMIng,
Yaubish. Berilgan ko‘phad x=-\ x=I, x=2 da nolga teng boiadi,

it,e!.
Domak,

j83- 2x2-x+2=(x +I)(x- )(x- 2).

(2.3 tenglikdan shunday xulosa kelib chigadi: n- darajali har
ijluldny ko‘phad n ta ildizga (haqiqiy yoki kompleks) ega. Ular orasida
(«nglfiri boiishi mumkin. Ko‘phadning (2.3) yoyilmasida gandaydir bir
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ildiz  k marta uchrashi mumkin. U holda bu ildizga Kkarrali Ihlit \
deyiladi. k=1bo' Iganida ildiz oddiy ildiz deb ataiadi.

Agar (2.1) ko"phad kxkarrali a, ildizga, Kkarrali a2ildizgava 1
umuman  kr karrali xr ildizga ega bo*Isa, (2.3) formula

/>(9=0(x-a,)* (x-aK...(x-ankK @u

ko‘rinishni oladi, bu yerda k<+\ +...+K =n.

(2.3) tenglikda a, a2 4, ildizlar orasida komplekslari boMishl
ham mumkin. Kompleks ildizlar uchun o'rinli boiadigan teorenjiml
isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. Agar hagigiy koeffitsiyentli Pi(x) ko‘phad a4ih
kompleks ildizga ega bo‘lsa, u holda u a-ib go‘shma ildizga ham cgn
bo'ladi.

Bu teoremaga ko‘ra, ko'phadning (2.3) yoyilmasida komplckii
ildizlar o'z qo‘shma juftlari bilan gatnashadi. Bu juftga moi

chizigli ko‘paytuvchilami ko‘paytiramiz:

(x- (a+ib))(x- (a- ib))=((a- a)- ib)({x-a)4ib)=(x- a)2+h2» V

0,
-X2-2 a;)(+a2+ft2=x2+px +,
buyerda p=-2a, q=al +h2

Demak, qgo‘shma ildizlarga mos chizigli ko'paytuvchilai'
ko'paytmasini haqiqgiy koeffitsiyentli, diskriminanti manfiy bo‘lgan
kvadrat uchhad bilan almashtirish mumkin.

Shu kabi

(x—a 4-b))Kx—a—b))k=((x- (a+ib))(x—a—b)))* = (x2+ px+ q)k I

almashtirish bajarish mumkin.

Shunday qilib, yuqorida keltirilganlar asosida quyidagi tasdigni
hosil gilamiz.

6-teorema. Har ganday haqigiy koeffitsiyentli ko‘phad hagigiy
koeffitsientli chizigli va kvadrat uchhadlardan iborat ko'paytuvchilarga
ajratiladi, ya'ni <P, Cr)ko*phadni

PHiX) =aQx-a,)*x -a2)t2...(x-ar)kx
X(X24-PEX+qJ Ix2+p X+G2D) *...(XI +p, X+, > (2.5)
ko‘rinishda ifodalash mumkin.  Bunda a0~koshadning bosh



JHIiMvi-iili, at, ar  a,—ko‘phadning mos ravishda Kok
Jumull lldl/Inri, X2+pix+qg ("=1/) kvadrat uchhadlar uchun
MEhMIIIMinl D =p2—4q<0i kt+k2+...+ kr+25]+252+...+ 25l =n'i

fl A A,.k,sxi2..,5—natural sonlar.

MWW, /Ax)-a:4+3x3- X-3 ko‘phadni ko‘paytuvchilargaajrating.
iVIAM. PAOK) =*4+3x3-x-3 = xJ(*+3)-(x+3) =
=(X +3)(x* -1) =(x +3)(x—H)(x2+jc+1).

6.2.4. Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish
lkkitn  Qnfx) va M(x)ko‘phadning nisbatiga
_ Q) _ bQ" +>xvi+. +brmix+ba
P, al'+alx™+..+anlx+an
hihhHiii/ funksiya (ratsional kasr) deyiladi.
men bo‘iganda ratsional kasr togTi kasr, m>n bo‘lganda
#h V7 Kasr deyiladi.
Ni)to'g‘ri kasrda uning Q,,(X) suratini P(x) maxrajiga odatdagidek
I'lIMh yo* U bilan kasrdan butun gismi g(x) ajratiladi, ya’ni
_om(X) _f I
) RV
[kwilik hosil gilinadi, bu yerda q(x) —butun gqism deb ataluvchi

m0 pltfid, I;(T(bé_ to'g‘ri kasr, chunki r(x) qoldigning darajasi P (x)ning

tl.i*HHisiclan kichik.
i- misol. R(x)z:aﬁ—_——z—)—(?’—ﬂ—ratsional kasrdan butun gismini ajrating.
X +2x+2
Ytchish. Ko‘phadlami bo‘lish qoidasi bo‘yicha kasming suratini
iiuixrajiga bo‘lamiz:
3x*- 2xi+l  x1+2x+2
3xA+6x3+6x2 3x2-8x+10
- 8x3- 6x2+1
~8x3-16x2-16x
10x2+16x+I
10x2+20x +20
-4x-19
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Demak,

_ . . -4x-19
R(X)=3x2—8jc-610 Hhrox 42

Quyidagi to‘g‘ri kasrlarga sodda (elementar) kasrlar deyiladi:

LS . (>2, seN: P2-48<0y,

buyerda A M, N, a, p, q - haqiqiy sonlar.
7-teorema. Maxraji (2.5) ko'rinishda ko‘paytuvchilarga ajratilgifl

yoyish mumcin.

Blinda:
1) (2.5) ifodaning (x-a) ko'rinishdagi ko‘paytuvchisiga 1 turdagi

Y kasr mos keladi;
2) (2.5) ifodaning (x-a)* ko'rinshidagi ko‘paytuvchisiga Iva Il

. o A a i )
turdagi £ta kasrlar yig‘indisi H+— ----- ——mos keladi;

(x-a) (x-a)
3) (2.5) ifodaning x2+px+q ko'rinishdagi ko‘paytuvchisiga

11 turdagi X+prq kasr mos keladi;

4) (2.5.) ifodaning (x2+px+q)’ ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga
L va IVturdagi s takasrlaryig‘indisi

Mx+N.  MX+N, Mox+N i
XXt (X2 (1px T mos keladi.
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NliiiMiiuy gilib, teoremaga ko‘ra,

%X) :—A_+—A—3— ————A_ -+t

P(xX) x-a (x-a) (x-a)
PN L MexN +—t M:ﬁ.t'l"_ .6y
X +px+q px + (X +px+q) '

Imvtmin At AJ...At, M, N,, M2, N2i..,Mf, Nt- koeffitsiyentlar.

(2.6) tenglikdagi nomaium koeffitsiyentlarini topishning turli
MHIInil mavjud. Masalan, nomaium  koefiitsiyentlami topishda
Ihh'tflislyvntlami  tenglashtirish usulini qoilash mumkin.

Un uiul quyidagi tartibda amalga oshiriladi:

I (2.6) yoyilmaning o‘ng tomoni umumiy maxraj P(x)

Mimimli.  Natijada :??E*l ayniyat hosil boiadi, bu yerda
(X P

vj —koeffitsiyentlari
floumium boigan ko‘phad.

2. Hosil boigan ayniyatda maxrajlar teng boigani uchun, suratlar
(mmaynan teng bo'ladi, ya'ni (?,,(*)=S.(*)

3. (2,(*)=5,(x) tenglikda x ning bir xil darajalari oldidagi
kin Uitsivcntlar tengiashtiriladi (ko'phadlarning aynan tengligi hagidagi
noiumaga ko‘ra);

Natijada tenglamalar sistemasi hosil boiadi va bu sistemadan
I/Inntyotgan A, A2..,At, AN, M2 NL..Ms N, koeffitsiyentlar

loplladi.

4 -misai. R(x)——~ — to‘g‘ri kasmi oddiy kasrlar yigindisiga
x(x +1)

Y.echish. R(x) ning maxrajini ko‘paytuvchiiarga ajratamiz:
x2x3+1) =x2(x +1)(x2-JC +1)

R(x)Ni 1-teoremaga asosan, sodda kasrlaryig‘indisiga yoyamiz:

AL At A Mx + N
R L D S —
X+1 x -x +1

Nomaium koeffitsiyentlarini koefiitsiyentlami tenglashtirish usuli
bilan topamiz. Buning uchun tenglikning o'ng gismini umumiy
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wAnigmas integra!

« Ratsional funksiyalarm
integraliaih

* Trigonometrik
fuiiksiyalarm integrallash

« Irratsional ifodalami
integrallash

* Aniq intégral
« Xosmas integrallar

« Aniq integralning
tatbiglari

Jsaak Nyuton
(1642-1727)-
iagliz matematigi, fizigi,
rttexanigi va astronomi

Nyuton “Naturel fatsa-
frning matematik asm-
lad” manda butun alam
tortishisk  ganunmi va
mexamkaning uch gonu-
nim hayon qiigttd.

U matematik attaliz
asmlarim, Nyaten bin&mi
formuiasmi, tenglamalar-
ai yechtshning Nyuton
asuUfii yaratgm, maie-
matik hisablashlaraa ga-
torlardm  foydalamshni
ko'rsatgan.

BIR O‘ZGARUVCMJ
FUNKSIYASINING
INTEGRAL HISOBI 1

Intégral hisob — bu matematikan|»y
intégral tushunchasi, uning xossalari wu
hisoblash usullari o‘rganiladigan boiimidlr
Intégral hisob differensial hisob bilan u/.viy
bogiig va ular birgalikda maternatik
analizning asosini tashkif giladi.

Differensial va intégral hisobning asoniy
tushunchalari, jumladan, differensiallash wu
integrallash amallari o‘rtasidagi bogianihli,
ularmning amaliy masalalami yechish”«
tatbify XVU asming ikkinchi yarmiriit
INyuton va G.Leybnis tomonidan isiilah
chigilgan. Ulaming izlanishlari maternaiik
analizning  gurkirab  rivojlanish  davrini
boshlab bergan.

Intégral hisob yordamida ko‘plab yangl
masalalar  bilan  bir  qgatordam ilgnri
yechilmagan bir gancha nazariy va amaliy
masalalami yechish imkoni yaratilgan.

Intégral hisobning asosiy tushunchaluri
bir-biri bilan uzviy bogiiq anigmas va aniq
integrallardir.

7.1. ANIQMAS INTEGRAL

7.1.1. Boshlangich funksiya va
anigmas intégral

Berilgan funksiyaning hosilasini topish
differensial hisobning asosiy masalalaridan
biri hisoblanadi. Matematik  analiz
masaialarining turliligi. uning geometriya,
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Epfirtiiikit, fizika va texnikadagi keng migyosdagi tatbigi berilgan
M»i  Itmksiya uchun hosilasi shu funksiyaga teng boigan
#i*i limk-.iyani topishga olib keladi.

hiuk.siyaning berilgan hosilasiga ko‘ra, lining o‘zini topish
um tin i integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.

I J(X) funksiya (a;b) intervalda aniglangan bo‘lsin.

tim*rif.  Agar  (ab)  intervalda differensiallanuvchi
ho UnrL .iyaning hosilasi berilgan /(x) funksiyaga teng, ya’ni

F\x) =fix) (yoki dF(x)=/(x)dx), xe(a;b)

Ixi lul, Fix) funksiyaga (a;b) intervalda fix) funksiyaning boshlang‘ich
fkhhlytisi deyiladi.

Mnsalan: 1) F{X)=xy funksiya sonlar o‘gida /(x)=3x2
lInil--»lyuning  boshlang‘ich funksiyasi boladi, chunki XeR  da
B*)' -«Sx1;

t) f'(jt)*"I\-xi funksiya (—l) intervalda /(X):_n'll XI2— funksiyaning

ImuhinngSch funksiyasi boMadi, chunki x€(-1;1) da (JI-x 2)‘=—V.|’\A=r..

I iiiinma. Agar F(x) va ®(x) funksiyalar (a;b) intervalda /(x)
ftinktiyaning boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsa, u holda F(x) va ®(x) bir-
l'iiiiltin o(zgarmas songa farq giladi.

liboti. F{x) va ®(x) funksiyalar (a;b) intervalda /(x) funksiyaning
baiihlanglich funksiyalari bo‘lsin: F'(x)=/(x), ®'(x)=fix).

U holda istalgan xt(a;b) da

(®(x)- F(X)) ="(x)-F*x) =/ (x)- /(x) =0
Im'ludi.
Bundan ®(x)- F(x)=C vyoki ®(x)=F(x)+C kelib chigadi, bu
ytrda C-ixtiyoriy 0‘zgarmas son.

Shunday qilib, fix) funksiya (a\b) intervalda biror Fix)
IMijililang‘ich funksiyaga ega  bo‘lsa, uning qolgan barcha
Jinnhlang‘ich  funksiyalari {F(x) +C I Ce/?} to'plamni tashkil giladi.

2-ta'rif. fix) fimksiyaning (a;b) intervaldagi boshlang‘ich
limksiyalari to‘plamiga fix) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va
M\x)dx kabi belgilanadi.
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Shunday qilib, ta'rifga ko‘ra,
if(x)dx=F(x)+C, [l

buyerda fix)-'integral ostidagifunksiya, f(X)dx —integral osthi
ifoda; x—integrallash o zgaruvchisi, J —integrallash belgisi dcyiliull

Anigmas integralni topish, ya'ni berilgan funksiyaning boshlan™'IM
funksiyalari to‘plamini aniglash masalasi fimksiyani integrallash »bF
yuritiladi.

Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani differensiallitNhgt
teskari amal boiadi.

Berilgan fix) funksiya gachon boshlangich funksiyaga ega bo'hull
degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teoremani isbotll
keltiramiz).

1-teorema. Agar fix") funksiya [a\o\ kesmada uzluksiz boi«a |l
holda u bu kesmada uzluksiz boigan boshlang‘ich funksiyaga. ti'i
bo'ladi.

Ko'p hollarda F{x) funksiya fix) funksiyaning boshlang'uli
funksiyasi boiadigan (a;b) interval koasatilmaydi. Bunday hoUln
(ab) interval sifatida fix) funksiyaning aniglanish sohasi tushuniladl
Shu sababli bundan keyin integral ostidagi funksiyalar uzluksiz va (1,1)
formula ma’noga ega deb hisoblaymiz.

Masalan, 700 =X—funksiya (-q0;0) va (0,00) intervalda uzluksiz.

Shu sababli uning anigmas integrali deb

funksiya tushuniladi. y

Boshlangich funksiyaning
grafigi integral egri chiziq deb Ny=FxY+C
ataladi. Ay =FX)

Anigmas integral geometrik
jihatdan ixtiyoriy C o0‘zgarmasga
bogiiq boigan barcha integral egri ~ ~ Y =F()+Ca
chiziglar to'plamini  ifodalaydi. ¥ =F(x)+Cl
Agar  F{x) funksiyaning grafigi

integral egri chiziq boisa, boshga Lshakl.
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ogri chiziglar uni Oy o'‘qi bo‘yicha parallei ko‘chirish
Iniilmiiid.i hosil gilinadi (1-shakl).

7.1.2. Anigmas integralning xossalari

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega.
r Anigmas integralning hosilasi (differensiali) integral ostidagi
piflimiynf'n (jfodaga) teng:
(IFOYdx)" =f(x). (ANF(x)dx =Ff (X)cx).
Ishoti. F(x) funksiya f(x) fiinksiyaning boshlang‘ich funksiyasi,
veeni /#'(*m/(*) bolsin,
i 1l holda
(IF{x)dx) =(F(x) +cy =F'(x) +0=f(x).
(dj f(x)dx =d(F(x) +C) =dF(x) +dC =F\x)dx =f{x)dx).
liu xossa integral amali to g'ri bajarilganligini differensiallash
m/iill tskshirish imkonini beradi.
MiiMllun, f(3xa-v5)dx=x3+5x+C to'g‘ri, chunki (x*+5jc+C)'=3jc2+5.
2", Funksiya differentsialining anigmas integrali shu fimksiya bilan
Q'yy,urinas sonning yig‘indisiga teng:
\dF(x) =F(x)+C.
Isboti. F*(x)=f(x) boisin.
Il holda
JAF(X) =i Fr(x)dx=j f (x)dx=F(x) +C.
3" Ozgarmas ko‘paytuvchini anigmas integral belgisidan tashqariga
ililgarish mumkin:
Jkf(x)dx =Kk jf(X)dx, k=const,k&O.
Ishoti. F\x) =f{x) bo'lsin.
Bundan
Jhf(x)dx =f kF\x)dx =1 (kF(x))"dx =k(F(x)+C) =kF(X) +C, =K\(x)dx
((, mkC deb olindi).
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4°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig"‘indisiniiif* NHifllMtf
integrali shu funksiyalar anigmas integrallarining algebraik yi™*HHI41}H
teng:
ftfw +g(x))dx =if(x)dx £lg(x)dx.

Ishoti. F'(x)=fix), G'(X)=g(x) boIsin.

U holda
1(/(*) 2g(x))dx =j (F'(X) £G\x))dx = N

\d(F(x)=G{x))=
=F(x) £G(X) +C =(F(x)+C,) £(G(x) +C2) =
=\f(x)dx£\g(x)dx, C,+Ca=C.

5°. Agar Jf(x)dx=F(x)+C bo'lsa, u holda i ning istalgan jdifTofwM
siallanuvchi funksiyasi n=u(x) uchun J/ (u)du =F(u)+C bo"ladi.
Ishoti. x erkli o'zgaruvchi, /(*) uzluksiz fimksiya, F(x) funkilyH
fix) funksiyaning boshlanglich funksiyasi bolsin.
U holda J/ (x)dx=F(x)+C bo‘ladi.
u=¢(x) bo‘lsin, bu yerda X —uzluksiz hosilaga ega bo'ltyAfl
funksiya.
Birinchi differensialning invariantlik xossasiga ko‘ra,
dF(u) - F'(u)du =f{u)du
bo*ladi.
Blindan
if(u)du =jd(F(u))=F(u) +C.

Bu xossa integrallash formulasining invariantligi xossasi deyiliidi,
Demak, anigmas integral integrallash o‘zgaravchisi erkli o‘zgaruvchi
yoki erkli o‘zgaruvchining uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan ixtiyoriy
funksiyasi bo‘lishidan gat’iy nazar bir xil formula bilan topiladi.

7.1.3. Asosiy integrallar jadvali

Integrallash amali differensiallash amaliga teskari amal boMgani
uchun asosiy integrallar jadvalini differensial hisobning mos
formulalarini (differensiallar jadvalini) qo‘llash va anigmas integrating
xossalaridan foydalanish orgali hosil gilish mumkin.
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Musalatl, d(smu)=cosudu ekanidan fcosudu =Jrf(sin«)=sinu+C.
Qayida keltiriladigan integrallar asosiy integrallarjadvali deyiladi.

AsosiymtegmU arjadvali

\uadu =-----+C, (a&—%); 2. J— =Ini«| =C;
a+1 u
fa"du :Wi-c, (0O<a 1 4. [e“du =eu+C;
Jsinudu =- cosu +C; 6. }cosudu=sinw+C;
\tgudu =-In Jcos«|=C; 8. jctgudu =Infsina |=C;
J—du—ztgu+c—; Li‘@ f—-_-d-L:J—=—efgw+(§
cos u sif"M
A =\n'\|§-+c; 12, 1—_ =i
stnu | aam
13. Jr—i—g-u- :arcsinL;—JrC; 14. ) du | +4u2+a2j+C.
|
15. \-id—ut" alrctg-u+ 0} 16. J—QU—:—W— - +C;
a +u a a u-a 2a \uta
17 i Jshudu =chu +C; 18. fchudu =shit +C;
19,000 iy & 20. f A =-thu+C.
chu shu

Asosiy integrallar jadvalida integrallash o‘zgaruvchisi u erkli
0'/.garuvchi yoki erkli o‘zgaruvchining funksiyasi (5- xossaga ko‘ra)
boWishi mumkin.

Jadvalda keltirilgan formulalaming to‘g‘riligiga uning o‘ng
lomonini differensiallash va bu differensialning formula chap
lomonidagi integral ostidagi ifodaga teng bo‘lishini tekshirish orgali
l<honch hosil gilisb mumkin.

Bu integrallardan birining, masalan 13-formulaning tofj riligim
ko‘rsatamiz:

%(arcsinu—d- c I=—j————%= -idu: ——————————
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7.1.4. Integrallash usuHari
Bevosita integrallash usuli

Integral ostidagi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlur bluwH|
va anigmas integralning xossalarini goMlash orqali berilgan into”i I
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltirib integrallash wMnMgia
bevosita integrallash usuli deyiladi.

Misollar:

=_S5cosa; - 2arctgx +—4 +C;

Berilgan integralnijadval integrallariga keltirishda differensialninp,
quyidagi almashtirishlari («differensial amali ostiga Kiritish» jarayoni)
go‘llaniladi:

du=d(u +a), a—son; du:gd(au); uduzid(u&; cosudu =d(smu)\
sinudu =—g{cosu); Wdu =d(\nu); Egm u =d(tgu).
Umuman olganda, f'(u)du =d(f(u)).
Bu formuladan integrallami topishda ko‘p foydalaniladi.
Misollar:
1) f b 4(3x)
\6+9x2 3 16+(3x):
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ﬁ} jc_OSXJrS'nXd’X -J'é—(’s_UIX'COsz =In|'sinA-cosxj+C.
sin.x—e0sX sinx —0sx

O’rniga qo*yish (o ‘zgaruvchitii almashtirish) usuli

Ko'p hollarda integraldagi o'zgaruvchini almashtirish uni bevosita
inttfgrullashga olib keladi. Integrallashning bu usuli 0'miga qo'yish
1"ty iiruvchini almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul quyidagi
Ipniamaga asoslanadi.

2-teorema. Biror T oraligda aniglangan va differensiallanuvchi

* e ffit) funksiyaning giymatlar sohasi Xoraligdan iborat boMib, Xda
f{x) funksiya aniglangan va uzluksiz, ya'ni T oraliqda /()
murakkab funksiya aniglangan va uzluksiz boMsin. U holda

JXY=I(poMog (12)
bo*ladi.

Isboti. X oraligda F(x) funksiya f(X) funksiyaning boshlang‘ichi
Ihvtain. U holda F{<q(t)) murakkab funksiya T oraligda aniglangan,
tlifTerensiallanuvchi hamda

P&0) =KivitW i0 =
bo'ladi.

Bundan

Jfi<P{t) <pXt)dt =J X))t =H<p(t) +C =

hisobga olinsa,
\f(x)dx=\f{ (p{iWit)dt.
(1.2) formula anigmas integralda o 'zgaruvchitii almashtirish
lonnulasi deb yuritiladi.
Ayrim hollarda t=<pX o‘miga qgo'yish bajarishga to‘g ri keladi.
1Jholda \Mf{(p{X))(p\X)dx=\f(t)dt boiadi. Demak, (1.2) formula
o'ngdan chapga qo‘llanishi ham mumkin.

1-misol. jX-Jx-3dX integralnitoping.

Yechish. nix-3 =t almashtirish bajaramiz.
U holda x=t2+3, dx=2tdt.
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Shu sababli
jxJIx=3dx=j(t2+3)1 2tdt =2j(t* +3/*)dtm

=2it4lt +6\M2t=2" +6-y +C =]V (*-3)5+2yl(x-3j" +C.

2-misol, f—— integralni toping,
xInx 9 ping
Yechish. | +Inx=i2bo'Isin.
Bundan
Inx=i2-1, ®=2icfr.
X
U holda (1.2) formulagako‘ra,

ril.+1Inx ,  cte2tdt tdt

i-1)2

=2/+|h(mm (VI+Inx)2

+C=2VI+Inx +In
I+Inx-I

+

=8M+h\X + 2 IfVL+ Injc—4 - Infink] +C.

3-misol. |VI+cos2xsin2xdxintegralni toping.

Yechish.  l+cos2x=f2 deymiz.

Bundan
~20Qsxsvn.xdx=2tdt yoki sin2xdx =—-2tdt.
U holda
|a/L+cos2x sin2xdx =] t(-2t)dt =

=-2+—+C= —9 10+ f+C
= - .
2 3 C 3 ,\J\(,) 082X

Izoh. Ayrim hollarda integrallashning o'zgaruvchini almashtirish
usuli takroran qo‘llaniladi, ya'ni bunda bajarilgan o‘rniga qo'yishdan
so'ng shunday integral hosil bo‘ladiki, bu integralni boshga o‘rniga
go'yish orgali soddalashtirish yoki jadval integraliga keltirish mumkin

bo'ladi.
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Bo ‘laklab integrallash usuli

Ho*laklab integrallash usuli ikki funktsiya ko'paytmasining
ell1litonsiali formulasigaasoslanadi.

3-teorema. u(x) va Vv(x) funksiyalar gandaydir X oraliqda
plgluigan va differentsiallanuvchi bo‘lib, urx)v(x) funksiya bu
Dltligda boshlang‘ich fimksiyaga ega, ya'ni fu'(x)v(x)dx integral
mnvjud bo‘lsin. U holda X oraligda w(x)v'(X) funksiya boshlang‘ich
limksiynga ega va

Ju(x)v'(x)dx =u{x)v(x)- Jv(x)u'(x)chc (1.3)

ho'ladi.
Ishoti. (Y(X)V(X))'=u\x)v(x) +Vv'(x)u(x) tenglikdan

UV (X) =k () v(x)) = V(X)U'(X).

(WV()' va  «(X)v(x) funksiyalar X intervalda boshlang‘ich
fimksiyaga ega bo‘lgani uchun v\x)u(x) ham X intervalda boshlang4ch
fimksiyaga ega bo‘ladi. Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomonlarini
inlograllasak, (1.3) formula kelib chigadi.

(1.3) formulagaanigmas integralni bo 'laklab integrallash formulasi
dcyiladi.

MaMumki,

v'(x)dx =dv, u\x)dx =du.

Demak, (1.3) formulani
[udv=uv-jvdu (1-4)

ko*rinishda yozish mumkin.

Bo‘laklab integrallash usulining mohiyati berilgan integralda
integral ostidagi f{x)dx ifodani udv ko‘paytma shaklida tasvirlash va
(1.4) formulani go'llagan holda  berilgan [udv integralni oson
integrallanadigan Jvdu integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Bo‘laklab integrallash orqali topiladigan integrallaming, asosan,
uchta guruhini ajratish mumkin:

1) fP(x)arctgxdx, j P(x)arcctgxdx, JP(X)INXE&, A X)arcsinxdx,
fP(x)aiccosxdx (bu yerda P(x) ** ko‘phad) ko'rinishdagi 1-guruh



integrallar. Bunda dv=P(x)dx deb, golgan ko‘paytuvchilar exn 4 Inlu
belgilanadi;

2) [P~x~dx, Jp(x)sinfcci&, [P{x)coskxdx  ko'rini .It'Injl
guruh integrallar. Bunda u=P(x) deb, golgan ko‘paytuvchilai dv (bl
olinadi;

3)Jefasinkxdx, JV*cosA3Ci£t ko‘rinishdagi  3-guruh  ifittf] |nillAl
bo‘laklab integrallash ormulasini takroran qo‘llash orgali lopilmil

4-misol |arctgxdx integralni toping.

. n=arctgx, du=---X )
Y echish. Jarctgxdx = | +x I\:xarctgx_}l_ﬂ( ax

dv—ax. V=X

=xarctgx - ij ~Y ~~-dx =xarctgx —2Injl +x1j+C.,

: %
5-misol. Jxexdx integralni toping.

Y echish.
u=x, du=dx
Ixexdx = =xex- Je'dx =xex-r* +C =ex(x -1)+C
dv =e*dx, v=e¢ t

6- misol. 1 =Jsinxe2dx integralni toping.

Y echish.

u=e , du=2e¢ dx

. =- e XCOSX +2je X0 Xdx *
dv=sinxdx, v =—€0sX

7 =Jsinjfe2«&=

— * =
u=e”, du ZeZ:dx h -elxcosx +2(2'smx-2\ e Xsinxdx) =
dv =cosxdx, y=sInx
e 242sinx - ¢0sX) - 41.
Bundan
J =-2I(2sinx- cosx) +C.
ST
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Ko'rsatilgan uchta guruh bo‘laklab integrallanadigan barcha

llitegrallami o‘z ichiga olmaydi. Masalan, f-~ - integral yuqoiida
J COs X

MiInilgan integrallar guruhlariga kirmaydi, lekinuni bo‘laklab
luiraiallash usuli bilan topish mumkin:

) u-x, du-dx
j A& dx =XtgX- jtgxdx=xtgx- InlcosXj+C.

c0s2X dv=-

7.1.5. Mashqlar

I Berilgan integrallami anigmas integralning xossaSari va integrallarjadva)ini
|Qllab toping:

3 x+3

4 1+x2 x
5)\ 6) Jf sin"+cos-"-1 dx,
b {e¥i+o%%V 8~
4)[ctghax 10530, cosair
|D/z5d+)onQ 12)\y;3+j))(<-2x2

2. Berilgan integrallami differensiai ostiga kiritish usuli bilan toping:

D.B2:"- 2) fcos2xsinxgir,
J I+4x 4)J x-§5 "
6)
'SM-JX
TTCRNITN B e
9)bISSU . )
J-id-e sin 4x\jetg 4x
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3. Berilgan integrallami o‘miga qo‘yish usuli biJan toping:

2) Jynl,
3)J-\/16- x 2dx:
4)1 4.
5) | x24 x3-+3dx\  fos2xdx.
J 1+sin.rcosjr
7)J * * A
) (@rcsinx fjl-x2 3k 45
9)J dx w0y &
Js-4x-x2 V3x2-2x-\
fjc(2x+7)"°dx; 12)/ dx
Ne -*)
. tp2x dx
I4#|d4x X
4. Integrallami boMaklab integjallash usuli bilan toping:
1) Jxarc/gxdx 2)j arcsinxdx;
3)Jxin.v(ir,; 4)Ix 2 xdx,
5)Ix3*<fc; 6)/ xsinZxdx;
7)IxIn(x+1)dr, o\ rxsinxdx
9) [sin Inxdx, 10)f e 4xsin 4xdx.
\2")[Jnarctgxdx
) ] Cos X )?[} I+>92

5. Integrallami toping:

DjVVI+x2de 2)jsin3xsia 5xdx.
3)Je* cos2(e*)dx.

dx. \nxdx

1o Y %Q-hsx)’
dx dx
71 Ajt(4i-In2in
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M”Cm X 1O)lxt,|£|x-9
WA Qe D f#2
11)Juin* 14)jxty2aix,
I5)f»anIxﬂEr, I6)fjl~sjlgnggr"
7.2. RATSIONAL FUNKSIYALARNI
INTEGRALLASH
7.2.1.Sodda kasrlarni integrallash
6.2 banddan bilamizki, quyidagi ratsional kasrlarga sodda kasrlar
(leyiladi:
X-a

/. — ~—7, (A£2, keN);

(x-a)4*
"/, AfewL >SN_47r<0);
jr+/
/F. (_x+p)_(-l:q) (j>2, seN, p1l—4g<0),

buyerda A M, N, a, p, ¢ —hagigiv sonlar.
I'va Il turdagi sodda kasrlar jadval integrallari orqgali topiladi:

i¢ * =Al®d N a)wAuwX- C; 2.1
L X_e?) wx-aLl (2.1)
JIX =A\(x-ard(x-a)= Kt - k)( )g C.(2.2)

11l turdagi sodda kasmi qaraymiz.

L IVIX-\-[L_dX integralining suratida kasming maxrajidan olingan hosila
X +px+(

(x2+px +qY=2X+pni ajratamiz va natijani integrallaymiz:
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f Mx+N dk=1 2’\2><+P)+N~ ,’\\éI_Mf 2X+€_£&+ 1

X +px+q X 4px+q 2 X+ px+q
2o BT )kz
yoki
J p&+* d=n

X +px+q 2\ 2)
Bu tenglikning 0‘ng tomonidagi integrallardan birinchisi
ji=in | x2+px+q\.

Ikkinchi integral maxrajida to‘liq kvadrat ajratamiz va integralni
quyidagicha hisoblaymiz:

] - * -f o+ L2 grog 2X+P
! ﬁr+P*+4 V +£E\,, £l AV

bunda 47-/72>0, chunki D<0.

Natijada quyidagiga ega boiamiz:

r_Myﬂ ——lnbr +oalr+g+—,k\I Mparctg 4 +C. (23
WHpx+q 2 J4q-P2 “-ing-P
: 5x+11
1-misol. /= Jf*—ZI_G_’:ml_écfe integralni toping.
fU FB)Fn 56 r (2x+6)dx
2x n---
Vahish. /= I"“;ié:éﬁ:i‘a" —ox z\wwp_ﬁ Jx corern
=Nn\x2+6x+\3\-4J.

Bu yerda

j= F.-.--.d)_( ___________ (X+§)_ _arctg ______

(ic+3)2+4 (nr+3)2+2



huillinn

= X2+ - --—+C.
ch2+6jc_+T3dx ?lanZ 6x +131-2arctg 5 C.

IV lurdagi sodda kasming integralini topamiz:

Mx+N ~ Mf(2x+p)dx
%pﬂ 9 "(x +px-+q)

Wi*+f]

‘NMT

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral jadvaldagi
Inlcgralga keltirib, piladi:

j=f (Ge+iyie
(X2+px+qy

1

F(x1+px g~d(x2+px+q) = (1= 5)(x +px-+dy=

Ikkinchi integralga (uni It bilan belgilaymiz) (X+_j =f almashtirish
\% 2

bajaramizva 0< ( =a2belgilash kiritamiz.
U holda

/=t <"'7) =j_f(r+ag-/2n

M)z J_(T@FW 2 (t +ay

tdt
— - 11r; .
ke e (e
Bu tenglikning o'ng gismidagi birinchi integral It ga o‘xshash

budib, unda maxrajning darajasi S dan bir birlikka kichik. Shu
sababli, belgilashga ko'ra, bo'ladi. Ikkinchi integralni bo'laklab
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integrallaymiz:
rotat _ Lr t-2tdt
J(i2+a2), - 2J(iz+a2xr

_/ -t 1% dt
27Cs-1)(i2+a2H s-1 W(i2+a2)'

2(A-)(i2+<n)  2(s-1)

Demak. J, integralnihisoblash uchun s darajani pasaytirish
formulasini hosil gilamiz:

2a2(}-1)
2s5-3

2a(s-if< 1 (25)

Shunday gilib, (2.5) foimuAa bo'yicha 7, integralni topamiz, keyin
l&dagi barcha t niw+y bilan almashtirib va 1, / integrallami  (2.4)

tenglikka go'yib, 1V turdagi sodda kasr integralini topish uchun ifoda
hosil gilamiz.

(2.5) formula bo‘yicha 1, integralni topish indeksi bittaga kichik
bolgan /_, integralni topishga, integralni topish esa 0‘z navbatida
J_2 integralni topishga Kkeltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval
integralni topishgacha davom ettiriladi:

J|~&'F-—-—-T— orctg +C.

Demak, (2.5) formula orqgali /, dan /_, ga, so‘ngra /,_2 o‘tiladi va
hokazo. Shu sababli bunday formulalar Keltirish yoki rekurrent
(@aytuvchan) formulalar deyiladi.

2-misol. f—m— -~ integralnitoping.
(x +4x+8) y

(x2+4x +8)2 (x2+4x +8)2 (x2+4x +8)2
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1 ., d(x+2) 1 rodt
X2+4X+8+Y (X +2)2+4]2” x2+4x+8 +*t2+a2

huyerda t=x + 2, a= 2.

(2.5) integraldan foydaianib ayrim hisoblashlardan so'ng

- __t_____+_l.arctgt )_(_-!-__2_ _____ i rcfgx_+2
L2 2a(t +a) 2ay a 8(*2+4x+8) 16

ekanligini topamiz.

Demak,
f r2x+5 relx=
(x +4x+8)
1 X+2 | X+2
— - arctg=—- c=
X2+4x+8 B(x2+4x+8) 160 05T
x-6 —biartt-g-)s-t-2-+c—
8(x +4x+8) 16 2
7.2.2. Ratsional kasrlarni integrailash
6.2 banddan va yuqorida aytilganlardan kelib chiqadiki,

R(X)=—" ratsional kasr funksiyani integrailash quyidagi tartibda

amalga oshiriladi:

1) berilgan ratsional kasming to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanini
tckshirish; agar kasrnoto‘g‘ri boisa, kasrdan butun gismini ajratish;

2) to‘g‘ri kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratish;

3) to‘g‘ri kasmi sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish;

4) hosil boigan ko‘phad va sodda kasrlar yig‘indisini integrailash.

3- misol. I=[X, X_:_anx integralni toping.

4 A
Yechish. R(x)= v noto‘g‘ri kasr, chunki

m=4, n=3 (m>n).
Bu kasming suratni maxrajga bo‘lish orqali kasrdan butun gismini

393



ajratamiz:
x> +6 X< -2X* +2X
XA 23+2x2  X+2

23-2 x2+6
23—4x2+4x
2X2- AX+6
Bundan
22—4x+6
x3- 2X2+2X
Tofy'ri kasming maxrajini ko'paytuvchilarga ajratamiz:
x3- DR+2X=X(X2- 2X+2).
To'g'ri kasmi sodda kasrlarga yoyilmasi ko‘rinishida yozamiz:
22-4x+6 A _ mx+N
X(x2-2x+2) X K- 2x+2

Yoyilmaning noma’lum ko%ffitsiyentlarini topamiz:
' 22 AX+6=ADR- 2X+2) +MQC+NK

fx2: AFM=2
J #5 -2A+N=-4,
[ X: 2A=6,

Bundan A=3, M=-1 N=2

R(X)=x+2+

Shunday qilib,

—x+2
R(X )4(+247(+~X oy 42

Ko'phad va sodda kasrlar yigMndisini integrallaymiz:

—3 (x+2) dx+\ +Ix5 3(" 324@— +2x+3\INX\

dX—X?+2x+3ln|x| 2IX3--2-§(--;L-2dX+

42%-2) +l-2
X2-2x+2

X1 2x431n] x| —Hnixs - 2x +2 1+arctg(x 1) +C
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1. Integrallami toping:

3
-

xdx
~ i) (exe2)(x+3)

— __x~%-<§

DJU if

X*+X2

«Oto

n X +X+1

7.2.3. Mashqlar

2)f-

J (x+1)(2x+1)

T 8x0x
& (X+1)(x2+6x+5)

e

8)f-4t~ 3
JX(x2-5x+4)

0> Er

«A

m ks

2%
I6)f < 49)

1(1)p2+4)3

¢ 202
(x+1)2(x2+1)’

24;)] x4+13 E 6&

7.3. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNI

INTEGRALLASH

Trigonometrik fimksiyalami integrallash usullaridan ayrimlari bilan
tanishamiz. Fagat trigonometrik funksiyalar ustida ratsional amallar
(qgo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish) bajarilgan ifoda berilgan
bo‘lsin. Bunday ifodani barcha trigonometrik fimksiyalami sinx va cosx



funksiyalar orgali ratsional ravishda ifodalash va /(sinwicosX)
ko‘rinishga keltirish mumkin.

7.3.1. J/2(sinx,cosx);ic ko‘rinishi(lagi integrallar

Ji?(sinx,cosx)i& ko'‘rinishidagi integralni tg—=t almashtirish

orgali hamma vaqt t o'zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga
almashtirish, ya’'ni ratsionallashtirish mumkin. Shu sababli bu
almashtirish universal trigonometrik almashtirish deyiladi.

Hagigatan ham, f/?(sinx,cosx)c;t ifodadan

* % g * okt *

SMX =------ = , COS X =— RN X=1arctgt, dx="
1+f§2-2 1+i 1+th-2 1 +i I+t \

tarzdagi o‘rniga go'yishlar yordamida t o'zgaruvchili
2t *1-2} 2t
IT\+t21+i i H ?2=smdi

ratsional funksiya kelib chigadi.

1-misol. I =fmmmmee —ooeeeee integralni toping.
l'3sinx+2cosx+3I grainf toping

Yechish. tg?=t deymiz. U holda

2dt
r-{ _L+p -2f — 20—
3____@_1 +’é"1--_--|'2+A JR+6/+5 (i +1)AFDH)
1+/5 Y

= =AIn11+1j+BInlt +5 [+C.

Noma’'lum koeffitsiyentlami aniglaymiz:

Demak,

—_é +I]- 5 C=—} W I ’Iffl
/ Inl || Inl + |)+ n CJl lj
IgZ
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Universal trigonometrik o‘miga qgo‘yish natijasida amalda
Ko'pincha ancha murakkab ratsional funksiyalar hosil boiishi mumkin.
Munday hollarda yuqorida keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda
nimushtirishlardan foydalangan ma’qul:

a) agar R(s'mx,cosx) ifoda sin* ga nisbatan toq, ya'ni

/7(-sinx, cosx) =—RIN\x,cosx)
lio‘Isa, u holda eosx =t o‘miga qo‘yish bu funksiyani ratsionallashtiradi;
b) agar i?(sinx,cosx) ifoda C0SX ga nisbatan toq, ya'ni
/{(sinx—60sX) =—R(sinX,e0sX)
hoMsa, u holda sinx=f o‘miga qo‘yish orqali bu funksiya
nitsionallashtiriladi;
c) agari?:(smx,cosx) ifoda sinx va cosx larga nisbatanjuft, ya’'ni
/?(-sinx,—€0sX) = R(s'm X,COSX)
bo(lsa, u holda tgX- 1 o‘raiga qo‘yish bu funksiyani ratsionallashtiradi.
Hunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

sin X= th( —.———t—2—eos x~2- —————————— 1 L
1+tgx 1+t 1+1tgx 1+t5
i _ dt

x=areigi, dx b

+1

2-misol. | =f— 005 - integralni toping.
sin x-4sinx +5
Yechish. Integral ostidagi funksiya cosx ga nisbatan toq
funksiya. Shu sababli sinx=f deb olamiz.
U holda

/=fmé (’t2 =arctgit- 2)+C =arctg(sinx -2) +C.

3-misol. /=f— —+ ~integralni toping.
1- 2sin X

Yechish Integral ostidagi funksiya sin* ga nisbatan juft
funksiya. Shu sababli tgx=t o‘raiga go‘yishdan foydalanamiz.

U holda



7.3.2. fsin'Kos'xife ko‘rinishidagi integrallar

fsin"xcos"xiic ko‘rinishidagi integrallar m va n butun sonlarga
bogiigq holda quyidagicha topiladi:

a) w>0 va toq boiganida c0sX=t o‘rniga go'yish integralni
ratsionallashtiradi;

a) m>0 va toq bo‘lganida sinx=i o‘rniga qo‘yish orqali integral
ratsionallashtiriladi;

c) mva n sonlar juft va nomanfiy boiganida

sm2x=-1:-€§-s-2->-( 008 x = “fészm

formulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;
d) m+u<0 hamda mva n juft boiganida tgx-t yoki ctgx=t
o‘miga qo‘yishdan foydalaniladi. Bunda m<0 va n<O0 boisa, suratda

goilab, ratsional funksiyalarni integrallashga keltiriladi;

e) m,n<0 va ulardan bfti toq boiganida sin* va eos* lardan
gaysi birining darajasi togligiga qarab, surat va maxrajni shu
funksiyaga qo‘shimcha ko‘paytirishdan foydalaniladi.

4-misol. [sin5xc0s”XdX integralni toping.

Yechish. Jsinsxcos2xfe: (>0 Va tog, cosx=/)=Isin“xcos2jesin XdX=

=)(1- Dt att= \@li+2tdit-\fdr=-B 25 !

—~cos' x+~cos’ x —_ cos’ x + C.

3 5 7

5-misol.  1sin4X0sXdXintegralni toping.
Yechish. Jsindxcos2a& (1,Ta£:0 van,m-juft) =J(sinxcosx)2sin2g;c=
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sindx'|  sin32x
+C=- e e +C,
~T~) 8 A R

6-misol. /= — — integralni toping.
fsin XCOS X 9 Ping

Yechish. Bunda « =-4, m=2, n+m=6<0, *=—p  1=2.

)omak,

rg\smz c+cost rsindx+ 2sinzxcos2jc+cos4x ,
rT ATS Sin Ja3 X

:F—d)'i’—+21r’\_- : +J|’0032x
sin’ x

X dx =tgx - tetgx - ‘ctg xd(( ctgx)

=igac—2etgx —&tg X +C.
7.3.3. $tg"xdx va Jetg"xebe  ko‘rimshidagi integrallar

ftgxdx  va Jetg"xdx (bu yerda «>0 butun son) ko‘rinishidagi
integrallar mos rasvishda tgx=t va ctgx=t o0'raiga go'yish orqali
topiladi.

Bunday integrallami o‘miga qo'yishlardan foydalanmasdan,
bevosita

__1 .2 1
tg2x—CCBX 1%ty X proin 1

lormulalar yordamida hisoblash ham mumkin.
7-misol. \ty*xdixintegralni hisoblang.

Yechish.  1-iisul. Itgsxdx_}gx_t. dx- |+t2 I:-/;z_ﬁdt

Wt t4 t1. \ediN\+t2_tA t2
- fn il e st == =
o f st e +2'” I+ 48=

~—g*X—0 X - ~In Jcos2XI+C =—4g*X— ~1°lcos* f+£e
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2- |. f =itq'X otq XdX =ftq'X of —\--—1W =
usul. ftgSdx =jtg'x stg Xdx =ftg'x l\/eos\x \{v

=ité ESZY itg'xdx =itg*xd(tgx) - jtgx \'7& i—---]ﬁabe«

=-tg 4X- itgxd(tgx)- \tgxdx- -tg* X - tgX- Injcosx \+C
7.3.4. JsinwA cos«xEic, JsinmAsinnxdx}leosmxeosnxdx
ko'rinishidagi integrallar
Bu ko‘rinishdagi integrallami hisoblashda
sinmXcosnx =-~(sin(w +n)X+sin(m —n)X),

sinmxsin nx:j—_l(eos(m - 1f)x- eos(m +n)x),

cdsmxcosnx=~(cos(m +n)x +eos(m - n)x)

trigonometrik formulalardan foydalaniladi.

8-misol. Icos3x- cos5xifc integralni toping.

Yeckish. Jeos3x scos5adx =" J(e0s8a +e0s2X)dX =

=—{ —sin8x+—sin2X)+C =-—(sin 8a+4sin 2a) +C.
\8 252X 160 )

73.5. Mashqlar

1. Berilgan integrallami toping:

Hf———; 2)f— *

) 5+4smx ) 2sinx +sin2jr

)| ———— : Hf o _
J 3+5smA+3cosA J 4+2sinx+3cosj:’
r o sinxdx v _f3cos xdx
J\;S—eo‘s7je sm'x
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4 4.

H TL%E)Y’ S)J_tos X—sm x
O fiin* jtcosaxdx\ ix
stnxcos x
1)f ) 12)\ctg32xdx;
*21t3sin x—#cos X J

1)f am 14) fcosZxcosSxaEr;

i I+co)é(0x ) 1
15) flin 2jrcos3x<&; 16)j cosjccos2*coshxdx.

7.4. IRRATSIONAL IFODALARNI
INTEGRALLASH

Irratsional ifcdalami o'z ichga olgan ayrim integrallamiko‘rib
chigamiz.

74.1. J/qxﬁ \f ax +‘W “"bec ko'rinishidagi integrallar

x+ dJ° *ex+d)

W x(-: N (~~ratsionalfunksiya,

x+d
o0'miga go'yish yordamida ratsional funksiyaning integraliga

keltiriladi, bunda s = EKUK(nitnlt...).

butun sonlar)  ko‘rinishdagi integrallar

( a a \
Xususan, J/fl x,(ax+by .(ax+d)"1 m integrallar ax+b=t' o‘miga
go'yish yordamida, (x x"'xl .ux integrallaresa x=t' o‘miga
go'yish yordamida t o'zgaruvchili ratsional funksiyaga keltiriladi.

1-misol. I =\X " -xdx integralni toping,
vI+x

Yechish. Buyerda EKUK(2,3)=6 bo‘lganiuehun |+x=f6 tarzda
bclgilash kiritamiz.
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U holda
mjl+x=t3 J/l+x =t2 dx=6tdt.
Demak,

/=] 6~pl+*1tfdt =6ftat2-2t'+ t2+1)dt =

_ .
~:— 2 -+ -+ — +C=— (3f2-10/5+9r2+15)+C =
lis %575 3 5 r2+15)

=20 N (3(1+x)1-10(1 +x) +9tji+Xx +15)+ C.

7.4.2. |R(x,mi2+bx +c)dx ko‘rinishidagi integrallar

I R(x,-Jax2+bx+c)dx ko‘rinishidagi integrallar Eyleming uchta

0‘miga qo'yish usuli orgali ratsional funksiyalardan olingan
integrallarga keltiriladi:

a) a>0 bo‘lganida Jax2+bx+c=tx4ax almashtirish orqali integral
ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eyleming birinchi o 'rniga
qo yishi);

b) ¢>0 boMganida Vox2+bx+¢=txx'Jc almashtirish yordamida
integral ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eyleming ikkinchi
0 rniga qoyishi);

c)ax2+bx+¢ kvadrat uchhad a(x-x,)(x-x2) ko‘rinishda ko‘pay-
tuvchilarga ajralganida integral ostidagi funksiya -jax2+bx+c -t{x-x%
almashtirish  bilan ratsionallashtiriladi (Eyleming uchinchi o ‘rniga
qo yishi).

2-misol. /=f-—. £ integralni toping.
I +V* +2x+2

Yechish. Bunda a>0. Shu sababli >2+2x+2=I-X ko‘rinishdagi
o‘miga qo'yish bajaramiz.
U holda
X2+2X +2 =t2-2tX +X2, 2X +2tx=t%—2.
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Hundan

t2-2 _t2+4t+4
2(1+0 _ 2(1+)

Topilganlami berilgan mtegralga qo‘yamiz:

/=f2(110(a+2f+2 ) r t2+2t+2
J(R2+4t+4)2(1+0)2 I (@Q+0)(2 +tf

Integral ostidagi to‘g ‘ri kasmi sodda kasrlargayoyamiz:

t2+2t+2 = A B C
(1+0(2 +02~1+1 2+t (2+tf"

K oeffitsiyentlarni tengfashtirish usulini go‘llaymiz: A=% 9 =0, C =-2.

Blindan

Xo'zgaruvchiga qaytamiz:

| =10l +X+ 8RR +2X + 2] ----------- . +C.
x +2+Y|X2+2X+2

3-misol. IZ\Zj;(:iE'g(-l-ZZ integralni toping.
Yechish.  x2-3x +2=(x-i)(X - 2) bo‘lgani uchun
wx- [)(x- 2) =(x- i
shaklda o‘miga go'yish bajaramiz.

U holda

Blindan

Topilganlami berilgan integralga go‘yamiz:
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F-1 1-2t
= =- =. +C= Ty
I ] ?tZ-n 2 2\f/ X Inf | C=In A\ C.

Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytamiz:

3 2(____24-_)_(:_2
g x Iy C=in|3-2x +2Vx2-3x +2]+C
X-|

Eyler o‘miga qo'yishlari ayrim integrallarda  murakkab
hisoblashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashriing
quyidagi usullaridan foydalanilsa bo‘ladi.

LiR(x,-Jax2+bx+c)dx  ko'rinishidagi integrallami hisoblashning
kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratish usulida berilgan integral Inr
ax2+x+¢ kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratish yo'li bilan ushbu
integrallardan biriga keltiriladi:

a) agar a>0 va b2-4ac<0 bo'lsa, u holda JR(t,jm 2+n22)dt,

Bu verfla ni =a, m? —__b_Z__é}_a_c @_X+ .

b) agar a>0 va A2-4ac>0 bo‘lsa, u holda JR({>N22-m 2dtt
buyerda n?=a, m?= p_gigfl‘_c t:x+% :

c) agar a<0 va b2-4ac>0 bo'lsa, u holda JR(t*m2-n 2l)dl,
bu yerda n’=-a, m -.-P_Zﬁ@_c t= X+2ba

T . _ M e i
Hosil gilingan integrallar mos ravishda t—-ﬁtgz,t Uz / ﬁlnz
o‘miga qo'yishlar orqgali J/?(sinz,eosz)ifc ko‘rinishga keltiriladi.

4-misol. *5+4X-x2iX integralni toping.

Yechish. Kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratamiz, yangi t
o0'zgaruvchi kiritamiz va trigonometrik 0‘miga go'yishdan foydalanib,
topamiz:

; . L X-2=t
\SH+4X-X Ax=)"/9-(jc-2)2fe= = - =
P (jc-2)2fe= "\ " =Ivo-tat
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f=3sinz, = . I=——
L w I= In/9—95|n z3coszafe =J9cos zdz =
=c0s20Z §

="{(I +cos2z)6fe="| z+ "I+ C=||(z-rsinzVF-sin2z) +C =
=f=arcsm%, arcSlé \J/— % %arcs’infé Iz—jé-_lr +€=

=7arcsin- ?+ EO( 2)-j5+4x-x2+C.

2.jR(x,Nax1+bx+c)dx ko‘rinishidagi ayrim integrallami

hisoblashning boshqa usullarini keltiramiz.

% X ko rinishidagi integrallar, bu yerda M(X)—n- darajali
ko‘phad:
1) n=0 da ; -mmf ko'rinishda bo'ladi; bu integral a>0

yj;< -tbx+c¢
bo‘lganda jadvaldagi 14- integraiga, a<0 bo‘lganda jadvaldagi 13-
integralga keltiriladi;

2) n=1 da j+/X+. ko‘rinishda bo'ladi; bu integral suratda
A2 +AX+C

kvadrat ucbhadning hosilasini ajratisb natijasida ikkita, biri jadvaldagi
I-integraiga va ikkinchisi 1) banddagi integraiga keltiriladi;

3) n>2 boigandaberilgan integraldan keltirish formulalari
yordamida

jo. =Q,,M(X)Jax2+bx+c¢ =
4ax2+bx+c -Jax2+hx+c
ko'rinishdagi ifoda hosil qilinadi, buyerda R, (jc—koeffitsiyentlari
noma’lum bo'lgan n- 1-darajali ko‘phad, M—gandaydir o‘zgarmas son.
Runda ko‘phadning noma’lum koeffitsiyentlari va Afsoni oxirgi
tenglikni differensiallash hamda X ning chap va o‘ng tomondagi bir xil
darajalari oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtirish orqgali topiladi.

b) f f* ko'rinishdagi integral ox+R=-
*(cex+R)Jax2+bx+c t
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almashtirish yordamida 1) banddagi integralga keltiriladi;

[0 ] t - — (neZ,n>1) ko'rinishdagi integralca+/2* -
(ax +B)e-Jax2+bx+c¢ t
o‘miga qo'yish orqali 3) banddagi integralga keltiriladi.

5-misol. f-----omem- £ -eeeee- integralni toping.
\Xx-2)4x1-Ax+5

Yechish x- 2=t- deymiz. U holda dx=—t-2, X2-4 X +5=?1t-+l.
Bundan

f * foot2  _ rotat
(x—2)3VX2—4x+5 %{I ~  V2+1
£} ,, +l

Demak, b) banddagi integral hosil qgilindi. Bunda n=2 bo‘lgani
uchun 9

1% =(At+B)42+\

Tenglikning har ikkala tomonini differensiallaymiz:

Vr +1 vi +1  Jt2+1
yoki

t2=AL+t2) +(At+B)t+M.

t ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlami tenglab, topamiz:

U holda

rtat o tjl+2 b oodt T )
W1+tr~ 2 271 +i2 2 gnli+Vi+/2+C.

Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytamiz:

r ax _ Vx2-4x+S 1 | +1/2-4 X +5
(x-2)Vx2-4x+5 2(x-2)a +2to 4.9 +C.
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7.4.3. \xm(a +bxnydx binominal differensialni integrallash

VWaf{a+bx"Ydx  ko'rinishidagi integral binominal differensial
integrali deyiladi.  Bunda integral ostidagi ifoda x”(a+bx"yga
binominal differensial deyiladi, buyerda m, n, p - ratsional sonlar.

Binominal differensial integrali uehta holdagina ratsional
funksiyalami integrallashga keltiriladi:

a) p butun son bo‘lganida integral x=t* (bu yerda s=EKUK(m,n))
o‘rniga go'yish orqali ratsionallashtiriladi;

b) 0 butun son boflganida integral a+bxn=/"(bu yerda s-p
sonning maxraji) 0‘miga go'yish yordamida ratsionallashtiriladi;

c) mn+ +p butun son bo‘lganida integralda a+bx" =t'xn (bu

yerda s-p sonning maxraji) almashtirish bajariladi.
Agar yugorida keltirilgan shartlar bajarilmasa binominal differensial
elementar funksiyalar orgali ifodalanmaydi, ya'ni integrallanmaydi.
Masalan, Jw1+x3dx integralning integral osti fimksiyasi binominal
Im -+l I /w+1

. - N, 1 T =
dirrerensial: m—an—S, p—2. Bunda p—2, Faial T +P= 6

sonlardan birortasi butun son emas. Shu sababli bu integral elementar
funksiyalar orqali ifodalanmaydi.

6-misol | =f— f*— integralni toping.
a7 earainttoping

Yechich. Shartgako‘ra
1 m+1

=-3, «=i {/)—— —n————hp ——————— gr\algpst 1.

c) bandda aytilganidek, almashtirish bajaramiz:
I+x4=iV, x=(t2-1) \ dX:--ﬁ(tZ-V)%
U holda

x|
/=0%% + XAidx=-] J(f -1) &R i2-tfH 2t(f-1yd tlg

loéf(tZ-# H o Mit=- -Zsfdt =- -2| +C 20
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7.4.4. Elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallar

Biz integrallashning elementar funksiyalarning keng sinfini gamrab
oigan muhim usullarini ko‘rib chigdik. Bu usullar ko‘pchilik hollarda
anigmas integralni topish, ya’'ni boshlang'ich funksiyalami aniglash 1
imkonini beradi.

Ma’lumki, har ganday uzluksiz fimksiya boshlang‘ich funksiyaga
ega bo‘ladi. Agar biror f(x) elementar funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi ham elementar fimksiya boisa, u holda \{X)dx integral
elementarjunksiyalarda ifodalanadi deyiladi.

Adabiyotlarda Kkeltirilishicha, [4x mosxdx integral —elementar
funksiyalarda ifodalanmaydi, chunki hosilasi -JX-c0sX ga teng boigan
elementar funksiya mavjud emas. Amaliy tatbigda muhim ahamiyatga
ega bo‘lgan elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallarga
misollar keltiramiz:

fe'Adx- Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);
£ integralli lojprifm (sonlar nazariyasi):
Jeosx2<fg, J'sinxdic-Frenel integrallari (fizika);

J- f——;—— ﬁx integralli sinus va kosinus;

i-—aXx—integralli ko‘rsatkichli funksiya.

Elementar funksiyalarda ifodanlanmasa-da,

. i * * i » .
e > 1 cos*z, smyd, SINX _c_g_s_‘ £ funkswalamrﬂg boshlang ich

funksiyalari yetarlicha o‘rganilgan, X argumentning turli
giymatlarida ulaming giymatlari uchun mufassaljadvallar tuzilgan.

7.4.5. Mashqglar

1. Berilgan integrallami toping:

alx (1+Vx)3'

J MHf
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42%-1+ \j(2x-1)2’

4x2-3x+2’
dx
X-IX2+X+i

f -

) FVl(ch-x

VIV5-*-4x—je2ifr,

)J(x—'ryJ—x2+3x—2
xdx

n/3-2x-x2'

* s
~c+7ol

)ix stf(\+xJ2dx;

dx

\jT+2x45

10)1-7=*A,
Ko7

14)fV2-i%;

i6)f— *
(- WR~£(

20f~ *
W /20

K
21K,

2

7.5. ANIQ INTEGRAL

7.5.1. Aniq integral tushunchasiga

olib keluvchi masalalar

Aniq integral tabiat va texnikaning bir gancha masalalarini
yechishda, xususan, har xil geometrik va fizik kattatiklami hisoblashda

keng go'llaniladi.

Eqgrichiziglitrapetsiyaningyuzasi hagidagi masalasi

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli dekait koordinatalar sistemasi
kiritilgan va \orp\ kesmada uzluksiz va manfiy boMmagan y =f(x)
funksiya aniglangan bo'lsin.
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Yugoridan y=fix) funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o‘gi bilan,
yon toroonlaridan Xx=a va X=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
figuraga egrichizigli trapetsiya deyiladi (2-shaklda bu figura—aABb). 1

aABb egri chizigli trapetsiyaning S yuzasiga ta’rif beramiz.

[ab] kesmani n ta kichik kesmalarga bo‘lamiz: bo'linish
nuqtalarining abssissalarini a=x0<xt<..<xil<xl <..<xH<xu=h bilan
belgilaymiz. bo'linish  nuqtalari  to‘plamini [a\b]
kesmaning bo‘linishi deymiz. x, bo‘linish nugtalari orgali Oy o‘qga
parallel x=x, to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to'g‘ri chiziglar aABb

trapetsiyaning asoslari bo‘lgan n ta boMakka bo'ladi. aABb
trapetsiyaning S yuzasi n ta tasma yuzalarining yig‘indisiga teng
bo‘ladi. n yetarlicha katta va barcha kesmalar kichik

bo‘lganida har bir n ta tasmaning yuzasini hisoblash oson bodgan mos
to‘g‘ri to‘trburchakning yuzasi bilan almashtirish mumkin bo‘ladi. Har
bir [xMx.] kesmada biror £ nuqtani tanlaymiz, f(x) funksiyaning bu
nuqtadagi giymati /(£,) ni hisoblaymiz va uni to‘g‘ri to‘rtburchakning
balandligi deb gabul gilamiz. ] kesma kichik bo‘lganida f(x)
uzluksiz funksiya. bu kesmada kichik o‘zgarishga ega boiadi. Shu
sababli bu kesmalarda fimksiyani va taqriban /(£) ga teng deyish
mumkin. Bitta tasmaning yuzasi /(£)(*, “* > éa teng boiganidan
aABb egri chizigli trapetsiyaning S ga yuzasitagriban S.teng bo'‘ladi:

SVS'AMW A X, LU wyLLL /1 (5.1)

(5.1) taqribiy giymat Y
d =maxAx, (i=I/i) kattalik gancha B

kichik bo‘lsa, shuncha anig
bo'ladi. d kattalikka  {*}
boiinishning diametri deyiladi.
Bunda n-yoo da rf->0.

Shunday qilib, egri chizigli
trapetsiyaning S yuzasi deb,
S, to‘g'ri to‘rtburchaklar a b
yuzasining bo'linish  diametri 0 g gfxj Axr X\E Xb-18IX
nolga intilgandagi iimitiga

2-shakl.
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nyti Indi, ya’'ni
S =Um5Sfj=HmX/(£,)Ax(. (5*2)

Demak, egri chizigli trapetsiyaning yuzasini  hisoblash
liuumlasi (5.2) ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib o tiiganyo 4 masajasi

Agar moddiy nugtaning harakat qonuni s=f(t) (bunda t—vaqt,
¥ bosib o‘tilgan yo'l) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, f(t) fimksiyaning
/'(/) hosilasi moddiy nugtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi v(i) ga
teng, ya'ni v(0=/'(0 bo‘ladi. Fizikada quyidagi masalani yechishga
to'g'ri keladi. Moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab v tezlik bilan harakat
gilayotgan va v tezlik t vaqtning uzluksiz funksiyasi boisin deymiz.
Moddiy nugta vaqtning t=a dan t-b gacha bo‘lgan biror [ab]
oraligiida bosib o‘tgan yo‘l s ni  topamiz. [a\)]  kesmani
a=i0<ti<..< <t<..<hi<tm=b nugtalar bilan vagtning n ta
yetarlicha kichik oraliglariga boiamiz. Vagtning kichik ij
oraligMda v(t) tezlik «deyarli» o‘zgarmaydi. Uni bu vaqt oralig‘ida
o0'zgarmas va tagriban V(£ (£ €[/,_;*]) ga teng deyish mumkin. Bunda
harakat kesmada tekis bo‘ladi. U holda bosib o‘tilgan yo‘l

bu vagt oralig‘ida VL%, - ) ga, [a\0] vaqt oralig‘ida -WE)Af,
(@, =/,-/M) ga teng boiadi. Bu tagribiy giymat d =maxAli(i=I,n)
kattalik gancha kichik bodsa, shuncha aniq bo'ladi.

Shunday qilib, s bosib o tilganyo1 deb, snyig‘indining ¢?->0dagi
limitiga aytiladi, ya'ni

s=lmsa=Um VE)A. (5.3)

Demak, bosib o'tilgan yo‘lni  hisoblash  masalasi  (5.3)
ko'‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan har ikki masalada biror ko‘rinishdagi yig‘indining Ijmitini
topishga olib  keluvchi  bir xil usul qo‘llaniidi. Tabiat va
texnikaning bir gancha masalalari yugoridagi kabi yigindining
limitini topishga keltiriladi.
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7.5.2. Integral yig‘mdi va aniq integral

y - /(+*) funksiya [a\b] kesmada aniglangan bo*Isin.
[ab\ kesmani ixtiyoriy ravishda
a=X0<x <..<X(, <X, <..<jci i <XM=h

nuqtalar bilan n ta gismga bo'lamiz, bunda {xj ga [ab] kesmaning
b o linishi, d =max(x. - (i=1,) kattalikka bo linish diametri deymiz.

Har bir [xH;x,] kesmada ixtiyoriy £ nugtani tanlaymiz. Bunday
nuqtalami belgilangan nugqtalar deb ataymiz. Funksiyaning /(£,)
giymatini mos A* =X -x f, uzunlikka ko*‘paytirib, bu ko‘paytmalardan

wn-Bf & A (5.4)

yig'indini tuzamiz. (5.4) yig‘indiga f(x) funksiya uchun  [ab\
kesmaning {x} bo‘linishidagi Riman integral yig‘indisi deyiladi.

w, yig‘indining d ->Odagi limiti tushunchasini kiritamiz.

1-ta'rif. Agar V s>0 soti uchun shunday <S>0 son topilsa va
\I-wH=<e tengsizlik [a,b] kesmaning diametri d <5 boigan istalgan
{x} bo'linishida £ belgilangan nugqtalarning tanlanishiga bog'‘liq
bo'lmagan holda bajarilsa, 7/ soniga wn Riman integral yig'indisining
limiti deyiladi vau | =Unwndebyoziladi.

2-ta*rif. Agar (5.4) Riman integral yig‘indisi d ->Oda chekli limitga
ega bo'lsa, u holda bu limitga [A\O\ kesmada /(x) funksiyadan olingan
aniq (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va }/(x);fr kabi

belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko'ra,

I(X)dx =limg /(£,)Ax, (5.5)

bu yerda /(x)—integral ostidagi funksiya, x—integrallash o‘zgaruvchisi,
a, b—integralning quyi va yugori chegarasi, [ab]- integrallash sohasi
(kesmasi) deyiladi.

[A\o] kesmada jf(x)dx aniq integral mavjud boisa, y=f(x)
funksiya shu  kesmada integrallanuvchi  (Riman  bo'yjeha
integral lanuvchi) deyiladi.
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1zoh. Oliy matematika kursida boshqa aniq integrallar garalmagani
iababli bundan keyin «Riman intégral» va «Riman bo‘yicha
Integrallanuvchi»  iboralarini  mos  ravishda  «intégral»  va
«integrallanuvchi» deb ishlatamiz.

Keltirilgan ta'riflarda a<b boisin deb faraz qilindi. Aniq intégral
tushunchasini a=b va a>h bo'‘lgan hollar uchun umumlasbtiramiz.

a>b bo'lganida 2-ta'rifgako‘ra,

1f(x)dx =-JH{x)d>c. (5.6)
2-ta’rifga ko‘ra, a=b boiganida ((5.5) ga garang).
JH{X)dx =0. (5-7)

(5.4) intégral yig‘indi berilgan funksiyaning argumenti ganday harf
bilan belgilanishiga bog‘lig bo‘Imagani sababli, uning limiti va
shuningdek, aniq intégral integrallash o‘zgaruvchisining belgilanishiga
bog'lig bo‘Imaydi:

X |
1-misol. BXZIX integralni anig integralning ta'rifidan foydalanib

hisoblang.
Yechish. [0;1] kesmada y-X 2 funksiya uzluksiz.
[01] kesmani 0- %<xt<..< <X <..<xnl<X,=1 nuqtalar bilan

uzunliklari :Fg =1« bo‘lgan n ta boiakka bo'lamiz. Bunda
d- pﬁm(isxl Demak, d -» 0 da n->ao.
I, nugta sifatida gismiy kesmalaming oxirlarini olamiz:

Tegishli intégral yig‘indini tuzamiz:

®= Ei/«,)Az, 4n n o b=
_n(n+)2n+1) (n+1)2»+1)
6n3 6n2
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Blindan
liw, =limw, =l LEX2+1) 1
J;E)’ nw 7 «-pﬁ 6« 3

Demak, ta’rifga ko‘ra,
| x2<3&"fc!
0 3

Endi I, nuqta sifatida gismiy kesmalaming boshlarini olamiz:

éWfat='—'nl-
Blindan
w f(*.)EX 1- n-1)n(2un-1)_(s-1)(2m-1)
I-i M n2 n 6n* 6n2
yoKki

| vm-pmi 6n2 3

Demak, berilgan integralning giymati [0;1] kesmani bo'lish usuliga
va bu kesmada £ nugtani tanlash usuliga bog'lig emasva \xalx=j.
Anig integral mavjud bo'lishi haqgidagi teoremani isbotsiz

keltiramiz.
1-teorema. (Koshi teoremasi). Agar y=f(x) funksiya [a;é]
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda Jf(x)dx anig integral mavjud bo'ladi.
Funksiyaning uzluksiz bo‘lishi uning integrallanuvchi bo'lishining
yetarli sharti bo‘ladi. Boshgacha aytganda, [a\o] kesmada uzilishga ega
bo‘lgan, ammo bu kesmada integrallanuvchi fiinksiyalar mavjud bo'lishi
ham mumekin.

2-teorema. [ab\ kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish
nuqtalarigaega bo‘lgan fimksiya bu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

7.5.3. Aniqg integralning geometrikva mexanik ma’'noiari

Egri chizigli trapetsiyaning yuzasi masalasiga gaytamiz.
(5.2) tenglikning o'ng tomoni integral yig‘indidan iborat. U hélda
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(5.5) formuladan aniq integralning geometrik ma'nosi kelib chigadi:
agar f(x) funksiya [a;6] kesmada integrallanuvchi va  manfiy
boMmasa, u holda [a:5] kesmada f(x) funksiyadan olingan aniq integral
y=/(*), y=0, x—a va x-b chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning yuzasiga teng.

2- mi?oI.W9I-x 2x integralni uning geometrik ma’nosiga tayanib

hisoblang.
Yechish Bunda x ning -3 dan 3 gacha o‘zgarishida tenglamasi

y =-J9-x2 bo‘lgan chiziq x2+y2=9 aylananing Ox o‘gidan yuqorida
joylashgan boiagidan iborat bo‘ladi. Shu sababli x=-3, x=3, y=0 va

y=1J9-x2 chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya
X2+Yy2=9 doiraning yarmidan tashkil topadi.

Uning yuzi 822t ga teng.
Demak,

2

Endi bosib o‘tilgan yo‘1masalasiga o‘tamiz. (5.3) tenglikning o‘ng
tomoni integral yig‘indidan iborat bo‘lgani uchun (5.5) formuladan
ushbu xulosaga kelamiz: agar v(t) funksiya [ajb] kesmada
integrallanuvchi va manfiy bo‘lmasa, uholda v(i) tezlikdan [a;b] vaqt
oralig‘ida olingan aniq integral moddiy nugtaning t=a dan t=b gacha
vaqt oralig‘ida bosib o'tgan yo‘liga teng. Bujumla aniq integralning
mexanik ma hosini anglatadi.

7.5.4. Aniq integralning xossalari
1° Agar integral ostidagi funksiya birgateng boisa, u holda
b
\dx-b—a

bodadi.
Isboti. Aniq integralning ta'rifiga ko'ra,

fdx=lim y 1-A =kigm(% - X wk=lirg(6-a) =b-a.
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2°. 0 ‘zgarmas ko*paytuvchmi aniq integral belgisidan tashgariga
chigarish mumkin, ya’'ni

Jkf(x)dx =k jf(x)dx, k=ctonst.

Isboti. jKf(x)dx =limE Kf(£.)Ax. =&HME /'{*)Ax=k\f(x)dx.
3°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining aniq
integrali qo‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig‘indisiga
teng, ya'ni
J(/ (X) £<p(x))dx =Jf(x)dx £J<p(x)dx.

Ishoti.  f{fix) £<p(x))dx =HMX(/(£.) £<AE))AX, =

=lim~/(£)Ax(£ImE<p(E)Ax, =Jf(X)dx £J(p(X)dx.

4" Agar [a\o] kesma bir necha gismga boMingan bo‘lsa, u holda
[a\0] kesma bo‘yicha olingan aniq integral har bir gism bo‘yicha olingan
aniq integrallaryig‘indisiga teng bo‘ladi.

Masalan,

Jf(x)dx =} (x)dx+If(x)dx, c&[a\b].

Isboti. a<c<b bo‘lsin deylik. Integral yig'indi [aZ9 kesmani
boiish usuliga bog'liq emas. Shu sababli ¢ ni [a\b] kesmani bo‘lish
nugtasi gilib olamiz. Masalan, agar c=xa deb olsak, u holda wn ni ikki
yig‘indiga ajratish mumkin:

=§/(£) =]/(C)N+|/(E)AX,.
Bundad 0 dalimitga o‘tamiz:
Jf(x)dx =3/ (x)dx+If(x)dx

a, b, ¢ nugtalaming boshgacha joylashishida ham xossa shu kabi
isbotlanadi.



Masalan, a<hb<c boflsa, \f(x)dx =\f(x)dx +]f(x)chc boiadi.
Bundan
Jf(x)dx =jf(x)dx- 37 {X)ax

yoki integrallash chegaralarining almashtirilishi xossaga ko‘ra, ((5.6)
ga garang)
1) dx=]f(x)dx+)f(x)dx.

5% Agar [a\b] kesmada funksiya of ishorasini o‘zgartirroasa, u
holda funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil
bo'ladi, ya'ni:

[la:b] da /(*)>0 bo‘lganda, Jf(x)dx”~0 bo'ladi;

[a\h] da 7 (x) <0boelganda, [[{X)dx<.0 bo‘ladi.

Ishoti. f{x)>0 funksiya uchun integral yig‘indi wB>0 bo‘ladi,
chunki /(£J>0 va Ac>0. Bundan J/{X)dx*0. Shu kabi Ax >0,

/(*) <0 ekanidan yn<0 va \f(x)dx<0 kelib chigadi.
6°. Agar [a\b] kesmada f(x) > bo'lsa, u holda

f(x)dx >] <P
boiadi.
Isboti. fix)~<pfd dan fix)-(p{x)>0 bo'iadi. U holda 5-xossaga
ko‘ra Y f(x) - (P{})dx>0 yoki 3-xossagako‘ra,}/{x)dx- ) (p{X)x>0.
Bundan
\f(x)dx>\y(x)dx.

T.Agar mva M sonlar fix) funksiyaning [a,b] kesmadagi eng
kichik va eng katta giymatlari bo‘lsa, u holda

m(b- &) £j f{x)dx <M{b—a)
bo*ladi.
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Ishoti.  Shartgako‘ra, m<f(X)<M. U holda 6-xossagako'ra,
j mdx <Jf(x)dx <\Midx.
Bunda
jmdx=m[dx=m{b—4), jMdx=Mjdx=M (b—a).
U holda
m(b-a)~ ff(x)dx <M(b—a).

Bu xossa aniq integralni baholash hagidagi teorema deb yuritiladi.
&. Agar fix) funksiya [a\NO\ kesmada uzluksiz boisa, u holda
shunday ce {a\o] nugta topiladiki,

Jfi.x)dx =ficY Jb-a) (5.8)
boiadi.
Ishoti. 7-xossagako'ra,

mfb-a)< \{x)dx< M (b-a).

Bundan
if(x)dx
< -SIW,
b-a
jf(x)dx
* —=M deymiz. U holda m<n<M bo‘igani uchun Bolsano-
Koshining ikkinchi teoremasiga ko‘ra, biror ce[a;b\ nugta uchun
f{¢)=n boiadi.
Shu sababli
\f{X)dx
yoki

1H{x)dx =f(cX b-a).
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8-xossa 0 Tta giymat hagidagi teorema deb ataladi,

(5.8) formulaga o0 ‘rta giymatformulasi, f(¢) ga f(x) fimksiyaning
kesmadagi o rtacha giymati deyiladi.
O'rta giymat hagidagi teorema quyidagi geometrik talginga ega:

agar f(x)>0 bo'lsa, u holda \f(x)dx integralning giymati balandligi

/(c) gavaasosi (b- a)gateng bo'lgan to'g'ri to'rtburchakning yuzasiga
teng bo‘ladi.
Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. [ab] kesmada aniglangan f(X) funksiya uchun

bo'ladi.
2-natija. Agar [a\b] kesmada |/(X)]"£ bo'lsa, u holda

jif Mcgg~kb- a), (k=const.)

bo'ladi.

3-misol y-2x+2 fimksiyaning [-2] kesmadagi o‘rtacha giymatini
toping.
Yechish. 0 ‘rta giymat hagidagi teoremadan topamiz:

h-to
Aniq integralning geometrik ma’nosiga Y\ y=2a2
ko'ra, |(2X+2)dx integralning  giymati
3-shaklda keltirilgan uchburchakning yuzasiga
teng, ya'ni
5 =-(2+1)-6=9. 4;|

Bundan /



7.5.4. Mashglar

1. liitegrallarni aniq integralning geometrik ma’nosiga tayanib hisoblang:

l)jocosxdx; 2)]1(3+x)dx;
[o]
1 joemr . a . fx,agar -2<*<0,
3)|J\}|6' Edq 4f2ﬂ(x)dx, 1!(X)_I\><,a1g::1r0:><£2.—
2. Integrailarai taggoslang:
1)/, =]cosxdx, 7j :jsimrtix 2)1 —jf2a<2dx, 1j :j]).( 2x.
0 0 7
3)/t=|VI-xidx, j2=J(I-x)efr; 4)/,= chcosxdx, It= jxiinxdx.
-2 -a ”
=2 2
3. Integrailarai baholang:
- q )
!)/lzlé_zfé:d;y 2/, =.?vfil7*;

3 )/, =}VTiv=,
4. Funksiyalaming berilgan kesmalardagi o‘rtacha giymatini toping:

Dy = [-2,21; 2)y=\xt [-%1];

3)y=3x+2, 4) y=x2\ [0].

7.6. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

7.6.1. Yuqgori chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral

y=f(x) finksiya [a;>] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lsin.

U holda u ixtiyoriy [ax\ (a<x<b) kesmada integrallanuvchi  bo‘ladi,
ya'ni istalgan x&[a;b] uchun

F(x)=]f(t)dt (6.1)

integral mavjud boiadi.



Agar ixtiyoriy te[a\b]da /(i)>0 boisa, u holda F{x)=\f(t)dt

integral asosi [a;x] kesmadan iborat boigan egri chizigli trapetsiyaning
o‘zgaruvchi yuzasi S(x) ni ifodalaydi
(4-shakl). y
bl kesmada (6.1) tenglik bilan
aniglangan F(x) fiinksiyaga yuqori
chegarasi o zgaruvchi aniq integral
deyiladi.
F(x) funksiya \a\)\ kesmada
uzluksiz  va  differensiallanuvGhi
bo‘ladi. Shuningdek, bunda F(x) d a X b x
funksiya uchun quyidagi fundamental 4-shakl
teorema o‘rinli bo*ladi.
1-teorema (Nyuton-Leybnis teoremasi). [a\b] kesmada uzluksiz
f(x) fimksiyaning yuqori chegarasi o‘zgaruvchi integral] F(x) dan
yugori chegara bo'yicha olingan hosila mavjud va u integral ostidagi
fimksiyaning yuqori chegaradagi giymatiga teng boiadi, ya'ni
F'(x) =f}/(0i*J =f(x), xe[a;b]. (6.2)
Ishoti. xe[a;6] va X+Axe[a;;] bodsin.
U holda aniq integralning 4-xossasini qoilab, topamiz:
Fx+AX)=| f{t)dt=\f(t)dt +f(t)dt.

Bundan (6.1) tenglik va o‘rta giymat hagidagi teoremaga ko'ra,

AX

AF=F(x+A)- F(x)- Jf(t)dt=f(c)Ax, buyerda ce[x,x +AX].
F(x) funksiyaning hosilasini aniglaymiz:
F'(x)- lim—£iirlim =lim/(c).
Ax:->0da x +Ax-*x va e~>X, chunki c€[x,x+Ax].
U holda /(x) funksiyaning uzluksizligidan
F'(x) =Hm/(c)=/(x)
boMadi.
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Nyuton-Leybnis  teoremasi ~ matematik  analizning  asosiy
teoremalaridan biri hisoblanadi. Bu teorema differensiai bilan aniq
integral tushunchalari orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [a\b] kesmada uzluksiz har ganday f(x) funksiya
shu kesmada boshlangdch funksiyaga ega bo‘ladi va  uning
boshlang‘ich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o‘zgaruvchi F(x)
integral bo‘ladi degan xulosa kelib chigadi.

/(:c) funksiyaning boshga bir boshlang‘ich funksiyasi F(x)
funksiyadan o‘zgarmas C songa farq gilgani uchun anigmas va
aniq integrallar orasidagi ushbu bogianish kelib chigadi:

Jf(x)dx =J +C ,xe [a;b]. (6.3)

7.6.2. Nyuton-Leybnis Iormulasi

Aniq integralni integral yig‘indining limiti sifatida hisoblash,
hatio, oddiy funksiyalar  uchfcn ham ancha  qiyinchiliklar
tug'diradi. Shu sababli aniq integralni hisoblashning (6.3) formulaga
asoslangan, amaliy jihatdan qulay bo‘lgan hamda keng qoilaniladigan
usuli bilan tanishamiz.

2-teorema  (integral hisobning asosiy teoremasi).  Agar
F(x) funksiya [a\o] kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyaning
boshlang‘ich fuiksiyasi bo‘lsa, u holda

\f(x)ck =F (h)-F (&). (6.4)
Isboti.  F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyalaridan biri bo‘lsin. U holda 1-teoremaga asosau, Jf{t)dt

funksiya ham  f{x) funksiyaning [a;b] kesmadagi boshlangcich
funksiyasi boMadi.
Boshlang‘ich funksiyalar o(zgarmas C songa farqg gilganidan
f/(/)<*=F(*)+C.

Bu tenglikka x=a ni qo'yamiz va chegaralari teng bo‘lgan aniq
integralning xossasini qo‘llaymiz:

11(t)dt =F(a)+C=0.
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Blindan C=-F(a).

U holda istalgan xe[a;b] uchun
\f(t)dt=F(x)-F (&)

boiadi.

Oxirgi tenglikda x=b dejaniz va t o‘zgaruvchini jc bilan
abnashtiramiz. Natijada (6.4) formula kelib chigadi.

(6.4) formulaga N'yuton-L eybnisformulasi deyiladi.

F(b)—F(a) ayirmani shartli ravishda F(X)E deb yozish kelishilgan.

Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi
i; (6.5)
ko'inishda ifodalanadi.

1-misol. integralni hisoblang.
p-V1+x

Yechish. f , d¢ - =h\x+VI+*2§= 1r3+M - Inl=1r+
1 I | |

¢V I+ Z lio |
2-misol. f --—-integralni hisoblang.
1x -2x+10
Yechish.
t dx i dx 1 x-114 1, .. .m n
1

77i5=10"~Frf=3ercg— \ - -aroT -TrL

7.6.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish

3-teorema. y =f(x) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz bodsin.
Agar: 1) x=g>(t) funksiya [ kesmada differensiallanuvchi va ¢p'{t)
funksiya [a\B] kesmada uzluksiz; 2) x=<p(t) funksiyaning giymatlar
sohasi [a;o\ kesmadan iborat, 3) <p(oc)=a va <p(R)=b bo‘lsa, u holda
\H{X)dx =JH{(p{t))(p\t)dt (6.6)
bo‘ladi.
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Ishoti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko'ra,

If(x)dx=F (b)-F (a),

bu yerda F(x) funksiya fix) funksiyaning [a\b] kesmadagi boshlang‘ich
funksiyalaridan biri. ®(0=F<p(t)) murakkab funksiyani garaymiz.
Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan,

&'(0 =R\ PN) =f(<p{)(P\Y).

Demak, ®(0funksiya [a\B] kesmada f(g>{t))(p\t) uzluksiz funksiya
uchun boshlang‘ich funksiya bo'ladi. Nyuton-Leybnis formulas! bilan
topamiz:

ffifp{0)<p\)dt=0(8) - ®(a) =H{<p())- F(<p(@)=

=F(b)- F(a)=Jf{x)dx.
9

(6.6) formula aniq integralda o zgaruvchini almashtirish formulasi
deb yuritiladi. Aniqg Integralni hisoblashning bu usulida aniq integralda
0 'miga qo yish usuli deyiladi.

Izoh. Aniq integralni (6.6) formula bilan hisoblashda dastlabki eski
o0‘zgaruvchiga gaytish shart emas, chunki integrallash chegarasi o‘miga
go'yishga mos tarzda o'zgaradi.

3-misol. (f)l]-4r)chcintegraInihisoblang.

Yechish.x =2sini, 0<i<y belgilash kiritamiz. Bu o‘zgaruvchini

almashtirish ~ 3-teoremaning barcha  shartlarini ganoatlantiradi:
birinchidan, /(x) =V 4-x2 funksiya [0;V3] kesmada uzluksiz,

ikkinchidan, Xx=2sinf funksiya 0 ;é kesmada differensiallanuvchiva

x*=2cos/ bu kesmada uzluksiz, uchinchidan t o'zgaruvchi 0 dan

* gacha o'zgarganda x=2sini funksiya 0 dan V3gacha o‘sadi vabunda
<p(0=0 va "jj=>/3.Bunda dx=2costdt.
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(6.6) formuladan topamiz:
YV i=saix =] cos 1tdt =28(1 +c0s2)dt =2 t +“sinlt =2
0 (o] (o] v 2 N 3 2

4-misol. JWi+x*A integralni hisoblang.

Yechish. t=-JI+x2 o‘raiga qo'yish bajaramiz.
U holda

X-412-1, dx~\—}]-"=_, x=0 da f=1, x= da t=-j2.
N

[1;V2] kesmada VfA-T funksiya monoton o‘sadi, demak o‘miga
go'yish to‘g‘ri bajaiilgan.
Bundan

P 2V2-1
fxyfl+x20x = \\it2- | t- = fidgi=—
i i 4ni 71773

Izoh. (6.6) formulani gqoilashda teoremada sanab o‘tilgan
shartlaraing bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa,
keltirilgan formula bo'‘yicha o‘zgaruvchini almashtirish xato natijaga
olib kelishi mumkin.

7.6.4. Aniq integralni boiaklab integrallash

4-teorema. Agar «(x) va v(x) funksiyalar w'(x)va v'(x) hosilalari
bilan [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda

Judv=vvF- lvdu (6-7)
boiadi.
Ishoti. Teoremaning shartiga ko‘ra, w(x) va v(x) funksiyalar
hosilaga ega.

U holdako*‘paytmani differensiallasb qoidasiga binoan,
(WOVE))' UGV (X) +V(X) (x).
Bundan w(x)v(x) funksiya Uu(XV'(X)+v(x)w'(x) funksiya uchun
boshlang‘ich funksiya boiishi kelib chigadi. «(x)v'(x) +v(x)w'(x)
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funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo‘lgani uchun u bu kesmada
integrallanuvchi bo'ladi.

U holda anig integralning  3-xossasiga va Nyuton-Leybnis
formulasiga ko‘ra

JUQV'(X)ehe +Iv(u' (X)dx=«(X)v(X)j*.
Bundan, u'(X)dx=du(x) va V\X)ctx=dv(x) bo'lgani uchun
Judv =W‘a-\»vdu.

(6.7)  formula aniq integralni bo 'laklab integrallashformulasi deb
ataladi.

i
5- misol. 8<Eﬂj‘dxintegralni hisoblang.

Yechish.

I u=x.9dv =¢ XX i

;ber)dx—\du:(b(, ve- |:-xe'>%+fe-)dx=

1 i , 2

-— - — +1=1— .

e D e e ]1 1 e
7.6.5. Mashqlar

Berilgan integrallarni hisoblang:

2 7
1)J(*2+2x+\)ebt; 2)Jsindjrcfe;
3) Icosxdx.
: dx
5)]0c032xdx, Sin2x
4
8)] (2x3-¥9chA
0
1 \

9) |x-JI+x2dx-, 10)Jcosjcsin3xdx;
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AL« L**: 12)1-3=;

L]l + COS* X fP % Hr
13)[id v, 3> 14) sl
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¥ T

15)keg 2 2 . 16)fsLfe;
T

17)Jarcsindi&c; 18)JIn2:do;
19) gjcsinA—ebc 20)] e)%inbdit;

1 "G
21)JxV\fc; 22)JInx<&;
23) jsin /<& 24) Jaos(inXex

7.7. XOSMAS INTEGRALLAR

Anig integral garalganida [f(X)dX integral raavjud bo‘lishi uchun

ikkita shartning bajarilishi talab gilingan edi: 1) integrallash chegarasi
chekli [ab\ kesmadan iborat boiishi; 2) integral ostidagi funksiya [a\No\
kesmada aniglangan va chegaralangan bo‘lishi.

Aniq integral uchun keltirilgan shartlardan bin bajariJmaganda u
xosmas integral deb ataladi: 1) fagat birinchi shart bajarilmasa, cheksiz
chegarali xosmas integral (yoki | tur xosmas integral) deyiladi; 2) fagat
ikkinchi shart bajarilmasa, uzilishga ega boigan funksiyaning xosmas
integrali (yoki Il tur xosmas integral) deyiladi.

7.7.1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar
(I tur xosmas integrallar)

I-ta’rif.f{x) funksiya [a+00) oraligda uzluksiz bo‘lsin. Agar
b
linJf(x)dx limit mavjud va chekli boisa, bu limitgayuqori chegarasi
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cheksizxosmas integral deyiladi va Jf(x)dx kabi belgilanadi:
o b
JF (dx=limJf(x)dx. (7.1)
Bu holda Jf(x)dx integralgayaqinlashuvchi integral deyiladi.
b
Agar lim]/(X)dx limit mavjud bolmasa yoki cheksiz bo'lsa,

Jf(x)dx integralga uzoglashuvchi integral deyiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas
integrallar shu kabi ta’riflanadi:

JH($dx =limJf(x)dx, (72)
Jf(x)dx =lim [f(X)dx +limj/ (X)dx, (7.3)
bu yerda ¢—sonlar o‘gining biror fiksirlangan nuqtasi. Bunda

(7.3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o‘ng tomondagi
har ikkala xosmas integral yaginlashgandagina yaginlashadi.

Yechish, a* 1 boisin.
U holda

v =lim }— =lira® —f = lim
I T—=
Bunda: 1) a<| bo‘lganda, f ----- (imAID-1) =+cg,
iy

2) a>1 boiganda, (mz=1*-1)=3 =

a 1-a



Demak, IX— xosmas integral col da yaginlashadi va 0<a£l da

uzoglashadi.

2-misol. fxcosxdr integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish  Ixcosxdx = lim fxcosxdX =lim"xsinxj* —Isin xa&8g =
=lim(-asina +cosxja=lim(-asin a- cosa +1).
0
Bu limit mavjud emas. Shu sababli fxcosxcfc integral uzoglashadi.
3-misol. [ _ & integralni Yaginlashishga tekshiring.
+6x+10
Yechish Oralig nugtani ¢ =0 deymiz.

U holda (7.3) tenglikga ko‘ra,

7 & dx
i0+6x41D  *x2+6x+10  bx2+6x+10

Bundan

- limf —Ilmarctg|x+3
ix +6x+10 — i(x+3)2+

=arctg3- limarctg(a+3) =arctg3+—

f —————————— =lim f--oeeeme— =limarctg{ X +31*=
JX +6x+10 * cb(*+3)2 +| e Hx+3

=limarctg{b+3)- arctg3 ———2———arctg3.
li holda
ax x __ @ dx
ix 2+6x+10_ix 2+6x+10 o0ox2+6x+10

=arctg3'+n_+n— arctg3 =n.

Demak, xosmas integral yaginlashadi.



7.7.2. Uzulishga ega bo‘lgan funksiyalarning xosmas integrallari
(11 tur xosmas integrallar)

2-ta'rlf. f(x) funksiya [a\b) oraliqda aniglangan vauzluksiz bo'lib,
X=b da cheksiz uzulishga ega bo‘lsin. Agar lim \f{{x)dx limit mavjud
va chekli bo‘lsa, bu limitga uzulishga ega bo ‘lgan funksiyaning xosmas
integrali deyiladiva J/ (X)dx kabi belgilanadi:

Jf(x)dx =lim Jf(x)dx. (7.4)

Shu kabi: 1) f(x) funksiya X ning a ga o‘ngdan yaginlashishida
uzilishga ega bo‘lsa,
J/ (X)dx =lim j f(x)dx; (7.5)
bo'ladi; q
2) agar f(x) funksiya ce[a;A] dauzilishga ega bo'lsa,

SJf(X)dx - lim \ f(x)dx +lim JF{x)dx (7.6)
boiadi.
1l tur xosmas integrallar uchun yaginlashish (uzoglashish)
tushunchalari I tur integrallardagi kabi kiritiladi.

. /- Lo . -
4-misol. Jlﬁ:( integralni yaginlashishga tekshinng.

Yechish. x=0 da integral ostidagi funksiya uzilishga ega.
U holda (7.6) tenglikka ko‘ra,

[ =lim f A +lim f-Ap=-31imx 3 «3limx *
txx'Jx  ~°'ucVx m L il L

=3lime 3-1-1 +3lime 3=6]lime 3-11=-foo.

Demak, xosmas integral uzoglashadi. Berilgan integralga Nyuton-
Leybnis formulasi formal qgollanilishi xito natijaga olib keladi:
dx



7.7.3. Xosmas integrallarning yaginlashish alomatlari

Ko'pincha, xosmas integralni (7.1) - (7.6) formulalar orgali
hisoblash shart bo‘Imasdan, fagat uning vyaginlashuvchi yoyi
UZoglashuvclii boiishini bilish yetarli boiadi. Bunday hoilarda berilgan
integral yaqinlashishga yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligi oldindan
ma’'lum boigan boshga xosmas integral bilan taqqoslash orgali
tekshiriladi. Xosmas integrallarning tagqoslash alomatlarini ifodalovchi
teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

1-teorema (I tur xosmas integralning yaginlashish alomati).
[a+co) oraligda fix) va @fX) funksiyalar uziuksiz va 0<f(x)<(p{x)
boisin. Uholda:

1) agar J(P{Xdx integral yaginlashsa, Jf(x)dx integral ham
yaginlashadi;

2) agar |/(X)dx integral uzoglashsa,  J({X¥dxintegral ham
uzoglashadi.

5-misol. \e~*2Ix integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integral boshlang‘icli
funksiyaga ega emas. Uni ikkita integralning yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalaymiz:

69"dxmi6’\ctx+ jf"dx.

Tenglikning chap gismidagi integrallardan  birinchisi chekli
giymatga egaboigan aniq integral. Ikkinchi xosmas fe~dx

integralni yaginlashishga tekshiramiz.
[l+00) oraligda 0<e’lS<e~x boiadi, va e funksiyalar

uziuksiz.
Bunda

Jedx- lim|edx =lim(-e" Y =—Hm—=—

Demak, bu integral yaginlashadi va 1-teoremaning l)bandiga
asosan, Puasson integrali ham yaginlashadi.



6-misol. f----="=— integralni yaginlashishga tekshiring.
Oe*-c0sX

Yechish. Integral ostidagi iunksiya X=0 da uzulishga ega.

xe(01] da - -— m>—
€X- COSX Xe
Bundan
f—=-lim f— =—HmInxI" =—0- limin|e|) =+o0.
txe e~N°lIx e ™ e

Demak, gx_e integral uzoglashadi va 1-teoremaning 2)bandiga

asosan berilgan integral ham uzoglashadi.

2-teorema (Il tur xosmas integralning yaginlashish alomati).
\ab) oraligda f(x) va <pX funksiyalar uzluksiz bo‘lsin va
0<f(X)<(p(x) tengsizlikni ~janoatlantirsin, x=2da f(x) va (X
funksiyalar cheksiz uzilishga ega bo‘lsin. U holda:

1) agar jcXdx integral yaginlashsa,  Jf(x)dx integral ham
yaginlashadi;
2) agar ff(x)dx integral uzoglashsa, \<p(¥dx integral ham

uzoglashadi.

Taqqoslash teoremalari integral ostidagi iunksiya bir xil ishorali
bo‘lganida o‘rinli bo‘ladi. Ishorasi almashinadigan funksiyalaming
xosmas integrallari uchun quyidagi alomat o'rinli bo’ladi.

3-teorema. Agar \\F{X\dx jjl/(*)|£ftj integral yaginlashsa,
JH{X)dxM(x)dx”™ integral ham yaginlashadi.

3-ta'rif.  Agar  \\(X)\dx N|/(c)|c& integral yaginlashsa,
[f(x)dx integralga absolut yaginlashuvchi xosmas integral
deyiladi.
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4-ta'rif.  Agar Jf{x)dx/J/(**& integral yaginlashsa va

jIF{x)Jaxjjff{x)1  integral uzoglashsa, J/{xdx f{x)dx\
integralga shartliyaginlashuvchixosmas integral deyiiadi.
7misai  \co*dx integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Integral ostidagi funksiya [i+oo)oraliqda ishorasini
almashtiradi.
Maiumki,
X j x

1-misolga ko'ra, \ﬁli( integral yaginlashuvchi.
U holda 1-teoremaga asosan, integral yaginlashuvchi va

3-teorema va 3-ta'rifga ko‘ra, f~\xdx integral absolut yaginlashuvchi

boiadi.

(7.2), (7.3) ko'rinishdagi ((7.5),(7.6) ko'rinishdagi) xosmas
integrallar uchun taqgoslash alomatlari hamda absolut va shartli
yaginlashish  tushunchalari yuqorida (7.1) ko'rinishdagi ((7.4)
ko'rinishdagi) integrallar uchun keltirilgandagi
kabi kiritiladi.

7.7.4. Mashglar

1. Berilgan integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang:

S)L*énsxdx; vo ok

Do w



dx

7) Je~xsmxdx', ’
0 gy ¢ VinX

9)1 £ s - I\

» A f 2)'f
I* Wli+x3
4)Jsin”™;
hEmi a &3
7 dV?-CdSX ! 8)[I e %OS*
9)J3+sm A, 10)}-A
j"n o\I-x*
1) | j 12) Je-1sinxd*.

7.8. ANIQ ENTEGRALNING TATBIQLARI

7.8.1. Aniq integralning qo‘llanilish sxemalari

X o'zgaruvchi aniglangan [a;£] kesmaga bog‘lig biror geometrik
yoki fizik A kattalikning giymatini (tekis shakl yuzasini, jism hajmini,
kuchning bajargan ishini va hokazo) hisoblash talab gilingan bo'lsin.
Bunda A Kkattalik additiv deb faraz gilinadi, ya'ni [a;b] kesmaning
¢(=[a;b] nuqta bilan [a;c] va [c;b] gismlarga bo'linishida A kattalikning
\a\b] kesmaga mos giymati uning [a;] va [cb\ kesmalarga> mos

giymatlarining yig‘indisiga teng deb qaraladi.
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A kattalikning giymatini hisoblash ma’lum tartibda (sxema asosida)
bajariladi. Bunda ikici sxemadan biriga amal gilish mumkin: lsxema
{intégralyig indilar usuli) va Ilsxema (dijferensial usuli).

Isxema aniq integralning ta'rifiga asoslanadi. Bunda:

. [ab] kesma a=x0<xt<.,.<xil<x <..<xnl<xn=b nugtalar
bilan n takichik kesmalarga boiinadi. Bunda A kattalikmos n ta
AA, (/=1 «elementar go&hiluvchilar» ga boiinadi:

A=PA+AR+.. + Ahe;

2°. Har bir «elementar qo‘shiluvchi» masalaning shartidan
aniglanuvehi funksiyaning mos kesma istalgan nuqtasida hisoblangan
giymati bilan kesmaning uzunligi ko‘paytmasi ko‘rinishiga keltiriladi:
AAM{QAX-

A4 ning tagribiy giymatini topishda ayrim soddalashtirishlar gilish
mumekin: kichik boiakda yoyni uning chekkalarini tortib turuvchi vatar
bilan almashtirish mumkin; kichik boiakda ofzgaruvchi tezlikni
0‘zgarmas deyish mumkin va hokazo.

Bunda A kattalikning taqribiy giymati intégral yig‘indidan iborat
boiadi:

"4asE / (M) AX,-

3°. A kattalikning haqigiy giymati bu intégral yig'indining
n oo dagi (bunda A=maxAx.) limitiga teng boiadi:

A=TMEIC.)A% =[{x)dx.

1 sxema | sxemaning o'zgargan ko'‘rinishi hisoblanadi
«differensial usul» yoki «yuqori tartibli cheksiz kichiklami tashlab
yuborish usuli» deb ataladi.

Bunda:

T. {gb\ kesmada ixtiyoriy x giymatni tanlaymiz va o‘zgaruvchi
[a;x] kesmani garaymiz. Bu kesmada A Kkattalik x ning funksiyasi
boiadi: A=A{¥), ya'ni A kattalikning boiagi nomaium "4(x) funksiya
boiadi;

2. x ning  kichik  Ax=dx kattalikka o‘zgarishida AA
orttirmaning bosh gismini  topamiz: dA=f{x)dx, bu yerda f{x)—x
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Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning
ko'chishga nisbatan invariantlik xossasidan foydalangan holda
soddalashtiriiadi. Bunda tekis shakl yuzasi (8.3) formulada X va y
o‘zgaruvchilar (Ox va Oy o‘glar) ning o‘mini almashtirish yo'li bilan
hisoblanadi, ya’'ni (7—shakl).

S —I(F2(*) - T ())dx=} (9Ay) —g.{y)dy (8.4)
2
7—shakl. 8—shakl.

3—misol. x=y2 va x=y +2 chiziglar bilan chegaralangan tekis
shaklning abssissalar o‘gidan yuqgorida yotgan qismining yuzasini
hisoblang (8—shakl).

Yechish. Berilgan chiziglaming kesishish nugtalarini topamiz:

y2=y+2,y2-y-2=0, yx=0, y=2.

Tekis shakl yuzasini (8.4) formulabilan topamiz:
s=\(y+2—-ylhdy="—+2y—"\

Agar egri chizigli trapetsiya yuqoridan X = y-y/(t), a<t<p
parametrik tenglamalar bilan berilgan fAmksiya grafigi bilan
chegaralangan va a—(p{a), b=<p(b) boisa, (8.1) formulada x=(p{t),

dx= (P'(MdT  ko‘rinishdagi odniga qo‘yish orqgali o‘zgaruvchi

almashtiriladi.
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U holda
S=iill(t)tp(t)di (8.5)

boiadi, bu yerda, a= <@ va b=<().

4—misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.

Yechish. Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz.
Bu doiraning aylanasi X = Rcost, y = Rsint parametrik tenglamalar bilan
aniqlanadi va doira koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik boiadi.
Shu sababli uning birinchi chorakdagi yuzasini hisoblayraiz (bunda X

o‘zgaruvchi 0 dan R gacha o‘zgarganda t parametr ~ dan 0 gacha

o‘zgaradi) va natijani to‘rtga ko'paytiramiz. U holda (8.5) formulaga
ko‘ra:

S = 4St= 4J/2sin/(—/?sint)dt= 4/22)sinXcy=

Yuzani qutb koordinatalarida hisoblash

Qutb koordinatalar (r— qutb radiusi, 9—qutb burchagi) sistemasida
berilgan r —r(p) funksiya (pe [a;3] kesmada uzluksiz boisin.

r = r((p) funksiya grafigi hamda O qutbdan chiqggan p=a va (p=8
nurlar bilan chegaralangan tekis shaklga egri chizigli sektor deyiladi.

AOB egri chizigli sektor yuzasini hisoblaymiz. Bunda Il sxemadan
foydalanamiz.

T. Qutbdan chiggan < va a burchaklarga mos nurlar bilan
chegaralangan egri chizigli sektor yuzi < burchakning S =S(<p)
funksiyasi bo‘lsin, bu yerda a<q>£R (¢=a boiganda S(a)=0, E=R
boiganda S(R)=S).

2°. Joriy (p qutb burchak &<p=d<p orttirma oiganida AS yuza
OAB «elementar egri chuziqli sektor» yuziga teng orttirma oladi.

Bunda dS differensial AS orttirmaning dp—0 dagi orttirmasining
bosh gismini ifodalaydi va radiusi r ga, markaziy burchagi dg ga teng
boigan OAC doiraviy sektor yuziga teng boiadi (9—shakl).
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Shu sababli

ds=—raip

3". Oxirgi ifodani <p=a dan G—[3 gacha integrallab izlanayotgan

yuzani tcpamiz:

5-misol. r=2cos3¢> egri
chiziq bilan chegaralangan
flguraning yuzasini hisoblang.

Yechish. r=2cos3¢? egri
chiziqg bilan chegaralangan
figuraga uch yaprogli gul
deyiladi (1-ilovaga garang).

Uning oltidan bir qismi
yuzasini hisoblaymiz:

Bundan S=T.

o

9-shakl.

Agar egri chizigli sektor B=r(@) va R2=r¢) ((pe[a;R] da
12(9)>r{Q) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan bo*lsa,

S =-3(2{) - r2{@)xp (8.7)

bo‘ladi.

7.8.3. Yassi egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash

AB egri chiziq y=/(x)>0 funksiyaning grafigi bo‘lsin. Bunda

x&[a;b], y—Tfix) funksiya va

bo‘lIsin.
AB egri chizig uzunligi
topamiz.

Y =fix) hosila bu kesmada uluksiz

I ni n sxemadan foydalangan hoida

r. [abl kesmada ixtiyoriy X nuqtani tanlaymiz va o‘zgaruvchi
[2X] kesmani garaymiziz. (*,/(*)) nugta M bo‘lsin.
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AM voy uzunligi Im X ning funksiyasi boiadi: /=/(*) (/(2)=0 va
m=i).

2e X ning kichik Ax=dx kattalikka Yy
o‘zgarishida dl differensialni topamiz: y=/(N"-"1B
dl= N\dx. MN yoyni uni  tortib Yol fN
turuvchi vatar bilan almashtiramiz va
/'(*) ni topamiz (10—shakl):

X+tsx b X

10—shakl.
Demak,
A=+ (y")2ife.
3e. dl ni adan b gacha integrallaymiz:
I=U1 +(y"dx. (8.8)

(8.7) tenglikka yoy differensialining to'g‘ri burchakli
koordinatalardagi formulasi deyiladi.
Agar egri chizig x=g(y),ye[c;d], tenglama bilan berilgan boisa,

yuqorida keltirilganlami takrorlab, AB yoy uzunligini
quyidagi formulasini hosil gilamiz:

hisoblashning

12\ + foyfdy . (8.9)

kesishish nuqgtalari orasidagi uzunligini hisoblang.

Yechish. y=0 deb egri chizigning OX og bilan kesishish
nugtalarini aniglaymiz:  x, =0, x2= 2L

Hosilani topamiz:



Yoy uzunligini hisoblaymiz:

ST TUNE IR UA U B
I / 204 2
Agar egri chizig x=gXt), y —y/(t), a<t< 3, parametrik tenglamalar
bilan berilgan bo‘lsa, (8.8) formulada x=<), y=y/(X),dx=<p®dt
o‘miga qo‘yish orgali o‘zgaruvchi almashtiriladi.
Bunda

1= RIE\D+y/ L()dt (8.10)

kelib chigadi, bu yerda a=g>(@@) va b= <3 .

Egri chizig qutb koord™atalar sistemasida r=r<p), cc<,(p<i3,
tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda g\ N\ funksiyalar [a;P]
kesmada uzluksiz'va A,B nugtalarga qutb koordinatalarida a,f3
burchaklar mos keladi.

X = rooscp, y = rsinp ekanligidan

X\(p)= N\P)cos P IP)sincp
W\ = F(pSme—r<Pcos g

(8.10)formulaga xX{>) va  y'(x) hosilalami qofyamiz va
almashtirishlar bajarib, topamiz:

1= lylr'(<p)+r’\<p)d<sp — (841)

7—misol. r=a(1+cos<p), a>0 kardioida uzunligini toping.
Yechish. Egri chizigning simmetrikligini (1-ilovaga garang)
hisobga olib, (8.11) formula bilan topamiz:

/= 2f-RA1(1+cos<PR+ a2(—sinPldp= 4alJ 1+C?— dp =
o o * 2

= 4aJcos—Mfy>= 8asinH =8a.
o 2 210



7.8.4. Aylanish sirti yuzini hisoblash

AB egri chizig y=f(x)>0 funksiyaning grafigi boisin. Bunda
xe[a;£], y=/(x) funksiya va
/=1"(x) hosila bu kesmada
uzluksiz boisin.

AB egri chizigning Ox o‘q
atrofida aylanishidan hosil boigan
jism sirti  yuzini hisoblaymiz.
Buning uchun 1 sxemani
qoilaymiz.

1". Istalgan x&[a,b] nugta orgali
Ox o‘gqga perpendikular tekislik
o‘tkazaraiz. Bu tekislik aylanish .
sirtini  radiusi y—A\x) bo Igan oS,
aylana bo‘ylab kesadi (11-shakl). Bunda aylanish sirtidan Ox o‘qidagi
a va X nuqtalardan zOy tekisligiga parallel ravishda o'tkazilgan
tekisliklar ajratgan sirtyuzi x ning funksiyasi boiadi: S=S(x) (S(@)=0
va S(b)=S).

2°. X argumentga Ax=dx orttirma
beramiz va x+Axe[a;b] nugta orgali
Ox o'gga perpendikular tekislik
o‘tkazamiz. Bunda S =S(Xx) funksiya
«belbog‘» ko‘rinishida AS orttirma
oladi.

Kesimlar orasidagi Jismni
yasovchisi dl boigan va asoslarining
radiuslari y va y+dy boigan kesik
konus bilan almashtiramiz. Bu kesik

konusning yon sirti
dS=n(y +y+dy)<i=27ydl+ nefydl  ga
teng. dydl ko‘paytmani dS ga nisbatan 12—shakl.

yugori tartibli cheksiz kichik sifatida tashlab yuboramiz: dS=2nydl.
Bunda dI=VI + (yX)2dx ekanini hisobga olamiz: dS=2ny*jl+ (y'Jidx.

3°. dS ni adan b gacha integrallab, topamiz:

S = 2nJy” + (Yxydx 8.12)
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Shu kabi x=g(y), Yy &[c,d\ funksiya grafigining Oy o‘qg atrofida
aylantirshdan hosil boigan jism sirtining yuzi ushbu

S = 2m\\ + {Xyfdy (8.13)

formula bilan hisoblanadi.
5-misol. y=2V*. I1£x<,2 egri chizigning Ox o4qi atrofida
aylanishidan hosil boigan sirt (12—shakl) yuzini toping.

Yechish. Misol shartidan topamiz: /= — =.
X

(8.12) formula bilan topamiz:
2 I 71\ 2 2 5
S = 2n\24x A= 4x + lift = 4tte—(jc+1)3

Agar /40 egri chizig x=cp), y=y/{t\ a<,i<pt parametrik
tenglamalar bilan berilgan %o‘lsa, u holda AB egri chizigning
Ox (i0y) o‘q atrofida aylanishidan hosil boigan jism sirti yuzi

quyidagicha hisoblanadi:
S = 2njif/(H4<p'2(t)+¥ n (H)dt =2k )PO-W2A0+<m(t )d t (8.14)

bu yerda a=g>@) va b= (c= va d =y/(PY).

,45 egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r = (p), a <q><p
tenglama bilan berilgan boiganida quyidagi fonnulalar o‘rinli boiadi:

6— misol. Radiusi R gatengboigan shar sirti yuzini hisoblang.

Yechish. Shar parametrik tengiamasi X = Rcost, y = Rsint boigan
yarim aylananing Ox o‘g atrofida aylanishidan hosil boiadi. Shaming
koordinata o ‘qlariga simmetrik boiishini inobatga olib, hisoblaymiz:

S = 2-2jr\Rsmt—J(—Rsmt)2 + (Rcost)2dt =
0
= 4«R2Jsintdt= — AnR2cos/|2 = AnR1.
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7.8.5. Hajmlarni hisoblash

Hajmni ko ‘ndalang kesim yuzasi bo yicha hisoblash

Hajmi hisoblanishi lozim boigan gandaydir jism (13—shakl) uchun
uning istalgan ko‘ndalang kesim
yuzasi S maium bodsin. Bu
yuza ko‘ndalang kesim joylashishiga
bog‘liq boiadi: S =S(x), xe[a;é],bu
yerda S'(x)—fab\ kesmada uzluksiz
funksiya.

IzZlanayotgan hajmni Il sxema
asosida topamiz.

1°. Istalgan xe[a;Z>] nuqta orgali z
Ox o‘gga perpendikular tekislik
o‘tkazamiz. Jismning bu tekislik
bilan kesimi yuzasini S(x) bilan va
jismning bu tekislikdan chapda yotgan boiagining hajmini V(x) bilan
belgilaymiz (13—shakl). Bunda V kattalik X ning funksiyasi boiadi:
V=V(X) (V@)=0 va V(b)=V).

2°. V(x) iunksiyaning dV differensialini topamiz. Bu diiTerensial
Ox o‘g bilan x va x+AXx nuqgtalarda kesishuvchi parallel tekisliklar
orasidagi «elementar qatlam»dan iborat boiadi. Bu differensialni asosi
S(x)ga va balandligi dx ga teng silindr bilan tagriban almashtirish
mumkin. Demak, dV = S(x)dx.

3°. dV ni adan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:
V = \S(x)dx. (8.16)

_ X2 # #
7—misol. — +/‘b—4—— =1 ellipsoidning hajmini hisoblang.
a [

Yechish. Ellipsoidning Ox o‘gqa perpendikulyar va koordinatalar

boshidan x (——a<x<a) masofada o‘tuvchi tekislik bilan kesamiz.
Kesimda yarim o‘qlari b(x) = bjl—r va c(X)=eji — 7 boigan ellips
V a V a

hosil boiadi.



Uning yuzasi
S(X) = 7Ib()c() = A

Uholda

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yugoridan y=f(x) uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o‘q
bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Ox o‘q atrofida aylantirishdan
hosil boigan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning ixtiyoriy
ko‘ndaiang kesimi doiradan iborat. Shu sababli jismning X=X tekislik
bilankesiminingyuzasi S(x)"ny2 boiadi.

U holda (8.16) formulagako‘ra,

b
V=n\y2ix (8-17)

Shu kabi yugoridan y-—Tf(x)
uzluksiz  funksiya grafigi bilan,
quyidan Ox o6q bilan, yon
tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘n
chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyani Oy o‘qi atrofida o w
aylantirishdan hosil boigan jismning
hajmi quyidagi y
formula bilan hisoblanadi:

b

8—misol. y=sfx, y=0, x=0, x=4
chiziglar bilan chegaralangan vyassi
shaklning Ox o‘qi atrofida
aylanishidan hosil boigan  jism 14-shakl.
hajmini toping (14—shakl).



Yechish. Hajmni (8.17) formula bilan topamiz:

0 *0

Agar egri chizigli trapetsiya x = <pf{y) uzluksiz funksiya grafigi, Oy

o‘qgi, y=c va y=d to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan boisa,
J
V=7i\x2ly (Oy) |V = 7n\xydy(Ox) (8.19)

boiadi.

9—misol. Radiusi R ga va balandligi H ga teng boigan konusning
hajmini hisoblang. y
Yechish. Konusni katetlari R
va H boigan to‘g‘ri burchakli
uchburchakning balandlik bo‘ylab
yo‘nalgan Ox ofy atrofida
aylanishidan hosil boigan jism
deyish mumkin (15-shakl).
Gipotenuza tenglamasi y =hx
boisin.
U holda 15-shakl.

Bundan

7.8.6. Momentlar va og(irlik markazini hisoblash

Tekis shakl va aylanish sirti yuzalarini, yassi egri chiziq yoyi
uzunligini. hajmlarini hisoblashga oid yuqorida keltirilgan masalalami
yechishda aynan bir xil usul qoilanildi. Bunda izlanilayotgan Q
kattalikni hisoblash intégral yig‘indi limitini topishga keltirildi. Barcha
masalalarda Q kattalik biror [@\O\ kesma va bu kesmadagi uzluksiz

funksiyalargabogiiq holda o‘rganildi.

447



Shu kabi Q kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz qiiamiz:
I . Additivlikxossasi. [a\b] kesma istalgancha boiaklarga

boiinganida ham Q=Y Xi bo‘ladi, bu yerda Qt— Qning i—bo*lakdagi
giymati;

2°. Kichiklikdagi chiziglilik xossasi. [a;é] kesmadagi istalgan kichik

kesmada Q, » kAx, bo'ladi, bu yerda Axi= xl1-x,_L

Quyida keltiriladigan momentlami, og‘irlik markazi va kuchning
bajargan ishini hisoblash formulalari ham yuqoridagi singari hosil
qilinadi. Shu sababli bu formulalarni keltirib chigarmaymiz va ulardan
masalalarni yechishda foydalanamiz.

Oxy tekislikda massalari mos ravishda T]T1...,Ta bo‘lgan
A (XBYiPA (XP\WI),..., An(xn:yn) nuqtalar sistemasi berilgan boisin.

Sistemaning Ox(Oy)o‘gga nisbatan statik momenti Mx(My) deb
nuqgtalar massalarini ulaming ordinatalariga (absissalariga)
ko'paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

Sistemaning Ox (Oy) o‘gqga nisbatan inersiya momenti Jx(Jy) deb

nugtalar massalarini ulaming ordinatalari (absissalari) kvadratiga
ko'paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

Sistemaning og'irlikmarkazi deb koordinatalari bo4gan

nuqtalarga aytiladi, bu yerda m=4£&tmi.

Y assi egri chizigning momentlari va og‘irlik markazi

Oxy tekislikda AB egri chiziqg y —f(x) (a<x<b) tenglama bilan
berilgan bo‘lib, egri chizigning har bir (X,/(*)) nugtasidagi zichlik
y—-y(X) ga teng va f(x) funksiya f'(x) hosilasi bilan birga uzluksiz
bo*Ism.

U holda AB egri chizigning momentlari va og'irlik markazming
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koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

Mx—'.*]yyal, My:?yxdl;
Ix=l1yydl, J —[yxal;

[yxdl jywdl
iyl Jydl

buyerda y =f(x), y=y(X), dl="i+y,jdx, a<,x<,b.
10—misol. Zichligi y—1 ga teng boclgan y = «J 2—XT,
aylananing momentlari va og‘irlik markazini toping.

Yechish. = bo‘leani uchun dl=—i=RdX

5 4r

U holda (8.20) —(8.22) formulalardan topamiz:

M.KTjr  |a =& LN
VR 1—X2 -+
f  JCASS _ M—r
My=f"v, =~rJr2-x2\ =
-WA -X1 ta

R Dyly Ri 2
J, = f(A2—-x2) . =A VA2 -x2Ax=R]R 2cos2tdt=
R —R—X2 A

*

s/?
.
jy= Si2j-W lw pj +}4¥~7dx ]=r\o+ 2]
wa —=%* 2J
AN
—« —Wa2-n2 A
2j? 2i?
Xc=0, ] !
an a
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Tekis shaklning T o ment/ari va ogHrlik markazi

Oxy tekislikda [a\b] kesmada uzluksiz bo‘]gan y— f(x) funksiya
grafigi, Ox o‘q, x=a va x—b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning har bir
nugtasida y=y(x) zichlik uzluksiz bo‘lsin. U holda tekis shaklning
momentlari va og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar

orqgali topiladi:

M x=—jyydlx, My=1yxydx; (8.23)
Jy = \yxydx\ (8.24)
3 yxyax =Jyy'dx
ye=" (8.25)
\yydx \yydx

buyerda y=y(x), y —y(X), , a4x<b.

11—misol. 7 =sinx sinusoida yoyi va OX o‘gining 0< x <s bo*lagi
bilan chegaralangan, zichligi y=1 ga teng tekis shaklning og(irlik
markazini toping.

Yechish Sinusoidaning simmetrikligidan xt=— boiadi. U holda

& | o R s e
1 iy dX=—'sm XaxXx= — —————=
' 25 20 2« 2 4V 2

jydx=Jsinxdx=—cosxj* =2, yc=—=—.

Demalk,

7.8.7. Kuchning bajargan ishini hisoblash

Moddiy nugqta o‘zgaruvchan F kuch ta’sirida Ox o‘qi bo‘ylab
harakatlanayotgan boMsin va bunda kuchning yo‘nalishi harakat
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yo‘nalishi bilan bir xil boisin. U holda F kuchning moddiy nugtani
Ox o‘gi bo‘ylab Xx—a nuqgtadan x=b (a<b) nuqgtaga ko‘chirishda
bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

b
A =\F(x)dx, (8.26)

buyerda F(x) fimksiya [ab] kesmada uzluksiz.

12—misol. m massali kosmik kemani yerdan h masofaga uchirish
uchun gancha ish bajarish kerak?
Yeckish. Butun olam tortishish gonuniga ko‘ra, yeming

jismni tortish kuchi F = K—X ga teng boiadi, bu yerda M —yeming

massasi, X— yer markazidan kosmik kemagacha bo‘lgan masofa, k—
gravitasiya doimiyligi. Yer sirtida, ya’ni Xx=R da F=mg ga teng, bu
yerda g —erkin tushish tezlanishi.

U holda

Bundan

kM=gR1, F= ng—Z .
X*
Izlanayotgan ishni (8.26) formula bilan topamiz:

= mgR_2

7.8.8. Jismning bosib o‘tgan yo‘ii

Moddiy nuqta (jism) to‘g‘ri chiziq bo‘ylab o‘zgaruvchan v=v(/)
tczlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsin. Bu nuqtaning i, dan 1 gacha
vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo* lini topamiz.

Hosilaning fizik ma’nosiga ko‘ra, nugtaning bir tomonga
harakatida «to‘g‘ri chizigli harakat tezligi yoidan vaqt bo‘yicha olingan

hosilaga teng», ya’'ni v(i)=— - Bundan dS=wv(t)dt. Bu tenglikni dan
dt

12 gacha integrallaymiz:



Izoh. Bu formulani aniq integralni qo‘llash sxemalari bilan
hamtopish mumkin.

7.8.9. Suyuglikning vertikal plastinkaga bosimi

Paskal gonunigako‘ra, suyuglikning gorizontal plastinkaga bosimi
p—g.y —s-h

formula bilan topiladi, bu yerda g— erkin tushish tezlanishi,
y—suyuglik zichligi, S—plastinkaning yuzasi, h—plastinkaning botish
chuqurligi.
Plastinkaning vertikal botishida
suyuqlikning plastinkaga bosimini bu
formula bilan topib boimaydi, chunki
plastinkaning har xil nugtalari turli
chuqurlikda yotadi.
Suyuglikka x=a, x=b, y*=f{x),

y2=fz(x) chiziglar bilan chega—

ralangan plastinka vertikal
botirilayotgan boisin. Bunda
koordinatalar sistemasi  16—shaklda 16-sreid.

ko‘rsatilganidek tanlangan boisin.
Suyuglikning plastinkaga P bosimini topish uchun 11 sxemadan
foydalanamiz.

Bunda:

1°. Izlanayotgan P kattalikning bir gismi xning funksiyasi boisin:
p=p(x), ya'ni p=p(x) — plastinkaning x o‘zgaruvchi [a;X] kesmasiga
mos  gismiga suyuqglik bosimi, bu

yerda (P(F)=0 va p(b) =P). ° y
T.x argumentga kx—dx orttinma D

beramiz. Bunda p(X) funksiya AP / X

orttima  oladi  (16—shaklda dx %

qalinlikdagi tasma). Funksiyaning dp / 2 yWAn

differensialni topamiz. dx kichik / ! \\

ekanidan tasmani barcha nugtalari bitta / " i\

chuqurlikda yotuvchi to'g'’i A b K B

to'rtburchak deb hisoblaymiz, ya’ni

plastinka gorizontal bo‘Isindeymiz. 17-srekd
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U holda Paskal gonuniga ko‘ra,
dp=gy—(2-yhdx —x
s

3. dp ni x=a dan x=b gacha integrallaymiz:

P=SY)(,yi—ydxdx
yoki
P =gr— Jf2Ax) —f{x))xdx. (8.28)

13-misol. Asoslari a va ¢ ga, balandligi h ga teng bo‘lgan teng
yonli trapetsiya shaklidagi plastinka suyuqglikka c chuqurlikda botirilgan
(17—shakl). Suyuglikning plastinkagabosimini toping.

Yechish. Izlanayotgan bosim (8.28) formulaga ko‘ra,

P =gy \yxax

bo'ladi.

y o‘zgaruvchini X o‘zgaruvchi orgali ifodalash uchun CMN va
CKB uchburchaklaming o'xshashligidan foydalanamiz:

y—a_x—e
b—a h

7.8.10. Mashqglar

1 Beriigan chizigiar bilan chegaralangan tekis shakl yuzalarini hisoblang:
1) y=9-x\ y=0; 2) y=—X, y=2x—XT
3) y=In(jc+)>y = 31n*, y=0, x=0; 4) y —lax, y-0, x=e2+
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5) x=y1, x=\y+2] 6) xy=4, x=5-y,
7)Yy =%x2, yl——x, &)y=x2 y=xi, x=-I, x=1;
9) x=4cos/, = 3sin/, 0<t<2/r;
10) x =3(t—sin0, y =3(1—cos0 (sikloida bitta arkasi)
11) r=3-JaEX<p, 12) r=3sin2gz
13) r*=2+3cosp; 14) r=2g>, bir o’rarai.
2. Berilgan egri chiziglarning argumentning ko‘rsatilgan oralig‘iga mos
yoylari uzunliklarini toping:
1) y—~”" x=0 dan x=V3 gacha:
2) y—chx, x=0 dan x=\ gacha;
3) y2=x3 x=0 dan x=5 gacha;
4) y —arccosdX ——ix—X2, x = 0 darux =1 gacha;
5) x=—y2——]ny, y=1dan y —2 gacha;
6) x=1-In(y2-1), y —3 dan y=4 gacha;
Nx=1 y= 1—S—t, koordinata o‘qglari bilan kesishish nuqgtalari orasidagi;
8) Xx—t2 y=1, t=0 dan /=1 gacha;
9) x=2(t-sin0, y=2(1—cos/) (sikloida bitta arkasi);
10) x = 3(2cosf—cos2f), y = 3(2sin/ —sin2t);

11) r=a(l—cosP, kardioida boiagining;

12) r—8cos3y, =0 dan gacha.

3. Chiziglarning berilgan o‘q atrofida aylanishidan hosil boigan sirt yuzini
hisoblang:
1) y2=4x, x=0 dan x=3 gacha, Ox o‘q;

2) x2+y2=9, Oy o*q;

3)x =2(/-sint), y=2(1l—cos/),bitta arkasi, Ox o4g;
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4) x=V2cos/, y-siat,0x o‘q;

4. R radiusli shar hajmini hisoblang.

5. Asosi XT—Z +192 =1 ellipsdan iborat bo*Igan vabaianéﬁgi’ h=3 gateng
elliptik konusning hajmini hisoblang.

6. X2+y2+7z2=16 shar hamda x=2 va je=3 tekisliklar bilan chegaralangan
Jism hajmini hisoblang.

7. x2=1 birpallali giperboloid hamda * = -1 va x =2 tekisliklar
bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.

8. Berilgan chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklning berilgan o‘q
atrofida aylanishidan hosil boigan jism hajmini hisoblang:

1) x1=4-y, y=0.0x o‘qi;

2) x1+y2=4 yarimavlana (x>0) va yl1—3x parabola, Ox o‘qi;
3) y~arcsinx, y=0, x=1, Oy o‘qi;

4) yl—xi, x=\ y=0, Oy o‘qi;

5) x2=4y, x=0, y =1>0y o‘qi;

NoX2

6) +\Q:1, Oy oqi;

25 9
7) x=2(f——sin0, y=2(l—cosi), bittaarkasi, Ox o‘qi;
8) x= y=A x=0, y=\0y o‘qi;

9) r=31+000), qutbo‘qi;

10) r=2Rcos<p, yarim aylana, qutb o‘qgi;

9. r=2/?sin birjinsli aylananing og"irlik markazini toping.
10. x=acos3/, y = asiait birjinsli astroidaning Ox o‘gdan yuqorida yotgan
yoyining og‘ irlik markazini toping.
11. 4x+3>>-12= 0 birjinsli to‘g‘ri chizigning koordinata o‘qglari orasida
joylashgan kesmasining koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlarini toping.
12. x—Q, y=0, x+y =2 chiziglar bilan chegaralangan birjinsli tekis shaklning

koordinata o4jlariga nisbatan statik va inersiya momentlarini, og‘irlik markazini
toping.
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13. y=4-x2 va y= o0 birjinsli chiziqgiar biJan chegaralangan tekis shaklning
ogirlik markazini toping.

14. Yarim o‘glari a=5 va b=4 boigan birjinsli eilipsning koordinata
o‘glariga nisbatan inersiya momentini toping.

15. x2+y2=R2 aylananing birinchi chorakda joylashgan boiagining o‘girlik
markazini toping. Bunda aylananing bar bir nugtasidagi chizigli zichligi shu nugta
koordinatalarining ko‘paytmasiga proporsional.

16. x=8cos3], 8=4sin3l astroida birinchi chorakda yotgan yoyining koordinata
o‘giariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda astroidaning
har bir nuqtasidagi chizigli zichligi X ga teng.

17. Prujinani 4 smga cho‘zish uchun 24 J ishbajariladi. 150 J ish bajarilsa,
prujina ganday uzunlikka cho‘ziladi?

18. Agar prujinani 1sm ga sigish uchun kG kuch sarfqilinsa, prujinaning
8 im ga sigishda sarf boiadigan F kuch bajargan ishni toping.

19. Uzunligi 0,5 m va radiusi 4 mm bo‘lgan mis simni 2 mm cho‘zish uchun

Gn
gancha ish bajarish kerak? Bunda /%=E— , E =12:104 N /mm2.

20. OgMrligi P=15T boMgan kosmik kemani yer sirtidan h—2000 km
masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak boiadigan ishni toping.

21. Jismning to‘g‘ri chizigli harakat teziigi v=2t+3tl (m/s) formula bilan
ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan 5 s davomida bosib o‘tgan yoiini
toping.

22. Nugtaning harakat teziigi v=0,t(3 (m/s) gateng. Nugtaning 10 s
davomidagi o‘rtacha tezligini toping.

23. Sportchining parashutdan formula bilan

ifodalanadi, bu yerda g — erkin tushish tezlanishi, m — sportchining massasi,
k — proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashutdan tushish 3 min davom etgan
boisa, sportchi ganday balandlikdan sakragan?

24. Nugtaning harakat teziigi v= 0le-9@ (m/s) gateng. Nugtaning harakat
boshlanishidan harakat to‘xtaguncha bosib o‘tgan yoiini toping.

25. Suyuqlikka vertikal botirilgan asoslari a va b (b>a) ga, balandligi h ga
teng boigan teng yonli trapetsiya shaklidagi plastinkaga suyuglikning bosimini
toping.

26. Asosi 18 m va balandligi 6 m boigan to‘rtburchakli shlyuzga suv

bosimini toping.
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27. Diametri 6 m boigan va suv sathida joylashgan yarim doira shaklidagi
veitikal devorga suv bosimini toping. Suv zichligi y= 1000 kgim3

79. ANIQ INTEGRALNITAQRIBIY HISOBLASH

Maiumki, agar /00 funksiyaning [@\b\ kesmada boshlang‘ich
funksiyasi F{x) mavjud bo‘lsa, fix) funksiyaning aniq integrali
Nyuton-Leybnis formulasi bilan topiladi. Elementar funksiyalarda
olinmaydigan aniq integrallar amalda taqgribiy hisoblash usullari bilan
topiladi. Bunday usullardan aniq integralning integral yig‘indining limiti
haqidagi ta’rifiga va geometrik ma’nosiga asoslangan usullami ko‘rib
chigamiz.

7.9.1.To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi

b
[a=b\ kesmada uzluksiz y =/(x)funksiya uchun J/ (X)dx integralm

hisoblash talab gilingan bo‘lIsin. Aniglik uchun barcha x&[a\b\ da f{x)
funksiya musbat va monoton o‘suvchi deb faraz giiamiz.

[ab\ kesmani a=x0<xl<...< <xt<...<x” <xn=b nugtalar bilan
uzunliklari AX=—— — bo‘lgan wta teng kesmalarga ajratamiz.
n
Funksiyaning X, xl,...Xxt...xnnugtalardagi giymatlarini yO0, n

bilan belgilab, y0= f{x0), yx= f{xX),...,y, =/(*,)>ee,;f,=/00 lami

hisoblaymiz va quyidagi integral yigdndilami tuzamiz:
YOAX+ YyAX+...+ y,Ax+...+yAAx:s£Okyil'&,

YBX+ Yy2AX+... + YAX+ ...+ Y, AX=  YAX.

U holda 18-shaklgako‘ra,

Jf(d x * M (y ,+y .+ +yl++y A=ty , (9.1)
i n n (0

+yi1l+ —+yt+—+yn=— —;j 9—2
i n y y y n rT(],JV ©9-2)
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(9.1) va (9.2) formulalar aniq integralni taqgribiy hisoblashning
to g ri to rtburchaklarformulalari deyiladi.

18—shakldan ko‘rinadiki, agar f(x) funksiya [a\b] kesmada musbat
va o'suvchi boisa, (9.1) formula Yy
berilgan integralning qiymatini kami
bilan, (9.2) formula esa ortigi bilan
beradi.

Agar \apb\ kesmada /'(*) chekli
hosila mavjud boisa, to'g'ri YA \iyy>
to‘rtburchaklar formulalarining absolut

: : m (b—aY L w Xt X2x> mm ***
xatoliklari 16 |<——2— — tengsizlik
« 18-shakl.

bilan baholanadi, buyerda M. = %/'(X)l.

7.9.2. Trapetsiyalar formulasi

[ab] kesmani boiishlar sonini avvalgidek goldiramiz va Ax
intervalga mos keladigan y=Tf(x) funksiyaning har bir yoyini bu
yoyning chetki nuqtalarini tutashtiruvchi NONX NIN2,.. ,NINn...,NDN &
vatarlar bilan almashtiramiz. Bunda berilgan egri chizigli trapetsiya n ta
to‘g ‘ri chiziqgli trapetsiya bilan almashtiriladi (19—shakl).

Bu to‘g‘ri chizigli trapetsiyalar har binning yuzasi — ——AX
(/=1,«) ga teng. Bu yuzalaming barchasini qo‘shib, trapetsiyalar
formulasmi hosil gilamiz:

9-3)
Bu formulaning xatoligi |£ |<——12 “— tengsizlik bilan
«
baholanadi, bu yerda M 2=max|/'(x)].
7.9.3. Simpson formulasi (parabolalar nsuli)

fa,b] kesmani

nugtalar bilan uzunliklari h :—2 — boigan n=2m ta teng kesmafarga
m



ajratamiz va har bir ketma—ket kelgan M 2n2i M 228> M 2nnugtalar orgali
parabolalar o‘tkazamiz. Egri chizigli aMOM Db trapetsiyaning yuzasini
parabolalaming M &A2i M 2wva M A1(i=1,m) ouqgtalarini tutashtiruvchi
yoylari bilan chegaralangan 2m ta paraboiik trapetsiyalar
yuzalarining yig‘indisi bilan almashtiramiz.

M 22 M 2n{, M Im nugtalar orgali o‘tkazilgan parabola tenglamasini
y=Ax2+Bx+C koainishda izlaymiz. A,B,C koeffitsiyentlami
parabolaning berilgan uchta nuqtadan o‘tishi shartidan topamiz.
Hisoblashlar qulay boiishi uchun koordinatalar boshini o‘gqlaming
yo‘nalishini o‘zgartirmasdan x4 2x2 kesmaning o‘rtasiga
joylashtiramiz (20—shakl).

Mi
y* YNy« S
0 XOXI X2 x_jX X, X 0O x0 X2%-2x., XAxXN «x
19-shald, 20-shakl.

Parabolaning (—h;yd2), (0;y2M), (h;y2) nugtalardan o‘tishi shartidan
yvj=Ah2-Bh+C, y2t=C, y2=Ah2+Bh + C kelib chigadi.

Bundan

2 n 2h

Endi 2i—paraboiik trapetsiyayuzini aniq intégral orgali hisoblaymiz:

* ( x* x2 % h
S21-]1(Ax2+Bx+C)dx=L 4y + B— +Gdl (2Ah +6C).

Formulaga A,B,C koeffitsiyentlarning giymatlarini go'yib, topamiz:

Sv=——(y22+ 4>'|'M+)Qi)> Ne *«e

6/72
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Parabolik trapetsiyalaming yuzlarini qo‘shib, izlanayotgan

integralning tagribiy qiymatini beruvchi formulani hosil gilamiz:
J/ ()dxW +Yrw+ My ,+y3+—+Yr. )+ W r +Y<+ —+ Y2r1)) (9.4)

(9.4) formulaga Simpsonformulasi (yoki parabolalarformulasi)
deyiladi.

Bu foraiulaning xatoligi \on\s" ~ —/"—tengsizlik bilan baholanadi,
2880/1

bu yerda M A=max|//r(;r)|.
1—misol. —— —integralni tagribiy hisoblash wusullari bilan
ol+ X
(n = 10da) aniglang.

Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz:
%

0 01 0,2 03 04 05 06 0,7 08 0,9 1
y 1 09901 09615 09174 08621 0,8 0,7353 0,6711 0,6098 0,5526 0,5

1) (9.1) va (9.2) formulalar yordamida to‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli

bilan topamiz:

}-—-r*0,1(1+0,9901 + 0,9615+ 0,9174+0,8621 + 0,8+ 0,7353 + 0,6711 +
ol+ ar

+0,6098 + 0,5525) = 0,1+8,0998 = 0,80998 (ortig'i bilan),
i ¢
J——T»0,1(0,9901 + 0,9615+ 0,9174 + 0,8621 + 0,8+ 0,7353 + 0,6711 +

ol + Nr
+0,6098 + 0,5525 + 0,5) = 0,1+7,5998 = 0,75998 (kami bilan).
2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz:
Tt~ o
i t t* {\ f 2' +0,9901+0,9615+ 0,9/ 74+ 0,862! + 0,8+ 0,7353+

ol+x

+0,6711+0,6098+ 0,5525= 0.1 7,8498= 0,78498.
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3) Simpson formulasi bilan hisoblaymiz:

1— 7=(0+0,5+4(0,9901 + 0,9174+0,8 + 0,6711 + 0,5525)+

ol+X
+ 290,9615 + 0,8621 + 0,7353 + 0,6098))=0,78539

Berilgan integralni aniq qiymatini topamiz:
M 1> =f =0,787571.

Taqribiy hisoblashlaming nisbiy va absolut xatoliklarini aniglaymiz:

To‘g‘ri to‘rtburchaklar To‘g‘ri to' rtburchaklar

(kami bilan) (ortig'i bilan) Trapetsiyalar Parabolalar

3,3% 0.026 3,1% 0.024 0,09% 0.0003 0,04% 0,0003

Berilgan integralning Maple paketida yechimini beramiz.
1) To‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli bo‘yicha:
> restant
> >rith{Sti(timi[Calculus/]) :
™~ 0.J, method ~ ieji

1579799420518583
1950414208136225

0.8099814972
. x—& i\ method—right k

5929114840447087
7801656832544900

0.7599814972
2) Trapetsiyalar usuli bo‘yicha:
Caleulusif)
Approdrateby m
12248312522521419
15603313665089800
> waifmi
0.7849814972
3) Simpson formulasi bo‘yicha:
> with{Studen"C'alculmfl} :



> ArprsnMdtIN > gNe£“ 0 “ mRHO);

1 U +xJ
5088585315838311774901484536676836463
7624903642650463520301694141655283000

> evalf{%);

0.7853981632

7.9.4. Mashqlar

1
1. \exdx aniq integralni 0,001 aniglikda taqribiy hisoblang: 1) to‘g‘ri
0"
to'rthurchaklar usullari bilan; 2) trapetsiyalar usuli bilan; 3) Simpson formulasi
bilan.
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Matritsalar

2. A=3X+4Y+5Z. 3.a-2,b=-4. 4. 1x30,30x 1,2 15,15 2,3x 10,10% 3, 5x 6,6X5.

'3 -12) ‘0 1 -2 ‘2-v -1 2
50137 %“U -13 5 7.3 -7 6 8 5 -3—v 3
n 3 a4/
2313 2 -3 -7 0 -2-v,
f
fo 2 10
10. x=3y=  L3x5 12 L 13 _ 14l o
Ui ar g 7 2]
' w
«7 &
1S. -1 10
B sj
-12 O
199 90
n2a4
-1 0
0 -Ud4o0 0)C an 1

Determineintlar
I. Adetii. 5. 1 6. 1)-2; 2)-125; 3) I 4) 8. 7.1)—12; 2)—243; 3) 64;
4)4. 8.-x2. 9 —b(a+b). 10. sin(@a—/?).sin@+ i0). 11. 2sraa. 12.—47. 13.-18.
14.:4¢>-2. 15. 4n. 16. —2smasin/?sinj'. 17. —tga—-tgR. 18.(a—b)(a—c)(b—c).
19. a(x-y)(x-2)(z-y). 20. ar(a+bb). 21. —xyz. 22. 0. 23. cos2a. 4. 63.
25. 100. 26. 2a—8b+c+5d. 27. -6.

Matritsalar ustida almashtirishlar

. 1 A If-5 -6~
3. ad—bc®0. 7. R,Z3. 8. =1 1 9. 1);2)3). 10. A
I/I « 3In—2 -3j
4 - ft
11. 12. D n=
22 1 R TREERY] i) y i)
-9 14 -3> 10
4 A=— -4 8 -2 13 5 1 0.14 o 15 -10
13 4 00 i
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\ "0 0 4-4

10 -2 -3 8 14 -101 N

1 r-4 6 -3 5
-6 2 2 17. 2 -4 -1 2 18 -

8 0-4 6-2

20 g bzr"4 2> 14 ;> -5
2 41 -1 1
-4 0 2 A os
2 0-1 1 « WP » oG now
5 1 3 -2
1003 12 ;100,052

3) 31003 2; 4)mavjudemas;s5) -3 1 0 ., 323

\3 ho 22 1,502 7y
1 00 0 ofR -
0 o S an
2 1 0000 2 1
6) 3 21000 0 0. 21. 3.22.2. 23.2. 24 3.
3 00100 o0 0
|4 3 00 # 0 "g
9

Chizigli tenglamalar sistemasi

1.Birgalikda emas. 2. Birgalikda, anigmas. 3. Birgalikda, aniq. 4. Birgalikda emas.
5. a, =-1, x2=-2, x3--3. 6. X, =2, x2=-2, %—=I.

7, X, =1, x2—-1, x3=-1, x4=1I. 8. X]=2, x2==\ x3=-2, % =1L

9. =2, x2=c+1, x3=2c-L x4=c 10. X, =bc2-13c,—3, x2=5c2-8c,—1,
x3=c,, x4=c2. 11. X, =3, x2=0, x3=6. 12. X, =1, x2=—I, Xj=0.

13. X, =3, x2=4, Xj =—6. 4.14. X, ==5, x2=—-4, x3=0.15. x, ==5, x2=1, x3=3.
16. X, =1, x2= -6, x3=-3. 17. x, =—1, x2=3, x3=2. 18. x,=3, x2=-3, x}=1I.
19. x, =3, x2=2, Xj=1. 20.x =1, x2=1, Xj=—1. 21.x, =3, x2=-2.
22.%x,=3, x2=-2. 23.x =X xX2=2, x3=0. 24.x, =1, x2= -2, x3=2.

25. x,=—2, x2=L Xj=2. 26. x, =0, x2=—, x3=0, a(a—-D)(a+2)" 0.
a

27. x, =—€, x2=0, x, —c. 28. x, = —15c, x2=llc, x3=14c.

29. X, =7c, x2=—11c, Xj =-5¢c. 30. X, —%2=x3=0.31. X, =x2=x3=x4=0.

32.X, =—2¢,x2=7¢,Xj =0,x4=3c. 33. f1,0— |-\ (0,1,0,-1). 34. (1,0-2,3),(0,1£2).
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Vektorlar

1.a4lb. 2. 22. SAN=?~— 6.KM =f-2m. 7.
3 lal b\

8. —A(fl+fe), «(5-6). 9. m=ijT. 10. m=\ n=-3. 11./7p(4£ "2-JI

TIp,AD=—"2>TipDC=V 2, MPAC =0. 12« TIpiAB=3, AP|8Csq Mp~CA—b

Mp.n5=b, W W — — §, /7p,é£= —].1.13.{=;~1}. {1.
B iy 170 5=2% 41" A=—2—x 1.18. d=25-3;+ —
19.) 71722} 2){|;-1;1}.20. 1){ - M * 2) {7;,-3;2>21. ia+ /M > =4

22.A 23, M{ZIN\ES\%L). 24.i1 = {r"2/2;,-2} 25. fi(5—3—3}. 26.K—-3-1;-3}.

27. Djc2Rie=1— 2 ) n B 28. & =1L 2.6.31
77 1 [25 5 25J 1 \ 13 13 13j 177

m r i4* 36/1 ai « J'1 130 _ VI30
TT T AT R B | ! vo(-1:-9)

35. (=21). 36. 0(=3;—-7) .37. NO="76.

Vektorlami ko paytirish
1. 2. —19. 3.1)112; 2)252. 4. 1)-89; 2)86. 5.1) « =i;2) « =2, m=3.
6-% 7*f 8 F 9*§* 10.1)f. 2)n. 11. 1)§; 2)f. 12. 10 (iA6).
13. jf=2T-3J. 14. x=17+5j+k. 15.1)12?°; 2)132. 16. 1) [(YA); 2) 66&(ybl
17.& 0, 18. +15. 19.1){9;9;—3}; 2){63;63;—21> .20. 1) 972; 2) y .

21. h= V’]}=(u.h.).22, M =894}, M ={1—4—7}. 23. 28, cosa 7 oos/’?:—7,

oosr=|. 24. a=-9. 25.or =—,/? = 2. 26. 1){3;2}; 2){-2,3}. 27. {-6;—-24;8>.

28. 1)yo‘q; 2) ha. 29.1) a =1 ;2) a=-3. 30.1) V=14(h.b.),h=VI4(«A);2)

W =2(AN),N=b/I(n.b). 31.1) o‘ng uchlik, V= LLUNDB); 2) chap uchlik, V= 27(A¢).
Tekislikdagi toq ‘ri chiziq

1.1)*=~ ,a=4,6=3; 2)*=1,a=-206=]; 3)*=|,a=506=-1;



4)e =—j,a=",=—". 2. 1)3x+4y+6=0; 2)3x+y+9=0; 3)x+2=0;

4)x+y—-5=0. 3. 2va3..4.1)A/0(1;2),p=450; 2)Mo(2;-1),p=900;

3)M0e0,<p=0; 4)A/022),c>=45°. 5. Dwj=-6,«*3va m=6, n#-3;

9. 3x+2y—-11=0. 10. x-5y+2=0. 11. 12x+9y—-17=0. 12. 5x-y+3=0,

X+5y+11=0. 13. 3x+y—-4=0, x+5y+8=0, 3x+y+10=0, x+5y—-6=0.
14. n/(4;4),p=". 15. 3x—3y—-8=0. 16. 3x+4y—12=0.

17. x+2y—-7 =0, 7x+2y—37=0, 5x—-2y+1=Q. 18. y=2x

19. x—y +7=0, 7x+4y—6=0, 6x+5y+9=0. 20. 2x+y+9 —0, x—-y—3—0.
21. 29n—2y+33=0. 22. 2x—-3y+8=0. 23. 29(yh). 24. ~(«.¢). 25. 6n/2(n.i).
26. n—2=0, 3x—4y +10=0. 27. .y~—3=0, 4x+y+5 = 0.8. (—12;5).

Tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglar
LD(x+1)2tHy-32=36; 2)(x+3)2+(y—5)2=50; 3)(x+2)2+CN-4)1=2;

4) (x—4)2+ (y+4)2=16, (x—20)2+ {y+2D)2=400; 5) (x—2)z+ (y+1)2=1.

R—4. 3. 1) aylanada; 2) aylana ichkarisida; 3) aylanada; 4) aylana jchkarisida.
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12. D@vi>). 13. je+rytD=0vajtfy-5=0. 14. — (ub).
15. \ 16. A/(3;0). 17. 16x2+2 5 /=400.

| *=i<« 2)j*="asl rm, , 19. 141\ G@NO.
\y=4smf,ie[0;2tf]; ly = 12sm<,i e[0;21]. ~o2/

20. DM —— =i; w N X w 3)e—Tdl=1; 4);~¢«1.
9 6 144 25 16 9 25 24

23. /2. 24. x2-j/2=6. 25. — ~ ¢ =1. 26, y==— — . . .
4 12 -2 ' ox*
28.)*=" _ Y +x>"; 2)y=¢ x 2—x+3.29. D/I(-41), y=1; 2)A(2;3), X=2.
) io S )y 0 (=41, y JA(2;3)
30. 1) X2—y2=Il—giperbola; 2)y2=gx —parabola; 3)giperbolaning pastgi yarim

tckislikdagi tarmogM; 4) giperbolaning chap yarim tekislikdagi tarmog‘ i.

d V2 X'2 R
33. 1Z +—9 =1. 34.2— y'2=1 36. x—3v+12=0.(Ko‘rsatma. urinma
v

tenglamalari: — — +2— =\—ellips, * 7— = | —giperbcla,
a b a b

yya= p(x+x0)~ parabola). 37. 4x+>»—4=0. 37. 2>/5x-3,y+4=0. 38. 2x—y-16=0.

O«/1? koordinatalurda chiziglar

1.22;1§72:7] 2N@=N), 2= 1;7j.3.7 b.45= 1~ sin("—). 5. 4

6.64yb 7. )*2+T~A—|J 2> H J +Y2= f ;3) (x2* # f =2xy,

( 3y
1.
4)(*, +>'D3=4(*2—>'); 5) x2=4(1—>); 6) y1=3(3+2x); 7) ruy

25 16 64’
8. 1) _ 2) ,==———1———:3) r=-"~2?; 4)
15 9 3 sinf) 2c0s¢>—=ing> eos
% — ; B)r=2acos<p; 6) r2 —;7)r=—" —;9)r=
cos2n™ sin2p’ i_l.cos20’ I-—-ces>
25 9
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9.1) ellips; 2) giperbola; 3) parabola; 4) ellips.
Tekislik
I. 2x—y+3z—14=0. 1. 2x—3y+4z+20=0. 3. 2x~3y+5r+t0=0.
4, x+3y—4z—21=0.5.1) 2y+3z=0; 2) y+1=0; 3) 2—4=0;
4) x+z2-3=0; 5)22x+14y—5z=0. 6 .1) 2x-z=0; 2) x—3=0; 3) y+3=0;
4) x+3z+4=0; 5)Sx—y+6z=0. 7. JI(-3,0,0),fi(0;—6;0),C(0;0;2). 1).
8. a=—5b=—00,c—6. 9. x+y+z—4=0. 10. x+3y+z—15=0.
Il. Nx+3y—-z-6=0; 2) X—y 2=0. 12. ac+ y+r—-6-o

13. x+.y—2z=0. 14. x—2y—-3z+3=0. 15. 1)2x—Sy+z~\5=0;

2)2x+4y+92-21=0.16. x—y—-2z+5=Q. 17. ~+_ii_+JL=].

I ~T "6
i X .7 42
iX»—I ,j/+—6—z—|': §.18 Y= —7r><+r6"A+76z———: 0.
n 1 1n -6 7 <4 1 ir w n

19. 1)45° 2)90°; 3)90°; 4) arecos(04). 20. )W= —Si,, =_121. 2)m=3n=-4

21. Dm=13;2)iw=1. 22. 1) a)x—2,y—3z—4=0j b)2x+3y+z—-%=0;
2)4)2x+3y+4z—-3=0; b)4x+y—7z+19=0; 3)a)5x+7y+3=0: b)y—-z+7=0;
C) 5x+7z—46=0. 23. 7x+14y—2z+6=0.24. x—y+z+1=0.

25. x+2y+4bz—2=Q \&x+2y——j5z-2=0. 26. DA/(=21;2); 2A/(2;—Ll). 27.4(b).

28. Af(—15;0;0)va JU(1;,0,0). 29. 2x—y—2z=0va 2x—-y—2z—-U= 0. 30. §AA).

31.-2. 32.-3 33";|
—=2. — "F-

Fazodagi to*g'ri chiziq
i\ =1 "~1 z+2. 2_y+3_z+1. Mx-2 _y+l z+2
2 =3 ~-1" 0o~ 1 0 3 17 2m
X—2_jH-3_z-2. 9u*-2_>>+3_z-2. iyx—-2 y+3 z-2
"4 1 3 * 2 3 -1 -11" 6 -7
i.=Z-122 4 x+I1ry-2_z—f3 5J1) i*+4y-7=0 r3*—2y-7=0,
41 2~ 0"’ 1 ~1N 1" 7 \x+ *=1=0; '[2y+3z+I=0.

T=2L"=£+1. 7.1) x=131,y= 1+19f,z=2+2&; 2) x=i,y=1-31,z=-2/>
-3 4
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13. — i—="— =— —.14.1 lel; 2 h. 15. 2 .
13 ) ) paral ) aygas! 4 ) q s

16. 1) parallel; 2) to'g‘ri chiziq tekisligidayotadi. 17. 1) A/(3;21); 2) M(2;4;6).

18. 1) 2%/3, v 3 H ’ 19. 1) m=3, /i=-23; 2) « =12,

1
MN——12. 20.1)2x—3y+4z—1=0; 2)4x—-y—2z—-7=0: 3)z+1=0.
21. 3x+Sy+2z—-9=0. 22. (2G—3). 23. M(2;3;4). 24. 5x—2y+2z+5=0.

25. 8x+2y—97—+12=0. 26. 1)~ (nA); 2) ——(u.b)).

Ikkinchi tartibli sirtlar
1 1)(x—3)2+0>+1)1+(z—1)2=21; 2) (x—38)2+0>+5)2+(z+2)2="56.

2. 1) 2)A/(3;,—4;-5)JIE5— 3. 1) X2+ / +22=9.
4.x1+z2=10y .5. A" —+—=1. 6. 7.1)4/-x4+4z2=0,
) 9 25 16 9
xl+yl.2ux2 y2+22_ B_t 3)ZI+ilx£1=1
2 16" 25 *25 16 “ 64 16

HZ_+£ =i. 8. @+y2-r2=0. 9.1)m*0 va ur——;2)/u=0. 10. 1) elli
iz e m+y ) 22 ) ellips;

2)giperbola; 3) parabola; 4) nugta. 11. y2+z2-2x2=—6(ikkipallali giperboloid).

12, 1) M,(34,-2JtR26—=22; 2) M(4;—3;2). 13. 1) ikki pallali giperboloid; 2)sfera;
3) elliptik paraboloid; 4) aylanish ellipsoidi; 5) giperbolik silindr;  6) giperbolik
paraboloid; 7) ikki pallali giperboloid; 8) doiraviy silindr.

Hagiqiy sonlar
1 D/irfii={4}, AvB ={1,23456},/1/B={123}, B/A={5,6};
2) ={148}, NMnB={123A567,89},A/B ={3}, B/N1={2579};

3) Ar\B={4), AuB ={-534}A/B = {5}, BIA={3}.
2. D<4r\5= 0, AxjB = N. 3.JInA—barcba logaboiinadigan sonlar.

6. 1)N1= {1,234} 2) A=(123). 7. 1) 2)0; 3){-I0}; 4)b*,2}.



8.1 2) 34 3) [T H{-1.0} H{—02- 9. ) 0,-5;
2) 0, mavjud emes.

Sonli ketma—ketliklar
1 I)x =——* 2)X,, ="r; 3)X,, =cos/m; 4)x,, =3+2(=1)". 2.1); 2); 4); 6).
’3n-\ »!
3. 2), 5)-monoton, 1),3).4),6)—gat’ iy monoton. 6.1) ——; 2) 0; 3) s3 4)8; 5) 4
6)2; 7)i; *)—|; 9)0; 10)1; 11)—|; 12)—i; 13)« 14)»; 15)1; 16)0;
17)-3; 18) 5 1g)j,420)i; 21) 0; 22) s 233) § 24) s 25)—2|; 26)2;
27)1; 28)1—; 29) ey, 30) e\
3 e
Bir o ‘zgaruvchiningfunksiyasi

1. D(-00,-Qu(-2+00); 2) (== =IY(—3;-Au(-2+c); 3) [2F; 4) (=2 NVi(l:+);
5)4) (—002u(9:10]; s n 8)["2m) e
10)(2+00); 11)0; 12)(231; 13)(10;+00); 14) (2<r(2n+1)*),»e2; 15) Jo;|\
16) i3:6)u(6;7]; 17)i—1;"j; 18) [-50uC1];  19) (==Du(l;2)u(2+c);

20) H;2). 2. 1) [2+»); 2) [2+9); 3) [-7-3]; 4) X"2~\; 5) [0;=); 6) (13

7H{Ne 8 9[- |~ 10) {—«M1}; 11) 12) (02]. 3.1)3;
1.
1)— 1= 3) 4Hry. 4.1) da kamayadi, ~;+w]j da o‘sadi;

2) (~oo+a) dao'sadi; 3) (—oo0)u (0;+00) dakamayadi; 4) (—»+<») da
kamayadi. 5. )toq; 2)juft; 3)juft; 4) umumiy ko‘rinishda; 5) tog; 6) tog;
7)jpdft  8) tog; 9)toq; 10)juft 6. 1) M =nm=k; 2) M =4m=—4;
3)M=V20t=-V2; 4) M =&,m =—j5, 5)M =lw=]; 6)M=Im=Q
7.1) chegaralangan; 2) gat’iy monoton; 3) gat’iy monoton;  4) monoton.
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i L \5- 9)12*; 10)6*.
8.1)6% 2)|; 3)a% 4)1: 5y eyzs AL 83 % )

9.1)y="*y-; 3)y =3"; a)y =|arcsin|-

. D)AmM)—b-—H ~JIn)—<*+Ir: 2)/fe«)=s*W " WHsml|;3)

/0r(*))=5-x, g(/w)= 5);"_—': 4) F(g(x))=x", g(f(*))s3X—

13. A:.C;D. 14. AB. 15. )y =x2+1; 2)— +£-=1
7 9 4

Funksiyaning linCti
2./(x0-0) =2>/(aB+0) =3;2)/(510-0) =0,/(x0+0) = H™>3) /(J1°" 0 “

3 nlj iNdtrun
A*0+0)=0; 4)/(x0-0)=j, f(x0+0)=1.5. 1)8 2)ft 3)-T /I ;3’

y)—=1; 8)i; 9)—1 10)+«< 11)=2; 12)—* 13)—|; H H 15)0; 16)+<°;
17)~; 18)2; 19)0; 20)A; 21)2; 22)0; 23)1;24)-|i 25) |; 26)| ; 27) A
28)78 : 29)0; 30)0; 31)[—(; 32))k; 33)-1; 34)? 35)«'*; 36)e’ 37) +00; 38)0;
39)B2; 40)B-*; 41) e; 42)B“2: 43)B; 44)e; 45)1; 37)3; 46)"; 47)4; 48) 1.

6. 1)]; 2)I; 3)—% Hto3; 51; 6)5 7)"; 8)2; 9)|; Md Ufc 12)2;
13)— 14)—n— 15)-— 16)--; 17)-; 18)-9; 19)3; 20)—; 21)0,

,12 )2n5 )4 )2 )2 )-9;, 19) )% )
22)In2; 23)-1; 24)-.

Funksiyaning uzluksizligi

4. 1)—33; 2)—1- 5. 1) ikkinchi tur uzilish nugtasi; 2) birinchi tur (bartaraf
qilinadigan) uzilish nuqgtasi; 3) birinchi tur uzilish (sakrash) nuqgtasi; 4) ikkinchi
wrwilishnugtasi; 6. 1) x=0 birinchi tur (bartarafgilinadigan) wzilish nuqtasi; 2)
x=Y+«*(*ez) birinchi tur (bartaraf gilinadigan) wzilish nugtasi. 7. 1) *=-3da

ikkinchi tur wzilishga ega; 2) uzluksiz. 8. 1) [45]da uzluksiz, [0Y]da
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x= 1-ikkinchi tur uzilishga ega, [~3;1]da x=—3,x = 1—ikkinchi tur uzilishga ega; 2)
hech bir kesmada aniglanmagan. 10.1)toa;2) m

Funksiyanirtg hosilasi va differensiali
1N)n*=x T 3)/w=—- " ;w

2. )=3; 2)-4; 3)4; 4)—|. 3. 1)-3, 3; 2)0, 2; 3)1, -2x+3; 4)-1, 1

4./,=1, =3. 5.1)/=2c, 2)/=1c 6. 1=\2a.

Differensiallash qoidalari vaformulalari

1. T)y'=12x3—X2; 2)y'=x5+12x3-2; 3)/ =— T=-+TXNXT—j=,
Xy/x xXK'x2

% |4 X | 5)y=2~"Tzu=xi37Tx1. 6)y=2 ~ 1

Yy o 2fx X1 w , fj

(Imc—1)z x(\ax—e) (1-cosjr)1 1-sin2.x
n 12)/ =m **+2 7; 13)/=—i— "—71-1; 14)y=— _i_;
sin 2ar (crcosx+srax) \xshx—chx) sh 2x
15)/=- — ;) 16)Y = — H /- 7 * L 18)/=— ™ 1=5;
) xIn X ) xIn10 AD V4-3x ) 2-Jx—x

19) v'= =2sin2x; 20)y'=— —,; 21)y' =arcsinx; 22)y’:
) x*—9 +1

23)/=f~; 24)/n,; 25)/=(1-®340r; 26)/=<>msin3* 27)/,JErT;

28)/=— — ;29 /=—- T ;30)/=Tix0”. 2.1)/= — 2)
°°s* n/6x—4-x2 (xr+2)2 (a+%*)
/=—=>3)y'=—-4 -« 4)y'=—i—. 3. 1)2,0125; 2)1,009; 3) 0,9942;
X 4—x je +9

4)27,351. 4. 1)2,03; 2)0,97; 3)0,31; 4)1,01. 5. 1)" =inx<fc; 2)~"=1z" i<

3)¢fy = —2sind«Ec;  4)<fy = 3asin2xcosxdx, 5)dy = —smjro““1 ta3tzr;

6)¢ = -3igxIn2cosaafr. 6. 1)yw= 24x(5x2-3); 2)y* = e2(2cos.v—1Isinx);
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3) Y = — 4) y'—— 7. I)sin— ¢ 2)nsm—  3)—-n(n—I)sm— ; 4)n(n-1).
(1+ 2) X 2 2 2

« 4 . brx . X2+y MI“*). av,/  2x+j»sin(xK).

*o ') cm b 4)yy— ~ T

5)Y=—_r_.6)y=—112atSBZ. 9. 1)1 2)——4) VT«T
ey+X Xcosy+sinx asm

10. 1)3x—3y+2=0, 3x+3y+4=0; 2)X+>»—»=0,
X -y —-s=0; 3)5x-y—4=0,x+5y—6=0; 4)5x +4y—25=0,20x—25y+64 =0;

5)X—>»=0, X+>—4=0; 6) 4x+2>>-3=0, 2x—4y+1=0.
Differensial hisobining asosiy teoremalari

1. I)c:";;Z)c =—4 ; 3) yo‘q; 4) yo‘q. 2.1)c=—3~;2)c=|n(e—|); 3)c=e-I;
4),=1. 3. 2)(ff) 4. De=Ff; 2)cn. 6. 1)—,; 2)i; 31

4)0; 5)0; 6)2; 7)4; 8)—4; 9) 3; 10)—3; 11) 0; 12) 0; 13) 1; 14)e; 15)*«;

16)e~, 17) 1; 18) 3e. 7. 1) P(*) = 19— I (x+2)— (x+2)J +(x+2)5;

2) P(X) = 4+ 13(x—2)+12(X—2)2 +6(x—2)" +(X—2)4;

8.1 2+—j(X 3)— —(x 3)2+TTr(* 3)*— * X~3'—, c=x0+0(x—x0), 0<0<1;
128Va+c)7

2) & . * * * * 0<9<1.
2 4 8 16 (o]

r2 .3 xn —irH
9. 1DN/(X)=x+—+— +..+—I— +=— (@B+n+l)en, 0<0<;
) (w) T2 (re=n1 “h ( ) .
2 4 2 251 fit_

2) ()= 1+— ———— _ »0<0<1. 10.1)0,587; 2)0,868:
VIR 4 ey emy 2 ) )

3 1,895 4)1,004. 11 1)1;2) £ 3) 1 4)-1.

Funksiyalarni tekshirish va grafiklarini chizish

1. 1) (—aglu (5;+00) intervalda o‘sadi, (1;5) intervalda kamayadi,fm = /(1) =7,
fM —/(5) = =25; 2) (—o0;—-1)u(2;+00) intervaldao‘sadi, (-1;2) intervalda kamayadi,

/I =/(-1)= % Jan=/(2)= _:LEO; 33/(02)u (2;—) intervalda o‘sadi, (—°0;—-2)u(2;0)



intervalda kamayadi, /nin=/(0)=0; 4) (~2;2) intervalda o‘sadi, (—00;-2)u(2;+00)

intervalda kamayadi, =/(2)=1, =/(-2)=-1, 5) (— o intervalda
v, v2 v2]

o‘sadi, intervalda kamayadi, /,,,, =/~LrJd=—],

/mm = = 6)(—00;—Nu(0;)) intervalda o‘sadi, (—I;0)u(l;—wo) intervalda

kamayadi, /, , =/(-1)=2, /m2=/(1)=2,/"=/(0)=0; )(—®;1) intervalda

o‘sadi,(l;—H») intervalda kamayadi, =/()= o 8) (0;+o0) intervalda o‘sadi,

(—00;,0) intervalda kamayadi, /ubl=/(0) =1 9) (0;+«c)intervaldao‘sadi, (-00;0)
intervalda kamayadi, / min=/(0) = 0; 10)(e;+o0) intervalda o'sadi,

(0;Nu(l;e) intervalda kamayadi, /,*, =/(e)»«; 11)(]YYr ! intervaldao ‘sadi,
3.

io;yjui—";2?rj intervalda kamayadi,

/B» =y-n/3; 12) intervalda o ‘sadi, intervalda
n+6—JS+12 53r—6Ya+12
kamayadi, /,,,, —/kTr]="
1127 12 Up/ 12
2.1;ﬂ/:2,w:—2; Z%M =17, m:—lo;SgM:— , Ia=-1-3;
12 6

4)A/=e\ m=0. 3.v=24 (tezbirl). 4 "E (eni),"E£>(bo‘yi). 5-".

6.S'=24(yuz birl)). 7.9 = K/2. 8.4 :*\r}lg_z. 9. a :—3. 10. 13,5 so‘m.
I

11. 1) (—co;0)u(2;+00) intervalda botiq, (0;2) intervalda qavariq, J1/,(0;0), J1/2(2;—4)
egilish nuqgtalari; 2) (G—ko) intervalda botig, (—a=5) intervalda qavariq, M(5,7)
egiiish nuqtasi; 3) (-oo0)u (G;+eo) intervalda botiqg, egilish nuqgtasi yo‘q;

4) (3+oc) intervalda botiq, (—003) intervalda gavarig, M(3;\)egiiish nuqtasi;

5) (-L—+») intervaldabotiq, egilish nuqtasiyo‘q; 6)(—;l) intervalda botiq,
(—o0;—lu(l;+00) intervalda gavariq, A/,(—1;In2), A/2(1;In2) egilish nugtalari;

7)i—00;——"rlu*—";,—HJoj intervalda botiq, intervalda gavariq,
Mn —L;— L» W +=;-) egilish nugtalari; 8) (—1,0)n(1,—H») intervalda botiq,
V34 2W 3 '4j

(—=00;=Du(0;1) intervalda qavariq, A/,(=1;2), A/2(1;-2) egilish nugtalari.
12. 1) x=#1, y=0; 2)jc=0, y=1 (X—=>—0da), Yy=—1 (jic-»-o0 da), 3)y=0:;
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4) y= X+1 (N-»+00 da), y=—X+ 1 (x—»—00 da). 5)
a 2
X—=2, y—0 (x =—o00 (M), 6) 7=0, y=0;

7) x=0, y=3x, 8) X=X y=x+" (X—>+°0 da), y = —X—~ {X—-»—«0 da).

Hosilalarninggeometrik tatbiglari

1-1)42)2 3)a+***[ 4)-J-,5 5 6)1.2 1)L 2)
i

3)2:4)ST8 P - 3 1)(ea-2)[1+U 4. 1),1= * 2),r=A{-1)>;

A 4 » 4 +> 5.1)

3)J =2»*=1; 4) 6.)¢ W M

36 25 2 3 6

8
2x+3y+6z—11=0: 2>~—-~"=—— —=/"" 3jc+6y+12z-70=0;
1 2 4

3) - 3- 4=0> 4> 2% +* —3=°—
7. D5ift; 2)13a.

Tenglamalarni tagribiyyechish
X. 1) —2,2583; 2) 0,6823; 3) 2,5062; 4)—0,8879.

Kompleks sonlar

1. x=2, y=-1L2,x=5 y=10. 3. x=—1, y=21. 4.x=—, y=—
5.1) z,=—3+4i, z2=-3-4r; 2) z,=—r, z22=-1; 3) 4=/, rr=-3/; 4) z, =51, z2=

6. 1) *=a to‘g‘ri chiziq; 2) y=b to‘g‘ri chiziq; 3) markazi 0(0;0)nugtada bo'lgan va
r, Aradiusli aylanalar orasidagi halga; 4) $pva y/ nurlar orasidagi sektor;

5) 3) markazi 0(0;0) nugtada bo'lgan va r, Aradiusli aylanalar orasidagi halganingg»

va \4 nurlar orasidagi bo‘lagi. 7.1) =2+ 2/3r=4lcos  + rsin J: 4e3 ;
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2)V3—=2"~cos”— +isin?*="jj=2e ®*3) - N+ N[ =V~rcosNM+»sintj=V3e*|Il
4 2432 es ARSI/ TR 4

6) —3-2i= —>"3"cosMarc/g—"-"+/sinfarcig—j—"\j = s

7)1 —u/3/ = 2~ cosN—yj+i'sin*— =2e 3;

8)—n/2—4b =2~cosN="j+/sinN="j=2e"T".

8. 1)z,+z, =-3—», 2, -22=—T7+ 77, Z,°2, = 2+26», — = —7n— i,
) Zjj 0 0

2) ,+12=-—,7,—2, =571, 7,-2, = 617, — =—+—1i. 9. 1) 5/R; 2) 5/R;
Zj 13 13

3) s, 4)10. 100 1)1 —ji; 2)—1—-1i; 3)24»; 4)48». 11. DRez=l,Imz2=3n

2)Rez=o, Imz==3)Rcz=2Imz =2 4)Rez =2 Imz = 22,
1 8 5 5 5 5

12. )z, ZL= - 4+ 4uPy, Z—2=13—i; 2)2,-12= 3B+ I, Z—2=-6>>; 3)z,-22= - 16,

— 24l 47, 1224440, — =4+ 4>, 13, 1I60L+1); 2) - 1 3) 2,3(1); 4)

% z2
SR ED). 14 D) HABe) L~ ~ i, 3) £(V3+/), +(1-V 3i);
4%’\ cI o's 20’\ +ism /Z\OL I/, *=0,W N

Ko phadlar
1. 1) P+Q =Xx5+5x3—x2—x+4,P—-Q = —-xX5—X3—-X2+X+4,
P Q =2x8—-X7+6Xx6+Xxs—2x4+ 13x3—-4%X; 2) P+Q=4x* +x3-5,
P —0 = _2x4 —xJ+2x2 -5, P M =3x8+ X7 + 2X6+ xs —16x4 —5xJ+ 5x\
2.0) N=xa ] r=-x+2; 2)1=x43, r=-6x2- Xx+8

3) R=3x2-5, r=-20Q+17Xx+34; 4) A=2x2-3x+5, r=19x-29. 3. 1) 73;3)*—4;
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3)96; 4)84. 4. a=bb=—\c=\ 5.1) a=2,b=1lc=1 6. 1) (X-2)(X+2)(Xx2+4);

2) X(x-9)(x+9); 3)5(x-1)(x-2)2(x-3); 4) (x-3)2(x-1)(x2+x+1).

X x2 x+T X X2 x2+4% X 3(x-1) 3(x+2)
4) -3-S———— J}J*"— . 8. I)"——-L+ 3 — 2)——
X —x+1 X +X+1 X X2 X x+1 X x-2 x+3

392 'm0 W B 4yt
X X—1 X+1

X X X+1 X?-X+1

Integrallashning asosiy usullari

1. I)-51ncosx—2arc(gx+—-"—+C;2)"X~" +21a|x+3|+C; 3)— ~r==—e*—In|x| +C;

4)3arc/gx—2arcsinx+C; 5)2X+——————— +C: 6)x—cosx+C; 7)ex+igx+C:
3*(hi3—1In2) *x '

8)—cigx+cosx+C; 9)-c<gx—x+C; \0)—ctgx+C; 1l)*arc/g— +C;
12)—Latcsin™ ix~IK c. 2. 1) jfcx+C; 2)-icos’x+C; 3— 3arctg*2x+C;)
n2 V5 4 3 16

4) ~NIn°(x+5) +C; 5)e” *+C; +C; 7)— i_+C;8)—2cos>/A+C;
Iu el 4sin X

9) arcsin®-+C; 10) —j\jctgdx+C. 3. 1) 21n(l+e*)-x+C; 2) ~"1n(x6+1)+C;
3)8arcsin—+|x—\/16—x?+C; 4)"'(x4+4)?+C; 5)|(*3+3~x43+C;

6) laj2+sm2x|+C; 7 ) — ~ "~ ~ i+C; 8)21n|x2+ 5]|-Vbarrtg—j=—+C; 9)

arcsin* + —+C; 10) —1=1n|3x—1+"9x2 —6x—3|+C— LY *T(2x+7) 7(2x+7)" N _
3 11 1 74N 12 11 J

2X_3j

[S)
12) 2arcsinsvx+ C; 13) - In- 14)Inx-to2|Inx+21n2|+C.

x2+1
4.1) ~ —arctgx—§—+C; 2)xarcsinx + yjl—-x2+C; 3) fizb, iri-f‘|1+ r-

AX

4) eyx2—-2x+2)+C; 5) —"g(xln3—l)+c;
In

6)isin2x—ixcos2x+C;7)— (x2—=)In|x+l|——ix(Xx—-2)+C 8) — -— —tgx+C;
4 é z 2cos x 2
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9) ~(sinIn IX1—cosIn |x )+ C; 10) —e4x(sindx—cos4x)+C; 1) tgx@iatgx—\)+C;
12) arctQnarctgx—1)+C. 5. D-"—(1+x22/1+xJ — | (1+x2)VI+x2+C;
2)] Isian——l’é—sin8x+C; 3) " (2+sin(2e+C; 4) ge~£>‘k(3x+l)+ C;

5) In]sinx+ cosx|+C; 6) —In|1n2 |x||+C; 7) 3j+C;

8) Narctg"N—+C\ 9) xtgx+ Injcosx |[+C; 10) “arctg m—+C; I1l)ee¥p+C;
12) 4b+elk+C; 13)—x——sin3x+G; 14)gx2—~"x2+C;
2 6 2 2
15)— xs(9In2x—61nx+2)+C; 16)2~COSX+C.
27 smx
Ratsionalfunksiyalarni integrallash

1. I)Inix2+3x—10|+C; 2)In ].’l+C 3)
£ 71 2 |(x+IXx+3) I

X’ (x—1)

4)-1n — +CI 5)In +C:
X+1

2 ]X+5|

6) +to|x|-~In|2x—1]~In|2x+1j4C;
4 16 16
7) 2x1 -3 -FH1-2~+C; 8)5x+—In|x|-—Inix—I1|+ ta|x—-4]+C;
X O+ 2 3 6
"“Hb

12)—-Ini *+1—)+4=arctg +C; 13 +X2— X+4"£"t"+C
)=Ini ¢ +1—-) g )Y o

Ai@iliil+~ 1 ) +C;
16)— f—— —+arcig—I+C; 17)— r—-——+arctgx+1)+C;
L S 35 2(x +2x+2) )

18) Inix—l|+—i—ji—+arctgp\C—,  19)—arctg(x+2)~arctg+Ct J
2V.X +1 ) 8 " 3
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on\l _(*+1)2 o4 \fx(3x2+S) 3}
x§_+T E%x+l) c, 21) B (x 1) 3ar‘c|gx +C;

T{I3)*"4T*C

Trigonometrikfiinksiyalarniintegral lash

Stg—3+4

L lg e Leeee LLI, IR L D A DI IR R R N N R

JE*+2
ty—p—arclg— r +C; 5)arooosCQL—+C 6)—" ——|—+C 7) 2arcNe<sinx) —sinx+C;

sinx sin

8) “InH— sin2x+C; 9) — fx —-=sindx+”sin32x1+C;
4 |l-(gx 4 6N 4 3 )

10) INNQA+tgzx+C; 11) ~Inj 7+C; 12) —i(2inlsin2x l+e/g22x)+C;
<gx+l 44

! shx\ 1
13) *j%rclg&—=—\—x+c; 14)— (3sin7x+ 7sin3x)+C;

1« 11 ., 1., 1. V sin2x S|n4x sinbx
15) —sin3x—- sinSx— sinx +C’; 16)—H————= 4—— +————+C
\b 10 2 J 4 8 16 24

Irratsionalfunksiyalami integrallash
1.1) 2Vx-3Vx +67/x-61n(l+7/x)+C; 2) ------ AR A=+ C:

(I+V")2 1+VT

3)2n (30+X)2-10(1+X)+~A/1+ 1+15)+C; 4)6/(x+1)2
5)<AEirT—-3<&r7+3ln (~"7T+Dh+C; 6)1 "0

7)INL2x-3+2V*2-3x+2 I4C; 8)IN\X+\+TLxX*2x+5 W C; 9)InX~1+" X2 +3r+1'+.C;
X+ 1+n/x2+X+1:

10)ito +C; U)In
4_x+2vh-2x-%x2;



12) In]l+jp+Vxa+3f |[+———— f—
) Inltgpr I x+2+v§+2x+2

13) —arcsinf— 1+—(17 —2)"5+4x —x2+C; 14) —Vx3-4-21njx+Vx2—41+C;
v3y 2 2

17)-V3—-2x~x* —arcsin™"j+C;

18) —2V6x §2-8 +9arcsm(x—3)+C; 19) 2 Irl A +—"=1+C;
) E ) )23 [+ 1+vxd

20) = A~pT+C; 2DAI+x3)s| = — |j+C; 22)|[(~"=3)M/TTW+C;
23 )& +ft24)-2] ~ J

/WA integral
1-1)0; 2)8; )4it; 4) 4. 2. 1)7,>/72)7,>/2; 3) 7,</2 4) /,</2 3. 1)-|</2<¥;
2)4s73¢4NT-3) 2¢7,£6; 4) | *74<3. 4.1)|; 2)+; 3)8; 4H<?-2.
Aniq integralni hisoblash

1)9; 2)]; 3)1; AL 5)£; 6)1~; Ttak; 8 9)i~i; 10)i; Ihta
1)~ "13)1f—; 1iJp N9  15)tal; 16)1—|; 17)|——1; 18)«—2; 19)4;
20)ile* +21;21) " p; 22)Aji; 23)2; 24)Ni.

Xosmas integrallar
1. 1)-j; 2) -4 3) uzoglashadi; 4) uzoglashadi; 5)*; 6)"+—jInZ 7)-% 8)2;

9~; 10°~ 11)14y; 12) uzoglashadi; 13) uzoglashadi; 14)n . 2. 1) a>i da

yaginlashadi va 0<a £1 da uzoglashadi; 2) yaginlashadi; 3) yaginlashedi;

4) yaginlashadi; 5) uzoglashadi; 6) yaginlashadi; 7) uzoglashadi;
8) uzogllashadi; 9) yaginlashadi; 10) yaginlashadi;
11) absolut yaginlashadi; 12) absolut yaginlashadi.



Aniq integraUaming tatbiglari

1.1)36; 2)|; 3)1+61n|; 4)«2+1; 5)|; 7)—; 8)—; 9)12%; 10)27%;
11)9,12) 13)1<17*+48); 14) —~1. 2. iyV3+iln(2+V3); 3)
w—; 4) 2; 5)|+]In2; 6)I+In|; 7)4>/3; 8—N13VI13-8) 9)16; 10)48,

1)4a(2—73);, 12)2*+373. 3.1)—"*; 2)36*; 3|A~*; 4)*(2+%). 4. —*K\5.12*,
6.—/*. 7.36*%. 8.1)—"N* 2)—AN 3)—N—; 4)—N*; 5)32%; 6)100%; 7)40%*; 8)—*;
9)72*; 10) —1sit*9.C(0/1). 10. C 11*m *=10y’ My=Y y C (f*2)

12.M, =M, =|, Ix-1ly=|, C 13—c f°>F)14-7* =80/ Y =125».

15.C é—R\S—Rj\ 16. C \f/s;;z*;| 17.5mi 18. 032 lOT.. 19. 7,68* 20. 22-109 J.
21. 150 T. 22. 25 NV/s. 23. A" 180+"yB

26. 324 T. 27. 175.4 &V.



Ayrim chiziglarning grafiklari va tenglamalari

— "2
fr§
r =b+acos<p (a>b) /m=a(1+cosep) (a>0) r=ap (a>0)
Paskai chig'anog'i Kardioida Arximed spirali
r —a=Joos2<p (a>0)
§N #f —a*(x»-/)=8 r=as\a2<p (a>0)
Bemulli limiskatasi Uch yaprogli gul To'ityaprogli gul
2m X

x=a(i —sin/).
U= o(l —cos/), a>0
Yarimkubik parabola Astroida Sikloida
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