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SO‘Z BOSHI

Matematika barchatabiíy bilim lar asosidir.
David Gilberd

I lo/irgi jadal rivojlanish davrida aql-zakovatli, ijodiy fíkrlovchi va 
muslaqil qaror qabul qiluvchi mutaxassislami tayyorlashda matematik 
tn'lim  asosiy o‘rin egallaydi. Talabalarni matematik tayyorlash ulaming 
kusbly faoliyatida zarur boiadigan boshqa tabiiy-ilm iy. umumkasbiy va 
Ixtiioslik fanlarini o'rganishlari uchun nazariy asoslami ta’minlashi 
korak. Bu esa o‘z navbatida samarali o‘qitishning muhim omillaridan 
biri bo'lgan zamon talablariga javob beruvchi darsliklar va o‘quv 
qo* tlanmalami yaratishni taqozo etmoqda.

Ushbu darslik oliy texnika o‘quv yurtlarining oliy matematika fani 
dasluri asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat ta’lim  standartlari 
talablariga mos keladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jild i yettita bobdan 
iborat bo‘lib, u oliy matematikaning chiziqli algebra elementlari, 
vcktorli algebra elementlari, analitik geometriya, matematik analizga 
kirish, bir o‘zgaruvchi funksiyasining diíferensial hisobi, oliy algebra 
elementlari va bir o‘zgaruvchi funksiyasining integral hisobi 
bo'lim lariga bag‘ishlangan. Bu bo‘íim lar zamonaviy xorijiy adabiyotlar 
va o‘qitish texnologiyalari tahlili asosida yaratilgangan boiib , har bir 
mavzuni yozishda bir qaneha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan, 
mavzular toMiq yoritilgan, tegishli bilim lar talabalar tomonidan mustaqil 
0‘zlashtirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalaming shakllantirílishiga 
hamda ijodiy qobiliyatlam i rivojlantirishga yocnaltirigan.

Darslikda talaba asosiy tushunchalarni, ta’riflam i, teoremalami va 
tipik masalalami yechish usullarini ko‘rsatuvchi misollami topadi. 
Bunda biror tasdiqning isboti keltirilmagan boisa, natijalaming ifodasi 
uning ma’nosini tushuntiradigan misolíar bilan toidirilgan.

Darslikning har bir mavzusi kocp sondagi miso! va masalalar 
yechimlarida tushuntirilgan, ulami o‘zlashtirishni mustahkamlashga 
yo‘naltirilgan mashqlar bilan to‘ldirilgan. Ayrim  misol va masalalami 
matematik paketlar yordamida yechish usullari keltirilgan.
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M uallif darslik qoiyozraasini o‘qib, uning sifatini oshirish borasida 
bildirgan fikr va mulohazalari uchun Qarshi Davlat universitetining 
professori B.A.Shoimqulovga, 0 ‘zbekiston M illiy  universitetining 
o‘qituvchilari -  professor A.Narmanovga, dotsentlar N.Jabborov va 
J.Tishaboyevlarga o‘z minnatdorchiligini izhor qiladi.

Ayniqsa, darslikning ushbu jild in i tuzishda va mazmunini 
yaxshilasbda fizika-matematika fanlari doktori A. Quchqarovning 
beminnat yordamini m uallif e’tiro f etishni o‘zining burchi deb biladi.

Darslik haqidagi tanqidiy fikr va mulohazalarini bildirgan barcha 
kitobxonlarga m uallif oldindan o‘z tashakkurini bildiradi.
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CHIZIQLI ALGEBRA 

ELEMENTLARI

• M u lr i t s a la r

• I ïc t c m iin a n t la r

• Mal riIsa ustida 
alniaslitirishlar

»Chiziqli tenglamaîar 
Hisicmasi

Al-Xorazmîy algebm. 
faniga asos soldi, iïrny 
ma'lumot va traktatïur- 
ni hayon etishning aniif 
ijoidalarini ishhib chiq- 
tli (J o'uiikpozîtsion hi~ 
sohiash ttai
belgismi va quthïar 
kiwràinataiarinî hirin- 
chiïardon bo^lib asoslah 
berdi va iifnaüyotga tm- 
hiqetdi.

I. Karimov

Chiziqli algebraning daslabki masalasi 
chiziqli tenglamaîar haqidagi masala 
hisoblanadi. Bunday tenglamalami yechish 
jarayonida determinant tushunchasi paydo 
bo‘ldi.

Chiziqli tenglamaîar sistemasi va ulaming 
determinantlarini o'rganish natijasida matritsa 
tushunchasi kiritild i. G.Frobennus tomonidan 
matritsaning rangi tushunchasi kiritilishi 
chiziqli tenglamaîar sistemasining birgalikda 
va aniq boishi shartlarini olish imkonini 
berdi. Shu zaylda X IX  asming oxirlariga 
kelib, chiziqli tenglamaîar sistemasi 
nazariyasini barpo qilish jarayoni tugatildi.

l.l.MATRITSALAR

Matritsa tushunchasi 1850-yilda James 
Joseph Sylvester tomonidan kiritilgan. 
Kelm ing 1858-yilda chop etilgan 
«M atritsalar nazariyasi haqida memuar» 
asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon 
qilingan.

Daslabki vaqtlarda matritsa geometrik 
obyektlami almashtirish va chiziqli 
tenglamalami yechish bilan bog‘liq holda 
rivoj 1 antirildi. Hozirgi vaqtda matritsalar 
matematikaning muhim tatbiqiy vositalaridan 
biri hisoblanadi.

Al-Xorazmiy- 
Muhammad ibtt Musa 
Xorazmiy (783- 856) — 
xorazmlik matemaiik, 
astronom va geograf.
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Matritsalar matematika, texnika va iqtisodiyotning turli sohalarida 
keng qoilaniladi. Masalan, ulardan matematikada algebraik va 
differensial tenglamalar sistemasini yechishda, kvant nazariyasida fizik 
kattaliklam i oldindan aytishda, aviatsiyada zamonaviy samolyotlami 
yaratishda foydalaniladi.

1.1.1. M atritsa va uníng tu rlari

Matritsalar sonlar, algebraik belgilar va matematik funksiyalaming 
katta massivlarini yagona obyekt sifatida qarash va bunday massivlarni 
o‘z ichiga oigan masalalami qisqa ko‘rinishda yozish va yecliish 
imkonini beradi.

M atritsa - bu elementlar (sonlar, algebraik belgilar, matematik 
ñmksiyalar) massivining satr hamda ustunlarda berilgan va kichik 
qavslarga olingan to‘g‘ri burchakli jadvalidir.

Matritsaning o‘lchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilan 
aniqlanadi. Matritsaning oMchamini ifodalash uchun mxn belgi 
ishlatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va n ta ustundan tashk.il 
topganini bildiradi. ц

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri bilan belgilanadi.
Masalan,

3x2 o ‘Ichamli matritsa 2x3 o ‘Ichamli matritsa 2 x2 o ‘Ichamli matritsa |

A =
'2 5>
0 7
1 lj

(-1 4 Щ. fsinjc -COS.SM 1
1 eos* sin* J  1

A matritsaning /-satr va y-ustunda joylashgan elementi aÿ bilan 
belgilanadi.

Л = (<*у), = yoki Л=|| (i= Km ,j-üñ) yozuv
A matritsa av elementlardan tashkil topganini bildiradi:

'an %  . • % | <*yn

II M II °2l <*22 • - o2a
; |= *21 % a2n

ашг • • amj
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I - n o ’lcham li A m(au an 
iHr w k to r deyiladi.

- £ V1 ar~

m -1 o'lcham li A

alH) matritsaga satr matritsa yoki 

matritsaga ustun matritsa yoki ustun-vektor

d iylltd i.
n- n o'lchamli maritsaga n-tartiblikvadratm atritsadeyiladi.
Kv iu Ii at matritsaning chap yuqori burchagidan o'ng quyi burchagiga 

yo'nalgan au,an,...,aM elementiaridan tuzilgan diagonaliga uning bosh 
(llagonali, o‘ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga yo‘nalgan 

!)*••■»a*j clcmentlardan tuzilgan diagonaliga uning yordamchi 
diagonali deyiladi.

Bosh diagonalidan yuqorida (pastda) joylashgan barcha elementlari 
nolga teng boigan

an <7,2 au
/ 0 . . 0 >

A  =
0 *22 a2* A ! - Qj2 . 0

0 0 • am.

matritsaga yuqoridan uchburchak {quyidan uckburchak) matritsa 
deyiladi.

Bosh diagonalda joylashmagan barcha elementlari nolga teng 
boigan

'an 0 ... 0 1 
0 i  ... 0A =

0 0

matritsaga diagonal matritsa deyiladi.
Barcha elementlari birga teng boigan diagonal matritsaga birlik 

matritsa deyiladi va I  (yoki E ) harfi bilan belgilanadi.
Barcha elementlari nolga teng boigan ixtiyoriy oichamdagi 

matritsaga nol matritsa deyiladi va O harfi bilan belgilanadi.
A matritsada barcha satrlami mos ustunlar bilan almashtirish 

natijasida hosil qilingan AT matritsaga A matritsaning 
transponirlangan matritsasi deyiladi: (a )T = {a ).



Agar A = AT boMsa, A matritsaga simmetrik matritsa deyiladi.

1.1.2. Matritsalar ustida arífmctik amallar

Marítsalarning tengligi 
B ir xil o‘lchamli A-(a..) va B = (b ) matritsalaming barcha mos 

elementlari teng, ya’ni at¡ -b boisa, bu matritsalarga teng matritsalar 
deyiladi va A=B deb yoziladi.

A=B <=> aii~b,i 
barcha i=i,nt, j - \ n  uchun

Matritsani songa ko 'paytirish 
l-ta?rif. A = (ail) matritsaning X songa ko'paytmasi deb, 

elementlari cv -Xan kabi aniqlanadigan C=AA matritsaga aytiladi.

C=XA c, = Xa.,.

1-misol A-fj * ° 1 boisin. 3A ni toping.

Yechish.
(2 -1 §1 I

U ^ { 3 4 - iJH :
3*2 3-H) 3-0 

3 3-4 3-(-3)
6 -3 

19 12 -•}

Matritsalar ni qo‘shish va ayirish
Matritsalami qo‘shish va ayirish amallari bir xil o'lchamli 

matritsalar uchun kiritiladi. Bunda yig‘indi matrisa qo‘shiluvchi 
matritsalar bilan bir xil oichamga ega boiadi.

2-ta’rif. A = (aij) va B = (bv) matritsalaming yig ‘indisi deb, 
elementlari en =av+b¡ kabi aniqlanadigan C-A+B matritsaga aytiladi.

C=A+l c¡i =a» +K-



« va 5= I boisin. A+B ni toping.3 0 l j  1̂ 0 -2)

Ytehish.
-1 4"i (2 3 2  ̂ (1 + 2 -1 + 3 4 + 2 W 3  2
0 I j r f í  0 -2) [3+1 0 + 0 l+(-2)J (4 0 -1

I ( l) A matritsa A matritsaga qarama-qarshi matritsa deb
Ntilidli

J  lii’i'lf A = (av) va B=(by) matritsalaming ayirmasi deb 
t'mA~BmA+(-B) matritsaga aytiladi. Bunda C matritsaning 
elementlari cv -a +(-b,)=ai} -4 kabi topiladi.

| C=A-B o  c^a.-b ,. |

3-misol. A -ft  ̂  ̂I va 5=1 * I boisin. A-B ni toping.f 1 3 2Y
P  1 - y[2 -1 4

Yechish.
2 -3 2\ ñt 3 2 \ (2 - \  -3-3 2-2 \ ( 1 -6 0
2 -1 4 / %  1 —1 1̂2 — 2 -1-1 4-(- l)J~ (j) -2 5A-B =

Matritsalar ustida chiziqli amollar quyidagi xoss alarga egau
A,BtCtO matritsalar mxn o‘lchamli va k,¡x- skalyar sonlar bo‘lsa, u 

holda:
1“ A + B=B+A; 2a. (A + B )+C = A + (B +C)'t
3“ A + 0 = A; 4o. A + (-A) = O;

5e. Z(A + B)=AA + AB; 6o. (X + ¡i)A = AA + /já±

V. ju(M) = X(j iá ) =(A /i)4  8". Í-A=A;

9o. (A+B)r =Ar +Br; 10". (AA)r = U T;

11°. A+C=B boisa, C -B-A  boiadi;
12°. AA=0 boisa, X-0 yoki A-0 boiadi;



13°. AÁ = ÁB va Л *O boisa, А=В boiadi.
Xossalardan ayrimlarini isbotlaymiz.
Birinchi to'rtta xossaning isboti bevosita 2-ta’rifdan kelib chiqadi. 
5-xossani qaraymiz.
A va В bir xil oichamli matritsaiar boisin.
Uholda

А + В = (а,+Ь,)
yoki

Л(А+В) = Щ  +Ь9)=Л(а(/)+ Щ )
va ikkinchidan

Л (а„)+ Щ )= М + Ж

boiadi.
Bu ikkita tenglikdan Л(А+ В) = AA+AB boiishi kelib chiqadi. 

Mfgtritsalarni ko‘paytirish

Bir xil V sondagi elementlarga ega boigan A satr matritsa va 
В ustun matritsa berilgan boisin deylik. Bunda A satming В ustunga 
ko‘paytmasi quyidagicha aniqlanadi:

(K  
КAB = ( a ... a,,)- = avbn +al2bn + ...+а,Дя,

ya’ni ko'paytma berilgan matritsaiar mos elementlari ko‘paytmalarining 
yigindisiga teng boiadi.

Matritsalami kocpaytirishning bu qoidasi satrni ustunga ко paytirish 
qoidasi deb yuritiladi.

Ikki matritsani ko‘paytirish amali moslashtirilgan matritsaiar 
uchun kiritiladi.

A matritsaning ustunlari soni В matritsaning satrlari soniga 
teng boisa, A va В matritsaiar moslashtirilgan deyiladi.

4-ta’rif. mxp oichamli A=(aÿ) matritsaning pxn oichamli 
B= (bJ) matritsaga ko'paytmasi AB deb, cft elementi A matritsaning
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i M ltliil H intiliIlHiining j  -ustuniga satmi ustunga ko'paytirish qoidasi 
Itllrtii, \ m fil

» « A  +•••+*,,** “ ¿« A *  '=1... k n

(t|0 ihlIuvehlHrl quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniqlanadigan mxn 
ti li limnll t1 -(oê ) matritsaga aytiladi.

4 ml.sol. Hcrilgan matritsalami ko‘paytiring.

| f 1 2Y (5 61 - f1-5+2'7 l-6+2-8>j_ri9  22\ 
{ )  4 j\7  8 j“ [3-5 + 4-7 3-6 + 4-sJ_ [43 50/

/. 1 3 2 41,1 4 •
l” 1 0 V.0  2

f 2*3 + 1- (-1) 2 • 2 +1 • 0 2-4 + 1-3"' f 5 4 $É
- 3 • 3 + 4 • (-1) -3-2 + 4-0 -3-4 + 4-3 r=. -13 -6 0
j 0 • 3 + 2 • (-1) 0-2 + 2-0 0-4 + 2-3̂ -2 0 6J

Agar A matritsaning satrlari A1,A7,...,Aa bilan va B matritsaning 
11*<111Imi BxtB2t...,BK bilan belgilansa, u holda matritsalami ko‘paytirish 
»|iildusini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

' A,B, AB2 •• 45»>|
A ■(5, B2 •• *„)=

A7B] a,b 2 ••

A , AnB, AmB2 . 4 JW
Matritsalami ko‘paytirishda A2 yozuv ikkita bir xil matritsaning 

kn'paytmasini bildiradi:
A2 = A-A.

U



Shu kabi
A3=A-A-A....  A" = A'A-...-A,

5-misol f(x )=2x~ X2 + 5 va A = ̂  ^ j bolsín. f(A ) ni toping.

Yechish. Matritsa ko'rinishdagi f{A ) funksiyaga o‘tishda A sonli 
qo‘shiluvchi ÀI ko‘paytma bilan almashtiriladi, bu yerda / -birlik 
matritsa.

1 -П  ( l  - i\ (1 -1/(Л )= 2^  + 57 = 2 .|0 - 2 M 0 2 |+5 1 ° 1-  0 l j

2 -2Л П  -3 Ï (5
0 4 J  lo  4 j + [o 5) \0 5

M atritsa lar ni ko‘paytirish am ali ushbu xossalarga boÿsunadi 
%

1°. A matritsa mxn oicham li va В,С  matritsalar nxp 
oicham li boisa, A(B+C)=AB+AC boiadi;

2°. А, В, С matritsalar mos ravishda mxn, nxp, pxq 
oicham li boisa, A(BC)=(AB)C boiadi;

3°. A ,B ,I,0  moslashtirilgan matritsalar va Л,/1 skalyar sonlar 
boisa, uholda:

1) (M )(fjB )=(Xfi)(AB); 2) А (Щ  = (AA)B = ЦАВ);

3) A I = IA = A, 4) A0=0A=0;

5) (AB)T = BTAr.

4 °.A J,0 - n -  tartibli kvadrat matritsalar va p,q manfiy 
boimagan butun sonlar boisa, u holda:

1 ) A 'A * = A ™ ;  2 ) ( A py = ( A ) ” ;

3 )A '= 4

Xossalardan ayrim larini ta’riflar yordamida isbotlaymiz va 
ayrimlarining to‘g4riligiga misollami yechish orqali ishonch hosil 
qilamiz.
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I Ч»*Й1|1»1 l|lllliylik.
mtttrltSB ти п  0‘lchamli va В-ф ¥), C=(c¥) matritsalar 

м /• и li Im ilill hn'lsin. U  holda 2- va 3-ta’riflarga ko‘ra istalgan i j  da
MfllttfHIdllll

B+C=(bÿ +cÿ)
tnkl

.'i(/í 1 -ь =¿ ( " A  + V V> “ t aA  +*“i *=i *=i *=i
vu Ikklitchldan

^ алК + Yéa»cb ~ AC+BCЫ *-]

lut'lndl
< )xlrgl ikkita tenglikdan ,4(2?+С) = AB + ЛС boMishi kelib chiqadi.
I- xossaning 5-bandini qarayiik.
A •(ül/) va В=(Ь^) bo'lsin. Bundan AT = (a[) va BT = {b[ ) bo'ladi, bu 

Vtfhl« «J »a,,, b¡=br
11 holda 3-ta’rifga ko‘ra istalgan i j  da birinchidan

АВ = ±аЛ  yoki (АВ)т = ±а^Ьи 
'em. ы

vil Ikkinchidan,
Ê *  A  = ib haA = É & 4  = #гл г *-1 i=l t=l

lio* I ad i. Bundan (AB)T=BTAT boiishi kelib chiqadi.
2-xossani to‘g‘riligiga misol yechish orqali ishonch hosil qilamiz.

A  =  ( '  2 ) '  " 4 ) ’  C  =  ( - 5  J  2 )  b 0 4 S Í n

U holda

BC =Í 3 _ i l l f- 2 4 0 Í " 11
12 n

{о 4J 11 5 0 2) (  20 0 V

') = (! 2)-
-11 

[ 20
12 f j  
0 8 J = (29 12 f t

AB={:i 2 )( o
13



(AB)C  = (3 7 ).f j  I  j j  = (29 12 17)

Demak, A {BC )=(A B )C .
Umuman olganda m atritsalam i ko‘paytirish nokommutativ, ya’ni 

A B * BA. M asai an, lx n  o icham li A matritsaning nx 1 o icham li B 
matritsaga AB ko‘paytmasi sondan, ya’ni lx l o icham li matritsadan 
iborat bo isa, BA ko'paytm asi n - tartib li kvadrat m atritsa bo iad i.

B irx il tartib li A va B  kvadrat m atritsalar uchun AB= BA bo isa, 
A va B  m atritsalarga kommutativ m atritsalar, A B -BA  ayirm aga 
kommutator deyiladi.

1.13. Mashqlar

1 .A  kvadrat matritsa boisin. A + ATsimmetrik matritsa bo‘lishini 
ko‘r sating.

matritsalaming chiziql i
m '1' m r°>

II 4 matritsaniQX= 0 i y  = l va Z = 0
« J A A

kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalang.

boisa, a va b ni toping.

4. Matritsa 30 ta elementga ega boisa, u qanday tartiblarda berilishi 
mumkin?

5-8. A ,B matritsalar va X,n sonlar berilgan. ÄA + fjB  matritsani toping:

'1 -1 - (2 3 - i) „5. A=\ I « L A «- l
I 2 -3 V l- l 0 J

' 0 -3" -1 2'
6. A = -2 1 ,B= 3 -1 , A=2, fi=-3

I 1 4, 2 -5

' 2 -1 o' '-3 1 1
7. A=t -1 3 _  o . B = 0 -1 0

2 3 1> ,"4 -3 2,
A = -3, p = -2.
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i I 2
| l 4* • ’ 3 , B - l, A=1, fi = -v.\*\ 0 -2J
V, 1 v m  /1 mnslnshlirilgan matritsalar boMsin. Quyidagilarni ko‘rsating:

* I •««■«' I mult H .it miIi matritsa bo‘lsa, u holda AB satr roatritsa boiadi;
III) tUtt It mitrllHH Uitim matritsa bo‘Isa, u holda AB ustun matritsa bo‘ladi.

II A|jiii A matritsa 3x3 oichamli va C esa 5x5 o‘lchamli bo‘lsa, 
vDiim nm'noga ega boMishi uchun B matritsa qanday oMchamda boMishi

I I 4*1 | matritsa berilgan. /itf ko‘paytmani nol matritsa ga

ImhIiiiim In H mntritaani toping.
11 Ift. A va B  matritsalar berilgan.

M, A-[ 2 ° )  J- ( ' "* -2\
1 3/ I3 2 01 J

; /2 
I f  4* 0 (- i L b =\!  -2)

1  [* 2/
2 3)

1*  fl i m r-1 3'
I*. Am 3 0 1 \,B= 0 - I

I* 1 oj I 2 1

17. A

f 1 m '4 0 -2"
■j -2 0 3lB= 2 -1 0
I  1 V 0 - I< 3y

G  D i l
= B

IN.
' - G 1 - G f c

f 4 “ 2 31 r °  n
19. ,4=1-2 1 6 Lfi= 3 2

I '   ̂ 2) S-L to o

boisa, /i(ZiC) matritsani toping.

matritsalar berilgan. AB, B TB, A3

diiili ilNiilami toping.

15



20. .4=|g 3 j  va /(x)=3xz+5x-4 boisin. f(A )ni toping.

21. jJ bo‘lsa, A20 ni toping.
22. Agar A2 =/ va A matritsa 2x2 oichamli bo‘lsa, Am toping.

1.2. D E T E R M I N A N T L A R

Determinant tushunchasidan dastlab chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishda foydalanilgan bolib, keyinchalik determinantlar 
matematikaning bir qancha masalalarini yechishga, jumiadan xos 
sonlami topishga, differensial tenglamalami yechishga, vektor hisobiga, 
keng tatbiq etildi.

Biz awal ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchalari 
bilan tanishamiz. Bu tushunchalar keyinchalik yuqori tartibli 
determinantlami hisoblash uchun asos bo'ladi.

1.2.1. Ikkinchi va uchunchi tartibli determinantlar

Ikkinchi tartibli determinant

m m
Or» a* = anaK-^2a2

kabi belgilanadi va aniqlanadi.
Bunda au,au,a2i,a21 lar determinantning elementlari deb ataladi. 

an determinantning /-satr va j -ustunda joylashgan elementini 
ifodalaydi.

au,an elementlar joylashgan diagonalga determinantning bosh 
diagonali, a2i,an elementlar joylashgan diagonalga determinantning 
yordamchi diagonali deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinant bosh diagonal 
elementlari ko‘paytmasidan yordamchi diagonal elementlari 
ko‘paytmasining ayrilganiga teng:

« 12 j  % ' /* .2

a 2 l  a n a i \  22 |  a 2 \ ° 7 2

16



I h. detcrminantlami hisoblang.

_ 15-4. (_2) = 15 + 8 = 23;4 1 v 1

M  .Nina ■ tga ■ ctga - sina • 2 sina = 1 - 2sin2 a = cos2a.' 1111 II rftff/

MrtliMtiutinj* muhim tavsiflaridan biri determinant hisoblanadi. 
1 *• i> • miitiuii liti|iil kvadrat matritsalar uchun kiritiladi.

lliiMiln ntnltitsani uning determinanti bilan adashtirmaslikkerak: 
lili noitliii mussivi; detA - bu bitta son (yoki ifoda).
I 'i hliu hi tartibli determinant

«u an al3
vlol/1 - av an = â â a-a + -

«31 «32  «33

Ik nil! I <i li'thnadi va aniqlanadi.
IJohlnchi tartibli determinant uchun satr, ustun, bosh diagonal, 

tnhliimolil diagonal tushunchalari ikkinchi tartibli determinantdagi kabi 
kirttlladl.

I )chinchi tartibli determinantlami hisoblashda o‘ng tomonidagi 
tllllutdlnrni topishning yodda saqlash uchun oson bo‘lgan qoidalaridan 
Riydtilnniladi.

«IJchburchak qoidasi» ushbu sxema bilan tasvirlanadi:

kvadrat matritsaning determinanti det̂  bilan

ImIImUmiII v*lol A - a" ° n =4 ,«^-ana2, kabi aniqlanadi. r a2l an

«.u , ,«n «„ an an

«31 «32  «3»  «31 «32  «33
+

JIZ Z A X  D PI
17
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Bunda diagonallardagi yoki asoslari diagonallarga parallel bolgan 
uchburchaklar uchlaridagi elementlar uchta elementning ko'paytmasini 
hosil qiladi. Agar uchburchaklaming asoslari bosh diagonalga parallel 
bo’lsa, u holds elementlaming ko'paytmasi ishorasini saqlaydi. Agar 
uchburchaklaming asoslari yordamchi diagonalga parallel bo'lsa, 
u holda elementlaraing ko'paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

«Sarryus qoidalari» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi:

1 -qoidada awal determinant tagiga uning birinchi ikkita satri 
yoziladi, 2-qoidada esa determinantning o‘ng tomoniga uning birinchi 
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonallardagi yoki diagonallarga parallel 
bolgan to‘g‘ri chiziqlardagi elementlar uchta ko'paytuvchini hosil 
qiladi. Agar to‘g‘ri chiziqlar bosh diagonalga parallel bo'lsa, u holda 
elementlaming ko‘paytmasi ishorasini saqlaydi. Agar to‘g‘ri chiziqlar 
yordamchi diagonalga parallel bo'lsa, u holda elementlaming 
ko'paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

2-misol. 1. det4 =
2 -1  
3 2 
1 3

determinantni uchburchak qoidasi

bilan hisobiang.

2. dci ß - determinantni Sanyusning I-qoidasi bilan

hisobiang.

18



Ы' "Itlm if 
Im M

determinante! Sarryusning 2-qoidasi bilan

2 -1  3
E ^  -8 + 1 + 27=20,з 5?№ -1= » 6 -6  + 6 = 6,

г ->л -2
ib i I ICI ti |4,

4 t if y y r '
0=> det3=0 + 36 + 2 -  0 + 9-16-31.

I 's i
J  2 v M X l “> detC = 1-36 -  20 -  6 -  8-15 = -84. 

! > « X 3  +/ ч  \  ,.1 л

! .2.2. n - tartibli determinant tushunchasi 

щ • tur H hl i determinant

deL4 =

an aJ7 ... aín 
a„ a„ ... a,m

a„. a ,  ... ¿г.

ЬйЫ bolgilanadi va ma’lum qoida asosida hisoblanadi.
n -tartibli determinant har birsatr va har bir ustundan faqat 

Ь\Ы т olingan n ta elementning ko‘paytmasidan tuzilgan n\ ta 
i|ii'nhllijvoh¡lar yig'indisidan iborat boiadi, bunda ko‘paytmalar bir- 
bliiilnn olcmcntlarining tarkibi bilan farq qiladi va har bir ko‘paytma

19



oldiga inversiva tushunchasi asosida plus yoki minus ishora qo‘yiladi.
n -tartibli determinantni bu qoida asosida ifodalash ancha noqulay. 

Shu sababli yuqori tartibli determinantlami hisoblashda bir nechta 
ekvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yuqori 
tartibli determinantlami quyi tartibli detemiinantlar asosida hisoblash 
usuli hisoblanadi. Bu usulda determinant biror satr (yoki ustun) 
bo‘yicha yoyiladi. Bunda quyi (ikkinchi va uchunchi) tartibli 
determinantlar yuqorida keltirilgan ta’riflar asosida topiladi.

n -tartibli determinantlami yoyishda minor va algebraik to‘ldiruvchi 
tushunchalaridan foydalaniladi.

n -tartibli determinant an elementining minori deb, shu element 
joylashgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil boigan (» - !)-tartibli 
detenninantga aytiladi va M. bilan belgilanadi.

Determinant a elementining A, algebraik to‘Idiruvchisi deb,

4 ,= (-ir'A /9
songa aytiladi.

1 3  2 
Masalan, 2 v 0 1 

|3 2 ,-2
va algebraik to‘ldiruvchisi quyidagicha topiladi 

I 3 2

determinantning a2) = 2 elementining minori

%..0-
b 2

= 2 !
2 - 2 = -10, 4 ,= (-l)2+,M21=10.

1.2.3. Determinantning xossalari

Determinantning xossalarini uchinchi tartibli determinant uchun 
keltiramiz. Bu xossalar ixtiyoriy «-tartibli determinant uchun ham 
0‘rinli bo4ladi.

l-xossa. Transponirlash (barcha satrlami mos ustunlar bilan 
almashtirish) natijasida determinantning qiymati o'zgarmaydi, ya’ni

an «■3 O» av a3X
det̂  = a2, On a* = *12

a3t *n <*33 °13 an
20



Isboii Xossani isbotlash uchun tenglikning chap va o‘ng tomonidagi 
•1» li immimllnming qiymatlarini uchburchak qoidasi orqali yozib olish 
VI olln|(itii ilbdalaming tengligiga ishonch hosil qilish kifoya.

1-XOISfl satr va ustunlaming teng huquqligini belgilab beradi. 
Il«»»ilH|iic)ia aylganda, satrlar uchun isbotlangan xossalar ustunlar uchun 
hum o'rinli bo‘ladi va aksincha. Shu sababli keyingi xossalami ham 
Hilrlitr va ham ustunlar uchun ifodalab, ularning isbotini faqat satrlar 
yolJ Inqal ustunlar uchun ko'rsatamiz.

2-xossa. Determinant ikkita satrining (ustunining) o‘rinlari 
llm tilhlirilsa, uning qiymati qarama-qarshi ishoraga o4zgaradi. 
MRinlan,

a „ a n «13 « 2: a n

«21 a K « a = “ a xx «12 a n

a 3, «32 ax a * «32 a33

Du xossa ham 1-xossakabi isbotlanadi.
J-xossa. Agar detenninant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega bo‘Isa, 

n nolga teng bo‘Iadi.
Isboii. Ikkita bir xil satming o‘rinlari almashtirilsa, determinant 

(shuningdek, uning qiymati) o4zgarmaydi. Ikkinchi tomondan 2- 
XOSSBga ko4ra determinant qiymatining ishorasi o‘zgaradi. Demak 
ilcl/f*-det^, yoki 2deM=0. Bundan det̂ 4=0.

4-xossa. Determinantning biror satri (ustuni) elementlari X songa 
ko‘paytirilsa, determinant shu songa ko‘payadi va aksincha determinant 
biror satr (ustun) elementlarining umumiy ko‘paytuvchisini determinant 
bclgisidan tashqariga chiqarish mumkin.
Masai an,

X a u A a , 2 X a l3 %  «12 «13

« 2 , «22 =  A  ■ a 2X a n «23

% «32 «33 a 3, a 3I «33

Isboii. Tenglikning chap tomondagi determinant hisoblanganida 
oltita qo'shiluvchining hammasida X ko‘paytuvchi qatnashadi. Bu 
ko‘paytuvchini qavsdan tashqariga chiqarib, qavslar ichidagi 
qo4shiluvchilardan determinant tuzilsa, tenglikning o‘ng tomondagi 
ifoda hosil boiadi.

5-xossa. Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha 
elementlari nolga teng boisa, u nolga teng boiadi.
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Blinda aVt, an, al3 mos ravishda &„9 an, bilan bilan almashtirilsa,
3-xossaga ko‘ra, determinant nolga teng boiadi.

1-izoh. Determinantning xossalari asosida quyidagi teorema 
isbotlangan.

1-teorema. B ir xil tartibli A va fí kvadrat matritsalar 
ko‘paytmasining determinanti bu matritsalar determinanílarining 
ko‘paytmasiga teng, ya’ni

det(A ■ B) = det̂ l • det#.

1.2.4. n -tartibli determinantlarni hisoblash

n- tartibli determinantni xossalar yordamida soddalashtirib, keyin 
tartibini pasaytirish yoki uchburchak ko'rinishga keltirish usullaridan 
biri bilan hisoblash mumkin.

Tartibini pasaytirish usuli
«-tartibli determinant, 9-̂ ossaga asosan, biror satr yoki ustun 

bo'yicha yoyilsa, yoyilmada (»- 1)-tartibli algebraik toidiruvchilar 
hosil boiadi, ya’ni « -tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga 
past boigan determinantlami hisoblashga keltiriladi.

Umuman olganda, quyidagi teoremalar o‘rinlí boiadi.
2-teorema. i satrining nomeri qanday boiishidan qat’iy nazar, 

»-tartibli determinant uchun bu determinantni /-satr bo‘yicha 
yoyilmasi deb ataluvchi

detA-anAn + a¡2An +...+«,„4*, i -1 ,n

formula o‘rinli.
3-teorema. j  ustunining nomeri qanday boiishidan qat’iy nazar, «- 

tartibli determinant uchun bu determinantni j  -ustun bo‘yicha 
yoyilmasi deb ataluvchi

det A=aÍJAlJ + avA2J +... + j =\n

formula o‘rinli.
Determinantni biror satr yoki ustun bo‘yicha yoyishga Laplas 

yoyilmalari usuli deyiladi.
Laplas yoyilmalari usulida determinantning qaysi bir satrida 

(ustunida) nollar ko4p boisa, u holda yoyishni shu satr (ustun)
24



I"« mi Imi Iwi|iiiInI) qulay boiadi.
Mllllilitn limhq&ri, 8-xossani qoilab, detenninantning biror satrida 

in in iiiil.il t>illn clcmcntdan boshqa elementlami nollarga keltirish 
iiim iil in llniuln determinantning qiymati shu satrdagi (ustundagi) 
ii'ililm i Imqli element bilan uning algebraik toidiruvchisining
• •• i ii \ mi in iiliin ihorat boiadi. Shundayqilib, «-tartibli determinant 

Itllltt in -1)-tnr(ihli determinantgakeltirib, hisoblanadi.

de\A =

ill I* iin liiiiiiliti Itirlibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.
) •*< lush liunda: 1) Ikkita elementi nolga teng boigan uchinchi 

tinliiitiil Innliymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan elementidan 
luiilii|ii bnrcha elementlarini nolga aylantiramiz. Buning uehun 
•I hiu In slid elementlarini 3 gako‘paytirib, uchunchi satrning mos 
»liinviillniiga qo‘shamiz va hosilbo‘lgan determinantni uchinchi 
tt'iiiin Hcmcntlari bo(yichayoyamiz:

i|> i .1

2 - 1 0 4 2 -1 0 4
4 2-1 3 4 2 -1 3 2 -1 4

-2 0 3
=

10 = H M - ir 10 6 5-4 6 0 5 1 1 -21 I 0 -2 1 1 0 -2

2) I iosil qilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustunning 
lU'ltinehi satri elementidan yuqorida joylashgan elementlarini nolga 
Nylantiramiz. Buning uchun awal uchinchi satmi (-2)ga ko‘paytiiib, 
blflnohi satrga qo‘shamiz, keyin uchinchi satmi (-10)ga ko‘paytirib, 
Ikkinchi satrga qo‘shamiz, hosil boigan determinantni birinchi ustun 
olementlari bo‘yicha yoyamiz va hosil boigan ikkinchi tartibli 
determinantni hisoblaymiz:

0 - 3  8 -3 80 *-4 25 —
-4 251 1 -2
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Uchburchak ko ‘rinishga keltirish usuli
Bu usulda determinant xossalar yordamida soddalashtiriladi va 

uchburchak ko‘rinishga keltiriladi, ya’ni diagonalidan pastda (yuqorida) 
joylashgan barcha elementlari nolga aylantiriladi.

Bunda
deU=(-l)*deti/

boiadi, bu yerda ¿-satrlarda va ustunlarda bajarilgan barcha o‘rin 
almashtirishlar soni; det£/-berilgan determinantning uchburchak 
ko‘rininshi vauning qiymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Xossa. Uchburchak ko‘rinishidagi determinant bosh diagonalda 
joylashgan elementlarining ko‘paytmasiga teng.

4-misol.

àetÂ=

%

2 1 0  0 

3 0 1 0  
1 0  2 1 
0 1 0  2

determinantni uchburchak ko‘rinishga keltirib, hisoblang.
Yechish. Determinant ustida quyidagi soddaiashtirishlami 

bajaramiz:
— birinchi ustunni o‘zidan ocngda joylashgan ustunlar bilan ketma- 

ket k=3 ta o‘rin almashtirib, to‘rtinchi ustungaoctkazamiz;
— birinchi ustunning birinchi satridan pastda joylashgan 

elementlarini nolga aylantiramiz;
— ikkinchi ustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan 

elementlarini nolga aylantiramiz;
— uchinchi ustunning to‘rtinchi satrida joylashgan elementini nolga 

aylantiramiz;
— (-1)*=(-1)3=-1 ko‘paytuvchi bilan hosil boigan uchburchak 

ko‘rinishdagi determinantning bosh diagonalda joylashgan elementlarini 
ko‘paytiramiz.

detA =

2 1 0 0 1 0 0 2 1 0 0 2
3 0 1 0 0 1 0 3 0 1 0 3=(-l)3- =(-!)•1 0 2 1 0 2 1 1 0 2 1 1
0 1 0 2 1 0 2 0 0 0 2 -2
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1 0 0 2 1 0 0 2

0 1 0 3
• H > -

0 1 0 3

0 0 1 - 5 0 0 1 - 5

0 0 2 - 2 0 0 0 8

1.2.5. Mashqlar

I i mntritxn n x n  o ic h a m ü  b o ‘lsin . det(/L4) d a  A n i  determ inan t 

l"  ii • IiImii ln>»lii|migH ch iq arish  u ehun  fo rm u la  k e ltirib  ch iqaring .

I , 4 kvudm t m atritsa  v a  ATA  = I  b o ‘lsin . det/i =±1 boM ishini k o ‘rsating .

í  0)I I lo I va R-\° boisin. det(i4+jB) = deti4+detií faqat a+d=0
\ c  d )

lu í l|M iiildll lii!,|<nilÍHliini ko‘rsating.

4, ?I  va B-y boMsin. det(A B) = detA- detB boMishigav  2J
i liiiii« li Imsil qiling.

5. A> 2 1 boisin. det̂ 1000 ni toping.

6. A va B matritsalar 3x3 oichamli, det/(=-lva det/í=2 bo‘lsin.
Toping:

I ) clol AH, 2 )  detSA; 3 )  detATA; 4 )  d e tB \
7. A va B matritsalar 4x4 oichamlí, det/í=4va dettf=-3 boisin.

Toping:
I) dat Afí', 2) d e t ; 3) det2A; 4) detJA.

Ikkinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

8. y x-y 9. 1 a+b
X —X ¿+l a+6

10.
sin a eos3a 11.

tga+ 1 ctga -1
sin /? eos20 sin a cosa

U chinchi ta r tib li  d e te rm in an tla rn i u c h b u rch ak  v a  S a rry u s  qo id ala ri bilan 
h iiob lang :

12.
5 - 1  1 - 2  0 - 4

4 0 - 3 13. 3 1 1

2  - 3  1 - 1  2  - 3 l
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UcMnchi tartibli determinautiami biror satr yoki ustun elementlari bo vicha 
yoyib hisoblang:

1 b 1 X -1 X
14. b b 0 15. 1 X -1

ft* 0 1 ft- X  1 X

sin a sin ß 0 tg a ctgß 0
16. sin a 0 sin у 17. tg a 0 tgß

0 sin ß sin у 0 c lg a tgß

Uchinchi tartibli determinantlarai xossalaridan foydalanib hisoblang:

18.

20.

22.

1 с ab 1 1 1
1 b ca 19. ax ay az
1 a bc а г + х1 a 2+ y cr+ z7-

a+ b b b X x + y x - y
b a  + b b 21. x+ z x - 2  г
b b a+ b X X

a  a +1 (1-re)1
b b2 +1 Q + b )2 f| 
с  c2+ l (1+ c)

23.
1+ cosa 1 1+ sina 
1 - sin a  1 ! - co sa  

1 1 1

To‘rtinchi tartibli deterrainantlarni hisoblang:

24.

26.

1 - 1 2  2 
3 - 1 5 - 2  

- 2 - 3  0  2 
0 - 2  4 1

5 a  2 -1
4 & 4 -3
2 с  3 - 2
4 d  5 - 4

25.

27.

1 1 3  2
2 0 0 8
3 0 0 2

4 4 7 5

3 2 2 2
9 - 8  5 10
5 - 8  5 8
6 - 5  4 7

1.3. MATRITSA USTÍDA 
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishlar chiziqli algebrada muhim ro i 
o‘ynaydi. Jumladan, chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining
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MIluiMily ypühlmlnl topishda, teskari matritsani aniqlashda, matritsaning 
HMIHllli hlHoblttlhda matritsa ustidagi almashtirishlardan keng 
H-v»l*ilmil!mll

hh lt IIM  satrt (ustunt) ustida elementar alm ashtirishlar uch tipda 
Im Imll

I Ikkllu Nfltrning (ustunning) 0‘m ini almashtirish;
II in liu l (uitunni) noldan farqli songa ko‘paytirish;
III inlrgn (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshqa 

MlHIl (Ih llllin i) qo'shish.
M ili Ikkmchisidan elementar almashtirishlar natijasida hosil 

t|lllittfiiM I vu II matritsalarga ekvivalent m atritsalar deyiladi va A~B 
i - tiiiih lu lii yo/.iladi.

13.1. Teskari matritsa 

Asosiy ushunchalar

Muli llNiilnrni qo'shish, ayirish va ko'paytirish sonlar ustida 
hn| Hill ml iftfin mos amallarga monand (hamohang) amallar hisoblanadi.
I M iIhi himddii matritsalar uchun sonlami boMish amaliga monand amal 
l'ilm i lanlnhomiz.

M l’lumki, agar ¿soni nolga teng boIm asa, u holda har qanday m 

mul in liiifi kx*m tenglama yagona x=~=k~lm yechimga ega bo‘ladi,K
Im > di «In k 1 soni ksoniga teskari son deb ataladi.

Nonliir uchun keltirilgan bu tasdiq matritsali tenglamalami sonli 
iHii'Immiliirgu monand yechishda muhim ro i o‘ynaydi. Xususan, sonli 
liMglumnlur uchun kk l = 1 va k~xk = 1 shartlarining bajarilishi hal 
i|llilvohl hisoblansa, matritsali tenglamalar uchun AA~' = i  va A 'A  = I  
»hm (laming bajarilishi muhim hisoblanadi, bu yerda A , I -  bir xil 
nichunili kvadrat matritsalar.

A nur A va A ' kvadrat matritsalar uchun AA1 = A ’A= I tenglik 
l»U|mllsn, A ' matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.

Sonlarda, Ar1 mavjud bo‘lishi uchun k *  0 boiishi talab etilgani 
kttbli matrilsalarda, A '1 mavjud boiishi uchun detA*0 boiishi talab 
qllinadi.

Agar det/f = 0 boisa, A matritsaga singular matritsa deyiladi. 
IIiiihIh singular so‘ziga sinonim sifatida «xos» yoki «maxsus» 
Icrmlnlaridan ham foydalaniladi. Agar det̂ ^O boisa, A matritsa
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nosingular (yoki xosmas yoki maxsusmas) matritsa deb ataladi.
Agar A matritsada aw al elementlar mos algebraik toidiruvchilar 

bilan alm ashtirilsa va keyin transponirlansa, hosil boigan matritsa 
A matritsaga biriktirilgan m atritsa deyiladi va adjAbilan belgilanadi:

adj A =

A , A2l . • A*
A * An . . An2

Alm K  •

Teskari m atritsa haqida teorem alar

1- teorema. Xos matritsa teskari matritsaga ega boim aydi.
Isboti. A matritsa uchun A '1 mavjud boisin deb faraz qilaylik.

U  holda AA~' = 1 boiadi. Blindan det(A4'')=det/ yoki detA ■ detA ': =det/ 
kelib chiqadi. Bunda deM = 0 va det/ = l ekanini hisobga olsak, 
0=1 ziddiyat hosil boiadi. Bu ziddiyat qilingan faraz noto‘g‘ri 
ekanini ko‘rsatadi, ya’ni tepremani isbotlaydi.

2- teorema. Har qanaay xosmas A matritsa uchun teskari matritsa, 
mavjud va yagona boiadi.

Isboti. A matritsa xosmas, ya’ni detA*0 boisin. A w a l A " mavjud
boiishini ko‘rsatamiz. Buning uchun A matritsani —-—adjA

det A 1
matritsaga ko‘paytiramiz va ko‘paytmaga determinantning 
9- va 10- xossalarini qoilaym iz:

A•
*■1 <*12

'A i A. . -^-1det A detA * detA
A, A> . -4*-det A detA detA

A. A . ‘ Am
<det/4 det A det A.

/,̂ i4.+qi4»+-+ftA A + - + M 2.
detA detA " det A

aгÂ  +̂ A i +-+<*„4, a2lAtl+aztATl+...+auAlm anAn, +a2tAai+...+aiMAm
det A det A detA
+â Ai +...+am/Lm â Ag, +oMAn+-+am.AlM +a„2Aiil +...+amAn
detA detA det A
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I h im ult .1 niiiiritsaga teskari matritsa mavjud va bu matritsa

А *  = ---- adjA
det A

flHIHiilit iHlnii lopiladi. Bunda AA~l =1 tenglik bajariladi.
< ' I / longlikning bajarilishi shu kabi ko‘rsatiiadi.

I mil i 1 yigona ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun A ' dan boshqa
i in.tn и ,iii’ii lONkari С matritsa mavjud bo‘lsin deb faraz qilamiz. U  

MtlMlrt HlKiiko'ra, AC= I boiadi. Bu tenglikning har ikkala 
iHHiMiiiiil A  1 gu chapdan ko'paytiram iz:

A-'AC = A-'J.
A I - / bo'lgani uchun IC= A~'I bo‘ladi.
Г lull IC.mC va A"11 = A~' ekanini hisobga olsak, C=A~' kelib

• iii'l»nli I oorema to iiq  isbot qilindi.
,1 Irom na. Teskari matritsa uchun ushbu xossalar olrin li boiadi:

*1*. A matritsa a ~! teskari matritsaga ega boisa, detЛч
det A

Ini'hull,
V  A matritsa A~' teskari matritsaga ega boisa, (A ’y ' = A boiadi; 
)• nxn oicham li A va. В  m atritsalar A~x va B~' teskari 

iih iIi ll.salarga ega boisa, (AB)~X = B~XA~1 bo iadi;
4’ A matritsa A '1 teskari matritsaga ega boisa, (AT)~l =(A~x)r 

M id i.
hboti. 1) A matritsa uchun A~x mavjud bo isin . Uholda AA~X = I

VOkl det(AO=det/ bo iadi. Bundan det A -det A '1 =1 yoki det̂ "1 =----
det A

h III) chiqadi.

2) A matritsa uchun Arx mavjud boisin. U  holda AArx = / = A '1 A 
Im gliklarga ko‘ra A ' matritsa uchun teskari matritsa mavjud va u A 
(Inn iborat, ya’ni (A~'ys = A boiadi.



3) nxn oicham li A va B  matritsalar A '1 va B ‘ teskari 
matritsalarga ega boisin.

U  holda AB va B~'Al matritsalar uchun
(B~'A~' XAB) = B~l (A~lA)B = B~'IB=-- B~'B= I,

(ABXB"A-l)=A(BB~l )A~X = A1A~1 = A A '= I

boiadi. Demak, AB uchun teskari matritsa mavjud va (AB)_1 = B 'A~' I 
boiadi.

4) A matritsa uchun A ' mavjud boisin.
U  holda AT va (A~l)T matritsalar uchun

AT(A-')r =(A-'A)r = IT= I,

(A~')TAT =(AA~')T —J T — I

boiadi. Demak, AT uchun teskari matritsa mavjud va (AT)~' =(A~‘)TA 
boiadi.

l-izoh. 3-xossani k ta nxn oicham li va teskari matritsalarga ega I 
boigan matritsalar uchuî quyidagicha umumlashtirish mumkin:

Bu  formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

1-misoL ̂ 2J  ma r̂^sa»a teskari matritsani toping va natijani 

tekshiring.
Yechish. Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz:

I 3 4det A I 2
= 6-4=2.

det ̂ 4* Ova A matritsa uchun teskari matritsa mavjud.
Matritsa elementlarining algebraik toidiruvchilarini topamiz:

A i = (-l)w2=2, 4 = (-l)’+il= -l,
4 = (- ir4 = -4 , A22= (-l)2r23=3.

A matritsaga biriktirilgan matritsani tuzamiz:
' 4  2
A  4 #  I " 1 3 .
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ímmhIiin ijillh , 

A* «

' Mltiol, A ■

1 ( 2 -4Л i f  2 -4"! ■ 1 - 2'
1 3dot A [-1 3 J~ 2 [- l 3 V 2 2>

1 -2 1|
2 0 - 1  matritsaga teskari matritsani toping . 
•2 1 1

11 'i hI v/г l)u matritsa uchun:

1 - 2  1 
2 0 - 1  

2 1 1
0-4 + 2-0+4 + l= 3*0.

Mull lt.su dementi arining algebraik toMdiruvchilarini topamiz:

0 -1  I i _  j
Л .= -

- 2  1 _  5 A — - 2  1

1 I  J 1 I A i = _

0 1

2 -1 1 1 1 1
-2 1

и о и

-2 1

и > и i
2 -1

it,» 2 0 
-2  1

=  2, A„=- = 3,
- 2  1

A matritsaga biriktirilgan matritsani topamiz

/L =
1 - 2  
2 0

= 3,

= 4.

2̂1 3̂1 "1 3 2>

ия Дг Да A = 0 3 3
А  А 2 3 4/

Demak,

=■det A

1 3 2 
0 3 3 

12 3 4)
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Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuti
A xosmas matritsaning A 1 teskari matritsasini topishning qulay 

usullaridan biri matritsa satrlari ustida elementar ahnashtirishlarga 
asoslangan Gauss-Jordan usuli hisoblanadi.

A 1 matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga 
oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algorítmi
Io. A va I  matritsalami yonma-yon yozib, (A \I) 

kengaytirilgan matritsa tuziladi;
T . Elementar almashtirishlar yordamida (A \I) matritsa (I\ B ) 

ko'rinishga keltiriladi. Bunda B  matritsa A matritsa uchun 
teskari matritsa boiadi.

3-misol. A=f  j mSritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli2 1 
1 3

hilan toping va natijani tekshiring. 

Yechish.

(A  |j)-
3 1 

1 2
1 0 |r; r, + (-2)r2
0 1

1 -3 1 -2 -
/
1 -3 1

1 2V 0 1 r2 ->r2 +(-1)rt 0 5 \ -1
1 - 2

■r2:5

1 -31 1 " 2 r} -» r, + 3r2
f
1 0

« „ 1 30 1 -- - 0 1
i 5 5>

Yuqorida keltirílgan rf ->rt + Xrt belgilash i -saír bu satrga A songa 
ko‘paytirilgan k - satrni qo‘shish natijasida hosil qilinganini, 
belgi esa /- satr bu satrni X songa boiish natijasida hosil qilinganini 
bildiradi.
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I iHliill-. I

I mtsiil A

u iiili liilnii loping. 
) и  lush

' 2 ■Г
3 5

3

Г 5 5,

1 -1 2

1 3 0
2 1 4

if 2 
5-1 3

matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan

WIO-
1 -1 2 

- 1 3  0 
2 1 4

1 0 0 
0 1 0 
0 0 1

[ I 1 2 1 0  o ' Г\ - 1  2 1 0  o '

1  0о

/* — +7"

0 2 2 1 1 0 гг -+г2:2 ~ 0  1 1
1
л

i ‘ I 3 0 - 2  0  1̂ 0 3 0 -2 0 1; r3 ~ * ri  + (“ 3 )r,

I 0 
0 I
о 0

Demak,

ri r3 : (-3)

3 1
1 0 3 2 2

1 1
0 1 1

2 20 0 1 7 1
6 2

1 0 0 - 2  - 1  1
2 „ 1

0 1 0 - -  0 -
3 3

0 0 1 7 1 1
\ o\

|

ю
| 1

A'1 =
- 2  - 1

I 6 2
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1.3.2. Matritsani LU yoyish

Chiziqli algebrada matritsalarnmg turli yoyilmalari keng 
qoilaniladi.

Matrisani yoyish deb, uni biror xossaga (masalan, ortogonaiiik, 
siinmetriklik, diagonallik xossasiga) ega boigan ikki va ikkidan ortiq 
martitsalar kocpaytniasi shaklida ifodalashga aytiladi. Bunday 
yoyishlardan biri matritsani LU  yoyish bisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda mxn oichamli A matritsa A-LU shaklda 
ifodalanadi, bu yerda ¿-diagonal elementiari birlardan iborat bo'Igan 
mxm oichamli quyi uchburchak (Lower-triangular) matritsa; U-mxn 
oichamli yuqori uchburchak (m*n da trapetsiya) (Upper-triangular) 
matritsa.

Masalan,
rl О О (Л (• * * * *N

_  * 1 0  0 o * * *  +
“ * *  1 0 0 0 0 « *** * * 1J (о о о 0 0>

Matritsaning LU yoyilmasi yana matritsaning LU faktorizasiyasi 
deb ataladi. Matritsaning LU yoyilmasidan chiziqli algebraik 
tenglamalar sistemasini yechishda va teskari matritsani topishda 
foydalaniladi.

mxn oichamli A matritsa A -LU  shaklga keltirish (LU yoyish), 
umuman olganda, A matritsaning satrlariga noldan farqli songa 
ko‘paytirilgan boshqa satmi qo'shish orqali quyidagi tartibda amalga 
oshiriladi.

A matritsani LU  yoyish algoritmi
1°. A matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar 

bajariladi va U shaklga keltiriladi;
2o. Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishlar ketma- 

ketligi asosida L yozuv hosil qilinadi va bu yozuvda barcha 
diagonal elementlar ustunlami boiish orqali birlarga 
aylantiriladi.
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1 mimt!

\ ninth 
Циннии/

4 - 1 5
• 5 3 -8 
-5 -4 1
0 7 t e

matritsani LU yoying.

Mfltrltsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar

T 4 -1 5 -2' ш 4 -1 5 -2'
-4 -5 3 -8 1 0 ~3 1 2 -3
2 -5 -4 1 8 0 -9 -3 -4 10
ó 0 7 -3 К 0 и 4 12 -5,
f2 4 -1 5 -2" '2 4 -1 5 - 2Л
0 3 1l 2 -3 0 3 1 2 -3
0 0 0 У 1 0 0 0 2 1
f 0 0 4 1 j ? 0 0 0 □ 1

i mulritsa 4 ta satrdan tashkil topgani sababli L matritsa 4x4 
к Muntili l>o‘ladi. Birinchi qadamda belgilangan yozuvlar L matritsa 
JflMllvinlng uslunlarini tashkil qiladi. Bu yozuvda barcha diagonal 
èlviitcnllami birlarga aylantiramiz:

%2
-4
2

-6
-9 2 
12 4 5 
:3 :2 IfJ

' 1 ' 1 0 0 O'
-2 1 -2 1 0 0
1 -3 1 Bundan L = 1 -3 1 0

-3 4 2 1; -3 4 2 1/
I )cmak,

4 -1 
-5 3 
-5 -4
0 7

5
-8

0 0 0̂
1 0 0 

-3 1 0
4 2 1

'2 4 - I 5 -2'
0 3 1 2 -3
0 0 0 2 1
0 0 0 0 5;
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n - tartibli kvadrat matritsa berilgan boisin. Bunda A matritsani 
LU  yoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday 
algoritmlardan bin bilan tanishamiz.

A matritsa xosmas boisin. U  holda ta’rifga ko‘ra,

1 0  0 
L  1 0

L L  L

«11 u n «13 • • « . / % a i2 a x 3 • « In

0 «22 «23 ' - «2» a 2[ a n - «2»

0 0 «33 • • «3» = «31 a 32 • «3»

0 0  . • « * , , K * • a j«i»

Bundan

Bu yig‘indidagi oxirgi qo‘shiluvchilami ajratib, topamiz:

agar i< j boMsa; (3.1)

' />^'bo‘lsa- (3-2) 

Shunday qilib, L va U matritsalaming nomaium elementlari atj va 
topilgan /*,«*lar orqali ketma-ket ifodalanadi.

2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblanganki, bunda 
awalbarcha uy larni va keyin barcha lami hisoblab boimaydi, va 
aksincha. Bu formulalar orqali hisoblashlar quyidagi tartibda bajariladi: 

uy = â r  j  = 1A...,»;

4-A1 * = 2A...,*;

y = 2,3,...,»;

=3,4....,«:

va hokazo, ya’ni U ning satrlari va L ning ustunlari almashlab 
hisoblanadi.
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[H 2 9 
mifhil I M 9 4

U  7 9
matritsani LU  yoying.

I ¥i ht*h I Ici ligan matritsa xosmas, chunki deM=166* 0. 
i ' i ymilmani tuzamiz:

( \  0 o v h %  % * '8 2 9'
/„ 1 0 . 0 «22 «23 » 4 9 4

¡Л 4 . 0 0 6 7 9,
I vu // matritsalaming noma’lum elementlarini (3.1) va (3.2) 

Inininhilni hllun aniqlaymiz:
%  "  4  = 8» %  = al2 = 2, ulb = Щ = 9,
1 4  1 \

■— "a. = g = 2* -4«ü =9- —-2=8,

, . 1 л 1 , 1  6 3 , , „ .ÜB-/A  = 4-5 .9=-5t / „= - « 3 ,^  = ̂ ,

/и =~ ( а и - = i f  7 - -  • 2̂ ) =— ," unKsi 4 J  16

/ ; n 3 n 11 (  1Л 83“ 4 «* =9-rT -9-— -1-^=— .

I >• и ni к

f8 2 
4 Q

1 0 0
1 1 0
2
I  ü  1U  16 i

16

8 2 9 
0 8 - 1  

0 0 W32

13.3. Matritsaning rangi

wx« oichamli A matritsa berilgan boisin. Bu matritsadan biror 
A (A ‘¿min(w;w)) ta satr va k ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va 
UNtlinlaming kesishishida joylashgan elementlardan fc-tartibli kvadrat 
intidilsani tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga a m atritsaning 
A -hirtibli m inor i deyiladi.
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A matritsa noldan farqli minorlari tartibining eng kattasiga A 
matritsaning rangi deyiladi va r(A) (yoki rangA) kabi belgilanadi.

Tartibi r(A)ga teng boigan minorga A matritsaning bazis minori 
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega boiishi mumkin.

Matritsa rangining ta’rifidan quyidagi tasdiqlar kelib chiqadi.
1. Matritsaning rangi 0 bilan m,n sonlarining kichigi orasidagi 

butun son orqali ifodalanadi, ya’ni 0 < r(A) < min
2. Faqat A = 0 matritsa uchun r(A)=0 boiadi.
3. n -tartibli kvadrat matritsa xosmas boiganidagina r(A)=n 

boiadi.

Matritsanng rangi ushbu xossalarga bo ‘ysunadi. 
r: Transponirlash natijasida matritsaning rangi o‘zgarmaydi; 
2°. Elementar almashtirishlar natijasida matritsaning 
rangi o‘zgarmaydi.

Isboti. Bilamizki:
a) transponirlash natijasida determinantning qiymati o‘zgarmaydi;
b) ikkita satming (ustunning) o‘mi almashtirilsa. determinantning 

ishorasi oczgaradi;
c) satmi (ustunni) noldan farqli songa ko‘paytirilsa, determinant shu 

songa ko‘payadi;
d) satrga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshqa satmi 

(ustunni) qo‘shilsa determinant o‘zgarmaydi.
Demak, transponirlash va elementar almashtirishlar natijasida xos 

matritsa xosligicha va xosmas matritsa xosmasligicha qoladi, ya’ni 
iming rangi o‘zgarmaydi.

r(A) ni ta’rif asosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi. 
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi: agar barcha birinchi 
cartibli minorlar (matritsa elementlari) nolga teng boisa, r(A)=0 
joiadi; agar birinchi tartibli minorlardan hech boimaganda bittasi 
loldan farqli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng boisa, 
'C«4)=l boiadi; agar ikkinchi tartibli noldan farqli minor mavjud boisa, 
ichinchi tartibli minorlar tekshiriladi; bu jarayon yoki barcha k -tartibli 
ninorlar nolga teng boiishi aniq boiguncha yoki ¿-tartibli minorlar 
lavjud boimaguncha davom ettiriladi, bunda r(A)=k- 1 boiadi. .

40



3 -I 3 -2>
.■ ш/«й/ I 4 - 2 5 I matritsaning rangini minorlar ajratish

2 -I 1 8;
II ItlUil 1ор1нц.

Ii I \h UilVshunki, I <r(/l)<inin(3;5) = 3.

itИт hi liiilibli minorlardan bin
-13
-2 5 =-5+6 = 1* 0-

I * litii« III Ifiillhli minorlami hisoblaymiz:

2 - 1 3 2 -1 -r2
S4',' 4 - 2  5 liЖо11 4 -2 1

2 -1 1 2 - 1 8

2 3 ~2 -1 3 -2
- 4 5 1 = 0; tfgbm »/■»<Ni

2 1 8 -1 1 8

lbni ltd UOhlnchi tartibli minorlar nolga teng. Demak, r(A) =2. 
и inn (dplshning minorlar ajratish usuli hamma vaqt ham qulay 

Iim !n\i uiiiivli, chunki ayrim holiarda bir qanchahisoblashlar bajarishga 
In |i И kttlMtll.

I liMiKMiliir almashtirishlar orqali har qanday matritsani bosh 
»llHgniiitliilii|Ji birinchi bir nechta elementlari birlardan va qolgan 
, I. in. nil.ii I nollardan iborat boigan matritsa ко‘rinishiga keltirish 
им и nl lit MiiKulan, ushbu matritsaga

f t  I I I
lo 1 0 0 А- *0 0 0 0
,0 0 0 0,

Httnday matritsaga kanonik matritsa deyiladi. Kanonik 
mmrlhuning rangi uning bosh diagonalida joylashgan birlar soniga teng 
(to’lldi.

r(A) ni kanonik matritsaga keltirib topish usuli matritsani 
4.inonik ко 'rinishga keltirish usuli deb ataladi.
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7-misol. matritsaning rangini uni

kanonik ko‘rinishga keltirish usuli bilan toping. 

Yechish.

' 1 -1 2 3 -■f
A = 2 0 1 -1 2 r2->r2+(-2)r ~

-1 3 -5 -10 5> ^ ->r3 +/J

'l -1 2 3 - i r\ -1 2 3 - f
~ 0 2 -3 -7 4 ~ 0 2 -3 -7 4

0 2 -3 -7 4 >*3->r3 + (- l)r2 °  0 0 o o

'  1 0 o' 'i o os
-1 2 0 1 r2~>r7+ ri 0 2 0

2 -3 0 r3->r3+ (-2 )r,~ 0

oCOl

* 3 -7 0 0 i o

-1 4 0 r5->r5+ rx 0 4 0

rl 0 0" '1 0
0 1 0 0 1

~ 0 -1 0 r3^>r3 + r2~ 0 0
0 -1 0 r4 -> rA + r2 0 0
0 -1 0, r5-»r5+r2 0 0

+ r2:2 
-»■:3 '

Demak, r(A )= 2.

13.4. Mashqlar

1. Agar A matritsa xosmas va simmetrik boisa, A'1 matritsa ham xosmas 
va simmetrik bo'lishini ko'rsating.

2. Agar A kvadrat matritsa va (I-A ) xosmas matritsa boMsa, 
A{l-A)~l =(/-A)'A tenglik bajarilishini ko‘rsating.

l.A= (a |  [b d matritsaning teskari matritsaga ega boiislii shartini toping.
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I I 2 9 
l -7 va C=( 5] boisin. C=A~l ekanini ko‘rsating. 

V. 3 2)
[  f •1 0 -5*' '4 0 5̂

l< H III 1 24 matritsa A- 0 1 -6 matrítsaning teskarí matrítsasi
1 l -1 0 4 1 3 0 4

lllll lül'ltillllllg.

E 11 -3 s'l f3 1 _210 n - *lo -17 21 -1 1  matritsa ^S¡4 2 1 matrítsaning teskarí
-10 6 2J l3 •4 5J

mmihi ,. .i lit' lislimi ko‘rsating.
7, Uorilgan matrítsalardan qaysi birlari uchun teskarí matritsa mavjud 

Im'lmliV

I) A
r s  a

'l  -2 o' '1 2 - f
3 )C= 2 2 6 

3 5 U
; D= 2 1 3 

0 3 10,

N. A (0 boisin. A2 = A~' va A3 =l bo‘lishini ko‘rsating.
U  -h

9. Berilgan matrítsalardan qaysi birlari o‘zaro teskarí matritsalar boiadi?

I  1 o

lo 5,

0  (o i)
« W i)

) if 5 oYva - ;) s[o 3j

í-2A=\ 1 1
i 2 -5J

2) i3 V f 2 “ I2) [-1 3/

4)

matritsa berilgan. A'' matrítsani toping.

i  2 0' r 7 2 -6̂1
0 2 3 va -3 -1 3
J  3 % i 2 1 - 2J

11. A=\ 1 4 matritsa berilgan. A~' matrítsani toping.

12. Berilgan shartlami qanoatlantiruvchi A matrítsani toping:

l2 3J



* 1 о о]
13. АВС = -5 1 0| boisin. C~lB A  ni toping,

О 0 1

14. А =

15. А =

matritsa berilgan. C = A-adjA ko‘paytmaning barcha
m  2 3
4 1 6
7 5 ~K

nodiagonal elementlarini toping. 
f\ 2 i l
0 2 4 matritsa berilio. C= A  adjA ko‘paytmaning barcha

J  3 I I  
diagonal elementlarini toping.

A matritsa berilgan. v4-1matritsani toping:

16. A =
i i ÿ 2 i\ 

2 6 4I 2 -1 17. A =
2 2 4̂ 43 10 8j

A matritsa berilgan. A 1 matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:

18. A =

20. A matritsa berilgan. Matritsaning LU yöyilmäsini toping:

f l f  I I ' 1 -1 0 Г
ф  1 0 1 

1 1 2  1 19. A = -1 0 1 0 
2 - 1 1 2

- Г 1 2 1, ч 0 1 2  0̂

1 )A  = 

3)A  =

5) A

2 ')8 7/
3 1 Ш

-9 0 -4
9 9 14

2) A = 

4) A =

2 0 5 2 
-6 3 -13 -3 
4 6 16 17

6)

6 4\
12 5/
2 3 2 
4 13 9 
-6 5 4 

2 -3  4̂  
-4 8 -7 

6 -5 14 
-6 9 -12 

8 - 6  10

A matritsa berilgan. r(A)ni minorlar ajratisb usuli bilan toping:
1 1 « i *  з'1 f  1 -2

21. Л = -1 3 0 1 22. A=\-1 4-2
3 4 f  i 1 2 -2 7 j
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4 ttiHHIUtt Ihm i lelilí. r(A) ni elementar almashtirishlar usuli bilan toping:

si p -1 3 4̂
24. A = 2 -I 3 -2

1 -4 3 1
y .1 -3 0 - v

1.4. CHIZIQLI TENGLAMALAR 
SISTEMASI

I hl/li|li tcnglamalar sistemasini yechish masalasi chiziqli 
ImmUÍiih asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. Matematika, texnika 

i <i lijiMulIyotning ko'pchilik masalalari chiziqli tenglamalar sistemasi 
> • ♦ • j • 11 ♦ I AxlnJanadi, masalan. geodeziyaviy oichash, elektr zanjirlarini 
!• m i l i i i l i i . l i ,  chiziqli programmalashtirish va iqtisodni rejalashtirish 
IIIHuiiImIiii i chi/iqli tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.

I Mifou

1.4.1. Asosiy tushunchalar

anx̂  + anx2 +...+ a}llx„ = b¡, 
a2ixl +a32x2+...+a2nxn=b2;

amA + a naxi +...+amxn=bn

(4-1)

«IHi'inuga n noma’lumli m ta chiqziqli tenglamalar sistemasi deyiladi.
Mu yerda a)),an,...,amr haqiqiy sonlarga sistemaning koeffitsiyentlari, 

noma’lumlar, bx,b2,...,bm haqiqiy sonlarga ozod hadlar
ücylladi.

(4.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan

A=

a . &

(4.2)

matritsaga (4.1) sistemaning matritsasi (asosiy matritsasi) deyiladi.
Bu matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo'shish orqali
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hosil qilingan

matritsaga (4.1) sistemaning kengaytirílgan matritsasi deyiladi.
(4.1) sistemani

AX-B
matritsa ko ‘rinishida yozish mumkin, bu yerda

f Q\\ *12 •

c= "21 «22 • • 02>. K

■

w
x2 b2B =

A* A ,

(4.3) !

(4.4) !

(4.5)

Haqiqatdan ham,

AX--

+ OjjXj +... +
a$c} +aax2 + ...+a2nxH 

a . x. + am,x, + ...+ax_

K = 5.

(4.1) sistema tenglamalarini ayniyatga ayiantiradigan 
nomaiumlaming tartiblangan x°,xl,...,x°n qiymatlariga (4.1) sistemaninM 
yechimi deyiladi.

Kamidabitta yechimgaega sistemaga birgalikda bo ‘Igan sistema, I  
bitta ham yechimga ega boimagan sistemaga birgalikda bo'lmaganM 
sistema deyiladi.

Birgalikda bo‘lgan va yagona yechimga ega sistemaga aniq sistema, I 
cheksiz ko‘p yechimga ega sistemaga aniqmas sistema deyiladi. Aniqmas | 
sistemaning har bir yechimi sistemaning xususiy yechimi deb ataladi. 
Barcha xususiy yechimlar to‘plami sistemaning umumiy yechimi deyiladi. 1

Sistemani tekshirish deganda sistemaning birgalikda yoki birgalikda I 
emasligini aniqlash va agar sistema birgalikda boisa, u holda uning aniq ' 
yoki aniqmasligini tekshirish tushuniladi. Birgalikda boMgan sistemaning 
umumiy yechimini topishga sistemani yechish deyiladi.

Yechimlari to‘plami bir xil boigan, ya’ni birinchisining har bir 
yechimi ikkinchisining yechimi boMadigan, va aksincha, ikkinchisining 
har bir yechimi birinchisining yechimi boiadigan ikkita sistemaga 1 
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t h Mi> nt {h>n}\ km lili) sistemalar deyiladi.
•1 hlni MlmnNhtlrishlar sistemada elementar almashtirishlar deb

«HlMI
iIMmihii IftUllgan ikkita tenglamasming ocrinlarini almashtirish; 

<«hliMiuiníng istalgan tenglamasini noldan farqli songa 
i |iH\IHl'ili (Imi llsh);

»hU'iiuiiiliig istalgan tenglamasiga noldan farqli songa 
i |mvMt Ilion i l)i»slu|n Icnglamasini qo‘shish.

I l» mu mui ulmashtirishlar natijasida ekvivalent sistemalar hosil
i N i 

(Mil mi

ánx, + an xz +...+ alKxH = bl7
a..x. + + ...+a.x„ = b., m,41 1 22 2 2" " 2 (4.6)

anlx{ + on2x2 +...+amxn = bn
miih IiimiII n tu chiziqli tenglamalar sistemasining 

'a„ %  — <
%1 **22 1A =

vr»!

(4.7)

millUihl U viuliut matritsa boiadi. 
I IIIUlI llNIiníng

' CL,

det A = (4.8)

pjñtllnuntlga (4.6) sistemaning determinanti deyiladi.
A uní dct /4 ** 0 boisa, (4.6) sistemaga xosmas sistema deyiladi. 
Aj¿w ilct A a 0 bo‘Isa, (4.6) sistemagaxos sistema deyiladi.

1.4.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishning Gauss usuli

*i nomn'lumli m ta chiqziqli tenglamalar sistemasini yechishning 
lllnv uiullaridan biri w noma’lumlami ketma-ket yo ‘qotishga
hi.|.ni lir.n) asoslangan Gauss usuími ko‘rib chiqamiz.
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n noma’lumli m ta chiqziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:
I  + al2x2 + ...+alnxn =bJt 
a2l xl + anx2 +... +alnxn = bv   ̂̂

amlXl + a«aX2 + ••• + amnXn = K

(4.1) sistemani Gauss usuli bilan yechish ikki bosqichda amalla 
oshiriladi.

Birinchi bosqichda sistema pog'onasimon ko'rinishga keltiriladi. H
Pog‘onasimon sistema deyilganida

aux, + anx2 +...+auxt +...+aux„ = A,, 
aax2 + ...+a2kxk + ...+a2nx„ = b2,

aUcxk+...+ahlxn=bm 

ko‘rinishdagi sistematushuniladi, buyerda k<n, a „* 0, i- \k . q
Ikkinchi bosqichda noma’lumlar pog‘onasimon sistemadan ketma- 

kettopiladi. v
1-bosqich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz: birinchi 

tenglamaning chap va o‘ng tomonini a^O ga (agar au =0 bolsa, u 
holda bu tenglama sistemaning x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti 
nolga teng boimagan tenglamasi bilan almashtiriladi) boMamiz. Keyin 
hosil qilingan tenglamani (~an) ga ko‘paytirib, /-tenglamaga qo'shamiz. 
Bunda sistema tenglamalarining ikkinchisidan boshlab xl qatnashgan ] 
hadlar yo‘qatiladi va (4.1) sistema quyidagi ko'rinishga keladi:

xx + a^x2 + a$x3 + . . . + =  b™,
a%x2 + a%x3 + ...+ a% xil=i>?\

« f t  + a*lX2 + -  +

bu yerda a f ,  A® = =1^»)-sistemaning birinchi almashtirishlardan 
keyin hosil qilingan koeffitsiyentlari va ozod hadlari.

Sistemada x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti birga teng boigan 
tenglama bor bo‘lsa, bu tenglamani birinchi o‘rinda yozish orqali 
hisoblashlar osonlashtirilishi mumkin.
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im I util tfg’ i i0 deb, sistemaning uchinchi tenglamasidan 
4i I«IhIi i , tit mihi * liiinni yo'qotamiz va bu jarayonni mumkin boiguniga 
[■t u «In\ mu fttlramiz.

Ilu  lidNqlolidn, agar:
ii OkO'finiphd&gi tengliklar paydo boisa, u holda bu tengliklar 

■Itl'di viiltmllndi.
M /i" 1 (// >0) ko'rinishdagi tengliklar paydo bo‘Isa, u holda 

J№ U! In' Klnliliuli, chunki berilgan sistemabirgalikda bo‘lmaydi.
f t'i'u/h /i Pog‘onasimon sistemani yechamiz. Pog‘onasimon

11 in-ill*! /1 Icnglamalar soni n noma’lum lar soniga teng yoki
4 linilm iiliir Nonidan kichik bo iish i mumkin. Shu sababli bu sistema 
jkMtN Vnkl choksiz ko‘p ychimga ega bo iish i mumkin. Agar sistema 
ffchtih-lutk ko'rmishga kelsa, ya’ni k= n boisa, sistema yagona 
MllfyftA hoiadi. Agar sistema trapetsiya ko‘rinishga kelsa, ya’ni 
» ft In i’Un. »»interna cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi.

2x, -  4* ,  -X j = —2,
I mi sol 3jc, + x2 - 2*3 = -11, tenglamalar sistemasini Gauss usuli 

v *, - 2*j + 4*, = 8
Mlftli VMi'lillig,

\wtihlth>
I  bnsi/ich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz:

I*!*iiu'lii va uchinchi tenglamalaming o‘rm larini almashtiramiz;
» i l) }i,n ko‘paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va 

IM) HR ko'puytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma- 
I* "I *|" Nlinini/;

Ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7 
tfrt VH ( V)gH boiam iz.

}  hosqich. x, ning uchinchi tenglamadagi qiymatini birinchi va 
Ikkliitihl longlamalarga qo‘yamiz, ikkinchi tenglamadan *2ni topamiz 
*" tilling (|iym atini birinchi tenglamaga qo‘yib, x. ni topamiz.

Miniemaning yechim larini x2, x, ketma-ketlikda yozamiz.

( 2*, — 4*z — *, =—2, f xl -2x1+4xJ - 8,
3jc, + xt — 2jCj =—11, => i  3*, + x2 - 2*j =—11, =>

*. — 2*. + 4*, = 8 2*. — 4*, — *, = —2
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Г xt - 2хг + 4х, = 8, Í хх - 2х2 + 4jc3 = 8,
=> j 7x2 - 14х3 = -35, => < хг~ 2х} = -5, => 

—9х3 =-18 [ х,= 2

*,= 2, I x,= 2, jЩ Ш ь
=>\ x2 -2*2=-5,=> j x1 =-!,=>]

1 X, - 2хг +4*2= 8 j „X I Ю T II © [*,= 2.

Gauss usulining 1-bosqichini sistemaning o‘zida emas, balki uning 
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega.

Masalan, yuqoridagi sistemaning 1-bosqichi quyidagicha bajariladi:

(  \ f  i \2 -4 -1 -2 Г,-»Г, 1 -2 \ 8
3 1 -2 -11 ~ 3 1 - 2 -11 гг->гг+ (-З)г,
1 -V, 2 4 8 1*3 —»r, 2Ч

_4 1 -2 + (-2)г,

íi -2 4 8 Г1 -2
4

1
8

0 7 -14 *35 r¡ ->г2:7 ~ 0 1 -2 1-5
0 0 - 9 -18 г3 -> г, :(-9) 0

<.
0 1 2

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechishda bu 
usulning boshqa bir turi Jordan-Gauss usuli qo‘llaniladi. Bu usulda 
kengaytirilgan (Л|5) matritsa ustida elementar almashtirishlar bajariladi 
va A matritsa o‘mida I  matritsa hosil qilinadi, ya’ni u (/\X) 
ko‘rinishga keltiriladi. Bunda oxirgi kengaytirilgan matritsadagi 
X  matritsa tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi.

f Щ- % ~ хз =
2-misol -j 5x{ ~ x2 +4*3=3, sistemani Gordan-Gauss usuli bilan 

[ x, + 2хг + 3*3 = 5
yeching.

Yechish.

a. - i - i
i

0 f1 -1 -1
л

0
5 - 1 4 3 гг -> г2 + (-5)/*, ~ 0 4 9 3
1 2 3 5J г, -»г, + Н )г, 0 31 4 5
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hílliiluy íjillh, Gaussning noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotish 
BiM fl ( I I )  sÍNtoma tenglamalarda almashtirishlar bajarish orqali 
Mi|Hi i lit hburohok (ayrim hollarda trapetsiya) shaklga keltiriladi va 
util i|illii|'iiii uchburchak sistema teskari o'rniga qo‘yish orqali 
*МЫ1 Ни usiii matematik nuqtayi nazardan, sistemani uning 
H tM vIn l l.tj yoyish orqali yechish algoritmiga ekvivalent.

( • tiИ.ЧЧ iiNulining LU  yoyishga asoslangan algorítmi.
I l'o'm'rí o 'rniga qoÿish. A matritsaning A = LU yoyilmasi 

Ím|I|Iai||¡

чМгнш yochiladi.

i jf, + 2x7 + 3x3 + xt = 3,
1'mMtl, < 2xt + x2 -2x3 + x4 =-5, tenglamalar sistemasini LU 

[ jr, - X,-Зле, t2x4 =-8

• H tli Ш(|й11 yoching.



Yechish

[Tj 2 3 1' fl 2 3 Л
2 1 -2 11 -HM| +(-2)r,~ 0 |-3j -8 -1
1 |-1 -3 2 Г, —» Г3 + (-l)r, 0 1-31 -6 \л

1 2 
О -3 
О О

3 1 
- 8  -1  

171 2

Awal LY = В tenglamani yechamiz:
ft 0 o'!fa ] 3
F  1 0 = -5
ll 11. Ä Г 8,

Bmidan

= 3, 
ty i+Уг =-5. 

y} + y2 +>>,=-8
Endi UX = Y tenglam an i yechamiz:

X, +2xz +3x3 +x4 =3, 
i 3x2 + в*, + X, = 11, 

2x, + 2x. = О

r3+(-l)r2

rl 4 1 0 O']
2 -3 —» 2 I Bundan L = 2 1 0

J  “ 3 2,. 1 . о
! 1 1, I  i iJ

y,=3,
y2 = -5 - 2y, =-11, 
y3 = — 8—y2 —ул = 0.

13 + 8*
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HUIhmh liHpcNiyusimon ko‘rinishda. Demak, u cheksiz ko'p 
Н Р М  0ЦЯ llwiuln к ning tayin qiymatida sistema xususiy yechimga 
I to tU ll

l i itliiii. A - I (Id vV, t=-7, x2 =6, x3 =-l, x4 =1.

A|fM tliU'iiwi n tu noma’lumdan va n ta chiziqli tenglamadan iborat 
H i  ШШ11ПЧ hi)'I.sa, u holda bu sistemaning yechimi LU yoyish

11 > i|ih 1<1мц1 formulalar bilan topiladi:

У, B bt - Ÿ,likyj, i = 1,2,....«, (4.9)

X, ■ — - S “/,*/!» i = n,n-lt...,1. (4.10)

í V, +3*, - Xj =0, 
f mlstil < 3jt, - хг + 2хг = 5, tenglamalar sistemasini LU yoyisb 

12*1- 4,^+ x3 =7 
I«IiIh m i hin».-
H »ihlsh Avvnl L va U matritsalaming elementlarini topamiz.
Hill ( I  I ) vu (3.2) formulalar bilan aniqlaymiz:

Uu *  aH = 1, un = an — 3, Ml3 = an =—1,

L W & H 3 I =— =—=2,
1 «¡1 1

ii., -/„w„ = —I — 3 - 3 = —10, u23 =ö23 — 12lul3 =2—3■ (—1) = 5,

[ 4-2-3
32 un - 1 0

n  a3, — /31M13 - lJ2un = 1 - 2 • (-1) — 1 • 5 = -2.

I lull y» va .с larni (4.9) va (4.10) formulalar bilan topamiz:

« 6, -/„.y, =5-3 0 = 5, 3̂ =Д - i3Ij ,  -/32̂  =7-3 0 — 1-5=2;

I 2 1 5 - 5 • (-1) :», —  V, = —  = -1, x2 =— (v, - U..X, ) =-- ь V 7 = -1,1 W„ 5 -2 * ии^ 2 23 3 -10
1 , . 0 - 3 • (-1) - (-1) • (-1) л■*, *—(л - V i - ад)=-—= ■' ■' " ; = 2.M„ 1

1 toinuk, x] = 2, X, =—l, x3 =-1.
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1.4.3. n noma’Iumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasini 
tekshirish ya yechish

n ta nomaiumdan va m ta chiziqli tenglamadan iboratj
(4.1) sistemani qaraymiz. Bu sistemaning matritsasi A, kengaytirügan 
matritsasi C boisin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3) 
tengliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4.1) sistema birgalikda boiishining 
zarur va yetarli shartlarini aniqlovchi teorema bilan tanishamiz. Bu 
teorema rus va o‘zbek tilida yozilgan adabiyotlarda Kroniker-Kapelli 
teoremasi deb yuritiladi.

1-teorema. (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda boiishi uchun 
sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari teng, ya’ni 
r(A ) = r{C ) bo iish i zarur va yetarli.

Isboti. Zam rligi. (4.1) sistema birgalikda bo‘lsin. Bu 
nomaiumlarning qandaydir tartiblangan x°,x¡,...,x°n qiymatlarí sistema 
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. C matritsa ustida 
quyidagi almashtirishlami bajaramiz: uning oxirgi ustuniga (~xf) ga 
ko‘paytirilgan birinchi ustunni qo'shamiz, keyin (- * ') ga ko‘paytirilgan 
ikkinchi ustunni qo‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (-*”) ga 
ko‘paytirilgan( «-ustunni qo‘shamiz. Natijada, sistemayechimining 
ta’rifiga ko‘ra, C matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan 
quyidagi C, matritsaga o‘tadi:

\x aM •. a[„ o'

c~c, = a2l aa • a2. 0

a»2 • °>
Elementar almashtirishlar matritsaning rangini o'zgartirmaydi, ya’ni 

r(C )= r(C ,) boiadi. C, matritsaning oxirgi ustuni nollardan iborat I 
boigani uchun r(C ,) = r(A). Blindan r(A ) = r(C ) kelib chiqadi.

Yetarliligi. r(A )=r(C )=r boisin. (4.1) sistema birgalikda ekanini 
ko'rsatamiz. A matritsaning noldan farqli r-tartibli minorini sistema 
tenglamalari va nomaiumlarining o4rinlarini almashtirish orqali chap 
yuqori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor C matritsa uchun ham 
minor boiadi. Shu sababli nomaiumlaming biror x0v,x02i...,x0„ qiymatlarí 
dastlabki r  ta tenglamani va shu bilan birga qolgan k -tenglamani ham 
qanoatlantiradi, bu yerda k> r. U  holda (4.1) sistemada oxirgi
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M • I* I* nj'liimnni tashlab yuborish va uni

1 ,#, + al2x2 +...+altlxll = bl,
aJ(x, + anx2 +... + a2nxn = b2, $ 8 ®

d„x, + ar2x2 +...+amxn =br

•» him lilliin iilinushtirish mumkin. Bunda ikki hoi bo iish i mumkin: 
j i  ti.k.1 >. n ( r>n boimaydi, chunki A matritsajami n ta ustunga

h Ini l|iiiiulu (4.11) sistemaning nomaiumlari soni tenglamalari 
! •■»!*N •• "!' In i'liu li. Hundan tashqari, sistema determ inanti nolga teng 
HUM« NImi mnlutbli (4.11) sistema yagona yechimga ega boiadi. 

■ pgiH  I'M ulNlemaga ekvivalent (4.1) sistemaning birgalikda va aniq 
« ' i ''* Im 'IIhIiI Kolib chiqadi.

i H tin (4.12) sistemani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

dMX| + al2x2 +...+alrxr = ¿>, — alr+lxr+, -%**-a¡nxni
anx, +a21x2 +...+a2nx„ = b% -a2r̂ x„, -...-a2nx„y ¿  j L

ar¡x, + at2x2 +...+arrxr =br — a„+lx,+1 —,,.—amxn.

Mu «lUloimining koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinant nolga 
■ |i IJ holda xr+pX,+1J...}xB noma’lumlarga biror qiymatlar berib, 
it  I I  «liilumnning x,,x2,...,x r yechimini topsa boiadi.

E  nomaiumlarga istalgan qiymatlar berish mumkin. Shu
In ilt ll ('112) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi va bu
■ m im.h'ii rkvivalent (4.11) sistema birgalikda va aniqmas sistema 
h i l'ii11 I ooroma to iiq  isbotlandi.

hluilliingan teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
I nulljn. Agar birgalikda boigan sistema matritsasining rangi 

HuitínMlimlnr loniga teng boisa, sistema yagona yechimga ega boiadi.
I m illju, Agar birgalikda boigan sistema matritsasining rangi 

HHIMM'hmilor sonidan kichik boisa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
Hi!1 U ll

i l l )  n I stoma birgalikda. boiishining zarur va yetarli shartiga va bu 
«hli iiMinl yeehishning Gauss usuliga asosan n noma'lumli m tachiziq li 
Irtish ni hilar sistemas ini tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga 
midi Iludí,
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Tekshirish {Gauss usuli): sistemaning kengaytirilgan m atritsasi 
(mos ravishda asosiy m atritsasi) elementar alm ashtirishlar yordamida 
pog‘onasimon ko‘rinishga keltirilad i (pog‘onasimon m atritsa -  bu 
pog‘onasimon sistemaning m atritsasi).

6 unda:
— agar r(A ) *  r(C ) bo‘lsa, sistema birgalikda bo‘lmaydi;
— agar r(A ) = r(C ) = n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari 

soniga teng bo‘isa, sistema birgalikda va aniq boiadi;
— agar r(A ) = r(C ) < n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari 

sonidan kichik bo‘Isa, sistema birgalikda va aniqmas boiadi.
Yechish: M atritsaning rangi va noma’lum lari soni taqqoslanadi.
Bunda:

— agar r(A ) = r(C ) = n bo* Isa, ya’ni sistema bazis 
m inorining tartib i noma’lum lar soni bilan ustma-ust tushsa, n 
no’m alum li n ta ch iziq li xosmas tenglam alar sistemasi yechiladi;

— agar r(A ) = r(C )=r<n b o isa, sistemada (n - r) ta erkin 
noma’lum lar hosil qiiinadi. Bunda xl,x2,...,xr - bazis (asosiyÛ 
noma’lum lar, xr̂ ,xM,...,xa - erkin nom a’lum lar bo iad i.

Erkin  noma’lum lam i sistema tenglam alarining o‘ng tomoniga 
o‘tkazamiz:

Oy,xx + Oy2x2 +  ...+alrxr = b] — — • 

a„x. +  + . . . + a, x =b, — a . .x  .21 I 22 2 2m n 2 2r+l r+1

arlxx +ar2x2 + . . . +  anxr =br - a^ x ^  - 
yoki matritsa ko‘rinishida

(4.13)

bu yerda
a,2 . ■ <*Xr

A = a2X an •• °lr

arl • arr

detA *0,

(4.14)

X .  =

x\ % )
/  _  \

x2 II

îttf

K
» 4 = -

°2 .„

,X' J A , A * ,
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( I l l )  NiHlcina berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent va uning yechim i 
\ *• * i * и i • I <i qiiriilgan usullardan istalgan b iri bilan topiladi.

I i kin yochimlar jcr+1 = c„ *,+2 = c2,...,xa = c„_r qiymatlar qabul qilsin.
II lioldii (4.14) sistema

AX, = B0+ cA +  (4.15)

bM'ilulilinl oladi va x{,x2, bazisnoma’lumlar c „ c2... c„_r qiymatlar
M ill I шГ I и ill ko‘rinishda ifodalanadi:

xi =x/(cl>cl»-»cM)> i= l,2 ,...,r.

Mil I i 11M1 i bo‘lmagan AX  = В  sistemaning yechimini 

' xi(c „c2,...,cm_rŸ

X  =
xr(cl,c2,...,cn_r)

c.
(4.16)

llllllll mullitsa ko‘rinishda yozish mumkin.
I i к III noma’lumlar istalgan son qiymatini qabul qilishi mumkin. 

HHu UMbitbli (4.1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo'ladi.
(4.16) ifoda (4.1) sistemaning umumiy yechimini aniqlaydi. 

ImiiiIiim о‘zgarmas laming tayin qiymatlariga sistemaning 
■МЩв|у yochimlari mos keladi.

X, + 2хг - 4x3 — 0,
5л, + Зх2 - 7x3 = 8, tenglamalar sistemasini tekshiring va 
5x, - 4x2 + 6x3 = -1

gulling.
Yvchish Tekshirish Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida

• I* iiii'tiiar almashtirishlar bajaramiz:

1 2 -4 0 1 2 -4 0

5 3 -7 8 r2^>r2+ (“5)Г1 ~ 0 -7 13 8

3 -4i
6 -1

i Й -> r3 + (-5)r, 0с -14 26 -1/r, -> r, + (-2)r,
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\  2 -4 0
0 -7 13 8
0 0 0 -17

V y

r(A )=2*3 = r(C ) . Demak, sistemabirgalikdaemas.

(x, — 4xj+2x3 =—1,
2x,-3x2 - x} -5 xa =-7, tenglamalar sistemasini íékshiríng 
3x¡ — 7x2 + x3— 5x 4 = -8

va yeching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida 

elementar alm ashtirishlar bajaramiz:

r2 ->r2 + (-2)r, 
r3 ->r3 + (-3)r,

-4 2 0 - iN
C= 2 -3 -1 -5 -7

3 -7 1 -5 -8
y

1 - 4  2 ,0  
0 5 - 5  -5, 
0 5 - 5 - 5

V

-5
-5 r3 ->r3 + (-l)r2

1 - 4 2 0  
0 5 - 5 - 5  
0 0 0 0

-5 |r, -»/; :5~ 
0

> < N
1 -4 2 0 -1 -> ¿?2 + 4c, i 0 0 0 0 Cj -^Cj +c2 1
0 1 - l -1 -1 C3 ->c3 + (~2)ci~ 0 1 -1 -1 -1 c4 ->£4+*¡M ,
0 0 0 0 0J 0 0 0 0 0

j +C1 J

1 0  0 0 
0 1 0  0 
0 0 0 0

Yuqorida keltirilgan ci ->ci + Xck belgilash i'-ustun bu ustunga X 
songa ko‘paytirilgan k -ustunni qo'shish natijasida hosil qilinganini 
bildiradi.

r(A )=2=2=r(C ) < 4 . Demak, sistema birgalikda va aniqmas. 
Yechish. x, va x, noma’lumlami bazis deb olamiz va ekvrvalent
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Ыннмн! V i'/lililí/:

VH V, c, deb berilgan sistemaning umumiy yechimini
I

*i
V,

»,
xtj

'- 5  + 2x3 +4xt 
— l + x3+xA 

c.

-5' Ш '4 '
-1 1 1.;ss: + Cj +e2
0 1 0

, 0 , Щ Л

Imi ih i Ih »,, p, - Ixtiyoriy o'zgarmaslar.

I .'1.4. Xosmas tenglamalar sistemasini yechish

M III иоипГкипН va n ta chiziqli tenglamadan iborat (4.6) xosmas 
H)j#it|ll Itmuliunttlar sistemasi berilgan bo'lsin.

PftMMItMN rlii/.i(|li tcnglamalar sistemasini yechishning ikkita usulini 
<1'имуж1*

M atritsalar usuli

М и  u m i I (4.6) s i s t e m a n i n g  ushbu
AX = B (4.17)

ими и «и ku'rlnlshini yechishga asoslanadi.
À ni и irl (mu xosmas bo‘lgani uchun A~! mavjud boiadi.
{'I I /) twiglikning har ikkala qismini chapdan A~x ga ko‘paytiramiz:

HiiHilfiii
A-'AX = À-'B, IX  = A~'B.

X  = A '1 В (4.18)

kvllli ' lllqm li.
(»I IH) tonglamaga chiziqli tenglam alar sistemasini m atritsalar 

HHtll b ilan  yechish form ulasi deyiladi.

m isai
x} — хг+ x3 — 5,

2x, +x2+ x} = 6, tenglamalar sistemasini matritsalar
X, + хг +2х3 =4

ill II hl Inn yeching.
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Yechisk Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

det A =
1 m  l
2 1 1 
1 1 2

2 — 1 +2-1 + 4 —1 = 5^0.

Demak, sistema — xosmas.
Determinant elementlarining algebraik toidiruvchilarini aniqlaymiz:

A„ = 1 1 
1 2 = 1.

2 1 
1 2

= -3, A, = 2 1 
1 1

=1

4u=-
-1 11 I 1 I 1 -1

1 21 * 2
= 1,

| i i
= -2,

-1 1 1 1 1 1 -1
A* = 1 1

iHCN11

2 1
= 1, Â  =| 2 1

=3

U  holda 9
!* 3 - 2̂

3 1 1 
1 -2 3

Sistemaning yechimini (4.18) formula bilan topamiz: 

1X  = A 'iB=~ 
5

1 3 -2 
-3 1 1 

1 -2 3

r5' ' 5 + 18-8 ' 15' ' 3̂
6 1

~ 5
-15 + 6+4 II

U
t 

1 - -5 = -1
I

/ 5-12 + 12, . 5> , 4
Demak, x  = 3, x, = -l, x =1.

Determ inantlar usuliyoki Kramer form ulalari

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning bu usuli determinantlar 
nazariyasiga asoslanadi.

2-teorema. Agar (4.6) sistema xosmas boisa, u holda sistema I 
yagona yechimga ega boiadi va bu yechim quyidagi formulalar bilan 
topiladi:

60



hhihh III 
liH iil nil

I \ j ) t .... Dn determinantlar D = àe\A  determinantdan mos
lldliltlgi koeffitsiyentlami ozod hadlar bilan almashtirish orqali

•till,
(•!,(>) sistemaning matritsa ko‘rinishidagi yechimini. 

hi I I I H| liiiniulani quyidagi koiinishda yozib olamiz:

il* i

Ы 4  Д, - ДГ щ
_  1 An Ajj ... Д2 Ьг
“ D

A «  4» - 4«, А,

' ДА +ДА+-•+Д,0
л, D

Axlbl + Anb1 +. .+ДА
щ D

U J ДА +ДА +...+Ambn
1 D /

Altbx + А^Ьг + ... +
Ъ *

х _ Д А  + АпЬг + ...+АагЪп 
D

_  A h  + Д А  +.«■+ Д Аy = D-— — ----- !2L-2

h  in* ohlqidl.

IkUiiuliitlun, Д А  + Д А +•■•+Д А  ifoda

«I» I» miimmining 1- ustun elementlari bo‘yicha yoyilmasiga, ya’ni Dx ga
IM S'

I >cmak,
Д



(4.19) tenglikning qolgan formulalari shu kabi isbotlanadi: 
A xnD

Dx„
D

D,xi=-^ (/=1,«) formulalarga Kramer form ulalari deyiladi.

(2xl + 3x2 + 2x3 = 9,
jc, + 2xx — 3.Xj = 14, tenglamalar sistemasini Kramer 

3jc, + 4x2 + x3 =16

formulalari bilan yeching.
Yechish. D va £>„ i = 1,23 determinantlami hisoblaymiz:

2 3 2 I 9 3 2 I
D= 1 2 -3 =■—5*0, 14 2 -3 =—12;

3 4 1 116 4 1 1
2 9 2 2 3 9

D 1 14 -3 =-18; É - 1 2 14 = 12.
3 16 1 3 4 16

Kramer formulalari bilan topamiz 
12^=^-=— =2, ' D -6 D -6 D

12
= - 2 .

Shunday qilib, n noma’lumli n ta chiziqli xosmas tenglamalar 
sistemasi yagona yechimga ega bo‘ladi va bu yechimni yoki 
(4.18) matritsalar usuli bilan yoki (4.19) Kramer formulalari bilan 
topish mumkin.

1.4.5. B ir jin s li chiziqli tenglam alar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng bo‘lgan ushbu

a2tx, + an x2 +... + alnxn = 0, (4.20)

sistemaga bir jin s li tenglamalar sistemasi deyiladi.
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14 MI) lliloma ososiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari 

Mil Nhu Hiibubli bu sistema hamma vaqt birgalikda va nolga 

!•»* I|in lluvial) x, *x 2 = ...,= xn = 0 yechimgaega.

Mu |m.li It’iiyjmnalar sistemasi qanday shartlar bajarilganida

■  l»«>imugan yechimga ega boiadi? Bu savolga quyidagi 

ÍWUhIhi |nvnh hcradi.

I tfflhuiiu (4.20) tengiamalar sistemasi nolga teng bo‘lmagan 

»'un boiishi uchun sistema matrisasining rangi sistema 

IpilMlliHl Miiildiin kichik boiishi, ya’ní r< n  boiishi zarur va yetarli.

M f M  /.uvuvligi, M a ‘lumki, r < n . r = n  boisin deymiz. U  holda 

IMIiM liiiiniiliiNidagi D * 0 va barcha Dt =0 boiadi. Shu sababli 

#IhhihIiii niMetnusi yagona yechimga ega boiadi:

D.
x .= - l  =  0, D .  =0, D * 0.

D

IiHlüils, (•! 20) sistemaning trival yechimlardan boshqa yechimlari 

i| AjiM! lililí bor boisa, u holda r< n  boiadi.

rcn boisin. U  holda birgalikda boigan birjinsli sistema 

tiftM Imv"liuli, Domak, sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega boiadi, 

WN iiIhM iiu iiyrimlari nolga teng bo‘Imaydi.

I i» ni tfiiin, n nomaiumli n ta chiziqli bir jinsli tengiamalar 

■||n( Huípil long boimagan yechimga ega boiishi uchun sistema 

IllHiMilHlilf.!, dclerminanti nolga teng boiishi, ya’ni det^ = 0 boiishi

10 vil \din II.

hf'i'ii XantrUgi. Agar det^^O ( yoki r = n) boelsa, sistema yagona 

di Mi'll ImgQ ega boiadi. Demak, sistema nolga teng bo‘lmagan 

lllllilifi boisa, sistemaning determinanti detA=Q boiadi. 

uhhllMW Agar det/í = 0 boisa, r<n boiadi. U  holda 3-teoremaga 

HI, lUlvinil cheksiz ko‘p yechimlarga ega boiadi, bunda ulardan 

iinl-iii ii-»leu long boiinaydi.

* i • umita. Agar X] va X2 ustun matritsalar (4.20) sistemaning 

llllllhill IihÍnu, u holda bu yechimlaming chiziqli kombinatsiyasi 

ctX l+c2X2

ill Ml) mMuinaning yechimi boiadi, bu yerda ct.c2 -istalgan haqiqiy

III

hboii I roicmaning shartiga ko‘ra,

AX, = 0 va AX. =0.
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U  holda istalgan c, va c2 sonlari uchun

c,AX¡ = 0 dan A(ctX ,)=0 , 

c2AX2 =  0 dan A(c2X 2) =  0 

boiadi. Bu tengliklami qo‘shamiz:

A(clX l) + A(c2X 2) =  0

yoki

A(c,X, +  c2JT2) =  0.

Demak, X, va X 2 yechimlaming c,X, + c2X 2 chiziqli kombinatsiyaM 

(4.20) sistemaning yechirai boiadi. Bunda X, va X 2 yechimlar 

fundamental sistema tashkil qiladi deyiladi.

x3 = 0,

3*,-*2- =0, bir jinsli tenglamalar sistemasinl

2Xj + *2 — 2*3 = 0

yeching.

Yechish. Sistema detenninantini hisoblaymiz:

det/1 =

1 -1 

-1 -1 

1 - 2
-2-2-3-2-l + 6 = -3*0.

Demak, sistema sistema trivial yechimga ega: *, = *2 = *3 = 0. ¡

(
x, — *2 — Xj+ *4 =0,

2*,-2*2 + *3 + *4=0, bir jinsli tenglamalar sistemaslfti 

5*, — 5x2 — 2 * 3  +  4*4 =  0

yeching.

Yechish. Sistema matritsasini pog‘onasimon ko(rinishgli 

keltiramiz:

ñ _ 1  A =  2 -2
-1 *1

5 -5 -2 4 Jr3

>r2 +(-2)r,' 

y?; +(-5)r,

1 -1 

0 0 

0 0 1 Jr3 r3 + (“IK
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i >i -i г Cj -+C2 +c¡ 1 0 0 o"

Il (1 3 - 1 с, ->c, +c, ~ 0 0 3
-1 с i с

Il 0 0 0 c4 -><?4 + (-l)c, 0 0 0
°, сл -> c2

j | II 0 (1 \ 0 0 Í '1 0 0 ip
Il 1 1 1 0 - 0 -1 0 0 сг -»Cj (-1)^ 0 1 0 0
1 о 0 0 0 ct -tCy +3Cj 0 0 0 0 0 0 0 0,

y p(i4)* J. h - 4, /•</?.

linterna nolga teng bo4magan yechimga ega. Bunda 

llHilniiliin Ikkitasi bazis o‘zgaruvchilar, qolgan ikkita yechim erkin 

)HiиV t liilni ho'ludi. 

a. » » s, «cl doymiz va

Г j c, -c2 +jc4 =0, 

3(?ü - л:4 = 0

•1ми»цм euit bo'lamiz.
■ 3c,, X, =s ct - 2сг yechimga ega.

Ми ||цмп MlNlemaning umumiy yechimini topamiz:

3c2 j

RM ЙЦл1жм1 XllRUiiy yechim laming chiziqli kombinatsiyasi ko‘rinishiga 

H IIU iIMII/

X  -

'c^ - 2 c2' V
c\ +

0
~ c\

1
+ c2

0
0 & 0 i

l o j , Зсг A 3 >

IHiiiiln X.

'O '-2"

1

< РЭ »

0

0 1

t 3>

xususiy yechimlar yechim laming

WHlIaniHiliil Klltemasini tashkil qiladi.
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1.4.6. Chiziqli tenglamalar sistemasini 

matematik paketlarda yechish

Kompyuterli matematika sistemalari (K M S ) yoki maternai! 

paketlar matematikaning turli masalalarini yechishda ken g qoilaniladi, 

Hozirgi vaqtda matematik paketlaming turli variantlari yaratilgan! 

Maple, MathCAD, MatLAB, Mathematica, Direve.

Chiziqli tenglamalar sistemasini bu paketlardan birinchisida, ya’ni 

Maple matematik paketida yechishni qisqa bayon qilamiz. Batafsll 

bayon maxsus kurslarda beriladi.

Ax- b  tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan 

yechilishi mumkin.

1-usul: solve buyrug'i bilan.

Bu buyruq bilan (4.1) ko‘rinishda berilgan chiziqli tenglamalar 

sistema yechiladi.

Yechish.
> eq:={2*x + 6*y + 5*z = 0 ,2*x + 5*y + 6*z =-4, 5*x + 7*y +8*z =-7):

> solve {eq, {x,y,z}};

12-misol tenglamalar sistemasining uraumiy vu

Sistemaning xususiy yechimini topish uchun z o‘zgaruvchiga suIm 

buyrug'i bilan tayin qiymat berish kerak:

> subs {z=l,s}

{x=-l,y=2^=-2}

bitta xususiy yechimini toping.

Yechish.

>  eq:={x -7*y + 9*z =-6,2*x -3*y + 5*z =-3,3*x +y+z =0}:

> s:=solve {eq, {x,y,z}};

{x=-l,y=2^=l}
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< n u i /  Il ...... I\ I ( A ,I>) buyrug‘i bilan.

Nil Imyrutl bllitn linalg  paketidan A x= b  tengiam aning yechimi 
H l | | f  Miittiln Imyruqning argumenti: À  -m atritsa; b  -  vektor.

I )x I 7 y  +  1 3 z =  0,

M  «Ou»/ | U  i 1 + 12z = 18, tenglamalar sistemasini Gauss usuli 

[S.* 4  25,y + 16z=39

lUn I i Immulnlari bilan m atritsalar usuli bilan yeching.

• #»#*/#

[ I ) IHM»■muni ( huiss usuli bilan yechamiz:

P Nlllill liii'Hi'Aljjcbra):

A •- • * l,.Vd>|<7,14,25>|<13,12,16»;

2 7 13' 
A:= 3 14 12 

5 25 16
Il I- « IH,.W"*;

~0 ‘ 

b= 18 
39

2 7 13
15
3
3
7.

0 0

liNMiiMliiiiKlimination(A,'method,='FractionFree');

2 7 13 
G 7 -15
0 0 -3

H h IiiciiiIKo w  KchelonF orm(<A|b>);

1 0 0 -4 '
0 1 0 3
0 0 1 -1
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2) Sistemani Kramer formulalari bilan yechamiz:

> with(Student| LinearAlgebraJ):

> d := « 2 ,3 ,5>|<7,14,25>|<13,1 2 ,16» ;

I 2 7 13 I

d=, 3 14 12

5 25 16

> d:=Determinant(d);

d?= —3

> dxl :=«0,18,39>|<7,14,25>|<13,12,16»;

0 7 13 ’ 

dx1= 18 14 12 

39 25 16 ,

> dl:=Determinant(dxl);

dl^Yl

> dx2 := « 2 r3,5>|<0,18r39>|<13,12,16»;

*  2 0 13 I 
dx 2= 3 18 12

5 39 16 I

> d2:~Determinant(dx2);

d2:= -9

> dx3 := « 2 ,3 ,5>|<7,14,25>|<0,1 8 ,39 » ;

dx 3 =

2 7 0

3 14 18

5 25 39

> d3:=Determinant(dx3);

d3 :=3

> x:=dl/d;y:=d2/d;z:=d3/d;

X := - 4 y :=3  z — 1 

3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:

> with(Student[ LinearAlgebraJ):

> A  := « 2 ,3 ,5>|<7,14,25>|<13,1 2 ,1 6 » ;

(2 7 |||

/1 = 13 14 12 

If  25 16,
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V I III

И » «WO, 18,59»;

k i  ЛА(-D.lli

76 213 98'

3 3 3
12 33 15

~ 3 ~ 3 3
_ 5 15 1

" 3 3 3

о

В  :=| 18 

139

Mil

X :=  3

1 HiWilvi«(A,l») buyrug‘ining argumenti sifatida mos ravishda A  va 

П М Н м Ь и  ollnsH, bu buyruq bilan A X  = B  matritsaviy 

щРЙцЫны \n In mini ham topish mumkin.

matritsaviy tenelamani/ / HlhSOl,

'l

0 -2

'l3 -4 6Л 

2 4 2

»M llllljl,

\ ° ; Г 2 5 5>

I »
H llli| Hi nil«* nt| Linear Algebra]): 

t  < - — 1,0,1>|<3,1,-1>|<-1,-2,0»;
1 3 -1

0 1 - 2
1 1 0

Aa(-I)5

A .•=

J  7

' < 13,2,-2>|<-4,-4,5>|<6,2.5»;

B:=
13 - 

2 
- 2

4 2

5 5

69



2 3 5'

Х :=  4 - 2  О .

1 1 -I

A  matritsaning yadrosi deb shimday vektorlar to‘plami x ga aytiladifcj, 

A  matritsaning bu vektorlar to‘plamiga ko‘paytmasi nolga teng, ya’ni Ax 0 

boiadi. Bunda A  matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamalar sisteman 

yecliimlarini topishga ekvivalent bo‘ladi.

A  matritsaning yadrosini kernel (A ) buyrug‘i bilan topish mumkin.

i x +  y =  0,

4.15-misol. « 2y —z =  0, tenglamalar sistemasini yeching.

J* +  3y — z =  0

Yechish.

> with(linalg):

>  A  :=array

'1 1 O'

*  A>= 0 2 - 1

I  3 Щ

> kernel (A ) :

{1-1,1,2]}.

> Х:=АЛ(-1).Б;

1.4.7. Mashqlar

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

4.1.

4.3.

x3 — x2 +x3 = 2,

Xl + X 2 ~ X 3 = \

[5x, — x2 +  x3 =  1.

Jtj+ % +  5X3 +2*4 = X 

2xt +  Х2 + 3x3 + 2xt = —3, 

2x, +  3x2 +1 lx3 +  5x4 =  2 , 

Xj + x2 + 3x3 +4x4 =  -3.

4.3.

xt -f x2  — Xj+ 2 x4 =3, 

2xj —x2 + X3 ~ x4 = 1, 

3xj +x2 + 2x3 — xA =  5» 

Xj —x2 +  4X3 — 5 %  =  2.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

t
2xj +  x2 +3x3 =  —13, 

x ,+ 2 x2- X j=  -2 , 

3Xj 4- x2 -4xj =  7.

3xj + 2x2 — Эх, = —1, 

4.6. ¡2x1 + x2 +2x3 = 4, 

x, — 3x, +  x, =  9.
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•  Il

11

I || 1 h . I t, 3«, - *4. f 2x, +jc2 +  x4 =  4,

I, 1 t| 1 ■ 1,
4 8  I xt~x2+ 2*3 + 2*4Я  1

I §f( — 0, 1 x2 +3*, + 2*4 = -5,

I III)* << * *-2. [Зх,-*2+2*3 = 3.

Ц К « ! ! ,  t, л,* 8, f *, — 2*2—3*3 + 5*4 = —1,

K i l l 4 10 <**—3*2 +2*3 + 5*4= —3,
1 », », t i, V,, - 0, 15*, —7*2 +9*j +10*4 = —8,

Г |||| 1 * », h i » , 16, [ *, - *2 +5*j = -2

Ui<*Ui>»nln «iNtemnsini Jordan-Gauss usuli bilan yeching:

I », • At, 1 It, 21, f *, +3*2 + =—2,

) Il I III, 1 », - IK. 4.12. |з*, -2*2+ 3* ,=  5,

] |h  • 4  i *lv, -33, [4*, +3*j+5*j = 1.

|lM|lniiMlnt nUlcmasini LU  yoyish asosidayeching:

I U h t >2jt( ш»Ч% f *| - 2*j +  *з=3,

H E ,  1 M , 4.14. |—4*, +5*2 + 2*3 =0,

¡I1 Ц  4», " 2 , [ 6*1-9*2+ *3 = 6.

, I  » », 1 JU, *  0, Г *, -3*2 + 2*3 = 1,

1  i, 1V, 1 .V, --5, 4.16. ] X, -2*2 = 1,

III, 1 U , i .14, * 1. [ 2*2-3*, =-3.

М|!*мпм1.н nUtcmaflini matritsalar usuli bilan yeching:

» 4 « ,  « 1 - 3 . Г 2*, +  *2~ * 3  =  2,

1 1 9  к » ,  i  3 « ,  t - l , 1.4.18. <2*, +  2*2 -3*з =-3,

i 1 « ,  M, -  ft [ * ,+2*2-2 * , =-5.

i  It, i  дг,  K, Í2*,+7*2— *з =10=

1 I I  I • 11 1«, « 1«, 10. 1.4.20. i *, + 2*2 + *, = 2,

t*. m 4j«, - 4 [ з * ,  -5*2 +3*з = -5.

ИЩ|й1Пй1пг 4ÍHlemasini Kramer formulalari bilan yeching.

f5*. +7*, — I,

♦ i l

..

i l l

1. 17,

It, «П.

Il, 1 1л1, •■ 5,

i», 'i Зл’л *» 4

U, - 2Xt ■• 8.

> \, 1 ЗА’, •■ 6,

fl.li 1' ftjf, •■ 9,

||> ■ -6.

1*4,22* W , +  4*2 =  10 

(2x,-2x2+ X,

1.4.24. I X, +3*2 + *,

[зХ| +2*2 -2jCj

fax, + d*2 + 

1.4.26. i х,+а2х3+ X)

X.+ ахг+ах3

=-3, 

= -5.

— a, 

= 1.
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Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:

4.27
I2x, +3x2 + 2x, = 0,

13̂ 1 — x2 + 3xj = 0. 

[3x, + x2+2x3 — 0, 

4.29. | jc,+2xj—3x,=0, 

[5x, + 5x2 - 4*j =0.

f3x, - x2+4x, =0,
1.4.28. 1

(5xj+3x2+3xj = 0.

i2x, +3x2 + x ,=0 ,

1.4.30. |3x, -2xj +3x, = 0,

|4x,+3x2+5x, = 0.

4.31.

x, +3Xj—6xj +2x4 =0, 

2x, — x2 + 2x, =  0,

! 3x, - 2x2 +  2x3 - 2xi =0, 

[2X|+ x,+4ij+8x4=0.

1.4.32.

x,- 3^-2xj+ 3x4 =0, 

x, +2x2 - 4x4=0, 

x ,-4x2 +  xj + 10x4=0, 

2x, +  2x, — x4 = 0.

Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasini 

toping:

4.33.

xt-x2 + Xj—x4 =0, 

2x, + x2 +  x, +x4 =  0, 

4x, -x2 +3xj - x4 = 0.

I x, t  3x2 — x, - x4 =0, 

1.4.34. 12x.-x2+ x, =0, 

I x, + 10x2 - 4x, - 3x4 = 0.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan, Kramer formulalari bilan 

matritsalar usuli bilan Maple^natematik paketida yeching:
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2.1. VEKTORLAR

Vektor nisbatan yangi matematik 

tushuncha hisoblanadi. «Vektor» terminining 

o‘zi 1845-yilda Uilyam Rouen Gamilton 

tomonidan kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son qiymati va 

yo‘nalishi bilan xarakterlanuvchi obyektlar 

bilan ish kcrrilganida duch kelinadi. Bunday 

obyektlarga kuch, tezlik, tezlanish kabi fizik 

kattaliklar misoi boiadi.

Vektor matematikaning turli boiimlarida, 

masalan, elementar, analitik va düferensial 

geometriya boiimlarida qoilaniladi. Vektorli 

algebra fizika va mexanikaning turli 

boiimlariga, kristallografiyaga, geodeziyaga 

tatbiq qilinadi. Vektorlarsiz nafaqat klassik 

matematikani, balki boshqa ko‘plab fanlami 

tasavvur qilib bo‘lmaydi.

2.1.1. Asosiy tushunchalar

Tayin uzunlikka va yolnalishga ega 

boigan kesma vektor deb ataladi.

Vektor AB yoki 5 bilan belgilanadi. 

Bunda A nuqtaga vektoming boshi deyilsa, 

B nuqtaga uning oxiri deyiladi.



Boshi va oxiri orasidagi masofaga vektoming uzunligi yoki moduli 

deyiladi. Vektoming moduli |ÆB|yoki|3| ko‘rinishda belgilanadi. I

Boshi va oxiri ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi 

va 5 bilan belgilanadi. Bunda |0|=0 boiadi. Nol vektor yo‘nalishga ega 

bo‘lmaydi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi va ko‘p 

hollarda ê orqali belgilanadi.

a vektor bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektorga a vektoming orti 

deyiladi va a" bilan belgilanadi.

1-ta’rif. Bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziqlarda 

yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

5 va b vektorlarning koIIinearligi a\\b deb yoziladi. Kollinear 

vektorlar bir tomonga yo‘nalgan (yo‘nalishdosh, ular a'X't b kabi 

belgilanadi) yoki qarama-qarshi tomonlarga yo‘nalgan ( ular a t  lb  kabi 

belgilanadi) boiishi mumkin. Hoi vektor har qanday vektorga kollinear 

hisoblanadi.

2-ta’rif. Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar 

komplanar vektorlar deb italadi.

3-ta’rif. a va b vektorlar kollinear, yo‘nalishdosh va uzunliklari 

teng boisa, ularga teng vektorlar deyiladi va â=b kabi yoziladi.

Vektorlar tengligining bu ta’rifi erkli vektorlar deb ataluvchi 

vektorlami xarakterlaydi. Bu ta’rifga asosan erkli vektomi fazoning 

ixtiyoriy nuqtasiga parallel ko‘chirish mumkin boiadi.

Erkli vektorlar tushunchasidan foydalanib, vektorlarning 

kollinearligi va komplanarligi uchun boshqa ekvivalent ta’riflami berish 

mumkin: agar ikkita nol boimagan vektorlar bir nuqtaga ko'chirilganida 

bir to‘g‘ri chiziqda yotsa, bu vektorlarga kollinear vektorlar deyiladffl 

agar uchta nol boimagan vektorlar bir nuqtaga ko‘chirilganida bir 

tekislikda yotsa, bu vektorlarga komplanar vektorlar deyiladi.

Ayrim hollarda vektoming erkli ko'chirilishi chegaralanishi 

mumkin. Agar vektoming qo‘yilish nuqtasi qat’iy fiksirlangan boisa, bu 

vektorga bog‘langan vektor deyiladi. Agar vektoming boshi joylashishi 

mumkin boigan chiziq berilgan boisa, bu vektorga sirpanuvchi vektor 

deyiladi. Bogiangan va sirpanuvchi vektorlar nazariy mexanikada keng 

qoilaniladi. Masalan, M  nuqtaning radius vektori bogiangan vektor 

boiadi; aylanma harakatda aylanish o‘qida joylashgan burchak tezlik 

vektori sirpanuvchi vektor boiadi.

74



VlfcUMlrtHil «1‘i'shish, ayirish va vektorai songa ko‘paytirish amallari 

mihlii ilihiqli amailar hisoblanadi.

Hill Hm ti vh /» vektor berilgan boisin. Istalgan O  nuqta olib, bu

i 11, | vektomi parallel ko‘chiramiz. A nuqtaga AB = b 

IhihI i|ii'ynini/, Bunda birinchi vektoming boshini ikkinchi 

|||Mlllll|l iihIi I bl Inn tutashtiruvchi OB vektorga a va b vektorlaming 

M M M /  ilryllndi, yn’ni O B = a  + b (1-shakl). Vektorlarni qo‘shishning 

!)|i h -tili ih hhurcliak qoidasi deb ataladi.

HillIlM vcklumi parallelogramm qoidasi bilan ham qo‘shish 

mkI-im hiiiiui); uchun O  nuqtaga OA = a va O C =b  vektorlarni 

HWili v ii ulardan parallelogramm yasaymiz. Bunda 

M|||ii||iHiiitiitiiiig O  uchidan oikazilgan OB diagonal a + b 

HplUffH •" mdl ( I shakl).

2.1.2. V ektorlar ustida chiziqli am ailar

1-shakl.

b  Ulf iMK'ltlti vektomining yig“indisini topish uchun bu vektorlarga 

» ' • l i"iliinlnn ko‘pburchak (siniq chiziq) hosil qilinadi. Bunda 

(ftiwlll luilmhi

HpIftlllllU boihida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida boigan vektor 

n> Bplfl hflk bnrcha vektorlarining yig‘indisiga teng boiadi. Bir necha 

MitMHl huudny qo‘shish usuliga ko ‘pburchak qoidasi deyiladi. 2- 

HpItlM lu’rllii ü,b,c,d vektorlaming yigindisi s vektor tasvirlangan.

«I VN /• vektorlaming ayirmasi deb, a vektor bilan b vektorga 

11111 n11i boigan (-6)vektor yig‘indisiga aytiladi, ya’ni 

( M " r i  * (* />)•

i h iiyinnani topish uchun ä va b vektomi umumiy O  nuqtaga 

<|n uwil/ IIunda b vektor oxiridan ä vektor oxirigayo‘nalgan vektor 

| /• vi>liinriii bcradi (3-shakl).
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OA = a va OB =b  vektorlarga qurilgan OACB parallelogrammning 

diagonal vektorlari bu vektorlaming yig‘indisidan va ayirmasidan iborai 

boiadi (4-shakl).

2-shakl. 3-shakl. 4-shakl.

a vektoming A * 0  songa ko‘paytmasi deb, a vektorga ko!linear, 

uzunligi | A¡-|5| ga teng va yo‘nalishi A >0 boiganda a vektor 

yo‘nalishi bilan bir xil, A<0 boiganda 5 vektor yo'nalishiga qarama- 

qarshi boigan Xa vektorga aytiladi.

Vektomi songa ko‘paytirishning bu ta‘rifidan quyidagi xossalai 

kelib chiqadi:

1-xossa a (5 *0 ) va b vektorlar kollinear boiishi uchun b = Xd 

boiishi zarur va yetarli, bu yerda A-birorta son;

2-xossa. 3=¡3|*3" (5 * 0 ) , ya’ni har bir nol boimagan vektOjP 

uzunligi bilan ortining ko‘paytmasiga teng boiadi.

Vektorlar ustida chiziqli amallar ushhu xossalarga ega.

Io. a + b  = $  + a , 2‘. (a +  b )+e  =  a + (b + c)|1

Wi 5  +  0 =  3 ; 4°. 5  +  ( - 5 )  =  0;

5°.X(fja) = (X- f/)a; 6o. (A +  n)a ~ Xa +  /jaj l  1

7a. A (3 +  l>) =  A5 + A ¿ ; 8°. 1 -5  =  5,

Xossalaming isboti vektorlami qo‘shish va ayirish qoidalari hamdft 

vektoming songa ko‘paytirish ta’rifidan bevosita kelib chiqadi.
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lint .lila Kossalardan birínchisini isbotlaymiz. AB vektor à 

I;t /Ц м>Мпг h dan iborat 

(I -liiil-l) U liolda vektorlami d

iMlHlHH "• IiImiioluik xossasiga 

i«' MMlihuichnkdu

я г  ш й^Е

llnlnpiiiiniiining xossasiga

AD = B C , D C  = ÂB .

5-shakl.

Ч .-I •••» I.Hiii i|o*nh¡shning uchburchak xossasiga ko‘ra, A DC

МЫ шЫ и

AC  - A D  + D C  = b + ä

mi

■ЦИЙйИ. il i /> » h + à kelib chiqadi.

ABCD to‘g‘ri

Inin luikiiltig tomonlari

J 1 </• i XI -  D C  tomonning 

H |  \ ( II tomonning o‘rtasi (6- 

M) iM, 4Ñ,MÑ vektorlami mos 

рйо Hi Vit A l i tomonlar bo‘ylab 

hIji'hi « va У birlik vektorlar orqali

«|Ц|Ш

li-i khlt /I I a i • cï boiishini hisobga 

i |м|*»1МН/

1в=\АВ\-1 = íí, ~ÂD=\~ÂD\-]=4j. 

i» mIihU|iu ko'ra,

I  l'U  Л/с D C  = —ÂB  =  —l ,  B N  = Ñ C = —B C - —Ä D  = 2 j .
2 2 2 2 2

Ih ImiiiI M "‘*•!»ish qoidasi bilan topamiz:

4M- *  AD + D M  = 4 j + - T ;  A N  = AB  + B N = 3 Ï + 2 j;

m = Ш + Ш - Ñ c =- 7- 2].2 J
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Sanoq boshini aniqlovchi nuqtasi va birlik vektori berilgan to‘g‘ri 

chiziqqa o 'q  deyiladi.

ë birlik vektor va O  nuqta / o‘qni bir qiymatli aniqlaydi.

M  nuqtadan / o‘qqa tushirilgan AAX perpendikulyarning A, 

asosiga A nuqtaning l o 'qdagi proeksiyasi deyiladi (7-shakl).

AB (AB *  0) ixtiyoriy vektor 

boisin. Ax va fi, bilan mos ravishda 

AB vektor boshi va oxirining l o ‘qdagi 

proeksiyalarini belgilaymiz. A

A,B, vektorga AB vektorning l

o 'qdagi tashkil etuvchisi deyiladi.

4-ta’rif. AB vektorning l o ‘qdagi , g r 

proeksiyasi deb ±j AxBl | songa aytiladi 

va Pr( AB bilan belgilanadi. Bu son 7-shakl.

AjB, tashkil etuvchi va •  l o‘q bir tomonga yo'nalgan boisa musbatj 

ishora bilan, aks holda manfiy ishora olinadi (7-shakl).

Demak,

Pr̂  ~AB — i  | ~AJBX |.

5-ta’rif. à vektor bilan uning /o ‘qdagi tashkil etuvchisi â, vektor 

orasidagi q> burchakka â vektor bilan lo ‘q orasidagi burchak (ikki 3 vu

5, vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, 0 < <p < n (8-shakl). J

Vektorning o ‘qdagi proeksiyasining asosiy xossalari bilan 

tanishamiz.

1-xossa. a vektorning / o‘qdagi 

proeksiyasi a vektor modulining bu 

vektor bilan o‘q orasidagi q> burchak 

kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni 

Pr,a=ja|cosç> .

Isboti. Agar a vektor bilan /o ‘q

orasidagi burchak o‘tkir 0< ® < — I{ 2J o ai I
boisa, a, tashkil etuvchi va / o ‘q bir 8-shakl.

tomonga yo‘nalgan boiadi.

2.1.3. Vektorning o‘qdagi proeksiyasi
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Pr,a =+|tfi [=ja|coŝ >.

tl vvklor bilan / o‘q orasidagi burchak o‘tmas y^<q><n^ 

lu 1I1UI iluvchi va / o‘q qarama-qarshi tomonga yo‘nalgan

Pr, |=~|fl| c o s (tt - (p) =| a | cos q>.

huMsa, u holda

l| >1 lui o*q bilan o‘tmas 9-shakl.

Ipili litolikll i|il»a, manfiy boiadi;

11 Vi li h u o’q bilan to‘g‘ri burchak tashkil qilsa, nolga teng bo‘ladi.

« Mitiljii l'uug vektorlaming bitta ocqdagi proeksiyalari teng

t sm\n Mie nechta vektor yig‘indisining berilgan o‘qdagi 

. M  \>nl voklorlaming shu o‘qdagi proeksiyalari yig‘indisiga teng, 

Imiiiii

Pr;(a + b + c)=  Pr,â + Pr, £>+Pr, c . 

il • il4 /; + c boisin.

|,iil)lu i'» *hnkl)

Pr, d  =+1 dx |=+| a, I +| 6, 1 -| c, I,

M |

Pr, (5 + b + c) = Pr, 5 + Pr, è+Pr, c .



3-xossa. Vektor skalyar songa ko‘paytirilsa, uning o‘qdagi 

proeksiyasi ham shu songa ko‘payadi, ya’ni

Pr,(A3) = A • Prf a.

Isboti. Vektoming o‘qdagi proeksiyasining 1-xossasigako‘ra, I  

A > 0  da Pr,(A5)=|Xa\cos<p = A|3|cosp = APr,a.

A < Oda Pr,(Aa) =j Aa|cos(?r-(p) — -X\a\(—coŝ >) = Aja\coŝ > = A • Pr,a. 11 

A = 0 da Pr,(0-a) = 0 = 0Pr, a — A-Pr,a.

3-natija. Vektorlar chiziqli kombinatsiyasining o‘qdagi proeksiynml 

bu vektorlar o‘qdagi proeksiyasilarining mos chiziqli kombinatsiyasigd 

teng, masalan,

Pr,(ka + nb) = ¿Pr,a +  nPr, b .

2-misol. ABC to‘g‘ri 

burchakli uchburchakning

katetlari BA = 5, B C = & f i . ABC 

uchburchak balandliklari bo‘ylab 

yo‘nalgan' vektorlaming AC  

gipotenuza bo‘ylab yo‘nalgan / 

o ‘qdagi proeksiyalarini toping.

Yechish.

ZBAC = (p, Z.BCA= y/ boisin 

deylik.

U  holda

BA 5 1
cos q> =

AC  ,j52 + (5^3Y 2
cosy/

BC 5>/3

AC  -y/52 +(5-j3)2 2

ABC uchburchak balandliklari bo‘y!ab yo‘nalgan vektorlar AB > (7Í, 

BD boiadi (10-shakl). B u  vektorlaming / o‘qdagi proeksiyalajiul 

topamiz:

Pr, AB =1A B I • cos® = 5 •—=-4 
7 n  1 Y 2  2

Pr, CB=-\CB\- cosy/ =  -5-n/3 ~ = ,

Pr, B D  =J BD  | • cos— = 0.
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1.1.4.  Volito rlarning chiziqli bog‘ liqligi. Bazis

l'i-li "  1« Imivll H' fu/oda ál,a2,a] vektorlarberilgan boisin. Ixtiyoriy

i, •tinldtlil olimiz va á,,á1,a1 vektorlardan

3 *= a,5, +  a 2a2 + a3a3 (1.1)

>M)I 111 / ii 1111 /  Hunda a vektorga ál,a1,...,arl vektorlaming 

i famblutilslviisl, a i,a2,a 3 sonlarga bu chiziqli kombinatsiyaning 

Un-.i», uii.nl ilcylladi.

Il I* »11 \|m»i 9 ,,^ ,a. vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng 

'íii>i|'>in 'iliiindiiy sonlar topilsa va bu sonlar uchun

«,3, + a 2a2 +  a 3a3 = 0 (1.2)

■I plIirilNU, i, vektorlar sistemasiga chiziqli bog'liq vektorlar

M i

f tu‘• II Agitr (1.2) tenglik faqat a ,= a 2= a 3 =0  bo‘lganda o ‘rinli 

M  ,» »1,, ti, Vlktorlar sistemasiga chiziqli erkli vektorlar deyiladi.

I liiiiinm i#,,ri,,ri, vektorlar chiziqli bog‘liq boiishi uchun ulardan

> )»ti illlfii'lUílilti bittasi qolganlarining chiziqli kombinatsiysidan

II JW* llil'l /Jtrur va yetarli.

huí /nmrli^i. Berilgan vektorlar chiziqli bogiiq boisin. U

11 ') loiiglik bajariladi, bunda a k (k = 1,2,3) sonlardan kamida 

|§| M»*|||ii U’MH hoimaydi. a3 * 0  boisin deylik.

IimIiIm

Mi, V» ni <i, veklor qolgan vektoraming chiziqli kombinatsiyasidan

bhuliliyj Berilgan vektorlardan bittasi, masalan, á, qolganlarining 

¡til lininlilniilsiysidan iborat boisin:

3, =cc,á, + a 2a2.

Minutan
a,at +cc2a2 + (-l)33 =0

i dili|inll, ya'ni (1.2) tenglik a 3=-lda bajariladi. Demak, berilgan 

ifldf i hl/u|li bogiiq.
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7-ta’rifga ko‘ra bitta nol bo‘lmagan 3 vektordan iborat sistcum 

chiziqli erkli boiadi, chunki a 3 = 0 tenglik faqat va faqat a = 0 du 

bajariladi.

Demak, bitta 3 vektordan iborat sistema faqat va faqat 3 0 

boiganida chiziqli bogiiq boiadi.

Tekislikdagi vektorlaming chiziqli bog‘liq yoki chiziqli erkfl 

boiishi haqidagi masalani qaraymiz.

2-teorema. Ikkita 3, va 32 vektor chiziqli bogiiq boiishi u c h d  

ular kollinear boiishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. 3, va 32 vektorlar kollinear boisin. U  holdli 

32 = A3, boiadi, bundan ЛЗ,+(-1)а2=0  yoki а.Д + a1a1 = 0 . DemalJ 

vektorlar chiziqli bogiiq.

Yetarliligi. 3t va 32 vektorlar chiziqli bogiiq boisin. U  hold« 

a,3, +a2a2 =0 tenglik a, va a2 sonlardan kamida biítasi, masalan, 1 a.

noldan farqli boiganida bajariladi. Bundan 32= — -a, yoki a2

kelib chiqadi. Demak, vektorlar kollinear.

Bu  teoremadan quyftagi natija kelib chiqadi.

4-natija. Ikkita 3, va 32 vektor chiziqli erkli boiishi uchun ular 

kollinear bo‘lmasligi zarur va yetarli.

3-teorema. Agar e} va ê2 biror tekislikning ikkita kollinoai 

bo‘lmagan vektorlari boisa, uholda shu tekislikning istalgan 

uchinchi 5 vektorini bu vektorlar bo‘yicha yagona usulda

yotgan to‘g‘ri chiziqlaming

kesishish nuqtalarini mos ravishda A¡ va Аг bilan belgilaymiz ( Ib  

shakl).

Ikki vektor yig'indisi ta’rifiga ko‘ra, ÔÂ = OAx+ A lA , bu yerda

a.

chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri ~2 

chiziqlar bilan ë, va ë2 vektorlar 11 -shakl.
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H  »*ким1 hUobga olinsa

5 = Щ + 0 1 .  (1.4)

■ М  ''  ' vi klorlur kollinear boigani uchun OAx =«,ë  va shu kabi 

r l-м IhiIi lin Icngliklarga ko‘ra, (1.4) tenglikdan (1.3) tenglik

P  Htii|M«ll

H  in  ntlm.miiiK a, va a, koeffitsiyentlari bir qiymatli 

itiétn и ililnl ko UMlnmiz. Riming uchun

a = ffî + ß2e2 (1.5)

|Ц|Ий „MV jiiil In•'l'iin dcb faraz qilamiz.

i i 111* iifillluil ( 1.3) tenglikdan hadma-had ayirib, topamiz:

(а ,- Д)е,+(а2-ß2)e2=0.

tniiijm Im il il, ef, va vektorlar kollinear emas. U  holda 1-narijaga 

-i iil*n * I • i > и i li erkli. Shu sababli oxirgi tenglik faqat a, - ß, = 0 va 

к и liii'lgiinidu bajariladi. Bundan a, = ßx, a2 = ß2. Demak, 

h  и iliinmliii', <#, va пг koeffitsiyentlari bir qiymatli aniqlanadi.

I Н им nui I ckislikdagi har qanday uchta vektor chiziqli bogiiq

il, «i,. ci, vektor lardan ikkitasi, masalan, 3, va ä2 kollinear 

||И1Ьн lin'llln, 1* holda 32=a ,3l yoki a2 = a ta. + 0ä,bo‘ladi. Demak, 

lÉill *• И««»lili chiziqli bog‘liq.

ll.it, 'i, vvk tor lardan istalgan ikkitasi kollinear bo‘lmasin.

I ■ In i li 1н I loorcmaga ko‘ra ä, vektorni

ä, =а,а, + cc2ä2,

11 ini'ln Li yn/luh mumkin. Demak, ä„a2,ä. vektor lar chiziqli bog'liq.

I VH I liorcmalardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

I  tt >«1111* I ckislikdagi chiziqli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan ikkiga

I  NHll|u Tckislikdagi vektorlar uchun ko‘rsatilgandagi kabi 

s i'k loriar uchun quyidagi xulosalami ko‘rsatish mumkin:

I) IU'IiIh vektor chiziqli bog‘ Iiq bo‘lishi uchun ular komplanar 

M i l  /,..<11 vayctarli;

i I U'ltlit vektor chiziqli erkli boiishi uchun ular komplanar 

Й|цт«||((| /niur va yetarli;
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3) Agar elte2,e3 vektorlar komplanar boimasa, u holda istalgaii a 

vektor bu vektorlar bo‘yicha yagona ko‘riixishda yoyilishi mumkin, 

ya’ni

a = ar,e, +  a  2e2 + cc3e3; (1-6)

4) Uch o‘ichovIi fazodagi har qanday to'rtta vektor chiziqli bogiiq 

boiadi;

5) Fazodagi chiziqli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan uchga teng.

| Tekislikdagi bazis deb, istalgan ikkita chiziqli erkli vektorga aytiladi.

5-natija va 3-teoremaga ko‘ra, tekislikdagi istalgan a vektomi ex,e2 

bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish mumkin, ya’ni

3  = a ,e ,+ «2e2. (1*7)

(1.7) tenglikka a vektoming e„e2 bazis bo‘yicha yoyilmasi, a,,a2 

sonlarga ä vektoming %,% bazisdagi affin koordinatalari deyiladi va 

a = {ax\al) deb yoziladi.

| Fazodagi bazis deb, istalgan uchta chiziqli erkli vektorga aytiladi. II

6-natijada keltirilgan xulosalarga ko‘ra, uch oichovli fazodagi 

istalgan a vektomi ex>e2,e3 bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish 

mumkin, ya’ni

a = afix +cn2ez + . (1-8)

Bund a ax,a 2,a 3 sonlar a vektoming e15e2,e3 bazisdagi affin 

koordinatalari bo‘ladi, ya’ni a = {a.;a2;a3} .

3-misol. Uchburchakli muntazam piramidada AB, AC, A D  - A 

uchning qirralari, D O - D  uchdan tushirilgan balandlik (12-shakl). Agar 

ex,e2,e3 mos ravishda AB,A C ,A D  qirralar bo'ylab yo‘nalgan vektorlar 

boisin. D O  vektoming ex,e2,e3 bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.

Yechish. Vektorlami songa ko‘paytirish amalining xossasiga ko‘ra:

AB = X E , A C  = \e2, A D = X}e{> 

bu yerda -haqiqiy sonlar.
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I'lrmnidaning bir uchidan chiqqan qirralarida yotgan e;,e.,£3 

'•h'lilm komplanar emas. Shu sababli D O  vektomi ei}e2,e3 bazis 

III*- v him yoyish mumkin.

I'iiiti>lid;) muntazam boigani uchun 

mi in I- hnlandligi asosining medianalari 

hn|i ill iril l nuqtasiga tushadi, ya’ni 

• 1 in lihnl'diak medianalajrining kesishish 

iiih||iinI bo'ladi.

Vcktorlami qocshish qoidasiga ko‘ra

D O  = DA + AO.

DA = -A D  = -A,e3
I 2 rr: 2 AB +  A C  ,i t  I AM - ------------------- = —(Xe, + A,e,).

3 3 2 3 ^ 1 ^ m 12-shakl.

DO = -X jß3 + —(A,e, + A2e2).

2.1.5. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar

I'azodagi bazis sifatida o‘zaro perpendikulär boigan 

Vrklorlarni olaylik. Bunday bazis 

tiritniormallashgan bazis deyiladi.

Ilundti 7,] ,k vektorlar bazis ortlari 

dob utuladi.

Koordinatalar boshidan mos 

i it vi Hilda X,J,k bazis ortlari 

yo'nnlishida o'tkazilgan Ox,Oy,Oz 

O'qlarga koordinata o'qlari deyiladi.

()xt()y,Oz o‘qlardan tashkil topgan 

Khv koordinatalar sistemaga to'g'ri 

burchakli (yoki dekart) koordinatalar 

NiNtcmasi deyiladi.

Fazoda ixtiyoriy a vektomi olib,
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uning boshini koordinatalar boshiga keltiramiz, ya’ni â = OM  vektornl I 

hosil qilamiz (13-shakl).

a vektoming koordinata oqiaridagi proeksiyaiarini topami/., | 

Buning uchun OM  vektoming oxiridan koordinata tekislikiariga parai Ici 

tekisliklar o‘tkazamiz va ulaming koordinata o‘qlari bilan kesishialfl 

nuqtalarini mos ravishda A/,, M 2, M 3 orqali belgilaymiz. B u  tekisliklar 

koordinata tekisliklari bilan birgalikda diagonallaridan biri OM  vektor 

boigan to‘g ‘ri burchakli parailelepipedni hosil qiladi.

Bunda

Prx5=|OMtJ, Pr^âsïJOMîl, T?izâ=\OMi\.

Bir nechta vektorlami qo‘sbish qoidasiga ko‘ra,

5 = <2M, +M lN  + N M .

Yoki M XN = OM i, NM  =  O M %ni hisobga oîsak.

a = ÔMi +  ÔMi +  OM*. (1 -9)|

Shunindek, *

ÔM2=\ÔMz\'h ÔM3=\ÔMA-k. (1.10)

a = OM  vektoming koordinata o‘qlaridagi proeksiyaiarini mos 

ravishda ax,ay va az orqali belgilaymiz, ya’ni \OM\\=ax, \OMi\=ay,f 

\ÔMi\-at.

U  holda (1.9) va (1.10) tengliklardan topamiz:

a = aj + ayj +ajc. (1-11)

(1.11) tenglik a vektoming ij ,k  bazis bo‘yicha yoyilmasi deb 

yuritiladi. ax,ay,at sonlarga a vektoming dekart koordinatalari (yoki 

oddiygina koordinatalari) deyiladi va 5-{ax;ay;az} kabi yoziladi.

a={ax;ay;a j  vektor berilgan boisin.

To‘g‘ri burchakli parallelepipedning diagonali haqidagi teoremani 

qo‘llaymiz:

\ÔM\*= |ÔMi|2+|QM2|2+|ÔMî|2,

Bundan

\a\l=al+al+a22
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■ | ■ • I inining uzunligi uning koordinatalari kvadratlarining 

HrM lllniHli kvmlrat ildiziga teng.

i vi Morning Gx,Oy,Oz o‘qlar bilan tashkil qilgan burchaklari mos 

h lililí)) 11,(1,)' boisin (13-shakl). cosa, cos/?, cosy lar a vektoming 

■I tillltll uve hi kosinuslari deb ataladi.

V. I l.imlng o‘qdagi proeksiyasi 1-xossasidan topamiz:

at =|a|cosa, ay =¡ü|cos/?, at^a\cosy.

MiKliltili ii / Oboiganida

cosa=— , cosy=-^-, cosP=^~ . 0 *13)
|3 |  P f  \a\

M l  I) Icnglikdan (1.12) formulani hisobga olib, topamiz:

cos2 a  +  cos2 P + cos1 y =  1, (1*14)

i »ñu nol bo‘lmagan vektoming yo'naltiruvchi kosinuslari

i \ miImlInrining yig"indisi birga teng.

Hundan 5° birlik vektoming koordinatalari cosa, cosp, cosy 

(tliihlll kclib chiqadi, ya’ni a° ={cosa;cos/?;cos>'}.

4-misol. Uzunligi 15|=2 ga teng vektor Ox,Oy koordinata o‘qlari 

lillfiit a = 6 0 ° ,= 1 2 0 °  li burehaklar tashkil qiladi. a vektoming 

li i m >i i.l inalalarini toping.

Ytchish. Vektoming o‘qdagi proyeksiyasining 1-xossasisiga ko‘ra:

a, =j a I cosa = 2 cos 60° =2- — =  1;*-■ i 2

ay =j a | cos p  =  2 cos 120° =2-f—

Vektoming uzunligini topamiz:

2 = ̂ /l + l+a].

a\= 2 yoki at = ^ 2 , az =№%¡2.

\a \= y ja l + a 2y + a ] , (1.12)

Bundan
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Demak,

5 = {1;-1;V2} yoki 3 = {1;-1;-V2}.

5 va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan boisin: 

a = axi + ay] + atk , b~ bj +  byj  +  bxk .

Vektoming o‘qdagi proeksiyasining xossalariga kocra:

a± b=(ax±bx)i +  (ay ±by)j +  (aI±bi)k, (1.15)

Xa= Xax i+ Xayj  + Xat 1 , (1,16)

(ax ~K>

a-b <o t (1.17)1

Ia* ~bt-

Shunday qilib,

1) vektorlar qo‘shilganida (ayriiganida) nlaming raos koordinatalari] 

qo‘shiladi (ayriladi); n

2) vektor songa ko‘paytirilganida uning barcha. koordinatalari shu 

songa ko'payadi;

3) teng vektorlaming mos koordinatalari teng boiadi va aksincha.

5-misol. a = -4Ï-2j+4k vektor berilgan. Bu vektorga qarama-qarshí| 

yo‘nalgan, kollinear va uzunligi \b\-9 boigan vektominá 

koordinata larini toping.

Yechish. b vektoming koordinatalari bx,by,bti ya’ni b = {b^b^b^ 

bo‘lsin.

ava b vektorlar kollinear boisa a=Xb boiadi, bu yerda A-biror

son.

U  holda ikki vektoming tengligi shartidan

bx = Xax, by = Xay, b3 = Xa3

yoki

bx = -AX, by = -2A, bz= 4A.

Bu koordinatalami va b vektoming uzunligini hisobga olib, 

topamiz:

-s/16A2 + 4A2 + 16A2 = 9, ±6A = 9 yoki A = ±-.
2 V
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• I vu /■ vcktorlar qarama-qarshi yo ‘nalgani uchun A<0, ya’ni

I Mumli. Ü ■{6;3;-6}.

I, ( u n < I i natlar boshiga qo‘yilgan va oxiri M  nuqta boigan f  = OM  

M  nuqtaning radius vektori deyiladi. M{x\y\z) nuqta radius 

t»kli'ilrtlii|tkoordinataiari r = {x; y, z} boiadi.

Muilil nuqtada va oxiri B(x2;y2;z2) nuqtada boigan

vvklonii qaraymiz. A va B 

m M|i iliiiimi]', radius vektorlarini mos 

IHi i lit lu «{(Xiî^îz,} va r2={x2;y2;z2) 

liuliull

I l nluiklga ko‘ra, AB = r2-rl.

Miiinlmi ( 1.15) tenglikka asosan

Ml (xfrx,)T+(& - y j j +(z2 - z j k  

ptkl

(1.18) B j j l

Shunday qilib, vektoming 

Ikiiiiiiliiitttalari uning oxiri va boshining mos koordinatalari 

•h liimisiga tcng.

(1.18) tenglikdan AB vektoming modulini topamiz:

\ÂB\ = V(*2 ~*i)2 + Cv2 - y-.)2 + (z2 - zvY • (1-19)

AH vektoming uzunligi A va B  nuqtalar orasidagi masofani 

Nlllqluydi. Shusababli (1.19) tenglikka ikki nuqta orasidagi masofani 

bt/flsh formulasi deyiladi.

6-misol. Parallelogrammning uchta ketma-ket uchi berilgan: 

A{ l;3;l), Æ(-2;-5;3), C(0;-1;1). BD  diagonal uzunli gin i toping.

Yechish. Parallelogramm D  uchning x;y;z koordinatalarini 

piinillelogramm uchun AD = BC  ekanidan aniqlaymiz. AD  va BC 

voklorlami (1.18) formula ko‘rinishida yozamiz:

AD = {x+l;y-3;z-ï},

BC =  {0- (-2);-! - (—5);1 - 3} =  {2;4;-2}.
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U  holda AD = BC tenglikdan x + l=2, y-3=4 , z-1--2, ya'nl 

£>(1;7;-1) bo‘Iishi kelib chiqadi. BD vektoming koordi nata lar ini ■ 

topamiz:

BD  = { 1 - (~2);7 - (—5);—1 - 3} =  {3;12;-4}.

U  holda

|2Ю|=>/з2 +  122 +(-4)2 =  л/9+144+16 = 13.

va £(x2;_y2;z2) nuqtalarni tutashtiruvchi kesma berilgmi

AC I
boisin. AB kesmáni berilgan A> 0  nisbatda bo‘luvchi, ya’ni —

tenglikni ta’minlaydigan C(x;y;z) nuqtani topish masalasini yechami/. ] 

Masalaning shartiga ko‘ra, AC vaCB vektorlar kollinear, ya’ni i 

AC = ЛСВ.

U  holda

AC = {x-x£y-yl-tz-zl}, CB = {x2 -x;y2-y;z2 -z} 

inobatga olinsa,

X  - X, = Л(х2 -x), y-y, = Л(у2 -у), z-z,= Ä(z2 - z).

Bu tengliklardan x,y,z larni topamiz:

X = ÍL± ^., + z = 2' + **‘ . (120)
1+A  #  1+A 1 + A

(1.20) formulaga kesmani berilgan Л nisbatda bo ‘lish form ulaA 

deyiladi.

(1.20) tengliklardan A = 1 da kesma o‘rtasining koordinatalarini 

topish formulalari kelib chiqadi:

Xt+Xi y ¡+ y ? z .+z , J
*= - Ly 4  (1-21)

1-izoh. Tekislikda yotuvehi AB kesma uchun ( 1.20) va (1.21 ) 

formulalar quyidagi ko‘rinishlami oladi:

x ■ *1+Л*1 У,+*Уг ( i  22)
1 + A ' 1+A *

y = yi± lL. (1.23)
2 2
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m / (i lid) vu B(4;9) nuqtalami tutashtiruvchi AB  kesmani 

I I Mhluiiiln ho ’ luvchi С  nuqtaning koordinatalarini toping.

Лцм» | il i Л | | ri Л | boMsa, a va b vektorlar qanday shartni

Ml 11* I H ’ IV vu j« + 6 1= 24 boMsa, \a-b\ ni hisoblang.

I, Лцй! M AH kesmaning o‘rtasi bo‘ Isa, iazoning ixtiyoriy О  nuqtasi

411 rt/‘ 1 /' kesinalar ABC uchburchakning medianalari bo‘lsa,

.. . il Itfiiulikni isbotlang.

|Af 1IH' uchburchakning bissiktrisasi. AB=a, ~AC = b , |5|=2,

■ 1  is vektorni toping.

teng yonli trapetsiyada ZDAB = 60“, | AD |=| DC  |=| CB\=2, 

|| MVlNhdn DC  va BC  tomonlarning o‘rtalari. NM  vektorni mos 

ih vi» 4l> tomonlar bo‘ylab yo‘nalgan m v a n  birlik vektorlar orqali

м писанки f)A a va OB=b  vektorlar qo‘yilgan. АО В burchak 

UllllII yotuvchi biror OM  vektorni toping.

Alh '¡) parallelogrammda AB=a  va A D = b , M — parallelogramm 

'(«»Ними keiishish nuqtasi. MA, MB vektorlami a va b vektorlar orqali

in nlnji qimday qiymatida c=a-mb va d = —Jba+6b vektorlar kollinear

I It In и bislsda a = {m-\;2), 6={3;n;6} vektorlar berilgan. a va b vektorlar 

Im'Uil m va n ni toping.

2 .1 .6 . M a s h q l a r

1111 1 OH) tenglikni isbotlang.
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11. ABCD  to‘g ‘ri burchakli trapetsiya asoslari | AB\- 4 va |C D |= 2 vu 

ZABC = 45a. ~ÂB, ~ÂD, D C , ~ÂC vektorlaming Cflvektor bilan aniqlanuvchi o‘qqa J 

proyeksiyalarini toping.

12. ABC  teng tomonli uchburchakning tomonlari 2-JÏ ga teng, 

AD.BF,CF-uchburchakning balandliklari. A B , BC , C A , A D , B F , iCÜ ' 

vektorlarning ZBAC  burchak bissiktrisasi bo'ylab yo ‘nalgan / o ‘qqa 

proyeksiyalarini toping.

13. ABCD  parallelogrammda P  va Q mos ravishda BC  va CD  tomonlarnifl 

o‘ rtalari. Bazis vektorlar ë, - AD  va ë2 =A B  boMsa, PQ  vektorni bu bazis 

bo'yicha yoying.

14. OACB to‘g‘ri to‘rtburchakda M  va iVmos ravishda BC  va AÛI 

tomonlaming o ‘rtasi. O C  vektorning O M  =â  va ON  = b vektorlar bo ‘yicha 

bazisga yoying.

15. ABCD  piramidada P va. Q  mos ravishda AD  va BC  qirralarning o'rtasi, 

Bazis vektorlar ë, = Â B , ë7 = Â C  va ët= A D  bo'lsa, PQ  vektorni bu bazis bo 'yichal 

yoying.

t t  — » —  —  .  .  ..
16. OABC  tetraedr benlgan. OA,OB,OC  vektorlardan iboratboigan

bazisda O F  vektorni toping, bu yerda F -asos medianalarining kesishish nuqtasi. I

17. Tekislikda uchta 5={3;-2}, b ={-2;l} va c={7;-4} vektorlar 

berilgan. Har bir vektorning qolgan ikki vektor bo‘yicha yoyilmasini toping.

18. 5={2;1;0}, 6={1;-1;2}, c={2;2;-l} vektorlar bazis tashkil qilishini 

ko‘rsating. d  =  {3;7;-7} vektorning shu bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.

_ _ _ 1 2 -
19. fl =  {-l;5;-2} va 6 =  {2;-1^} vektor berilgan. 3a-2Z> va --â+-b

vektorlaming koordinata o ‘qlaridagi proeksiyalarini toping.

20. 3  =  {i;-l;2}, 6 =  {-2;-3;l} va c =  {0;—3;—2}vektorlar berilgan. - 25+36-d ) 

va 35-2é +2c  vektorlarning koordinata o'qlaridagi proeksiyalarini toping, j

21. Tomonlari a={-l;0;7} va b =  {5;-4;-5} vektorlarga qurilgan 

parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.

22 Â B = {2;6;4} va Â C = {4^2;-2} boMsa, ABC  uchburchakning CP 

medianasi uzunligini toping.

23. Fazoda M  nuqtaning radius vektori koordinata o ‘qlari bilan bir xil 

burchak tashkil qiladi va uzunligi 3 ga teng. M  nuqtaning koordinatalarini toping.

24. 5  vektor QAfva O Z o ‘qlari bilan mos ravishda 60° va 120° li burchlk 

tashkil qiladi. Agar 15 1= 4 boisa, bu vektorning koordinatalarini toping.



I AflM H I '  II) vektorning boshi /l(3;-2;-4} boisa, uning cxirining 

MMNUmhi lulling 

| Ami | « !M , I) voktoming oxiri 5(-l,3;-4} boisa, uning boshining

| vn ii Mlii|lnlnr bcrilgan. AB vektorning ortini toping:

(Mi M o  Hi) 2) A(&,-\;9), B(2;—4;—3).

I.Uli Wil. 1.2). C(0,5;3) nuqtalar berilgan. a = AB-CB vektorning

It 11 M /< - {(,- \), c«{-1;3} vektorlar berilgan. a ning qanday 

M iC  N1 if i <il> vu ii d 13c vektorlar kollinear boiadi.

f  I |il 12/ 1 I1A vektor bilan bir xil yo‘nalgan va uzunligi ¡¿¡=15 boigan 

HIM*# fci•••!ilhutiitImini toping.

II I i lilml l( 1,-3), B(2;-3), C(2;l) boigan uchburchakning perimetrini 

Klilml A{ 1,-3), //(i;3), C(l;-1) boigan uchburchakning to‘g‘ri

pill limihil kii'mntlnft.

I I iU  I I'M), //(-1,1), C(-3;2) nuqtaiarda boigan uchburchakka tashqi 

M H  m Uniiiilnn iiuuka/ini va radiusini toping.

I« it vu A/,(3;4) nuqtalar berilgan. M tM 2 to‘g‘ri chiziqda yotuvchi va 

iiUluihiii A/, nuqtaga 3barobar yaqin boigan M(x;y)nuqtani toping.

0li I Milm I <<l'l). //(-5,0), C(-2;-l) nuqtaiarda boigan uchburchak 

IAMhIihlitlii;i. Iu"iInIiIkIi nuqtasini toping.

H« MmimIIi-Ii>|ii uiiimning uchta ketma-ket A(-6,-A), B(-4;8), C(-l;5)uchlari 

|AM PHmllt liitirninmning to4rtinchi uchini toping.

Bfi I1* Mm I /i'l l. 3), fl(l;4;-2), C(l;10,-8) nuqtaiarda boigan ABC 

Hlhtkliluu li mihmIittnusi uzunligini toping.

U.VHKTORLARNING KO‘PAYTMALARI

2.2.1. IUki vektorning skalyar ko‘paytmasi

Skalyar ko*paytmaning ta'riji

I (n'tif Ikkl a va b vektorning skalyar ko’paytmasi deb bu 

••I'M lumillltlnri bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko'pavtmasiga



teng songa aytiladi va u ab (yoki a ■ b yoki (a,b)) kabi belgilanadi, yd'fl

ah -=J a\ ■ | b | - eoscp, (2. ffl

bu yerda <p-a va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorUirnmn 

boshi bir nuqtaga qo‘yiladi).

(2 .1) formulani boshqa ko‘rinishda yozish mumkin.

Maium ki,

Pr¿a=|5|cos^> va Pr.b =|b\cos(p.

Bundan

ab=\a\-¥tab (2.2)

yoki

ab =^b \ Vr6á, (2,Ji

ya’ni ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi ulardan birining moduli biltni 

ikkinchisining birinchi vektor yo'nalishidagi o‘qqa proeksiyasining 

ko'paytmasiga teng.

Skalyar ko \paytmaning xossalari

1-xossa. K o  ‘paytuvchilaming o ‘rin almashtirish xossasi:

ab =ba.

Isboti. 3A =já|-|¿|cos(a,¿) = |A|-|a|cos(¿,5)=¿a.

2-xossa. Skalyar ko ‘paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi: J

(Áa)b = X(ab).

Isboti. (2.2) formulaga ko‘ra, (Xajb =\b |-Pr£(Aa). Vektoming o ‘qdugf 

proeksiyasining 3-xossasiga asosan Pr¿(A3) = A • Pr¿ | a |.

Bundan

(Xa)b =| b | ?TE(Áa) = A-1 b | Prs | a |= A • (| b |Prf ¡ a |) =  X(ab) .

3-xossa. Qo ‘shishga nisbatan taqsimot xossasi:

3(b +c) = ab + 3c .

Isboti. Vektoming o‘qdagi proeksiyasining 2-xossasiga ko‘ra,

Pr5(¿> +  c)=Pr5 b + Pr. c.
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| K f  -►¿)^fl|'PrB(£ + e)=|5|-(Prafc + Prac) =

•j d | • Pr3 b+1 a | *Pra c =  ab + ac .

| \ (Mu il va b vektorlar perpend ikular bo‘Isa, u holda

»WhI\im ko'pnytmasi nolga teng boiadi. Shunindek, teskari 

IrNNlI l||NI M  * 0 (| ii |* 0,1 b \* 0) boisa, u holda a L b  boiadi. 

■Mnn I jm j  < I  m k 'T = ] ' i  ~k ‘ j  = l - k  = 0.
p- ifi rf | Mmigiiuda cos^ = 0 boiadi. Bundan ab = 0. 

i m|/i|,i)> boisa, coscp =  0 boiadi. Bundan q> = '— , ya'ni

V*ih»i Vi'klnniing skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga 

I III I1 -| /1 r .

I B M 1 i -/* A' 1.

PMff (|‘ - il ii | /i| •)/i| cos0" =\a\-\a\=\a\2.

ii,\h \ ji.nl .) veklomi skalyar kvadratga oshirib, key in kvadrat 

Iii1 i'ii 11 ii il vcktoming o‘zi emas, balki uning moduli hosil

I . M l

*a) .

111- 4, | $ 1« 6 ttp =  (a, b) = boisin. (33 - ¿) • (23 + 4£) 

dlviMMl ittplng.

fyihl ih A  Will 3-XOSsa yordam ida qavslam i ocham iz v ak ey in  
I lit* |iiivlmiiiiing la’rift va xossalaridan foydalanib, toparniz:

I )  I M Mft )«* 33 ’2a-b -2a + 3a-4b — b -4b =6a2 + lOab - 4 b1 = 

- 6 |3 |2 + 1 0 |3 H & iC O S y -4 |£ |2=:

•• ft-41 + 10-4-6---4-62 =96+120-144=72.
2

I WhH/ |<1 |h4, |6 |=3,ip = (a,2>)=—  bo‘lsin. Bu vektorlarga

oi ilMlllelogrftmm diagonallarining uzunliklarini toping.

.. i) va l> vektorlarga qurilgan parallelogramm diagonallarini 

m ft h vektorlnr orqali ifodalash mumkin.

»Hl4
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Skalyar ko‘paytmanmg xossalaridan foydalanib, topamiz: -J 

\a +  b\=^(â + by = V « J +256 + b2 = -Jl à |2 + 21 a lï^jcôs^+jXj^^H

= ̂ 16 + 2-4.3^-|j + 9 = Æ ,

\a-b\=4(<*-b)1 =  *Jaz -2ab + b l =^\a\2 -2\a\\b\cosq>+ \ b f

=  Jl6+2-4-3- —+ 9 =V37.
V 2

Koordinatalari bilan berilgan 

vektorlarning skalyar ko ‘paytmasi

Ikkita â = {ax\ay\az} va b={bx-,by,bi} vektor berilgan bo‘lsin. I  

U  holda bu vektorlami T,],k birlik vektorlar orqali ifodïi^l 

skalyar ko‘paytmaning xossalarini va î,j>k vektorlarning sknlvui 

ko‘paytmalarini hisol%a olib> topamiz:

ab *= (a j  + ayj  +  ajc) • (bj +byj  + bzk) = axbxli +  axbyij +  ajbjk +  I  

■'+ aybxJÏ +  aybyjj +  aybjk  +  azbtki +  azbykj + azbzkk =

= axbx + a by + axbt.

Dem ak,

âb = axbx +  ayby +  atbz, (2ifl

ya’ni koordinatalari bilan berilgan ikki vektorning skalyw 

ko‘paytmasi ulaming mos koordinatalari ko‘paytmalarinni|| 

yig‘indisiga teng.

3-misol. a = {4;-2;3}, b = {l;-2;0}, c={2;l;-3> boisin.

(a+ 3b) • (a - b + c) ko‘paytmani toping.

Yechish. A w a l  m = â + 3b va n =  a - b + c vektorlarning 

koordinatalarini topamiz:

m =  {4+3-1; -2+3-(-2); 3 +  3-0}={7;-8;3},

«  =  {4-1 +  2; -2 + 2 + 1; 3-0-3} = {5;1;0}.

Bundan (2.4) formulaga ko‘ra

#w • w = 7 - 5 + (-8) • 1 +3  -0 = 27.
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Shitty at' ко ‘paytmaning ay rim tatbiqlari

/. Ikki vektor orasidagi burchak

,t I vtt />■{/>,\Ь,\Ъг} vektorlar orasidagi <p burchak

I ) VM ( 2 ,4 )  lengliklardan topamiz:

If
C0S<1, = PT7T^ (2.5)

* A + * A * Ä  (2 .6)

у1 al +агу+ a) • «jb] + Щ +  b*

Пкы IihIi!. Iii/udagi ikki yo‘nalish orasidagi burchak kosinusi bu 

и Ht i. I, и n i n i », nios (bir nomdagi) yoiialtiruvchi kosinuslari 

hi ,h.. iiiMilmIning yigMndisigateng:

iniHi/i - cosa, cosccj + cos/?, cosß2 + cos./, Ш щ 2. (2.7)

2 Ikki vektomingperpendikulyarlik sharti 

i, Im Inlii, IJ holda cosç> = 0 boigani uchun (2.6) tenglikdan

я A  +  ayby +  агЬг = 0 (2.8)

iiih iijiii|iHii

I .i ni|.i|i| Ikki yo‘nalishlamingperpendikularlikshartini

I ' i '• mi lit • iiin (opumiz:

urna, cosa, + cos/?,cos/?2 +cosy,cosy2 =0 . (2.9)

J, Vektoming berilgan yo ‘nalishdagi proeksiyasi

I I 11 iMiglIkdan topamiz:

Р с .а Л  (2.10)

ЛА  + û А  + öAPr. а ------------- —----------
Jb\ +by +b]

, г ÖA  +  аЪ„ +  abr\
Pr*b= - \- (2.11) 

+a2y+a¡ J
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Shu kabi a(x;y;z) vektomingyo ‘naltiruvchi kosinuslari 

cosa, cos/3, cosy bo ‘Igan I yo ‘nalishdagi (o 'qdagi) proeksiyasi: ■

Pi; 5 =  x co sa+  _ycos/? +  zcos /. ( 2 ,| H

4. Kuchning bajargan ishi

M N  vektor bilan <p burchak tashkil etuvchi F  kuch ta'simU 

moddiy nuqta M  nuqtadan N  nuqtaga to‘g‘ri chiziq bo‘y l M  

ko‘chayotgan boisin (15-shakl).

Fizika kursidan maiumki, F  kuchning M N- S  ko‘chishdtig{| 

bajargan ishi

iH^I-ISI-cosp yoki A = FS (2.111

formula bilan aniqlanadi.

Demak, moddiy nuqtaning 

to‘g‘ri chiziqli harakatida o ‘zgarmas 

kuchning bajargan ishi kuch vektori 

va ko‘chish vektor^ing skalyar 

ko‘paytmasiga teng. Bu  jumla 

skalyar ko 'paytmaning mexanik 

ma'nosini anglatadi.

4-misol. Moddiy nuqta A(l;-2;2) 

nuqtadan 5(5;-5;-3) nuqtaga 15-shakl.

F={2;-l;-3} kuch ta’sirida to‘g‘ri 

chiziq bo‘ylab ko‘chgan.

Quyidagilami toping: 1) F  kuchning bajargan ishini; 2) /•' 

kuchning ko‘chish yo'nalishidagi proeksiyasini; 3) F  kuchning 

ko‘chish yo‘nalishi bilan tashkil qilgan burchagini.

Yechish. A w a l  moddiy nuqta ko‘chish vektorini, uning va /■ 

kuchning uzunligini topamiz:

S = ÂB = {4;-3;-5}, |S|= Vl6 +  9 +  25 =5a/2, | /|=  a/4+1 +  9 = Æ

U  holda:

1) A = FS = 2-4 + (-1)■ (-3) +  (-3)• (-5) = 26 (ishb.); 

s |5| 5V2 5

98



/' V 26 13V? 13V?
■B •  --7=— -= = ---, © = arccos--- .

r |^| | .V | 5v2 • Vl4 35 35

H p  m w i .’/) va n = Sä- Ab o‘zaro perpendikulär vektorlar

0 VN /< lilillk vektorlar orasidagi burchakni toping.

Mlfc in I il bo'Igani uchun (ä + 2b) (5ä-4b) = 0 boiadi.

H mhiImi

I11 ini/i H/>1 0 yoki 5|äf +6|a|-|:ft|cosp-8|A|2=0.

| i m  lilillk vektorlar boigani sababli: 5+6cosp- 8=0.

|l IhiIiIm

1 , . n cos(p = — yoki (p - —

1,2.2. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

Vektor kopaytmaning ta'rifi

IttfM Mi llln vektordan qaysi biri birinchi, qaysi biri ikkinchi va 

1 1 №  HlHInoHl ckani ko‘rsatilgan boisa, bu vektorlarga tartiblangan 

fipllfc 'Im  Umll

(ftlllMntl^ati uchlikda vektorlar joylashish tartibida yoziladi.

AtfMi kmnplanar bo‘ Jmagan vektorlar tartiblangan uchligining 

ln»nlii voklori uchidan qaralganda birinchi vektordan ikkinchi 

lIlliMKM i|i#qn burilish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari boisa, bunday
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uchlikka o 'ng uchlik, agar soat strelkasi yo‘nalishida boisa chap ui'HM 

deyiladi (16-shakl).

2-ta’rif. a vektoming b vektorga vektor kofpaytmasi deb quyills 

shartlar bilan aniqlanadigan c vektorga aytiladi (17-shakI):

1) c vektor a va b vektorlarga perpendikulär, ya’ni c 1 5  va c 1 ■

2) c vektoming uzunligi son jihatidan tomonlari 5 v ii I 

vektorlardan iborat boigan parallelogrammning yuziga teng, 

}cj=ja|*j&|sinp, buyerda q> = (a,b);

3) a,b,c vektorlar o‘ng uchlik tashkil qiladi. 

a va b vektorlaming vektor ko‘paytmasi axb yoki

kabi belgilanadi.

Vektor ko*paytmamngxossalari

1-xossa. K o ‘paytuvchilarning o‘rinlari almashtirilsa vektor 

ko'paytma ishorasini qarama-qarshisiga o‘zgartiradi, ya’ni

axb  = —b x a.

Isboti. Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra, a x b v a b x ävektorla: 

bir xil uzunlikka ega (parallelogrammning yuzi o‘zgarmaydi), kollincnr 

ammo qarama-qarshi yo‘nalgan, chunki a,b,a*b vektorlar ham

b,a,b x a vektorlar ham o‘ng uchlik tashkil qiladi.

Demak,

axb  = —b xa.

2-xossa. Skafyar ko'paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:

(A5) x b = A(a x b ).
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• H Ini'Inin. U holda (Xa)xb va X(a x b) vektorlar a va b 

li'i-i ftWtiMHlikulnr boiadi, chunki b, Xa va 5 vektorlar bir 

III»Im Mini Nikbabli (Xa)x £ va X(axb) vektorlar kollinear.

I tii vuktorlar yo‘nalishdosh (Xa va a vektorlar 

BflHVlt) lirtmiln iilar bir xil uzunlikka ega:

i H*n ■ /• H  |• |£ |sin((A3),6)) =  X\a\-\b ]sin(3,£),

| A(rl x fi) I* X | a x b |=  X ] a |- |  b j s in (3 ,6 ).

(Xa) x b = X (ax b) .

IHm 1 ii i In I mm shu kabi isbotlanadi.
■NMH* Ut> nisbatan taqsimot xossasi:

a x (b +  c) =  a x b 4-a x c .

Mu *• " lining ilbotini keltirmaymiz.

A Mur (I va b vektorlar kollinear boisa, u holda ulaming 

ttf (in (i.ntmn .i nolga teng boiadi. Shunindek, teskari tasdiq o'rinli: 

l-fl (|<J|ifc'Q,[£|#0) boisa, u holda a va b vektorlar kollinear

■ M , >i vit A vektorlar kollinear boisa, ular orasidagi burchak 

Vnlii i/» 180" ga teng va sin^=0 boiadi. U  holda

111 (i | | /• | mIh</* l). Hundan

a x b =  0.

f| /< n hi i" I Mil, ¡5x6|=|3|-|£> ¡sin̂ > = 0 boiadi. U  holda |a]-j& |^0 

li: ml in; I ill n sin</> -■(). Bundan (p — Q° yoki p = 180°, ya’ni a va b 

f̂llMllill klllllliour.

11 humtl, ij , k vektorlaming vektor ko‘paytmalarini toping.

1.1 lush llunda vektor ko‘paytmaning ta’rifidan quyidagi tengliklar 

i i nilti I. > lili ehiqadi:

i x j  =  k, j  x k = i , kx i - j.

I ll.ii||l|nlm:V ham, masalan, Jx j =ktenglik o'rinli, chunki:

 ̂ I.,/;

B 1 1 H I II11 «¡n 90" = 1; 3) IJ , k vektorlar o‘ng uchlik tashkil qiladi.
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Shuningdek, 1- xossaga ko‘ra,

jxi=-k, k x j = -i, ixk =- j.

Vektor ko‘paytmaning 4-xossasidan topamiz:

ixi' =  j x j  = kxk = Q.

7-misol. |5|=3, \b\=2, <p = (a,b) = — bo‘Isin.! (5 +  2b)x(ß-3b)|ni6
hisoblang.

Yechish. Vektor ko‘paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalliil! 

topamiz:

(a + 2b)x(3-3b) = a x 3 +  22» x 3 — 3 3 x 5 -6bxb = —5 3 x 5 . 'II

Bundan

| (5 + 2b ) x (3 - 3b) H  -55 x b |= 5 J 3 \ • | b | sin (p = 5 • 3 • 2 • sin— =15 . 16
Koordinatalari bilan berilgan 

vektorlarning vektor ko ‘paytmasi

*

Ikkita a={ax;av;az} va b ={bx;by;bj  vektor berilgan bo‘lsin.

7 J ,V  vektorlarning vektor ko‘paytmaIari formulalarulu 

foydalanib, topamiz:

axb = (axi +ayj  + axk)x(bj +byj  +bxk)=axbx(i *i) + axbr(i x j) + axbt(Jx k) i 

+ a bx(j x i)+ayby(j x j)+ aybx(J xjfc) +  axbx(k xi) + atby(k x j) + axbx(k xA)< 

=  axb k - axb j  - Oybjk + aybxi +  axbxj  - azbyi =  (aybx — ajb )i — (axb1 - axbx)J \

+  (axby - aybx)k =
a at ax ax L 1 ax ay
by bt

i —
b, b, [ j  K  by

a at ax ax ax ay

by bx
i —

bx bx
J + bx by

axb  ss

Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish murnkin: 

I j k

bx by b,

äxE=
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6 .  1 3 
1 -

6
j +

3 -5

H -16 6 -16 6 -8

' I M I, ’)./> {0;-2;4} boisin. (a + 26)x (25 -36)

рш toping
M  Avvnl m i (I + 26 va л = 25 -36 vektorlaming 

Iil'.M Mil Ill|minl/n

«  11 I i . 0;l • (-1) +  2 • (-2);! • (-2)+2 • 4}= {3;-5;6},

И 11 1- I • 0;2 • (—1)—3 • (—2);2 - (—2)—3 • 4}={6;—8;—16}.

М П  htrniiiliip ko‘ra

a i + _
к = 128/ +S4j+6k.

I г к lor ko ‘paytmaning ay rim tatbiqlari

I. fkki vektoming kollinearliksharti 

Щ Ш  lin'pnyIninning 4-xossasiga ko‘ra, 5 va 6 vektorlar kollinear

5x6 =0

Й • b - (avb, - a,by)i - (axbt - azbx)j +  (axby - aybx)k = 0

Nuwbifl
w,,6, - a,by = 0, ajbt - atbx = 0, axb - aybx = 0

Щ  t t b
Ц bulllm ш voktoriaming koordinatalari proporsional bo'iadi va 

ИМм |Mii|hиsional koordinatalarga ega vektorlar kollinear bo‘ladi.

2. Parallelogramm va uchburchakning yuzlari 

УИпш ko'paytmaningta’rifigako‘ra |5x6|=}5|-|6|sinp, ya’ni 

Spm=\axb\.

^ H 5 x 6 | ,  srrM. =—Iax61. (2.17)
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3. Nuqtaga nisbatan kuch momenti

O  nuqtasi mahkamlangan qattiq jism A nuqtasiga qo‘yilgmi 

kuch ta’sirida O  nuqta atrofida aylanma harakat qilayotgan boMnll 

masalan, bolt kalit yordamida buralayotgan boisin (18-shakl).

Fizika kursidan maiumki, F  kuchning O  nuqtaga nishnuii 

momenti deb O  nuqtadan o‘tuvchi va quyidagi shartlnrM 

qanoatlantiruvchi M  vektorga aytiladi:

1) M i r  va M I F ,  buyerda r=OA- A nuqtanmgradius vektori;

2) |Mi=(F |-|F|sin <p, bu yerda

<f p B i n  _
3) r,F,M  vektorlar o‘ng uchlik 

tashkil qiladi.

Shunday qilib,

M  m r x F,

ya’ni qo‘zg‘almas nuqtaga nisbatan 

kuch momenti kuch qo'vilgan nuqta 

radius vektorining kucn vektoriga 

vektor ko‘paytmasiga teng.

Bu jumla vektor ko 'paytmaning 

mexanik ma ’nosini anglatadi.

4. Aylanma harakatning chiziqli tezligi

Yuqorida keltirilgandagi kabi qo‘zg‘almas O  nuqta atrofida «) 

burchak tezlik bilan aylnma harakat qilayotgan qattiq jism 

M  nuqtasining chiziqli tezligi Eyler formulas! bilan topiladi:

V=fflxf,

bu yerda r = OM  - M  nuqtaning radius vektori.

9-misol. m, n ning qanday qiymatlarida a = {- 2;3; »} va b = {m;-6;2| j  

vektorlar kollinear boiadi?

-2__ 3 = n 1

m —6 2 1
Bundan m = 4, n - -1.

Yechish. Ikki vektoraing kollinearlik shartiga ko‘ra,

10-misol. 3 = 2j - 3k va b~4i+3j vektorlarga qurilgan 

parallelogrammning yuzini hisoblang.



»1* 0 -3 2 1 0 2 2 m -- i---tt
I „ + = J9 + 12 + (-8) =  YJCyJbX

II 4 0 4 3

l i i l  (Iflilti vcktorning aralash ko‘paytinasi

Am '/uiyinuining ta’rifi va geometrik m a ’nosi

v t f f  M lfH  (lili W  Svekíorning aralash ko'paytmasi deb axb 

v»•!* l<ii fin ikalyar ko ‘paytmasiga teng songa aytiladi va 

HltlillmiMiJi

Hpfl i MiiifiiiiHii bo'lmagan a,b,c 

H m  ht«ill|iiili boMsin. B u  h 

H m  |Mii.il!tli’pipcd quramiz va 

tí i *'l imiiii viriiiynii/ (19-shakl).

Ír4 '<" Itii' |)iiytniiin¡ng ta’rifiga

ti  ̂ .1, </!/». |í/h‘V »

imiiillulupipcd asosiníng á

- _ 19-shakl
111 l*M nil'HI </-c: -| í/|-| C |cOS9?,

■fl f  f vil ti vektorlar orasidagi burchak.

•M ui.l.h . Ú,l>,8 vektorlar ocng uchiik tashkil qiladi va 

i ■ <i ni it • 11/» • 0, U  holda | c | cos^j =  h va d-c = S ldr -h=V. Ekkinchi 

H f e  >1 < 111 '  l>) ■ c -- abe. Dem ak , V =  ábe. 

iiMt| cl /<.(' vuklorlar chap uchlik tashkil qilsa, <p>— va cos^cO 

li 11 llitlÜM |¿|cos^  = -/j, V = — abe.

Phtftllny (jllib, komplanar boim agan  uchta vektor aralash 

^iHlMnliiliiH moduli qirralari bu vektorlaming uzunliklaridan iborat 

in |»iMllt'li*pipcd hajmigateng:

V=\abe\. (2.18)

| h  )umln aralash ko'paytmaning geometrik ma'nosini 

Mill

! ■  V v NIII ( » 1 7 )  formula bilan hisoblaymiz:
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Aralash ko ‘paytmaning xossalari

1-xossa. Amallarining o‘rinlari almashtirilsa aralash kolpaytqlt 

o‘zgarmaydi, ya’ni V

(axb)-c-a(b  xc).

Isboti. Skalyar ko‘paytmaning o'rin almashtirish xossasiga ko*rf 

(jaxb)‘c-c -(axb).

(2.18) formulaga ko‘ ra,

V =\(axb)-c\, V ̂ (bxc)'a\ . ■

Bunda a,b,c va b,c,a uchiiklaming har ikkalasi bir vaqtda yoki 0" 

uchlik yoki chap uchlik tashkil qiladi. Shu sababii ( a x b) • c = (/> x il) • j

Bundan

(ax b)-c ~a-(bxc).

2-xossa. K o ‘paytuvchilarning o ‘rinlari doiraviy almashtirilsa, 1  

aralash ko‘paytma o‘zgarmaydi, ya'ni

)  abc - bca= cab.

Isboti. 1-xossa va skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtiri-.h 

xossasidan topamiz:

abc = a-(b xc) = (b xc)-a=bca, 

bca =b • (c x a) = (c x a) • b= cab.

3-xossa. Ikkita qo‘shni ko‘paytuvchining o ‘rinlari almashtirih*, 

aralash ko‘paytma ishorasi qarama-qarshisiga almashadi. Masalnn, 

abc =—bac.

Isboti. abc ~(axb)-c = -(b xa)-c =-bac.

4-xossa. Agar nolga teng bo‘lmagan a>b,c vektorlar 

komplanar boisa, u holda ularning aralash ko‘paytraasi nolga teng I  

boiadi.

Shunindek, teskari tasdiq o‘rinli: agar £ ¿2=0 (|5|*0,|6|*0,|c|*0) J 

bo‘Isa, u holda a,b,c vektorlar komplanar boiadi.

Isboti. abc^O (\a\t0t\b\*Q,\c\*0) bo‘lsin. a,b,c vektorltl 

komplanar emas deb faraz qilamiz.
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Il ЙН %м1»liti Ini дп hfljnii V *0  boigan parallelopiped qurish 

i/. «(пн dbc *  0 kelib chiqadi. Bu  abc=0 shartga 

li НШЦНШ ítint/ noto‘g‘ri va a,b,c vektorlar komplanar. 

koinplunar boisin.

■Ill - h voktor a,b,c vek-torlar yotgan tekislikka 

HMllHitiH hii'liult,

M U  *4 i >', Nlui Nttbabli d • с= 0  yoki abe-0.

A oordlnatalari hilan berilgan 

Vt'ktorlarning aralash ко ‘paytmasi

#**!*<..**,.1».I. A = {bt;by;bz} va с = {сх;су;сг] vektor berilgan

Г II йиЫй

./ • b ■
ay at ax Щ ax

h b 
* *

1 -
%  К

7+ bx

OL *

è *

I я, 
b

*r Í M

b b

+ cyj  +  cjk.) =

abc =| (2.19)

WlMUiol il ■ I - 2;2;l), b = {3;-2;5}, c =  {l;-l;3} vektorlar berilgan. 

I ||M iiiivliiniiii hisoblang.

1 . 1 ht vif tU»V ni (2.19) formula bilan topamiz:

tibé1
- 2  2  1

3 - 2  5 1=12 +10- 3 +2-10-18 = -7. 

1 -1 3
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Aral as h ko ‘paytmaning ayrim tatbiqlari

1. Fazodagi vektorlarning o ‘zaro joylashishi

â,b,c vektorlarning fazoda o ‘zaro joylashishini aniql.-isli 

V=±âbc boiishiga asoslanadi. Bunda agar 5bc>0 boisa, u 

holda vektorlar o ‘ng uchlik tashkil qiladi, agar abc<0 boisa, |i 

holda vektorlar chap uchlik tashkil qiladi.

2. Uchta vektornmg komplanarlik sharti

Aralash ko‘paytmanmg 4-xossasiga ko'ra nolga teng boimagan 

â,b,c vektorlar komplanar boisa, u holda abc = 0  yoki

ax ay a* 

bx by b, = 0 . 

c. c„ c, i

(2 .20)!

, 3. Parallelepiped va piramidaning hajmlari

Aralash ko‘paytmaning geometrik m a’nosiga ko‘ra,

a,b,c vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini =j abc | bilan va

piramida hajmini V. = —| abc | bilan topish mumkin.6
Shunday qilib, 

i

P' =modj

ar az ax a> az

bt b bz « K *  = - Bw d bt b bz
y ^ 6 m

cx °y cx cx c
C>

(2.21 )̂

12-misol. Uchlari ^(2;3;1), 8(4;l;-2), C(6;3;7), Z)(-5;-4;8) 

nuqtalarda boigan piramidaning D uchidan tushirilgan h balandligi 

uzunligini toping.

Yechish. A w a l  piramida qirralarini ifodalovchi vektorlami 

topamiz:

ÂB =  {2,—2;-3}, ÂC  =  {4;0;6}, Â D = {- 7;-7;7}.
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Ihi|mliil hIm()blaymiz:

K  I
I ut ou

2 -2 -3 

4 0 6 

7 - 7  7

1 154
= —| 84 + 84 +  84+56|=

•I vil/lui liisoblaymiz: 

1 | I -2 -3 f  1 2 -3 F
2

2 -2

1 I 0 6 1 + | 4 6 1 + 4 0

=-V(-12)2+ 2 4 2 + 8 2 =14.

M«miIiIm UvIiiiii V = -hS.
3

Miimliin
3-

154

14

154

14
= 11 (u.b.).

11 mi'iiil, Fazoda A,B,C,D nuqtalar koordinatalari bilan berilgan.

.11 /i /f(5;7;7), C(4;6;10), D(2;3;7) . Quyidagilarni toping:

Il ,1/1 voklorproeksiyalarivayo‘nalishini;

Jï A/l A(\ ABxAC ko‘paytmalarni;

1) AHC uchburchak yuzasini;

I ) A Ht 0  piramida hajmini.

I fi hlsh. 1 ) ~ÂB vektor proeksiyasini (1.18) formula bilan topamiz: 

ÂB = {<̂ ;ay;at}={ 5- 7;7 - 2;7 - 2} = {-2;5;5}.

Mtiitilmi ( 1.12) formulaga ko‘ra,

i l s  H  « h  >/(-2)2 +52 +52 =3V6.

A li vektor yo‘na!ishini (1.13) formulalar bilan topamiz:

a„ Vô 5a/6 a. 5->/6
c o s a  =  -— =-— gfT* c o s p = - 2- = --- , c o s y = — —  =  , .

|5| 9 |â| 18 |3| 18
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Topilgan yechimlami Maple paketida bajaramiz:

> w*th(geom3d):

> poînt(A,7,2^),pomt{B,5,7.7), pomt(C,4,6JO), poiot(B,2,3.7):

>  with(L mea r A  Ige bra ) :

> v :- <a,b,c>;

V := (a)ex +  (b)ey +  (c)ez

> Vector Norm(v,2,con jugate—false);

■ J 7 7 J + 7

>v1 :== <5-7,7-2,7-2>;

> VectorN orm(v 1,2,conjugate-false);

3 yfH

> NormaHze(<aJ>to,£ucSide»n,conjugat(¡«=faise);

Ja2 + Ь2
Ja2 +6*

.Ja2 +b2 +c*
> Norroal»ze(v t ,E ueiidea fî,coaj ugate—false);

Ч*

i-Æ 
.18

2) (2.2.8) formuladan ÆS = {-2;5;5}, AC  =  {- 3,4,8} lami hisobga 

olib, topamiz:

Â B Â C  = (r2)(-3)+5-4 + 5-8 =  66

> vAC := <4-7,6-2,I0-2>;
vAC := —3e, +  4e,, -f

» A».AC:=»otnMl«ct( <S-7,7-2,7-2>, <4-7,6-2,10-2> );

VectorCaiculus:-.(AB, AC) :=66
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• Им( >*< rpnylmani (2.15) formula bilan topamiz: 

-2 5l-
f ]  ft

I5 5I'
- 2  5 -

» 2  $ S
|4 8| -3 8

j  -

1 4  8
-3 4

№ =  20z +  j  +  lk

Г I.Hi.

%  j к

l m n

о p q

ЦвИКAll Imq — inp +  lkp — Ijq +  o jn — о к т  

M, J. * *hJ.S,4>|<k,5,8>>;

f  J *

-2 5 5 

-3 4 8

НИиМнмнК 2Qi +  1 k + j

401 mi Мит huis уuzasini (2.2.17) formula bilan hisoblaymiz:

s - -• I ab X l c \  4 Æ F T F Ï* =
2l I 2 2

N»rra(N'2,conjUgateHfaÍ!¡e); woí¿V := 15 \]2

p im n  sA

tMl h  |iliMiiiiila hajinini topamiz:

V =  —mod 6
- 2 5 5 

-3 4 8 

-5 1 5

1 32 --■64 = —
6 3

Ilion* uiii3d)i

Ь  •H^,-2,-3>|<l,5,4>j<5,5,S»;

-2 5 5

abc := -3 4  8 

-5 1 5
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> BeterHiinant(abe);

>VABCD:=={ABC(0etermiiiaat(abc))/6};

V A B C D =— .
3

2.2.4. Mashqlar

1. Tcmonlari birga teng boigan teng tomonli ABC uchburchak berilgwi, | 

Ä B B C + ^C C A  + CAAB  ifodaning qiymatini toping.

2. Tomonlari BC = 5, CA -  6, AB=7ga teng bo‘ lgan ABC uchburchak 1 
berilgan. AB-BC skalyar ko‘paytmani toping.

~ A — Ojr
3. Agar \a\=6, (¿(=4, o=(a ,b)= —  boisin. Toping:

1) (2a+b)2; 2) (2a-3b)-(a-2b) .

4. a = {l;-2;2} va A = fe;4;-5} vektorlar berilgan. Toping: 

l)(35-2b) (a+b); 2) (a-b)\

5. Berilgan vektorlar m ning qanday qiymatlarida perpendikulär boiadi? I  

1 )3  = {l;-2m;0}, ./>={4;2;3m}; 2) 5 = {m;-5;2}, /> = {w-2;»t;m+3}.

6. ex, e2, c3 birlik vektorlar uchun ei+e2+ei =0 bo‘Isa, e,e2 + e2Sj + e,e, nl 

toping.

7. Tomonlari a=2l+j va b=-j+2k vektorlardan iborat bo‘lgan 

parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.

8. Uchlari A(-V,-2A), B(-4;-2;0), C(3;-2;l) boigan ABC uchburchak | 

berilgan. ¿.B ni toping.

9. xOz va yOz burchaklarning bissektrisalari qanday burchak tashkil I  

qiladi?

10. Koordinata o‘qlari bilan tashkil qilgan burchaklari berilgan fazodagi ¡Ilk I 

vo‘nalish orasidagi burchakni toping:

2.11. a = {3;-6;-l}, b = {l;4;—5}, c = {3;-4;12} vektorlar berilgan. Quyidagilaml 

toping:

1) Prg3; 2)Prc-(23-3b).

-64
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W( 1,6,-1) nuqtaga to‘g‘ri chiziq bo‘ylab ko'chirishda 

HWMIIftll l"i|in/»mi ishini toping.

p y )  VN b •  {l;2;-3} vektoriar berilgan. Agar ¿'5=9,

' H"i i h ni|lyu perpendikulär bo‘Isa, x vektoming koordinatalarini

I M), /• va c = {l;2;-7} vektoriar berilgan. Agar

B  | f i III Im1 Nu, X vektorni toping.

a _c> 5 .̂ * 4

H H | r  4, | /* | * 6, v» U>,b) = —  bo‘Isa, quyidagilarni toping:6
11 11to </• i •• (// H/j)|.

I  IrMi'Milnil ,i vii /> vektoriar uzunliklaridan iborat bo‘lgan 

HMNNIHmIiim ui/ini (oping:

№ l l ’i I"' yerda |/n|=l, |«|=1, <p = (/«,»)=—;
6

t* it v*i I d/I. buyerda |m|=2,|«|=3, q> = (m ,«)=y .

I AlHI l<(I äb=25 bo‘lsa, |ax6 jnitoping.

■ MIM I »'I I ' I/'| 13, |3x£|=36 bo“ Isa, ab ni toping.

l{ IM ) vn /> - {?;-l;3} vektoriar berilgan. Vektor ko‘paytmalarini

2) (2a + b)x(3b-5).

1(1 liMiimiltiil /} va b vektoriar uzunliklaridan iborat bo‘lgan 

BMllliliitf yuMlni loping:

I ill h (MO); 2) 3  =  {3;5;-8}, b - {6;3;-2J.

II 1 Ilium link UOhlari A( 1;2;0), 5(3;0;-3), C(5;2;6) berilgan. Uning B 

H |  I* limuiii|j,ii lushirilgan balandlik uzunligini toping.

i .||iiii|lH|in /•' kuch qo‘yiJgan. Bu kuchning B nuqtaga nisbatan 

imini

■  I ^  - I M , ' ) ,  <*(0;2;1), fi(-l;2;3); 2) F  =  /i(-l;4;-2), 5(2;3;-l).

 ̂■ jil J.*l| kuch i4(4;2;-3) qo‘yilgan. 5(0;2;4) nuqtaga nisbatan 

H M t n l n v  qlymatini va yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

bo'lmagan m\a »vektoriarberilgan. 5=a-m+6n va 

I* |H Vfklorlui a ning qanday qiymaiida kolliriear boMadi?

I  I 1,1,0) Va b ~ {ß -6 -3} vektoriar or va ß ning qanday qiymatlarida 

MMM Mii'ludl?
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26. Ikkita 5={2;-3}, b - {—1;5> vektorlar berilgan. Quyidagi shartlard 

qanoatlantiruvchi x vektoraing koordinatalarini toping:

1) xJ L ä  va b x - l \  2) x\\a va b - x - ll .

27. 5  = {4;-2;—3} va 6={0;1£} vektorlarga perpendikulär, uzunligi 26 ga U H  

va Oy o‘q bilan o‘tmas burchak tashkii qiluvchi x vektoraing 

koordinatalarini toping.

28. Berilgan vektorlaming komplanar yoki komplanar emasligini aniqlangjfl 

1)5={3;-2;1) ,b = {2;l;2},c = {3;-l;-2}; 2 )3  =  {2;-l;2},6 = {3;-4;7} ,c = J

29. a  ning qanday qiymatlarida 5,b,c vektorlar komplanar boiadi? j  

1) 5 = Q &a }, b = {0a;0>, c =  {3;0a>; 2) a =  {a;3;l}, b = {5;~1;2}, c =

30. Piramida uchlarining koordinatalari berilgan. Piramidaning hajmini va / > 

uchidan tushirilgan balandligini toping:

l)4fc-2i2)> B(-l&2), C(-l;-2;8), £>(1;1;10); 2)4(l;l;l), 5(2;0:2), C(2;2;2), £)(3;^|n 1

31. a, b, c vektorlar berilgan. Bu  vektorlar qanday uchlik tashkii ctishifl 

aniqlang va qirralari bu vektorlardan iborat boigan parallelepiped hajmini topingll

1)5=<1;—2;1>, $ =  {3;2;1> ,c =  ; 2 )5  = 0;3;3},S ={-l;2;0},c = {1;2;-3}.H

%
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ANALITIK 
GEOMETRIY

Ml lilMllill

§mp IMart 
r, ftWi 1Ш1

{ц\'1*мц/1, 
■ M i l  nu ».»)//</,

; '  i« ' I il /ItlllIiiHh

Ht !■ Mw ïait/tb 
JM |li g l l / w t  Ц М Ш Ф  

[|tH ti <ii,< l‘i il!h nuiù-

N N  H»m
H p H  hitiuHiIrtiiii 

t$|№M ihOHtiItlyiiubtK 
t< i r '1 ‘ kltliflar 

HppNffiiM In I hl roi'

I ' K/flI'lla/.l! thltttlOtl' 
Н Ш  nuit imkunlnl

* .'• Щ( /Il H kl ¡y II 

H« i ' ■ 'inW Иинм hul 

iiihlniil ho'Ull.

Analitik geometriya - matematîkaning 

boiimlaridan biri bo‘lib, u geometriya bilan 

algebrani birlashtiradi, ya’ni ayrim 

geometrik tushunchalami algebraik tahlil 

qilish va ayrim algebraik bog‘lanishlami 

geoinetrik izohlash imkonini beradi. Bunda 

asosiy e’tibor ikkita masalaga, xossalariga 

ko‘ra geometrik shaklning tenglamasini 

keltirib chiqarishga va tenglamasiga ko‘ra 

geometrik shaklning ko‘rinishi va xossalarini 

oVganishga, qaratiladi.

Fransuz matematigi Rene Dekart 

analitik geometriyaning asoschisi 

hisoblanadi. Dekart tomonidan 1637-yilda 

kiritilgan koordinatalar usuli nuqtaning 

oinini biror koordinatalar sistemasiga 

nisbatan aniqlashga asoslanadi.

3.1. TEK3SLEKDAGI 
TO£G‘RI CHIZIQ

3.1.1. Tekislikdagi chiziq

Umumiy boshlang‘ich О  nuqtaga ega 

bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Ox va Oy 

koordinata o'qlari tekislikda to‘g‘ri 

burchakli Oxy koordinatalar sistemasini 

hosil qiladi.
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Оху koordînatalar sistemasida ikkita x va y sonlari tekislikd 

har qanday M  nuqtaning o‘mini to‘liq aniqlaydi. Bunda nuqta M{A 

kabi belgilanadi: x ga M  nuqtaning absissasi, y ga M  nuqliuif 

ordinatasi deyiladi.

Oxy tekislikdagi chiziq tenglamasi deb aynan shu clti*|l 

nuqtalarining x va y koordinatalari orasidagi bogianishni aniqtovcln 

ikki noma’lumli

F(x,y) = 0

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari ikki noma’iumli /r(x,y) = 0 tenglamnili 

qanoatlantiruvchi Oxy tekislikning barcha M(x\y) nuqtalari to‘plamigd 

tekislikda shu tenglama bilan aniqlanuvchi chiziq deyiladi.

Ayrim hollarda tekislikdagi chiziq y- f(x) tenglama bilan berilmlt 

Bunda chiziq y = /(x ) fonksiyaning grafigi deb ataladi.

Tekislikdagi chiziq ikkita x =*(/)> y = y{t), 1 6 T tenglamnlnr 

bilan ham berilishi munücin. Bunda barcha M(x(t);y(i)), teT niiqluliu 

to‘plami tekislikdagi chiziqni ifodalaydi. x =x(t), y =y(t) funksiyalargfl 

bu chiziqning parametrik tenglamaiari, t o‘zgaruvchiga parant cl Г 

deyiladi.

Tekislikdagi chiziqning ikkita x= x(t), y- y(t) parametrik 

(skalyar) tenglamalarini bitta r = r(t) vektor tenglama biluM 

berish mumkin. Bunda t parametr (vaqt) o‘zgarishi bilan r = /'(() 

vektoming oxiri biror chiziqni chizadi. Bu chiziqqa nuqtaniffli 

traektoriyasi, F = r(t) tenglamaga harakat tenglamasi deyiladi. Bu juin lu 

chiziqning vektor va parametrik tenglamalarining mexanïk ma ’nosluI 

bildiradi.

Shunday qilib, tekislikdagi har qanday chiziqqa ikki 

o‘zgaruvchining biror F(x,y)=0 tenglamasi mos keladi va aksinchtt, 

ikki o‘zgaruvchining har qanday F{x,y)~0 tenglamasiga, umumiui 

olganda, tekislikdakdagi biror chiziq mos keladi. Bunda «umutmin 

olganda» iborasi aytilganlarda mustasnoga yo‘l qo‘yilishi mumkinligint 

bildiradi. Masalan, (x-1)2 + (y-4)z = 0tenglamaga chiziq emas, balkl 

M(l;4) nuqta mos keladi; ^ + /  +  3 = 0 tenglamaga tekisllk 

nuqtalarining hech bir geometrik o‘mi mos kelmaydi.
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I M  I i'UIfclikdagi to‘g ‘ri chiziq tenglamalari

I  Ickislikdagi o ‘rni turli parametrlar bilan bir 

*im |I Mit ........unk in. Masalan, to‘g‘ri chiziqda yotuvchi nuqta

I li!<li|i|n |»oipcndikular vektor bilan, to‘g cri chiziqning 

| i* ijltiiliIn <i|rulgan kesmalari bilan va hokazo. Bnnday

uhlxiqning tenglamalarini keltirib chiqarish uchun 

Äiyliltt berilgan parametrlariga ko‘ra to‘g ‘ri chiziq 

Mutll'lb chiqarish bilan tanishamiz.

I I  il t hl ih/ila yotuvchi M ü(x0\ya) nuqta va to'g'ri chiziqqa 

H w  hii ly,ui H m {A\B} vektor berilgan.

H «  » >• I'lil#lqdft yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nuqtani olamiz va 

B N LII 1 V*} vcklorni yasaymiz ( 1 -shakl).

■ l\ I M, M boiadi. Ikki vektoming perpendikulyarlik 

■ M  *.....hi fo‘g‘ri chiziq

A{x-x0) + B(y-y0) = 0. (1.1)

|il) Mgliilllftgft berilgan nuqtadan o ‘tuvchi va berilgan vektorga 

fu 'fi 'ri chiziq tenglamasi deyiladi.

I , n  ihl/lqqn perpendikulär boigan har qanday vektorga 

Bf 1‘hlittfnhw normal vektori deyiladi.

»< | i; //} vektor ( 1 . 1 ) tenglama bilan aniqlanuvchi 

IN |  H • lit « h|n mp. normal vektori 

PfMi

tl ,V/(2;3) va M 2(- 1;Ö)

Ihm ilfjm. M 2 nuqtadan 

vu M XM 1 vektorga 

■PNUMiillkulMi to‘g ‘ri chiziq 

^ ■ p M M iin l  tuzing.

|V« hith Avval M ,M Ï vektorini

-{-I -2,0-3} = {-3;-3}.

1-shakl.
Hlltul.iii A H -3, B = -3.
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tuzamiz:

-3(*-(-l))-3O>-0) = 0

yoki

дг+^+1=0.

II. To'g'ri chiziqda yotuvchi M 0(x0;y0) nuqta va to ‘g ‘ri chiziqqû 

parallel bo‘lgan s ~{p,q) vektor berilgan.

I to‘g4ri chiziqda yotuvchi М а(ха\уй) va M(x;y)  nuqtalardaii 

MçM = { x - x 9; y - y 0} vektomi yasaymiz (1-shakl).

Bunda s va M 0M  vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektorninl 

kollineariik shartidan quyidagini topamiz:

¿ Z & J Ä Ä .  (1.2J
P Я

(1.2) tenglamaga berilgan nuqtadan о ‘tuvchi va berilgan 

vektorgaparallel to ‘g ‘ri chiziq tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tengl^na to‘g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasi deb’ 

ataladi.

To‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan (yoki to‘g‘ri chiziqda yotuvclun 

nolga teng boimagan har qanday vektorga to‘g ‘ri chiziqning! 

yo ‘naltiruvchi vektori deyiladi.

Demak, s ={p;q] vektor (1.2) tenglama bilan aniqlanuvchi 

to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi.

1-izoh. (1.2) tenglamadan to‘g ‘ri chiziqning keltirilgam H  shartni 

qanoatlantiruvchi boshqa tenglamalarini hosil qilish mumkin.

1. (1.2) tenglamada

X -X u y  — yn , V
---^  ie(-co;+oo)

P 4

belgilash kiritamiz.

Bundan

х-х^л-tp, y = y0+tq (1.3)

:englamalar kelib chiqadi, bu yerda f-parametr.

(1.3) tenglamalarga to‘g ‘ri chiziqning parametrik tenglamalari 

leyiladi.

„ . i v g a  cnizíq tenglamasini (1.1) formula bilan
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M m huitkI, Ickislikdagi chiziqning ikkita pararoetrik (skalyar) 

hmmîImiMil hillii vektor tenglama bilan berish mumkin, ya’ni 

ni

f = r0+ts (1.4)

iIni 'lulu yozish mumkin, bu yerda r = {x-,y), r0 ={x0;ja}- mos 

gjfiltiI In ,M 0(x0;y0) nuqtalaming radius vektorlari;

In'g'fi chiziqning yo‘naltiruvchi vektori (1-shakI).

• M i  li'iinlnmaga to 'g‘ri chiziqning vektor tenglamasi deyiladi. 

i mml. M(-2;4)nuqtadan o‘tuvchi va 3 = {l;-3} vektorga parallel 

|Vf| i»hl/l(|ning kanonik, parametrik va vektor tenglamalarini tuzing.

I Vi hish lo'g‘ri chiziqning kanonik, parametrik va vektor 

Inn l.tiiiiilarini (1.2), (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:

x+2 y-4 

1 -3 ’

I  + y = 4-3t, teT;

^ •  ?0 + ts, r0 ={-2:4}.

Ill To 4g ‘ri chiziqda yotuvchi ikkita 

Vfl A/1(jc1 ) nuqta berilgan.

I tO‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy 

Afh.r) nuqtani olib, M XM ={x- xx\y-yx\

Vit ={^2 ~x,>y*~yi} vektorlarni 2-shakl.

Mlftymi/ (2-shakl). Bunda M M  va 

M ,M , vektorlar koSlinear boiadi.

Ikki vektorning kollinearlik shartidan topamiz:

x-xx 

x. —x.
(1.5)

y2-yi 
bclMftdi.

(1.5) teuglamaga berilgan ikki nuqtadan o ‘tuvchi to‘g ‘ri chiziq 

h'nyjamasi deyiladi.

IV. To ‘g ‘ri chiziqning Ox va Oy o ‘qlaridan ajratgan kesmalari a 

V(t b berilgan.

I to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M{x\y) nuqtani 

olamiz (3-sbakl).
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va ¡s u b a  o ‘xshash. U  holda uchburchaklarnîng 

o‘xshashlik alomatiga ko'ra,

CB _ CM OB - OC OD

т ~ 7 м  o b  ~ OA~

Bundan 0 C  = x, OB = a, OD-y, OA = b 

o‘miga qo‘yish bajarib, topamiz:

OC----- i
OB

OD  

OA "

(1.6)

3-shaki.

(1.6) tenglainaga to'gri chiziqning 

kesmalarga nisbatan tenglamasi 

deyiladi.

3-misol. Ах+Ъу-12-Q tenglama 

bilan berilgan to‘g‘ri chiziqni chizmada 

tasvirlang.

Yechish Tekislikdagi to‘g‘ri 

chiziqni chizish uchun uning ikkita 

nuqtasini bilish yetarli bo%di.

To‘g‘ri chiziq tenglamasida, raasalan x-0 deb, y- 4 ni, ya’nil

Д0;4) nuqtani ya shu kabi fiÎ2;^J nuqtani topamiz. Bu nuqtalamil

tutashtirib, berilgan tenglamaga mos to‘g‘ri chiziqni chizamiz (4-shakl). 1 

Bu masalani boshqacha, ya’ni to‘g‘ri chiziq tenglamasinll 

kesmalarga nisbatan tenglamaga keltirib yechish mumkin. Buning uchun j 

tenglamaning ozod hadi (-12) ni o'ng 

tomonga o‘tkazamiz va hosil boigan 

tenglikning har ikkala tomonini 12 ga 

bo‘lamiz:

4x + 3y-12y ~ + Q = l
12  12

yoki

Bu tenglama bilan aniqlanuvchi 

to‘g4 ri chiziq Ox o'qidan 

koordinatalar boshiga nisbatan ocng
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Щ Ё  I Цй ttfllg kcsrna, Оу o ‘qidan esa koordinataiar boshiga 

p|HM Ип|||||Ц11 4 ga teng kesma ajratadi (4-shakl).

/ и >> V'/ ( 'hlziqning og 'ish burchagi (p va Oy о 'qidan ajratgan 

|§M*< h hwilttmi. 
fit H i|!ilii|i inusbat yo‘nalishidan berilgan to‘g ‘ri chiziqqa soat 

loNkiiri yo‘nalishda hisoblangan (p burchakka to'g'ri 

H t y ü f  "M '/.v/i burchagi deyiladi.

1 1ц'loll Inirchagining tangensi, ya’ni k = tg<p son to'g'ri chiziqning 

l p |  ii wfjítslyenti deb ataladi.

i ‘ ' M ‘ rl chiziqda yotuvchi 

I M y  M{x: y) nuqtani olamiz 

!ин. link tangensi ta’rifidan 

гйй1<инн1|1л (5-shakI):

X

y*tg<px + b. 

y^kx+b.

MiiimIkm

(1.7) 

to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentliMu tenglamaga 

Ш ц 1 м т т  deyiladi.

2~l?,oh. (1.7) tenglamadan to‘g‘ri chiziqning к burchak 

kin llilniyentga ega boigan yana bir tenglamasini keltirib chiqaramiz. 

Mu lo'g‘ri chiziq M }(xx;yJ nuqtadan o‘tsin. U  holda bu nuqtaning 

knnrilmatalari (1.7) tenglamani qanoatlantiradi: >>, =kx,+b.

Rundan Ъ- у, - b.С].

U holda (1.7) tenglamadan topamiz: 

y — кх - Щ  +  у\

yoki

У-Ул=К* (1.8)

( 1 .8) tenglamaga berilgan

nuqtadan berilgan yo'nalish bo'yicha

o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi 

deyiladi.
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■ wuguuiia И/ g íí WÍWK^ÍU/ UUèllAOi ■

ataladi. 1

Щ  7o ‘g  Ví chiziq ñ= 0 P  normalining yo ‘nalishi a va uzmligl 

berilgan. 1

/ to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M{x\y) nuqtani olamiz. ■

6-shaklga asosan: I

Pr/ Ô P=P r/ ÔÂ? +  Pr/ M ?  +  Pr/ Â ^ ,  I

bu yerda Щ  O P= p, Prr ON =xcosa, Prr NM  =  ysma, Pr/ AÍP = 0.

Bundan,

p = xcos a +.ysina

yoki

xcúsa+ j>sina- p = 0. 0 ^ )]

(1.9) tenglamaga to ‘g ‘ri chiziqning normal tenglamasi deyiladi. 

Keltirib chiqarilgan (1.1)-(1.9) tenglamalar asosida ushbu xulosi 

kelib chaqadi:

_______________ a______________________
x,y o‘zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi 

tekislikdagi'biror to‘g‘ri chiziqni ifodalaydi va aksincha, tekislikdagi 

har qanday tô‘g‘ri chiziq x,y o‘zgaruvchilaming biror birinchi 

darajali tenglamasi bilan aniqlanadi.

Demak, tekislikdagi har bir / to‘g‘ri chiziq tenglamasini

Ax + By + C =0  (1.10>|

kocrmishda yozish mumkin, bu yerda C-ozodhad; Аг + Вг±0.

(1.10) tenglamada A va В son lar to‘g‘ri chiziq normal vektorining ] 

koordinatalari bo‘lishini (1.1) tenglama yordamida ko‘rsatish mumkin:

А(х-хп) + В(у-у0)= 0,

Ax + By- (Ax„ + By0)~ 0,

Ax + By + C- 0, C=-(Ax0 + By0).

Demak, n = {A;B}.

(1.10) tenglamaga to ‘g ‘ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.
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U  fH| |NI||InhmiIn

H lni'Un, k’iiglama By+C = 0 ko‘rinishga keladi. Bunda 

IfkMIiHM lloinwil vektori Ox o‘qqa perpendikulär boMadi. Shu 

ui h h i lil/lq Ox o‘qqa parallel, Oy o‘qqa perpendikulär 

H o da kelib chiqadigan Ax + C-0 to‘g‘ri chiziq Oy 

Ih ii't|(|U perpendikulär boiadi;

I ii huMntt. tenglama Ax+By = 0 ko‘rinishni oladi. Bu 

Hl MOiU) miqtaning koordinatalari qanoatlantiradi. Demak, 

H «im* h| l'iMiidilUilalfir boshidan o‘tadi;

|  »ty VN f -0 boisa, tenglamadan y = 0 kelib chiqadi. Bu  to‘g‘ri 

hi'i •<« m i|iln yotmli. Shu kabi B = 0 va C = 0 da hosil boiadigan 

9 In |t tl i lil/i«| Oy o‘qda yotadi.

M W  tlnillg qunday qiymatlarida (a2 + 4a)x + (a- 5)y- 2a + 4 = 0 

M  NhUI«| I) Ox o'qqa parallel boiadi; 2 )Ox o‘qqa perpendikulär 

[pl'lAill I) iMlonllnulular boshidan o‘tadi.

h*t 'hhh Mlfcolning shartiga ko‘ra: A = a2+4a, B = a- 5, 

■ # In i 4 

(Umhin

11 i -Iw■ 0 yoki a=-4, a = 0 da A = 0 boiadi. Shu sababli 

Im• tlfm i«i i' ii i'hi/iq Ox o‘qqa parallel boiadi.

Jl) ii J ■ 0 yoki a-5 da B = 0 va berilgan to‘g‘ri chiziq Ox o‘qqa 

|u-t|uiiililsiilni boiadi.

I) ht \ 4 »ü  yoki a = 2 da C  = 0 boiadi. Demak, a= 2 da to‘g‘ri

• liMq Kooiiliiiaialar boshidan o‘tadi.

lo'g'rl chiziqning (l.l)-(l.lO) tenglamalaridan har birini 

liM«ln|alni idau koltirib chiqarish mumkin.

MUol tariciasida (1.10) tenglamadan (1.9) tenglamani keltirib 

*hh|imimiz. I Urning uchun (1.10) tenglikning chap va o‘ng tomonini

Hurmallovchi ko ‘paytuvchi deb ataluvchi M  =±-j==== songa

ko'puytiramiz.

Hosil boigan By + C =o tenglamada 
J a 2+ b 2

A jß B ^ C
cosa = i  . = ,  sina = ± . . p = ±—=======■

J a 2+ b 2 J a 2+ b 2' J a 2+ b 2

helgilashlar kiritsak, (1.9) tenglama kelib chiqadi.
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* ,= -4 . Ikkinchi tcnglamadan topamiz:

U  holda

-(-4)

Demak, 3 71 

" 4 '

Ikki to*g*ri chiziqning perpendikularlik sharti

Tekislikdagi ikki to£g‘ri chiziqning perpendikularlik shartlofl 

ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni topish formulalaridan kclllrj 

chiqaramiz.

/, ± l7 boisin. U  holda cos9) = 0 va (1.11) tenglikdan topam iz:

- A,Al + BxB2 = 0. 

Shu kabi (1.12) tenglikdan

P iPi+W i^ ,
kelib chiqadi.

(1.13) tenglikdan

1 + k.k 
ctg(p = — —j±. 

k, -k2

U  holda /, ±/jda ctg<p=0 yoki

1 + jfe.Jt, =0

(i m

(I IM

(I I M

boiadi.

Demak, to‘g‘ri chiziqlar tenglamalarining koVinishigftj 

qarab, ulaming

perpendikulär boiishi (1.15)-(1.17) shartlardan biri bilan aniqlanadi.

Ikki to‘g ‘ri chiziqning parallellik sharti

I. /, va l2 to‘g‘ri chiziqlar parallel boisin. U  holda. ulaming 

normal vektorlari w, ={A,;B,}va n2 kollinear boiadi. Ikki
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|*i|||nnn lik '•luirtidan ikki to‘g ‘ri chiziqning parallellik

A = ®l (1.18)
A2 ß2

UMH Mrf/ lu’n'ri chiziqlar parallel boisa, u holda ulaming 

11%»lil tvkltHliiri .v, ■ {/>,;?,} va s.={p2;q2} kollinearboiadi.

A = Il. (1.19)
Pi <h

NL Im l|uiiiidn ular orasidagi burchak uchun tg(p = 0 boiadi. 

||| l 1} Imigllkdimtopamiz:

kx=k2. (1.20)

qilib, (1.18)-( 1.20) shartlardan biri to‘g‘ri
II (• II) l.ninii.II Illing berilishiga ko'ra. ulaming parallel bo‘lishini
H

lf#»i/ W ( .',11 nuqtadan oiuvchi va 2x + 3y + 4 = 0 to‘g ii

I liHi'i inliKnlnr to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

ynhh l'o'g‘rl chiziq tenglamasini Ax + By+C=0 ko‘rinishda

PM'rt i‘l»l/lq M J2;l) nuqtadan o‘tgani sababli 2A + B + C = Q

i »i i i o to‘gi'i chiziqqa perpendikulär boigani uchun 

• ti Im'ladi,

iHUilinmiliiiiii birgalikda yechib topamiz: A=— C, B =

I II I "i lliisiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo‘vamiz:

-—Cx + —Cy + C = 0.
4 2

Dllin
(-3* + 2y + 4)C = 0 yoki 3x-2y-4=Q.

Ikki to ‘g*ri chiziqning kesishishi

U 11 clii/iqlar umumiy tenglamalari

A,x + B,y + C, = 0 va A2x + B2y + C2 = 0 

illj'iin boMsin va Ma(x0\y0) nuqtada kesishsin (7-shakl).
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U holda Мо(хо;з>0) nuqtaning koordinatalari har ikkala tenglammtl 

qanoatlantiradi. Shu sababli ikki to‘g‘ri chiziqning kesishnli 

nuqtasi koordinatalari

М л + Д л + с,= о , „  2 i l

[Агха+Вгул+Сл^ О

sistemadan topiladi.

Bunda А/0<л;>и kesishish nuqtasi orqali o‘tuvchi to‘g '(l 

chiziqlar dastasi

A, x + Bxy + Ct + À(À2x + B2y + C2) = 0 (1.22)

tenglama bilan aniqlanadi, bu yerda Л - sonli ko4 paytuvchi.

8-misol. 2x-y-2=0 a to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yo‘na!tiriIgan 

yorug‘lik nuri x-2y + 2 = 0 to‘g‘ri chiziqda sinadi va qaytadi. Qaytuvchl 

nur yo‘nalgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Yorugiik nurining qaytish nuqtasi lx-y-2-Q vu 

x-2y+2=0 to‘g‘ri chiziq laming kesishish nuqtasi boiadi.

Bu nuqta M(x;y) bo%in. Uni quyidagi sistemadan topamiz:

2x— y - 2=0 , 

x—2y+2=0.

Bundan M{2\2).

Yorugiik nuri sinadigan va yo‘naltirilgan to‘g‘ri chiziqlar 

orasidagi burchak tangensini topamiz.

Berilgan to‘gcri chiziqlarning burchak koefïitsiyentlali

k. =~, L - 2 boiadi.
2

Bundan

Bu son yorug‘lik nuri qaytuvchi va sinuvchi toÂgcri chiziqlar 

orasidagi burchak tangensiga teng boiadi.

U holda
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2
IMMiImh A

Г П
2

I tiiii.il,, l/lanayotgan to‘g‘richiziq uchun: M(2;2), .

Hit |liUiiinolrllii' bilan aniqlanuvchi to‘g4ri chiziq tenglamasini tuzaniz:

y - 2 = - — (x-2)
11 1

ink i
2jc -Ь1 l_v — 18 = 0.

Ik hi to ‘g ‘r i chiziqning ustma-ust tnshishi

/, vu I, to‘g‘ri chiziqlar umumiy tenglamalari

Atx + B]y + Cl =0, Агх + Вгу + C2 =  0

li l l iu i b o r i lg a n  b o M s in  v a  u s tm a - u s t  tu s h s in .

Runda:
A D

h ir in c h id a n  / , l l / 2 b o ‘ la d i  v a  —  =  — =  A  t e n g l ik la r d a n  A1-AA1 =  0 ,  
A¡ B2

II, - All, ш 0 kelib chíqadi;

- ikkinchidan /. to‘g;ri chiziqning har bir nuqtasi, jumladan, 

Ш О Д )  nuqtasi, /2 to‘g‘ri chiziqda ham yotadi, ya’ni

Alx0 + Bty0 + С , =  0 , A1xa + B2ye + С ,  =  0

hn'ladi.

I)u tcngliklaming ikkinchisini A ga ko'paytiramiz va birinchidan 

ly inm iz:

(A, - M Jx 0 +(B, -ЛЯ2) + (С, - АС,) = 0.

Hundan С, -ЛС2 kelib chiqadi.

Demak, to‘g‘ri chiziqlaming ustma-ust tushush sharti

I Quilín A nur qaytuvchi to 'g ‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti.

Icngliklar bilan ifodalanadi.
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i>uqtadan to‘g‘ri chiziqqacha boigan masofa

Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikulaming uzunliglfl 

nuqtadan to ‘g ‘ri chiziqqacha bo 'Igan masofa deyiladi.

M0(x0;yn) nuqta va Ax+By+C = Q tenglama bilan / to‘g‘ri rln/jë1

berilgan boisin. M0 nuqtadan / to‘g‘ri 

perpendikulaming asosini Mx[xltyx) 

bilan belgilayraiz (8-shakl).

U holda MXM\ ~ $â va

Mx nuqta i to‘g‘ri chiziqda 

yotgani sababli Axx + Byx + C = 0, ya’ni 

C =-Âxx - Byt boiadi.

n = {A;B} vektoraing / to‘g‘ri 

chiziqqa perpendikular boiishi 

maium. Shu sababli M0 nuqtadan 

/ to*g‘ri chiziqqacha boigan masofani 

vektoming o‘qdagi proeksiyasining 

xossalaridan foydalanib tojjamiz:

chiziqqa tushiuril||M|

1 1'
kf ,Af0 - wj

)
1»! Haït!A*+B'

Axl)+By0-Axl-Byl\ \Axü+Bya+C\

J a*+b2 <Ja2+b2

Shunday qilib, nuqtadan to ‘g'ri chiziqqacha bo1Igan masofa 

d JA xn + By0+C\
(1.24)

-JÀ2 + B2 
formula bilan topiladi.

9-misol. 3x+4y-4 = 0 va 6x + 8> + 5 = 0 parallel to‘g‘ri chiziqlar 

orasidagi masofani toping.

Yechish. 3>x + Ay-4=0 to‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy, masalan M(0;i) 

nuqtani olamiz. U holda berilgan parallel to‘g‘ri chiziqlar orasidagi 

d masofa M(0;1) nuqtadan 6x-f8.y+5 = 0 to‘g‘ri chiziqqacha boigan 

masofaga teng boiadi. Uni (1.24) formula bilan hisoblavmiz:

, 16 0 + 81 + 51 13.
d=--- r;-= = -—- = — (u.b).■W+z2 io w
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3.1.5. Mashqlar

» i- tl t*lil/li|lnrning burchak koéffitsiyenlmi Ÿâ koordinata o‘qlarida 

Inplng:
x—3 A.x  y 1

2)x»2y-2] 3)---- ---4)-+ i=- .
2 4 5 3 2

I  |<t |i'ij i lil/lqning tenglamasini tuzing: 1) AÎ,(2;-3) nuqtadan o‘tuvchi va 

m »kmm.iI voktorga ega boigan; 2) (—2;—3) nuqtadan o‘tuvchi va

I I  IririiMlllriivchi vektorlarga ega boigan; 3) M,(-2;3) nuqtadan o(tuvchi 

MfettR 111*1 pt ntllkulnr boigan; 4) AS4(3;2) nuqtadan o‘tuvchi Oy o‘qda b = 5 ga

Hte nlmluvohi.

I I »•M#ltimnlardan qaysilari to‘g4 ri chiziqning normal tenglamasini 

fe il l# Vil №

2)x-2iS = 0-, 3) -jc--v-3 = 0; 4) Hx+i-y+2=0.
5 5 13 t t r

I, loin'i'i chiziqlarning kesishish nuqtalarini va ular orasidagi burchakni

ÿplMM

I 1-0, 2#-3,y+4 = 0; 2) y = - x ~ t 4x+3y-5=0;

*-3j>+9=0; 4 ) ^ = ^ ,  ï l l  = y i l '
' \ 1 '  I 5 -2 3

I, m va n ning qanday qiymatlarida mx+9y+n=0 va 4x+my-2=Q to*g‘ri 

»•lil»li|li!i I ) parallel boiadi; 2) ustma-ust tushadi; 3) perpendikulär boiadi?

A. m ning qanday qiymatlarida to‘g‘ri chiziqlar: 1) parallel boiadi;

I) |i»'i|H'ndikular boiadi?

I) l9lny + 5">6, 2jc+3jk+3=ô; 2) 2x—3j*+4=0, mx—6y+7 = 0.

7. x + y - 7  =  0  to4g4ri chiziqdakoordinatalari 2x-y+4=0 tenglik bilan 

Im.|' Inngan nuqtani toping.

8. A(4;2) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qlari bilan yuzi 2 kvadrat 

Imlikku teng uchburchak ajratuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

9. i4(-3;2),5(5;-2),C(0,4) bo‘lsa, ABC uchburchakda BD balandlik 

ItfHglumasini tuzing.

10. A(-2,0), ß(5;3),C(l;-l) boisa, ABC uchburchakda AD mediana 

Irnglamasini tuzing.

11. 2x-y+3=0 va x+y-2=Q to‘g‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasidan 

o'tuvchi va 3x-4y-7 = 0 to‘g‘ri chiziqqa perpendikulär to‘g‘ri chiziq tenglamasini 

tuzing.
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12. To‘g‘ri burchakli teng yonli uchburchak gipotenuzasi orqali o‘tgan to 'gV  

chiziq tengiamasi 3x+2>-6=0dan va uchlaridan bin I;—2) nuqtadan ibornt. I  

Uchburchakning katetlari tenglaraalarini tuzing.

13. Parallelogrammning ikki uchi /4(1;1) va B(2-2) nuqtalarda yotadi vd 

diagonallari (-1;0) nuqtada kesishadi. Parallelogrammning tomonlari 

tenglamalarini tuzing.

14. Agar A(5;3), 5(1;1), C(3:5), ¿>(6;6) to‘rtburchakning uchlari bo‘lsa, uning I  

diagonallari kesishish nuqtasini va diagonallari orasidagi burchakni toping. 1

15. Uchburchakning uchlari berilgan: ^(8;3),ß(2;5),C(5;-l). Uchbureffl» 

medianalarraing kesishish nuqtasidan o‘tuvchi va <c+>--2 = 0 to‘g‘ri chiziqqa j  

perpendikulär to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

16. Burchak tomonlaridan birining tengiamasi 4x-3y+9=0dan v* 

bissektrisasining tengiamasi *-7j>+21=0 dan iborat. Burchak iklcinchi tomoniiiiugl 

tenglamasini tuzing.

17. Uchburchakning ikki uchi ^(5;1), 5(1;3) va medianalari kesishish nuqtasi ■  

M(3;4) berilgan. Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

18. Uchburchakning ikkj^uchi A(2;-2),B(-6;2) va balandliklari kesishisffl 

nuqtasi A/(1;2) berilgan. Uchburchakning C uchidan tushirilgan balandlik 

tenglamasini tuzing.

19. Uchburchak.tomonlarining o‘rtalari berilgan: (l;-3),M2 (2;-2),M% (-3;4),* 

Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

20. Parallelogrammning ikki tomoni 2a-+v-2=0, x-y+17=0 to‘g‘ri 

chiziqlarda yotadi va diagonallari M(~3,5ß,5) nuqtada kesishadi. Parallelogramm J  

qolgan tomonlari yotgan to*g‘ri chiziq laming tenglamalarini tuzing.

21. x-2y+5=0 to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yo‘na!gan yorug‘lik nuri 3x-2y+7=0 

to‘g‘ri chiziqda sinadi va qaytadi. Qaytuvchi nuryo‘nalganto‘g‘ri chiziq 

tenglamasini tuzing.

22. Uchlari A(2£),£(~l;4),C(5;5) nuqtalarda bo‘lgan uchburchak og‘irlik 

narkazidan o'tuvchi va AC tomonga parallel to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

23. Bir uchi A{3;4) nuqtada boigan va bir tomoni 2x+5y+3=0 to‘g‘ri 

snglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziqda yotgan kvadratning yuzini toping.

24. 4jc—3j;+8=0 va 8jc-6j>-7 = 0to‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofani toping.

25. Kvadratning ikki tomoni 5x+\2y-6\=Q va 5x+12.y+I7-0 tenglamalar 

lan berilgan to‘g‘ri chiziqlarda yotadi. Kvadrat diagonalining uzunligini 

ping.
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к ЛМ ) Uii(|liidnn o‘tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik 

■I H»ln Milil lu'g’ri chiziq tenglamasini tuzing.

I  <i lib  liil(|tndan o‘tuvchi va B(5;-1),C(3;7) nuqtalardan teng 

I*•••• vi lit tn’g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

l/| N,12) nuqtaning y4(-5;l)va B(2;-3)nuqtalardan o'tuvchi to‘g‘ri 

I*»’ I 1 (ИШ Hlynxini toping.

U. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

Г < Hr koordinatalar sistemasida x ,y  o‘zgaruvchiiarning ikkinchi

I ifUjltll h nglamasi bilan aniqlanuvchi chiziq tekislikdagi ikkinchi 
K f ihh1 hlslq deyiladi.

I Ini' qanday ikkinchi tartibli chiziqni 

■MVly konusning tekislik bilan kesishish 

■tMtf'i Nll'utida hosil qilish mumkin. Shu sababli
II Milt III Iftrlibli chiziqlar konus kesimlar deb 

Mill Hlnliuli. Berilgan / to'g'ri chiziqni uni 

4 iiiit|laga kesuvchi boshqa bir fiksirlangan

■  In’j'i i chiziq atrofida o‘zgarmas в burchak 

it'd Мм nylantirish natijasida hosil qilingan sirt 

fjHtftlvIV konus deyiladi (9-shakl).

Ilimdu / to‘g‘ri chiziqqa konusning 
mftOVl'hisi, L to‘g‘ri chiziqqa konusning о 1qi, A 9-shakl. 

ltiii|l«i|Vi konusning uchi, konusning A nuqta 

hlliifi njratilgan qismlariga konusningpallalari deyiladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida (10-shakl):

- tekislik konusning A uchidan o'tmasa va konus o‘qiga 
|nt*rpondikular bo‘lsa, kesimda aylana hosil bo'ladi;

- tekislik konus o‘qiga perpendikular bo‘lmay, konusning faqat 

11 II I и pallasini kessa va lining yasovchilaridan birortasiga parallel 

ho'lmasa, kesimda ellips hosil bo‘ladi;

- tekislik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning 

pnllalaridan birini kessa, kesimda parabola hosil boiadi;

-- tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosil 

boMadi;

- tekislik konusning A uchidan o£tsa, kesimda nuqta, to ‘g W chiziq. 
to \g‘ri chiziqlar jufti hosil boiadi.
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I
Aylana Eliips Parabola Giperboia

É §

Nuqta To‘g‘ri chiziq
To‘g‘ri chiziqlar 

jufti

10-shaki.

Ikkinchi tartibli chiziqlar fan va texnikaning ko‘p sohalarida ken g 

qoilaniiadi.
Bunga misollar keltirara iz.
1.Ma’lumki, avtomobil g‘iidiraklari aylana shaklida yasaladi.
2. Quyosh sistemasining planetalari quyosh joylashgan umumiy 

okusga ega ellipslar bo‘vicha harakat qiladi.
3. Agar parabola fokusiga yorugiik manbayi joylashtirilsa, nurlar 

ning o‘qiga parallel ravishda qaytadi. Projektorning tuzilishi bu 
3ssaga asoslangan.

4. Mexanikada isbot qilinganidek, yer yuzidan gorizontga qarab 
irchak ostida v0 =11,2 km le (ikkinchi kosmik tezlik) boshlang'ich tezlik 

lan chiqarilgan raketa parabola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz 
oqlashsa, v0>ll,2 km le boshlang‘ich tezlik bilan chiqarilgan raketa 

terbola bo'ylab yer yuzidan cheksiz uzoqlashadi, vQ <11,2 km/c 

ihlang'ich tezlik bilan chiqarilgan raketa esa yerga qaytib tushadi 
i  yeming sun’iy yo'ldoshi bo‘lib qoladi.
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3.2.1. Aylana

tft Hl I • !• Ullkiln markaz deb ataluvchi berilgan nuqtadan teng 

H j|  jriiluvdii nuqtalaming

I ' 11 Itfhglamaga aylcmaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda 

l ni i i niiqta aylana markazi, R masofa aylana radiusi deb ataladi.

» - 0. yn 0 da (2.1) tenglamadan topamiz:

(>'2) tcnglama markazi koordintalar boshidan o£tuvchi va radiusi 

$ gil tírtg nylanani aniqlaydi.

I-mi sol. Koordinatalari x = Rcost, y=Rsm t tenglamalar bilan 

Hllli|l(iMUVch¡ M(x:y) nuqta aylana nuqtasi boiishini ko‘rsating.

Yvchlsk M(x;y) nuqta koordinatalarining har ikkala tomonini 

I* v mirutga ko‘taramiz va hadlab qo'shamiz:

Demak, koordinatalari x = Rcost, y = Rsmt, te R  tenglamalar bilan 

nniqlanuvchi M(x;y) nuqta markazi koordintalar boshida yotuvchi 

vu radiusi R ga teng aylanada yotadi.

n  *• • iiI îh liviana deyiladi. y-.
HMlM* A/I((.v(1; y0) nuqtadan R 

ynllivchi nuqtalarni 

I# Mu lllii|lillardan biri M(x;y)

AtUoi i., nlipn ko‘ra, \MfM\=R. 

Mu i» ii|*hlxkn ikki nuqta orasidagi 

lili (luiiiiiliiiiiii qoilaymiz:

%» »„)' +(y-y0Y =R .
o x

ll-shakl.

(x-x0)7 +(y-y0)2 =R2. (2.1)

x*+y2 = R2. (2 .2)

x2 + y1 = R2 eos2 / + R2 sin21 = fl2(sin21 + eos21) - R2

ynki
x2+y2 = R2.

135



. Ц.-.»um aiuqiovcbi ushbu

fx  =  Rcosi,
<
[j> = jRsin/; 16 [0;2я] 

tenglamalar sistemasiga aylananingparametrik tenglamalari doy iliuli, ■

3.2.2. Ellips

2-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtuyne 

bo‘lgan masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas kattalikka teng bn'ljfl 

nuqtalaming geometrik o‘miga ellips deyiladi.

F\ va F2 ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi bo'U(fl 

F.F.=2c, FlM  = rt, F2M = r2 belgiiashlar kiritamiz.

Ellipsning ta’rifiga kocra, FXM -f F2M = 2a, ya’ni

rx + r2 = 2a, ( 11

buyerda д-o‘zgarmas son bo‘lib, a>c.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q fokuslardan, Oy o*q 

kesmaning o‘rtasidan o‘taoigan qilib tanlaymiz (12-shakl).

U holda Fj(-c;0) va ^(c;0)boiadi.

M nuqtaning koordinatalari x va у bo'lsin deylik, ya’ni M(x',y), 1 

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra

П =<J(x-cY +y2, r2 = уЦх + сУ+у*.

va r2 ning bu ifodalarini (2.4) tenglikka qo‘yib, aímashtiri.shltíf 

ajaramiz:

■yj(x - сУ + у2 + tJ(x + сУ +y2= 2а,

(x - с)г + y2 = (2а - y¡(x + cy + у2 У,

X2 -2хс + сг -г у2 = 4а2 -  4 ал/ (х Т с ) 2Т > ' 2  + х2 +2хе + сг +уг, j  

a-\j(x+е)2+ у2 = а2 + хс, 

а2 x2 + 2агхс + а2 с2 + а2 у2 = а4 + 2агхс + х2с2,

(а2 - с2)х2 + а2у2 = а 2(а2 - с2).
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lilmuki a c  ) bclgilash kiritib, topamiz: 

blxl + a2 y2 = a2b2,

^B||ft1fl|tM (ftllpuning kanonik tenglamasi deyiladi.
Il i lenglamalar bilan aniqlanuvchi M(x;y) nuqtaellip

¡»M uni I miNoIdngi kabi koisatish mumkin.

HftM l lu ushbu

(x m acost, ^

|.y = 6smi, fe[0;2ar]

|9)M •l*U,iimsifMi ellipsningparametrik tenglamalari deyiladi.

•ImlJiiii uning kanonik tenglamasidan foydalanib

#I (mmmIiI*tin v va y ning faqat juft darajalari qatnashgani 

H p  (A* ,(iy o'qlarga va 0(O;O) nuqtaga nisbatan simmetrik 

i DllM "tl'iilili (2.5) tenglamani x> 0, ¿»>0 da (1-chorakda) 

■ Il »hmiIi hoimli.

| ► Iim<iMii (2.5) tenglamadan y=—Ja2 -x2 kelib chiqadi.
a

|| i li « m •! «Ihuttii 0 dan a gacha o'sganida y koordinata b dan 

H^pMftliiyMil i. I 11ipsning qolgan choraklardagi shaklini koordinata 

HlM ilUliMiiiu NÎmmetrik qilib chizamiz (12-shakl).

Wh-I" B(0|0) nuqtaga markaz, A,(a;0), A2(-a;0), fi,(0;è), B2(0;-b) 

lIlHlH Ifttfhlitr. A,AJf Bx B., kesmalaming 2a, 2b uzunliklariga mos 

MN kiillii vu kichik o‘qlar, a,b sonlarga mos ravishda katta va

Il Mrlin o'qlar, F\M, F2M kesmalaming ,r2 uzunliklariga fokal 

•Ml ili \ ilmli

MII|ihiiIii  ̂ lhakii - nisbatga bogiiq boiadi, ammo ellipsning 
a

Mil iiInIiiiI yordamida tekshirish qulaylikka ega.

kitdiilikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0<£< 1,
a
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chunki 0<c<a. b3 -a2 —c1 dan — 1 , ya’ni — = 7Г-ё\
а У \aj a

Demak, £-»lda —-»0, ya’ni b kichiklashib, ellips Oy C ' q l f l  
a

parallel ravishda Ox o‘qqa tomon siqilib boradi, aksincha £->()■

— >1, ya’ni ellips aylanaga yaqinlashib boradi. 
a

x=±— to‘g‘ri chiziqlar ellipsning direktrisalari deb ataladi. 4

Ellipsning M nuqtasidan direktrisalargacha boigan dv va 

masofalar uchun ushbu

tengliklar bajariladi ( 12-shakl).

Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun

r, = a  — £x, rt = a + sx

formulalar hosil qilinadi.

Fokuslari Oy o'qida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi 

ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.
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I M i h Iii hol uchun ellipsning tenglamalarini va asosiy 

fefltlrvmlz.

Markazi 0(0;0) nuqtada bo 'lgan ellipsning 
kanonik tcnglam alari va asosiy xossalari

I ' i I a>b>0 
•i (

H jlO 'q  Ox da yotadi 
vH iii HiKong;
• bMiik u'q Oy da yotadi 

Щ 2h itutcng;
Minim Ft (-c;0), F2(c;0)

B r  = 1 a>b> 0
h' a

■ kntiu o*q Oy da yotadi 

VH 2a ga teng;
• kloliik o‘q Ox da yotadi 
vu 2b ga teng;

• lokuslar: F,(0;-c), F2(0;c)

c2 ~ a7 —b2

Agar a-b bo‘lsa, u holda (2.5) tenglamadan x2+yz = a2 tenglama, 

t <i in inarkazi koordinata boshida yotuvchi va radiusi a ga teng 

lyliiiia tenglamasi kelib chiqadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi 

liiioblanadi.

2-misol. 4x2 + 9y2 = 144 ellipsning o‘qlari uzunliklarini, fokuslarining 

knordinatalarini va ekssentrisitetini toping.

Yechish. Ellipsning tenglamasini kanonik kocrinishga keltiramiz:

36 16

Bundan a2 = 36, b1 = 16.

Demak, a = 6, b = 4, 2a =12, 2й = 8.

Shunday qilib, ellips o‘qlarining uzunliklari mos ravishda 12 va

8 ga teng.

î b  X
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____ ..6cu. uuiua c m aniqlaymiz:

c = -s/fi2 — b2 = V36-16 = 2v5.

Bundan fokuslarning koordinatalarini va ekssentrisitetni topnmi/ 

FII(2V5;0), Fj(-2V5;0);

_  c _  ^  
a 6 3 

3.2.3. Giperbola

3-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagN 
boigan masofalar ayirmasining moduli o‘zgarmas kattalikka long 

boigan nuqtalaming geometrik o‘miga giperbola deyiladi.

Obey koordinatalar sistemasini Ox o‘q F, va F* fokuslardan, Oy ofl 

F,F2 kesmaning o'rtasidan o'tadigan qilib tanlaymiz (13-shakl).

M(x\y) giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi boisin. FtF2 = 2c, FJA »  rt, I 

FtM = r2 belgilashlar kirita^iiz. Ciperbolaning ta’rifiga ko‘ra,

k ,- rj= : 2a, (2.4

buyerda a- o‘zgarmas son boiib, a<c.

(2.7) ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishlar kabt | 
almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chiqaramiz:

bu yerda b2 = c2 - a2.

(2.8) tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi. 
Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib

aniqlaymiz.

(2.8) tenglikda x va y ning faqat juft darajalari qatnashgani uchun 

giperbola ellips kabi Ox,Oy o‘qlarga va 0(0;0) nuqtaga nisbatan 

simmctrik boMadi. Shu sababli (2.8) tenglamani x 5:0, y > 0 da (I- 

chorakda) tekshiramiz.

I-chorakda (2.8) tenglamadan y=—-Jx2-a2 kelib chiqadi. Bunda 
a

x>a va x koordinata a dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham
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\ И HI М(\',у) nuqta cheksizlikka intiladi. Bu intilish 

H lH ln l  ko‘rsatish uchun koordinatalar boshidan o‘tuvchi

к к"», и и ».i \ il il ¡ k = — ga teng bo‘lgan y- —x to‘g‘ri chiziqni 
a a

|| Mu ilil/U| ushbu xossaga ega: M nuqta giperbola bo'ylab 

I ц|>|1< kmifüiritttq, boshidan cheksiz uzoqlashgani sari bu to‘gcri 
| (Mthi VMi|luItishib boradi, lekin uni kesib o‘tmaydi. ya’ni 

НщПНМ! i (H|lnblMl]ll<ili.

l|lllb, fiperbola I-chorakda Ax(a\Q) nuqtadan o‘tib, y = -x
a

I iln<b|.| i mlrnptôtik yaqinlashgani holda o‘ngga va yuqoriga
H  lit ■ nil. lu h mil.

■ m M miIhh qolgan choraklardagi shaklini koordinata o‘qlariga 
ВИИ*11 чНпмиМНк qilib chizamiz (13-shakl).

MhihIiiv ÍI lb, giperbola ikki qismdan iborat bo'ladi. Bu qismlarga 
■ Мш Нпц limnoqlari deyiladi.

13-shakl.

y*±-x tenglama bilan aniqlanuvchi to‘g‘ri chiziq larga

Htperbolaning asimptotalari deyiladi.

Giperbolada A,(a;0), A2(-a;0), Bx(Q\b), B2(0;-è) nuqtalarga uchlar, 

A,Aj kesmaning 2a uzunligiga haqiqiy o‘q, B.B2 kesmaning 2b 

uzunligiga mavhum o‘q, a , b sonlarga mos ravishda haqiqiy va
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mavhum yarim o‘qlar, FtM, F2M kesmalarning rlt r2 uzimlikUrtfl 

fokal radiuslar deyiladi.

e = — kattalikka giperbolcming ekssentrisiteti deyiladi. 
a

Bunda £> i, chunki c>a.

b2 =c2 - a2 dan — ~ J (—1 -1, ya’ni —=4s2 -1.
a \\aj a

Demak, ekstsentrisitet birga qanchalik yaqin boisa, — sh une Iw» Ни
a

kichik boiadi, ya’ni г ->lda --»0 va giperbola haqiqiy o‘qi loinin 
a

siqilib boradi, aksincha e kattalashgan sayin — ham kattalashfidi Щ
a

giperbolaning tarmoqlari kengayib boradi.

X = ±~ to‘g‘ri chiziqlar giperbola/zmg direktrisalari deb ataiadi. |

Fokuslari Oy o‘qida va markazi koordinatalar boshda yotuvcH 

giperbolaning kanonik ter^lamasi shu kabi aniqlanadi.

Markazi 0(0;0) nuqlada bo‘lgan giperbolaning 

kanonik tenglamalarí va asosiy xossalari

1 „2 1.2 1 a b
- haqiqiy o‘q Ox da yotadi 
va 2a gateng;
- mavhum o‘q Oy da yotadi 
va 2b gateng;
- fokuslar: F,(~c,0), F2(c;0);

У

__^
к /  /

j /
X  *  1

“ Сс1 — a2 +¿2; ¿y

- asimptotalari: y = ±—x 
a

а ь
— haqiqiy o‘q Oy da yotadi 
va 2a gateng;
—mavhum o‘q Ox da yotadi

У 

! \
Г * ь

va 2b gateng;
-fokuslar: F,(0;-c), F2(0;c); 

с1 =аг+Ьг-,

i / \ 1 X 
\ 1

— asimptotalari: y = ±—x.
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Hjfi 1111 *1111111*, M nuqtasidan direktrisalargacha bo‘lgan di va d2 
■il"ii m Iniu uNhbu

d, d1

H k l l t  Imlmllacli (13-shakl).

Mu t. mi«IiU iimIiim giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu

*>0 bo‘lganda r, =ex-a, r2 =ex+a; 

x<0 bo‘lganda r , =—a —ex, rx—a —ex 

IiuhII qilinadi.

[ > •Hlm o'qlari teng bo‘lgan giperbolaga teng tomonli giperbola

■ ll'ull
Imiih lomonli giperbola

x2-y2=a2 (2.9)

bilun aniqlanadi.

p wnlsol. Bkssentrisiteti ga teng va Af(V3;V2) nuqtadan o‘tuvchi 

l'ip'trliuhming kanonik tengiamasini tuzing. Uning yarim o'qlari 

I  IMihiIImIiiî, fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining, 

r llllHilrImihiriningtengiamalarini tuzing.

Ytfchish. Ma’lumki, s= —- 4 l yoki c2=2a2. Ikkinchi tomondan 
a

' il1]//. Bundan a2=b2. Demak, izlanayotgan giperbola teng

__ /  / ô \ 2  /  f n \ 2
Iniimnli. A/(v3;V2) nuqta giperbolada yotgani uchun -—/ — -—r̂ - = l,

a a

yil'ui a1 =1.

Deinak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi 

x2 - y2 =1

ko'rinishni oladi.

Bu tenglama bilan aniqlanuvchi giperbolaning yarim o'qlari a = 6=1 

uzunlikka, fokuslari F{(42;0), F2(-V2;0) koordinatalarga ega bo'ladi,

usimptotalari y=±x tenglamalar bilan, direktrisalari x=± - i 

tenglamalar bilan topiladi.
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3.2.4. Parabola
4-ta’ rif. Tekislikda fokus deb ataluvchi berilgan nuqtftflin 

direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chiziqdan teng uzoqliy 

yotuvchi nuqtalaming geometrik o‘miga parabola deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha boigan masofani /;(/»» 

bilan belgi laym iz.

p  kattalikka parabolaningparametri deyiladi. 'H I

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q direktrisaga perpendikuliir H  

fokusdan oiadigan, 0(O;O) nuqta fokus va direktrisaning o;rtnfl|fl 

yotadigan qi lib tanlaymiz. Tanlangan koordinatalar sistemd^H 

f[ — ;ol nuqta fokus, x--— to‘g‘ri chiziq direktrisa boiadi (17-slmU) [
P r /  " ’ 2

M(x\y) parabolaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.

M nuqtaning direktrisadagi proyektsiyasini N bilan belgi laym 1/ 

Parabolaning ta’rifiga ko‘ra NM = MF.

Bundan

yoki

X +pX + ~̂ - = X — pX 4

= 2px.

-+yl

(2.10)
(2.10) tenglamaga parabolaning 

kanonik tenglamasi deyiladi.

Parabolaning shaklini uning kanonik 

tenglamasidan foydalanib aniqlaymiz. 14-shakl.

(2.10) tenglikda y ning juft darajasi

qatnashgani uchun parabola Ox o‘qqa nisbatan simmetrik boiadi.

Shu sababli (2.10) tenglamani jc > 0, y £<)datekshiramiz.

I chorakda (2.10) tenglamadan y =-Jipx kelib chiqadi. Bunda x> 0 

va x koordinata 0 dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham o‘sib 

boradi. Shunday qilib, boiganda M(x;y) nuqta 0(0;0) nuqtadan 

chiqadi va x o‘sishi bilan o‘ngga va yuqoriga qarab bu nuqtadan 

cheksiz uzoqlashadi. Parabolaning .y <0  dagi shaklini Ox o‘qq^ nisbatan
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¡ti f'»l i|llllt t'lii/amiz(14-shakl), Bunda 0(O;Q) nuqta parabolaning 

i U m i| |iMrubolaning o ‘qi deb ataladi.

NM
nitJilinliiiilliM, ekstsentrisiteti s =-— =lga teng boiadi, direktrisasi 

MF

I  i' miiIhuui bilan aniqlanadi.

4 Hih nl y* *6x parabola berilgan. Uning direkrtisasi tenglamasini 

MlUl vn lokusini toping.

|Ypt'htoh, Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi 

Mil Minn Inqqoslab, ko‘ramizki, 2p=6 yoki p=3.

I I hold« berilgan parabola uchun direktrisasi tenglamasi 

boiadi'

Blnbolftning boshqa kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.

va fokusi /n

tJcfai <9(0;0) nuqtada bo‘lgan parabolaning 

kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

I. /  =2px 

fokus:

— direktritsa: x = ——
2

va Ox oqqa simmetri k;

- simmetriya o‘qi- Ox
J

2. x =2py

-fokus: A  
v 2}

—direktritsa: y = ——
2

va Oy oqqa simmetrik; 

—simmetriya o‘qi — Oy

>

3R
/

\  X

F  \
\

\ i
§

\ j
\ F J
V

p>0
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млна. íKKinchi tartíbli chiziqlarníng 

umumiy tenglamasi

Ikkita X va y o'zgaravchining ikkinchi darajali tenglamasi umutltfl 

ko*rinishda

Axl +2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0, Аг+Вг+СгФO (til Г

kabi yoziladi, bu yerda A,B,C,D,E,F- koeffitsiyentlar.

Oldingi bandlarda ta’riflari asosida ellips, giperbola Щ  

parabolalaming kanonik tengiamalarini keltirib chiqardik va xossnltuifl 

o‘rgandik. Bunda chiziqiaming markazlarini koordinatalar boshigij 

joylashtirdik va ulaming o‘qlarini koordinata o'qlari bo'ylnl» 

yo‘naltirdik.

Ushbu bandda (2.11) tenglama koefñtsiyentlarinmg шик 

qiymatlarida konus kesimlardan birini, yoki mavhum konus kesimlardttti 

birini, yoki bo‘sh to‘plamni aniqlashini ko‘rsatamiz. Bunda konufl 

kesimning markazi koordinatalar boshida yotmasligi va o‘qlarl 

koordinata o‘qlariga nisbatan og‘ishga ega boUishi qiyinchillk 

tug‘dirishi mumkin. Bu qivinchilikni bartaraf qilish uchun koordinatalar 
usulining ikki qurolidan -^koordinatalar o‘qlarini parallel ko‘chirish Ш 

burishdan foydalanamiz.

Koordinata o ‘qlarini parallel ko 'chirish

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgam 

bo‘lsin.

Koordinata o'qlarini parallel 

ko‘chirish - bu Oxy sistemadan uning 

o‘qlari yo‘nalishlarini va masshtablarini

o ‘ zgartirmasdan faqat koordinatalar 

boshining joylashishini o‘zgartirish orqali 

yangi O'x'y sistemaga o‘tishdir.

Yangi O'x'y' sistemaning 

koordinatalar boshi O' eski Oxy 

sistemada (x0;y0) koordinatalarga ega 

boisin, ya’ni &(x0;ya).

Tekislik ixtiyoriy M nuqtasining Oxy sistemadagi koordinatalarini
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h|)mt v ii O'x'y' sistemadagi koordinatalarini (x';yr) bilan

ii- iltiikl).

x=x0+x', y=y0 + y'- (2.12)

| * I ') formulalar Mnuqtaning Oxy sistemadagi (x;y) 

k ■ t.lttmlnlnnni O'x’y' sistemadagi (x';y') koordinatalar orqali topish 

I ir indi va aksincha. 

ymluol. (x-4)1 +(>>+l)2=36 tenglamani Oxy koordinatalar 

MHhiimnIiiI parallel ko‘chirish orqali 

liMlihiliiNhtiiring. y\ y'

I i'tihlsh Berilgan tenglama Oxy 

Ikiinhlíimtalar sistemasida markazi 

( i  |) nuqtada yotuvchi va radiusi

U holda berilgan tenglama O'x'y sis-temada 

xn +yn =36

k o i’inishni oladi, ya’ni markazi koordinatalar boshida boigan va radiusi 

R*6 ga teng aylanani ifodalaydi.

Aylana grafígini Oxy va O’x'y' sistemalarda chizamiz(16-shakl).

Oxy koordinatalar sistemasi

( ,  >tyn) m 0'(4;-l) nuqtaga parallel 

lliru hlrilsa, berilgan tenglama yangi 

0V / sistemada ham aylana tenglamasini 

lurmli.

H »< j'.n tcng oy lanan i ifodalaydi.

sistemasi
fuT*

x

16-shakl.

(2.12) formulalami qoilab, topamiz:

x,-x-x0=x-4, y- y- ya=y+^-
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Koordinata o‘qlarini burisk

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi 

bo‘lsin.
Koordinata o‘qlarini burish — bu Oxy sistemadun ulHH 

koordinatalar boshini va o‘qlari 

masshtablarini o‘zgartirmasdan 

faqat koordinata o'qlarini biror 

burchakka burish orqaii yangi Oxy' 

sistemaga o‘tishdir.

Oxy sistemani O nuqta atrofida 

soat strelkasi yo‘nalishiga teskari 

yo‘na!ishda a burchakka burib,

Ox'y' sistemaga o‘tamiz. Tekislik 

ixtiyoriy M nuqtasining Oxy 

sistemadagi koordinatalarini (x\y) 

bilan va Ox'ÿ sistemadagi koordinatalarini (x';ÿ) bilan belgilay®ii/< 

Mnuqta radius vektorinin^uzunligi r ga, uning Ox' o‘q bilan tashkll 

qilgan burchagi <p ga teng bo‘lsin (17-shakl).

17-shakldafa topamiz:

x' = rcostp, ÿ  = rsvi(p, (2.13)

x=7*cos(p>+a), y '=rsin(<p+ct). (2.14)

(2.14) tengliklar ustida almashtirishlar bajaramiz va

(2.13) tengliklami hisobga olib, topamiz:

x=rcos(<p 4 a )= r(cos^cosa — sin psin a) ~

= (rcos^)cosc?—(rsin^)siaa=x'cosa - y  sin a, 

y = r sin(^+a )=r(sin çco&a+cos^sin a) —

=r(cos^)sina+r(smç>)cosa=>c'sina +ycosa.

Demak,

x—x'cosa — y'sv\.a, y =x'sina +v'cosa. (2.15)

(2.15) formulaîarga koordinata o‘qlarini burish formulalari deyiladi. 

Bu formulalar M nuqtaning Oxy sistemadagi (x;y) koordinatalarini
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tWfl, vi1 - 2 tenglamani koordinata o‘qlarini 45"ga burish 

MMlIk Nliitklga keltiring.

■flh (115) tengliklardan a =45“da topamiz:

a /2
x = x'cos45° - yfsin45° =— (x'—y1),

= x'sin 45° +_v'cos45<> =-̂—(x'+y').

MI • - -2 tenglamaga qo‘yamiz:

~ y') +J'')=-2,

■№ulr<iii (,*';/) koordinatalar orqali topish imkonini beradi

~{xn -yn)=-2,

y
4

= 1.

Iln longlama giperbolaning kanonik 

•• ii,-I.un,ini hisoblanadi, ya’ni xy--2 

iMli|i,lnmn hilan aniqlanuvchi chiziq Ox'y' 

y'2 x'2
VlNlomada -- —=1 tenglama bilan

HiMi|liinuvchi giperbolani ifodalaydi.
2 j- 

Dltnak, y =—  funksiyaning grafigi 
x

iiNlinptotalari koordinata o‘qlari bilan 

i!Ntma-ust tushadigan teng tomonli 

jjlporboladan iborat (18-shakl). 18-shakl.

Ikkinchi taríibli umumiy tenglamani soddalashtirish

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani qaraymiz:

Ax1 +2B7ty+Cy2 +2Dx+2Ey + F  = 0. (2.11)

Bunda 2?5¿0boisin. Koordinata o‘qlarini a  burchakka buramiz, 

ya?ni (2.15) formulalar yordamida eski koordinatalami yangi

y

y' !
aüf

N. /\ //
X  \45°

■/ \ 1 x
*í y

/\

f \
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___vi 4a11 ifoaaiaymíz:

A(x'cosa - y'sin a)2 + 2B(x’cosa -y1 sin <z)(x'sin a + y  co iflt 

+C(x'sma+ycosar)2+2Z?(x'cosa-ysmar)+2.£(x'sma: + ycosaí) * t  «•» 

yoki

a  burchakni shunday tanlaymizki, yuqoridagi tenglamiulii 

x’y oldidagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya’ni

Shunday qilib, koordinata o‘qlarini (2.16) shartn 

qanoatlantiruvchi a  burchakka burish (2.11) tenglamani quyidagiU 

tengiamaga keltiradi:

1-teorema. (2.17) tenglama hamma vaqt yoki aylanani (Ai =C,da), 

yoki ellipsni (A, C, >0da), yoki giperbolani (Д C, <0da), yoki 

parabolani (Д -C, =0da) aniqlaydi. Bunda ellips (aylana) uchun — nuqta 

yoki mavhum ellips (aylana), giperbola uchun - kesishuvchi to‘g‘ri 

chiziqlar juftligi, parabola uchun — parallel to‘g‘ri chiziqlar juftligi kabi 

buzilishlar bo‘lishi mumkin.

Isboti. Aj =Ct bo‘lgan holni batafsil tahlil qilamiz.

A, =C, da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz:

bu yerda

Aj = Acos2 a + 2 ¿?co sas in  a +С  s in 2 a;

BX—(C- Л) sin a  cosa+5(cos2 a  - sin2 or);

С, = Asia2 a —2/?cosasin а+ С cos2 а\

Dl = Dcosa + ¿sin a; El = Esm a  — Dcosa; Fx-F.

tenglik bajarilsin. 

Bundan >

Дх'2 + 2 Bxx’ÿ +С у 1 + 2Дх' + 2 Exÿ  + Fl =0,

(2.16;

Дх'2 + С У 2 + 2Dxx'+2È y  + FX=0, А? + Bf *0 . (2.17)

Дх'2 + Д У2 + Щ х'+2 Exÿ + Fx = 0,
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í  n n , A  r F. nX + v +2— x +2—1 y +— = 0, 
A, A A,

_________  S - ' - M í B - f e H í J -

[ UiMiln, (2.18) tenglama va mos ravishda (2.17) tenglama:

I ) | | -(■ ̂ •^LJ - J > 0  boiganda markazi “ “¡jj nuqtada

|mi Inulinmi va radiusi R = +(^ " j ~ ^ '8a teng aylanani aniqlaydi;

/M +í^-j -|-0bo iganda(*  + ̂ )  +( ^ +^ )  =0 ko‘rinishga 

kvlmli. Bu tenglikni yagona 0 , j |  nuqta koordinatalari
A A\,

i|i«ru uit lantiradi. Bunda «aylana nuqtaga buzilgan» deyiladi;

3) +Í ^ J  boiganda hech bir chiziqni aniqlamaydi.

Bunda «aylana mavhum aylanaga buzilgan» deyiladi.

Qolgan ho 11 arda teorema shu kabi tahlil qilinadi.

Shunday qiíib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama) 

ikkinchi tartibli chiziqlardan birini aniqlaydi.

7-misoL 4x2 -25y2-24x+50y-S9=0 tenglama bilan berilgan 

ikkinchi tartibli chiziq ko‘rinishini aniqlang.

Yeehish. Berilgan tenglamada A=4, C = -25.

Blindan A-C = 4-(-25)<0.

Teoremaga ko‘ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi. 

Tenglamada almashtirishlar bajaramiz:

4(x2 -6x+9)-25( f  -2^ + 1)-36+25-89 = 0,

4(x - $ f - 25 (y -1)2 = 100,
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(*-3 )2 (y - l)2_ 1 

25 4

Demak, berilgan tenglama simmetriya markazi 0(3;1) nuqtml« 

joylashgan vayarim o‘qlari a=5, b-2 ga teng bo‘lgan giperbolitul 

aniqlaydi.

3.2.6. Mashqlar

1. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi A/,(-l;3) nuqtada joy iashgJ 

varadiusi R=6 ga teng bo‘lgan; 2) markazi Mz(-3;5) nuqtada joylashgan va A(4A) 

nuqtadan o‘tgan; 3) diametrlaridan birining uchlari ff(-l;3) va C(-3;5) nuqtalarqit 

bolgan; 4) D(8;-4) nuqtadan o‘tgan va koordinata o‘qlariga uringan; 5) marka/i 

M( 2;~l) nuqtada joylashgan va urinmalaridan biri 3x+4y+3=0 to‘g‘ri cbiziqda 

bo‘lgan.

2. Aylanalaming markazi va radiusini toping:

1) x* +y2 +8x~14,y+16 = 0; 2) x2 +y2 +4x-6y-3=0;

3) x2+y2-x+2y-\=0; ^  4) x2+/+3;c-7iy-|=0.

3. A(1;—-2) nuqta berilgan. Uning aylanalaming ichkarisida, tashqarisida J 
yoki ustida yotishirti aniqlang.

1) x2+y2-5; ' 2) **+/=95

3) xi +yi — $x—4y—5=0; 4) x2 +y* — 10x+8y=0.

4. x2+1yi -2*+4;y-20=0vaxl +;yI -10j'+20=0 tenglamalarbilan 

berilgan aylanalar markazi ari orasidagi masofani toping.

5. —+~=1 to‘g*ri chiziqdan koordinata o'qlari kesgan kesmani diametr 

qilib aylana chizilgan. Bu aylana tenglamasini tuzing.

6. .4(2;-l), 5(3;4) nuqtalardan o‘tgan va markazi x-y-4=0 to‘g‘ri 

chiziqda joylashgan aylana tenglamasini tuzing.

7. Uchlari A(-2£),B(0;-2),C(-l;-l) bo‘lgan ABC uchburchakka tashqi 

chizilgan aylananing markazi va radiusini toping.

8. k ning qanday qiymatlarida y-kx to‘g‘ri chiziq x2 + y2 - 8x - 2y+16 = 0 

aylanani kesadi, bu aylanaga urinadi?

9. (*-4)2+(j>—2)2 =4 aylanaga uringan va koordinatalar boshidan o*tgan 

o‘g‘ri chiziqlar tenglamalarini tuzing. v*. *

152



■ I l  AvIniiH (onglamalarini parametrik ko'rmishga keltiring:

2 )x2+yz=4y; 3) x*+y2=2x+2y.

I l  I nklINliii'i Oy o‘qda G(0;0) nuqtaga nisbatan simmetrik joylashgan va 

iliitrtlwni qanoatlantiruvchi ellipsning kanonik tenglamasini hiding-
4

M MiJilli u'i|l 12 ga va ekssentrisiteti - ga teng; 2) fokuslari orasidagi masofa 

|l vn • kiNOntrisiteti ^  ga teng; 3) M,(6;0)va A/2(0;9) nuqtalardan o‘tgan; 

^Hnàlrl»rtluri orasidagi masofa — gava ekssentrisiteti ga teng.

-l » 1 ellipsga tomonlari ellips o‘qlariga parallel qilib kyadrat ichki

« liN lluiin, Kvudratning yuzini toping.

I V 20/ - 100=0 ellipsning x  +y-20=0 to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘Igan 

i|l loitglamasini tuzing.

I -I. 16x* + 25y2 -400=0 ellipsning bir fokusidan uning kichik o‘qiga parallel 

« IjHIII vutivri uzunligini toping.

15. — i —-=lellipsning M(x;ÿ)nuqtasidan uning o‘ng fokusigacha boigan 
50 18

DMMolli chap fokusigacha boigan masofadan to‘rt marta katta. M(x-,ÿ) nuqtani

InpIllM

l(». — +— =1 ellipsning M(x;y) nuqtasidan uning chap fokusigacha boigan
9 8

Iffuuofn o‘ng fokusigacha boigan masofadan ikki marta katta. M(x;y) nuqtani

luping.

17. Ellipsning bir fokusidan uning katta o‘qi oxirlarigacha boigan masofalar 

? vit 8 ga teng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

18. Ellipsning tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiring:

I ) I6x2 +25y2 -400=0; 2) 144x2 + 25/-3600 = 0.

19. x+2y-7=0 to‘g‘ri chiziq bilan *2+4/=25 ellipsning kesishish 

nuqtalarini toping.

20. Fokuslari ordinatalar o‘qida joylashgan va quyidagi shartlami 

qanoatlantiruvchi giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing: 1) direktrisalari

orasidagi masofa y  ga va ekssentrisiteti |ga teng; 2) direktrisalari orasidagi

288 • 12 \ 
masofa -^-ga teng va asimptotalari tenglamalari y = ±— x; 3) direktrisalari



orasidagi masofa y  ga va haqiqiy o‘qi 8 ga teng; 4) direktrisalarf ornil^fl

masofa — ga va fokuslari orasidagi masofa 14 ga teng.

21. Giperbolaning nuqtalaridan bin va asimptotalarining tenglamalarl 
berilgan. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

1) M(6;2), y» ±~x | 2) M(4;2), y ~±— x \

3) M(4;3) ,^=±—x; 4) A/(6;3), =±

22. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. Uning asimptotalari orasidagi 
burchakni toping.

23. Giperbolaning asimptotasi haqiqiy o‘q bilan —ga teng burchak tashkil
4

qiladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.

24. 5x* +I7y2 -85=0 el lips berilgan. Eilips bilan bir xil fokuslarga ega boMgon 

teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

¥ it I 2 £Giperbolaning ekssentrisiteti 2ga teng bo'lsa, uning kanonik tenglamasini 
tuzing.

26. Assimptotalari (9’(2;-3)nuqtada kesishuvchi va B(4;-l) nuqtadan o‘tuvchl 

giperbola tenglamasini tuzing.

27. Giperbolaning y =--- tenglamasini sodda ko'rinishga keltiring.
3x+5

28. Berilgan fokusi va direktrisasi tenglamasiga ko‘ra parabolaning 
kanonik tenglamasini tuzing:

1)F(—3;4),x-5=0; 2)F(5;3),.y+2=0.

29. Berilgan tenglamasiga ko‘ra parabolaning uchini va simmetriya o'qining 

tenglamasini aniqlang:

1) y2-2y+l6x+65-0\ 2) 2xl +>>-8x+S=0.

30. Berilgan tenglamalar qanday chiziqlarni aniqlaydi?

r 1 , ^  f 2
x = -(e'+*-'), \X==-J>

» 2i > 2> 3 *
[?=-(«'" O  [y=~

3)y=-2yjxi +l; 4) x=—jy2+4.
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i /h"íW giperbolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini
him i

■ I/*', V с l\ parabolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini

11 i u i iovv i 13/-72=0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

#* bj\\v 5 yl -8=0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

№ I ini ilii/iqning tenglamasini soddalashtiring, chiziqning turini aniqlang va 

i-IiI/Iiik:

UhilK.v + 9 = 0; 2) 2x2-12x+y+13 = 0;

||l< 4i * *30.т+8.у+21 = 0; 4) 2/-x-12.y+14 = 0;

Ли у*-8 = 0; 6) x2 +У+У2—1=0.

H p ,  С i p  I cIlipsëa M(-3,3) nuqtada o'tkazilgan urinma tenglamasini

wing,

r /  1

■Ниц

17, - = i giperboiaga 2;—4) nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
2 16

3N. £— x2 =1 giperboiaga M\—  ;3| nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
4 v. 2 )

tUAJng-

39. x2-16y parabolaning 2x+4y+7=0 to‘g‘ri chiziqqa perpendikulär 

no'lgun urinmasini toping.

3.3. QUTB KOORDINATALARDA 
CHIZIQLAR

3.3.1. Qotb koordinatalari

Tekislikda sanoq boshiga, musbat yo‘nalishga va masshtab 

birligiga ega bo‘ lgan Op nur qutb о  'qi, uning O- sanoq boshi qutb 

deb ataladi.

M  tekislikning qutb bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nuqtasi 

boisin. Bunda M nuqtaning holati ikkita son, О qutbdan M  nuqtagacha
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19-shakl.

uu îgan r masofa va Op qutb o‘qi bilan OM yo‘nalgan kesma orasidugl 

<p burchak bilan aniqlanadi (Op nurdan boshlab burchak yo'nalishi 

soat strelkasi yo‘alishiga teskari tanlanadi).

r va <p sonlariga M  nuqtaning 

qutb koordinatalari deyiladi va 

M(r;ç>) deb yoziladi. Bunda r masofa 

qutb radiusi, ç> burchak qutb 

burchagi deb ataladi (19-shakl).
Tekislikning barcha nuqtalarini 

aniqlash uchun r va <p kattalikiami

0 ^  r < +co, -n<(p<n chegaralarda 

olish yetarli bo‘ladi. Bunda tekislikning 

har bir nuqtasiga yagona r va <p 

sonlar jufti mos keladi, va aksincha, har 

bir (r\<p) sonlar juftiga tekislikdagi 

yagona nuqta mos keladi.

Nuqtaning qutb va to‘g‘ri burchakli koordinatalari orasidagi 

bog‘lanishni topamiz. 3unda to‘g‘ri burchakli koordinatafflr 

sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan va abssissalar o‘qini 

qutb o‘qi bilan ustma-ust tushadigan 

qilib tanlaymiz (20-shakl).

M  nuqta x va y to‘g£ri burchakli 

koordinatalarga, r  va ^ qutb koordi- 

natalarga ega boMsin.
20-sbakidan topamiz:

x-rco&tp, y-rsmq>. (3.1)

Bu tengliklar nuqtaning to‘g‘ri 

burchakli koordinatalarini uning qutb 

koordinatalari bilan bog‘laydi.

(3.1) tengliklardan nuqtaning qutb 

koordinatalari bilan uning to‘g‘ri

burchakli koordinatalari o‘rtasida quyidagi bog‘lanish hosil qilinadi:

(3.2)r=V* +r. y
Bunda ç> burchakning qiymati 

(x,y larning ishoralari asosida) qarab,

nuqtaning joylashgan choragiga 

-K<<p< n: oraliqda tanlanadi..
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I  Mil»'I M( 1;-V3)nuqtaning qutb koordinatalarini toping.

P  ftt hl'h Berilgan nuqtaning qutb koordinatalarini (3.2) formulalar 

■NNt HMli|lnyuiiz: ________ pz

r-V(-0’ +(-^3)’ =2, tsv=z~  = -J3.

iiiii|liui III chorakdayotadi.

i i  Hiililu bo‘Iadi. Demak, Aff2;-— 1.
r  ;3 3 V 3 J

3.3.2. Qutb koordinatalar sistemasida chiziqlar

(Jillh koordinatalar sistemasida chiziq tenglamasi deb aynan shu 

M|#l(| Inircha nuqtalarining r va cp koordinatalari orasidagi bog‘lanishni 

Kili|lnvchi ikki noma’lumli

F(r\<p)= 0 (3-3)

Itn'i mUluiagi tenglaraaga aytiladi.

Muinkin boiganda (3.3) tenglama 

i ||n nisbatan yechiladi va r =r((p) 

lin'ilniNliga keltiriiadi.

Chiziqning F(x;j?)=0 tenglamasi- 

iIhm ifutb tenglamasiga o‘tish uchun 

iff va y lar o‘miga ulaming 

(VI) formulalardagi qiymatlari qo'yiladi 

vn aksincha chiziqning qutb 

linulumasidan FCxy)=Q tenglamasiga

• • lish (3.2) formulalar bilan amalga 

inhlriladi.

To ‘g ‘ri chiziqning qutb tenglamasi

To‘g‘ri chiziq tenglamasini qutb koordinatalarida topamiz.

Bunda O qutbdan I to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan p masofa va Op 

(|iitb o‘qi bilan berilgan to‘g‘ri chiziqqa perpendikulär bo‘lgan f  

b'q orasidagi a burchak berilgan boisin (21-shakl).

/ chiziqning ixtiyoriy M(r;<p) nuqtasi uchun Pry OM = p bo‘ladi. 

Ikkinchi tomondan

Pr/ OM =j OM | cos (a ~(f>)- rcos(a - (p).
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rco&(fx—(p)=p.

(3.4) tenglamaga to ‘g ‘ri chiziqrning qutb tenglamasi doy i 11

2-misol. A/,^5;yJ va A/2(5;0) nuqtalardan o‘tuvehi to‘g‘rl v

qutb tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chiziqning Mx va M2 nuqtalar orasidagl 

katetlari 5 ga teng boigan to‘g‘ri burchakli uchburt lirikl« 

gipotenuzasi boiadi. Bunda qutbdan to‘g‘ri chiziqqaoha 
masofa to‘g‘ri burchak uchidan 
gipotenuzaga tushirilgan balandlikdan 

iborat (22-shakl).

üning uzunligini (p ni) va yo‘nalshini 

(er ni) topamiz:

OMr OM2 5-5 5^2 ^  x

p ~ Jom} + om\ _ Vs1+51 2 ’ 4 '

* nU holda (3.4) formulaga ko‘ra,

22-shald.
( *4 5V2 

rcos <p—- =—
\ 4) 2

Konus kesinüarining qutb tenglamalari

Konus kesimlarning (eliipsning, giperbolaning, parabolaning) tjiiüi] 

tenglamalarini keltirib chiqaramiz. Bunda chiziqlarning fokusiaridftlfH 
qutbda yotsa, uning tenglamasi sodda ko‘rinishni oladi.

Konus kesimlarning tenglamalarini keltirib chiqarishda ularnintf I«hi 

bir nuqtasidan fiksirlangan nuqtagacha (fokusgacha) boigan masolkntfl 
fiksirlangan to‘g‘ri chiziqqacha (direktrisagacha) boigan nmNofu| 

nisbati o‘zgarmas kattalikka -  ekstsentrisitetga teng boiishi xüsmnIu| 

foydaianiladi. Bunda konus kesim e<\ boiganda eliipsdnn, * i 

boiganda paraboladan va e>\ boiganda giperboladan iborat bo'lftfl 
(23-shakl).

/-konus kesimlardan birining tarmog‘i, F-bu tarmoqning wklMfl 

d —qutbdan chapda joylashgan vertikal direktrisasi, £-ekstsontiniU>t 

boisin. Fokusdan direktrisagacha boigan masofani /> blltui 

belgilaymiz (24-shakl).



23-shakl. 

Ullyoiiy Л/(/-,#/?)nuqtani olarniz.

I) I'Mi'Ikihiij-ui konus kesim-
h'n^himasi deyiladi. Bu 24-shakl.

■ I  * I tin dlipsni, *>1 giperbolaning bir tarmog'ini va s = 1 da 

ни iinli|lnvdi.
■ft Кипп** kesimlaming qutb tenglamalari direktritsaning 
(•lilpii lui(tiiq boMadi:

D irck trisan ing  ho la ti — teng lama

^ M |  M N u i  oh ipde — r  =  .— g  £ j 

i «• < « i|iiIImIiiii o 'ng da-  r  =

KMl) VH i|iilhdiin yuqorida —

M ill vil (Jtltbdun pustda — r  =
\-ss\atp 1+sinç?
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jsosnqa cmziqiarmng quw lengiamaiari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalard.m I i*lfl 

qaraymiz.

Uzunligi 2a (a > 0)ga teng bolgan AB kesma uchlari bilmt I «  

to‘g‘ri burchakning tomonlari bo‘ylab sirpanib harakatlarmyttjÄ 

boisin. To‘g‘ri burchakning O uchidan bu kesmaga OA/perpcmlllijM 

tushurilgan (25-shakl). AB kesmaning harakati vaqürin 1 

perpendikulär M asosining traektoriyasini topaylik.

A/asosning (nuqtaning) traektoriyasini qutb koordioj^H 

sistemasida tuzish uchun to:g‘ri burchakning O uchini qutb, VA 

qutb o‘qi deb olamiz. M nuqtaning qutb koordinatalarini r, </) ( f l  

beigilaymiz, ya’ni deymiz.

AOAf uchburchakdan topamiz:

OM =OÂ cosç>, 

r = OAcosç>.

AOB uchburchakdan topamiz:

^  OA = ABsmq>,

OA=2asvï(p.

Bundan M asos izlanayotgan traektoriyasining qutb koordinatfiltir 

sistemasidagi tenglamasini hosil qilamiz:

r=asm2ç>.

Bu tenglama bilan aniqlanuvchi chiziq to'rt yaproqli gui deb ataladl. 

Uning grafigini a = 1 da Maple paketi yordamida chizamiz (26-shakl|),
> with(plcts):
> aaiaiatecarv'e(lsÎB(2*t),t,t:=-!*i.J*il, coords-okr, 
frames^ô,ïmnspomts--I00);



kcyingi boiimlarining misol va masalaiarini 

(|iilnnllfiiilgwn chiziqlaming grafiklari va ulaming qutb 

H N l In11nllari l-ilovada keltirilgan.

3.3.3. Mashqlar

H )  Vt H( «/.V.-I) nuqtalaming qutb koordinatalarini toping.

*| v« ^I; ~ J nuqtalaming to‘g‘ri burchakli koordinatalarini

Vii flU - i) nuqtalar orasidagi masofani toping.

♦ iMllnrl O qutbdava B(r2;tp2) nuqtalardajoylashgan OAB 

: ‘¡ I"  ii-ti hIiiji, yii/,ini toping, buyerda q>2 >$>,.

* I It kiln qirima-qarshi uchlari nuqtalarda boigan 

I ' I| <||||I||' yu/.lni toping.

ft. K vidratning ikkita qo‘shni uchlari berilgan:

k • I It •lllllll' yuzini toping.

E  /. Hcrilgan tenglamalami dekart koordinatalarida yozing:

• i • 2) r = 5oasqr,

I )  i ' -  «In 2<P; 4 ) r= 4 c o s 2 ^ ;

I )  1 6) r  = — -— ;
1■* «m$> 1 — cosip

7 )*- r— ---; 8) r = - 32I <me/n O5 + 3cosp 3 + 5sin<o

8. Berilgan tenglamalami qutb koordinatalarida yozing: 

lly-5; 2) y = 2x-i;

4)*2- /=a2; 

5) *2+/-2ox=0; 6) xy = 4;

7) i l  + z l= i; m t J C B C
’ 25 16 J 36 4
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_„„gau leagiamasiga ko‘ra chiziqiarning turini aniqlang:

1) r=—- —— ; 2) — 5
2+smç>

3) ; 4) ,
1+CÛS^Ï

1) r~-,——— '> 2)r-l+ecosp

3) r=— ^ — ; 4) r =
1 —ssmtp

-Í+ 2cosçf

2
2--ooŝ

1 3 .
2 4

4e
l+esinç>

4e

3.4. T E K IS L IK

3.4.1. Fazoda sirt va chiziq

Umumiy boshlang‘ich О nuqtaga va bir xil masshtab biriigiga egn 

bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Or, Oy va Oz o‘qlar fazoda to‘g*rl 

burchakli Oxyz koordinatalar sistemasini hosil qiladi.

Oxyz koordinatalar sistemasida uchta x,y va z sonlari fazodagi har 

qanday M nuqtaning o‘mini to‘liq aniqlaydi. Bunda nuqta M(x;y-z) kabi 

belgilanadi, x ga M nuqtaning abssissasl y ga M nuqtaning ordinataÆ 

z ga M nuqtaning applikatasi deyiiadi.

Oxyz fazodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirt nuqtalarining 

x,y,z koordinatalari orasidagi bog‘lanishni 

aniqlovchi uch noma’lumli

F(x,y,z)~0

tenglamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari uch noma’lumli F(x,yfz)=Q tenglamani 

qanoatlantiruvchi Oxyz fazoning barcha M(x;y;z) nuqtalari to‘plamiga 

fazoda shu tenglama bilan aniqlanuvchi sirt deyiiadi.

Fazodagi sirt x=x(u,v), y =y(u,v), z=z(u,v), (u;v)eD parametrik
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i ■> п liilnii hum berilishi mumkin, bu yerda x(u,v),y(u,v),z(u,v)- 

H p i sirl. barcha nuqtalarining va faqat shu nuqtaiaming
I'Ik i >1 Mini horuvchi ikkio‘zgaruvchili funksiyalar.

P M mmIhii

jf¥ /Mil H 008v, y = /?sinwsinv, z = Rcosu, 0<и<я, 0<,vü2&

■MvHlk (WJflimalar sferani ifodalaydi.
I ici chiziqni ikki sirtning kesishish chizig"ï yoki ikki sirt 

p lliiih  liih|liilarining gometrik o‘mi deb qarash mumkin (27-shakl).

I ihl/iqni aniqlovchi ikki sirt F(x,y,z) = 0 va G(x,y,z) = 0 

|НА1Ми1и1 bilan berilgan boisin (27- 

M l l l  H ho Ida / chiziq ikkala 
рцЫпниИ ham qanoatlantiruvchi 

P fM ’.'l nuqtalar to‘plamidan tashkil

piinHI
Koopdinatalari

F(x,y,z) = 0,

G(x,y,z) = 0

I tphuliimalar sistemasini

IMhnnlInntiruvchi Oxyz fazoning 

Imi. lin M(x\y\z) nuqtalari to‘plamiga 

Auotfoxi shu tenglamalar sistemasi 

IhIiim nniqlanuvchi chiziq deyiladi.

Shu kabi, Oxyz fazodagi chiziq tenglamasi deb aynan shu 

t hi/iq barcha nuqtalarining x,y,z koordinatalarini aniqlovchi

(F(x,y,z) = 0,

\0(x,y,z) = ü

Icnglamalar sistemasiga aytiladi.

Fazodagi chiziqni nuqtaning trayektoriyasi deb qarash mumkin. 

Bunda chiziq r =r(t) vektor tenglama bilan yoki

x »  x(i), y - y(t), z = z(t), t&T parametrik tenglamalar bilan beriladi. 

Masalan,

x = Rcosat, y — Rsiaat, z= — t 
2n

parametrik tenglamalar vint chizig‘ini ifodalaydi.



Fazodagi analitik geometriyada sirtni (yoki to‘g‘ri chi/iqnl) 

o‘rganishda ikkita masala ko‘riladi: geometrik xossalariga ko‘ra, sirtnbfl 

(yoki to‘glri chiziqning) tenglamasini keltirib chiqarish; tenglamaMf.i 

asosan sirtning (yoki to‘g6ri chiziqning) ko‘rinishi va xossatflriiil 

tekshirish.

3.4.2. Tekislik tengiamalari

Tekislikning fazodagi o‘m i turii parametrlar bilan (masala^. 

tekislikning koordinata o‘qlarida ajratgan kesmalari bilan) bir qiymatli 

aniqianishi mumkin. Shu sababli parametrlariga ko'ra tekislikning 

turli tengiamalari keltirib chiqariladi.

I. Tekislikda yotuvchi M0(x0;y0:z0) nuqta va to'g 'ri chiziqqa 

perpendikulär bo *Igan n - {A; B;C} vektor berilgan.

Tekislikka perpendikulär

bo‘Igan har qanday vektorga 

tekislikning normal vektori deyiladi.

<y tekislikning ^xtiyoriy 

M(x;y,z) nuqtasini olamiz.

M va M0 nuqtalaming radius 

vektorlari mos ravishda F va r0 

bo'lsin.

U holda M0M = f -r0 bo‘ladi.

M va M0 tekislik nuqtalari 

bo‘lgani uchun M0M vektor 

tekislikda yotadi va tekislikning 

normal vektoriga perpendikulär

boiadi, ya’ni h±M0M (28-shakl). Ikki vektoming perpendikularlik 

shartiga asosan tekislik 

tenglamasini topamiz:

n (r- r0)= 0. (4.1)

Bu tenglamaga tekislikning vektor tenglamasi deyiladi.

(4.1) tenglamaga normal vektor va radius vektorlarining 

koordinatalarini qo'yib, topamiz:

A(x—x0) + B(y—y0) +C(z -zo)=0. ; (4.2)

28-shakl.
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Mil tenglamaga tekislikning skalyar tenglamasi deyiladi.

Nltuiilugdek, (4.2) tenglamaga berilgan nuqtadcm o ‘tmchi va 

hi и/фш wktorgaperpendikulär tekislik

< ¡<mhix¡ deyiladi.

¡•mlsol. M„(3;4;5) nuqtadan o‘tuvchi va nonnal vektori

I « I I, (¡2} bo‘ Igan tekislik tenglamasini tuzing.

) iH'hlsh. Masalaning shartiga ko‘ra,

xo =3>Уо =4,z0 = 5, A = -l,B—-3,C=2.

I) holda(4.2) tenglamadan topamiz:

//. Tekislikdayotuvchi uchta Mt(x,; у, ; z,), M2(x2;y2;z2), M3(x3;y3;z ) 

HUtfUi berilgan.

r  ft tekislikda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y;z) nuqtani olamizva

M}M3 ={x3 -jCj;y3 -y¡;z3 -г,}

voktorlami yasaymiz.

Bunda MtM vektorlar komplanar bo‘ladi

(29-shakI). Vektorlarning komplanarlik shartidan topamiz:

HH*-3)+(-3)0>-4)+2(z-5) = 0

\"Ki
x+3y—2z-5 = 0.

MXM = {x — Xj ;y - y¡ ;z—z}},

M,M2 ={x2 -xx;y2 -y,;z2 - z j,

z

(4.3) tenglamaga berilgan uchta 

nuqtadan о ‘tuvchi tekislik tenglamasi 
deyiladi.

(4.3) tenglamada
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ucigiiasñ kiritib, topamiz:

У~Ух

Уг-Ух

(4.4) tenglamaga berilgan ikkita nuqtadan o ‘tuvchi va ЬегН^Ш 

vektorgaparallel tekislik tenglamasi deyiladi.

Shu kabi

st =M,M2 ={p1;ql;r¡}, 

s2 ~MXM 3 ={p2,q2',r2} 

belgilashlarda (4.3) tenglamadan topamiz:

x-x¡ y-y¡ z-z, 

Px 4x rx 

Рг Яг Г2

tenglamaga.

= 0. (4.5)

(4.5) tenglamaga^ berilgan 

nuqtadan o ‘tuvchi va berilgan ikki 

vektorga parallel tekislik tenglamasi 

deyiladi.

К  (эвддаХ M 2(x2;y2;z2) va 

M3(x}; j3;z3) nuqtalar a  tekislikning mos 

ravishda Ox, Oy va Oz o‘qlarda yotuvchi 

nuqtalari, ya’ni M.(o;0;0), M2(0;b;0) va 

Mj(0;0;c) bo‘lsin (30-shakl).

U  holda (4.3) formulaga ko‘ra,

M.

n \
/Г V  

/  i

/  i  \  

/  i \

Ш Ж
//,>*>ít-""
M,

M j 
' M,

30-shakl.

х — л .y z 

-а ft 0 

-a 0 с

=  0

boiadi.

Bundan

yoki

bcx — abe + abz+асу = 0, bcx+acy+abz = abc

/С4.6)
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Ml -»11111* liInti ko‘inadiki, a,b, cmos ravishda a  tekislikning Ox, Oy 

mfk it i|l »win ajratgan kesmalarini ifodalaydi.

ini iiilmbli (4.6) tenglamaga tekislikning kesmalarga 
H p f№  h'lijtlamasi deyiladi.

M l l l l l /  M0(2;-l;3) nuqtadan o‘tuvehi, « = {3,0-1} va b = {-3;2;2}

11> iliii|iii parallel tekislik tenglamasinituzing.

[ hi,sir Izlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan 

Im|mmii/

x—2 y+1 z —3

3 0 - 1  =0,

-3 2 2

(jc-2)-2-(y + l)(6-3)+(z-3)-6=0,

2x—3y+6z- 25=0.

:\ mifiol. Ox, Oy \a Oz o‘qlarda mos ravishda 2, (-4) va 6 gateng 

liNHiiiiiltii' njratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

Yvchlsh. Masalaning shartiga ko'ra: a=2 ; b=-4 ; c=6.

Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:

* v z
—i- -I— =1,
2 (-4) 6 ?

6x-3>>+2z-12=0.

///. Tekislik n=OP normalining 
Hrunligi p va birlik vektori 

I  •  {cosar;cos/?;cos?'} berilgan.

ü tekislikda yotuvchi ixtiyoriy 

M(x\y,z) nuqtani olamiz. Bu nuqtaning 

l l i d ius vektori r=OM =  {x;y;z} bo‘lsin 

(ll-shakl). Bunda r radius vektorning 

I  vektor yo‘nalishidagi proeksiyasi 

f> ga teng bo‘ladi, ya’ni

ilp.r = p

Bundan

re=p, fe- p-0

31-shak!.
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yOKl

xcosa + yco&ß + zcosy — p =0.

(4.7) tenglamaga tekislikning normal tenglamasi deyiladi.

Keltirib chiqarilgan (4.1)-(4.7) formulalar asosida ushbu xuloM 

kelib chaqadi:

Demak, har bir «r tekislik tenglamasini

Ax+By+Cz+D = 0 (4.8)|

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda £>—ozod had; A2 + B2 +C2 #0. j

(4.8) tenglamada n={/LB,C} bo‘lishini (4.2) tenglama yordamidu 

(to‘g‘ri chiziqdagi kabi) ko'rsatish mumkin.

(4.8) tenglamaga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

(4.8) tenglamada: 1) A- 0 boisa, tenglama By+Cz + D=0 

ko‘rinishga keladi. Bunda tekislikning n = {0;B;C} normal vektori Ox i 
o‘qqa perpendikulär boiadi. Shu sababli tekislik Ox o‘qqa parailel 

boiadi. Shu kabi B= 0 da Ax+Cz+D=0 tenglama Oy o‘qqa parallel® 

tekislikni, C=0 da Ax+By+D=0 tenglama Oz o‘qqa parallel 

tekislikni ifodalaydi; Ax+By+D=0 tenglama Oz o‘qqa parallel 

tekislikni ifodalaydi;

2) £>=0 boisa, tenglama Ax+By+Cz = 0 ko‘rinishni oladi. Uni 

0(0;Ö;0) nuqta koordinatalari qanoatlantiradi va tekislik koordinatalar 

boshidan o‘tadi;

3) A=0, D=0 boisa, tenglamadan By+Cz = 0 kelib chiqadi. Bu 

tekislik Ox o‘qdan o‘tadi. Shu kabi Ax+Cz - 0tenglama Oy o‘qdan 

o‘tuvchi tekislikni, Ax+By= 0 tenglama Oz o‘qdan o‘tuvchi tekislikni 

ifodalaydi;

4) A —ü.. 5=0 bo‘lsa, tenglama Cz+D= 0 yoki z ~—- koiimshni 

)ladi. Bu tekislik Oxy tekislikka parallel boiadi. Shu kabi By+D'- 0
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iMUihjtiiH Oxz tekislikka paral le 1 tekislikni, Ax+D=O tenglama Oyz 

' i i lil luí piirallel tekislikni ifodalaydi;

i | 1 '0, fí = 0, D=0 boisa, tenglama Cz=0 yoki z-0 ko‘rinishga

• 1 *iii Mu tenglama Qxy tekislikni ifodalaydi. Shukabi Oyz tekislik 

| n Imigloma bilan, Oxz tekislik ^=0 

M'Mliliiiiin hilan aniqlanadi.

I ñu sol. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Ox o‘qdan va 

<№,(••, '13) nuqtadan o'tuvchi; 2) Oy o‘qqa parallel boigan va 

), A/z (5;-2;3) nuqtalardan o'tuvchi; 3) Oxz tekislikka parallel 

Sp)'l)(iiu va M0(l;-2;3) nuqtadan o‘tuvehi.

I ct hish. 1) Ox o‘qdan 0‘tuvchi tekislik tenglamasi By+Cz-0 

lili1 Indi Butenglamani M0(0;-2;3) nuqtaning koordinatalari 

i|MMt >ul lantiradi, chunki bu nuqta tekislikda yotadi.

Domak, (-2)- B+3C=Q yoki B=-C .

2)Oy o‘qqa parallel tekislik tenglamasi Ax+Cz+D=Q boiadi. Uni 

/W, (3;0;—4), M2 (5;-2;3) nuqtalarning koordinatalari qanoatlantiradi, ya’ni

f ?  A A/~< I r \  — n

Blindan

-Cy + Cz = 02
3y+2z = 0.

Bundan

A = ~ D  va C—— D.
29 29

U holda

— Dx+— Dz+D = 0 
29 29

yoki

Ix —2z — 29 = 0.
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3) Oxz tekislikka parallel tekisiik tenglamasi ll\ i M  

bo‘ladi. Bundan Ma(l;-2;3) nuqtada -2B+D=0 yoki /)•■ 

chiqadi.

U holda пг s

By+2B=Q /  I

Tekislikning (4.1)-(4.8) ¿S ' /  /

tenglamalaridan bar birini /

boshqalaridan keltirib /  /  /
cbiqarish mumkin. Masalan, î

(4.8) tenglamani (4.7)

tenglamaga o‘tkazish uchun 32-shakl
(4.8) tenglikning chap va o‘ng

tomonini normallovchi ko ‘paytmchi deb ntiiluvüjl

M - ± .............—  songa
J a 2 + b 2+ c 1

ko‘paytiriladi. Bunda M ®b‘paytuvchining ishorasi D koeifitsiycntfljH 

ishorasiga qarama-qarshi qilib tanlanadi.

3.4.3. Fazoda ikki tekislikning o‘zaro joylashishi

Ikki tekisiik orasidagi burchak

Ikki tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki 

tekisiik orasidagi burchak deyiladi.

Aix+Bly+Clz+Dx =0, AjX+Bty+C3z+D2 =0

tenglamalar bilan berilgan <7,, <r2tekisliklar orasidagi burchak <p jiii 

teng bo‘ lsin(3 2-shakl).

Bunda ={At;Bl:yCl],n2 ~{А2;Вг;С2} va p=(<r¡ ̂ ^ (й ,,« ,) .

Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

ли, A. A. +B.B.+ C A
cos®=-—■ ■ ;=~г ; - ..

K M ^I 4$  + Bi + C\ №  + К +Сг
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I ll'M lukialik orasidagi burchak deyilganida — dan 

Ihm« lik (ihhuniladi.

H p iftM l

| AlAz + BlB2 + C,C21 //
COStp = ~7== - ■ 7 / 12 (4.9)

V42 + 5,2 + Ci V4 + 522 + C22

■ g  * i i ' i z - l  = 0, x-2j+3z-l=0 tekisliklar orasidagi

l«Mü H'lnu
Bhhh M null Inning shartiga ko‘ra: «, ={1;1;1}, n2={l;-2ß}.

I MM*

|ll+l(-2) + l-3| 2
CONffl *  ■ ---  — ■ ■■ =  —7-— .

Vl2+12+12 -Vl2+(-2)2+32 -v/42

#>=arccos
2

^42.

/AA/ tekislikning perpendikularlik sharti

.• | m, Ito'lxm. U holda cos^=0 va (4.9) tenglikdan topamiz:

+ £,52 + C,C2 = 0. (4.10)

I (1 M/M, A/, ($),M2(0;3;4) nuqtalardan o‘tuvchi va x+2y-z = 0 

■tllkU perpendikulär tckislik tenglamasini tuzing. 

fy p i'hhh . Tekislik tenglamasini Ax+By+Cz+D=0 ko‘rinishida

iMyftil«,
Minolning shartiga ko‘ra:

¡
A + 2ß-C = 0 (tekislikx+2y-z=0 tekislikka 1),

A + 2B + C =-D (tekislik M{ (1;2;1) nuqtadan o'tadi),

32?+4C = -D (tekislik M2(0;3;4) nuqtadan o'tadi.
lliloimming yechimi:

7 1  1
A=-~D, B = ~D, C =— D. 

6 3 2
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А, В,С  koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo’vin ill#

Bundan

-—Dx + -Dy--Dz + D = 0.
6 3 2

Ix —2y+3z~6=0.

Ikk i tekislikning paratteüik sharti

<7, va cr2 tekisliklar parallel boMsin. U holda Я, = 'J 1 

Äj ~{A2iB2\C1} vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektoming kollinoitrlll 

shartidan ikki tekislikning parallellik shartini topamiz:

L. (4
Aj B2 Cj

Ikk i tekislikning ustma-ust tushishi

<r, va cr2 tekisliklar ustma-ust tushsin. U holda birinchidan ulni 

parallel boiadi, Ikki tekislikning parallellik shartidan topamiz:

А _*>
~Ä2" b ~~C~

yoki

A,-Z42=0, В1-ЛВ2=0, С1-ЛС2 =0. (4,

Ikkinchidan <7, tekislikning har bir nuqtasi, jumladan ] 

M0(xa;y0;zu) nuqta cr2 tekislikda yotadi, ya’ni

Агх0 + B,ye -r C,z0 +Д  =0, 

A7x0+B2y0+C2z0+D2=0.

Bu tengiiklardan ikkinchisini Л ga ko‘paytiramiz va birinchi 

tenglikdan ayiramiz:

(Ax- ^ ) x 0 +(Bt-ЛВг)у0 +(C, - ЯС2)г0 +(Д - Л ф |  0. ' 

Bundan (4.12) tengliklarni hisobga olsak Ц  — XD2 -0 yoki ¿I 

bo‘ladi.
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A  = *l = *L = £l.„ (4.13)
А в2 с2 Щ

||<||||||Ипг tekisliklaming ustma-ust tushish shartini

I I li Nii(|ladan tekislikkacha bo‘lgan masofa

■■It) U'klNllkkn tushirilgan perpendikulaming uzunligiga 
I frkh!ikbiii'h<i bo 'Igan masofa deyiladi.

iiiK|tii va Ax+By+Cz+D=0 tenglama bilan a
|(¥Н1ции bo'lsin. M0 nuqtadan a tekislikka tushirilgan 

■RHlMllilliM. Hioeini Л/,(jcj;j',;2-j) bilan belgilaymiz (33-shakl).

I ЬнЫн Л/,, nuqtadan a tekislikkacha boclgan masofa 

Imi'I/kH. bu yerda MlM0 = {x0-xl;y0 

|Ui ч 11..i ftkiilyur ko‘paytmasining xossasiga ko"ra,

PW , '"j__\(x0-xx)A + (j'o-yl)B + (z0-z,)C\

f| ĴA2+B2+C2

I Лх0 + By0 + Cz0 - Axx - Byx - Czx [

■Ja2+b2+c2 

V,¡i,}nuqta a tekislikdayotgani sababli 

Axi + Byx + CZ| +Z)=0,

D =-Ax¡ — Byx — Cz,.

II ШИ I mi i
0?_ \Ax0 + By<)+Cz(> + D\

-ÍÁ2 + B2+C2

phllinltiy qilib, nuqtadan tekislikkacha bo‘Igan masofa 
Ml Ini и ni la bilan topiladi.

’ ml.wl. A/0(5;4;-l) nuqtadan M,(3;0;3), M2(0;4;0) va M,(0;4;-3) 

li t Ihm Inn (Vtuvchi tekislikkacha bo‘lgan masofani toping, 
hi hlsh, Avval berilgan uchta nuqtadan o‘tuvchi tekislik 

|i lit 111 >t M11 i luzamiz:
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x-3 y z-3

0-3 4 0-3 = 0

0-3 4 -3-3

Bundan

yoki

-l2 '(x—3)—9-y+0-(z-3)=0 

4x+3^—12=0.

Mfl(5;4;-1) nuqtadan

4x+3y-l2=0 tekislikkacha 

boigan

masofani (4.14) formula bilan 

hisoblaymiz:

j4 1+32+02

3.4.5. Mashqlar
1. A/0(2;-l;3) nuqtadan o‘tuvchi va shu nuqtaning radius vektoriga 

perpendikulär boigan tekislik tenglamasini tuzing.

2. n={2;-3;4> vektorga perpendikulär boigan va Oz manfiy yarim o'qda fl 

Sga teng kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

3. M(2;3;—I) nuqtadan o'tuvchi 2x-3j/+5z-4=0 tekislikkaparallel tekislik j 

tenglamasini tuzing.

4. 2;5;—1) nuqtadan o‘tuvchi 2x+3y-4z+5=0 tekislikka parallel tekislik 

tenglamasini tuzing.

5. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) M0(1;3;—2) nuqtadan va Öxo‘qdan 

o'tuvchi; 2) A/0(2;-l£) nuqtadan o‘tuvchi va Oy o‘qqa perpendikulär;

3) A/0(3:-2;4) nuqtadan o‘tuvchi va Oxy tekislikka parallel; 4) A/, (2;—3;1), A/2(3;4;0) 

nuqtalardan o‘tuvchi va Oy o‘qqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va 

A/,(3;-4;2), A/2(-l£;4) nuqtalardan o‘tuvchi.
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il Ivklallk tenglamalarîni tuzing: 1) M0(2;-3;4) nuqtadan Oyo‘qdan 

М И 1 2) A/„(3;7;-l) nuqtadan o‘tuvchî va Ox o‘qqa perpendikulär; 3)

|i Ml Hliqladan o‘tuvchi va Oxz tekislikka parallel; 4)M,(2;l;-2), A/2(-7;-2;l) 

M in im i  o'tlivchi va Oy o‘qqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va 

il ' Il iW,( 3;0;4) nuqtalardan o‘tuvchi.

■  1*+y - 3z+6=0 tekislikning koordinata o‘qlari bilan kesishish 

[ j|(t'|ltllill|ll| foping.

r  1  Зди 3rv-5z+30=0 tekislik koordinata ocqlarida qanday kesmalar ajratadi? 

Mi AY, (2;—1.3), Ai2(-1;3;2) nuqtalardan o‘tuvchi va Ox, Oz o ‘qlarida teng 

HiiihIhiI koHm alar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

Ill, л/„(2;5;-2) nuqtadan o‘tuvchi va Ox,Oz o'qlarida Oy o‘qqa nisbatan uch 

Iniiiihiir n/un kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

11. Berilgan uchta nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:

I ) Л/,(2&-1), Л̂ 2(3;1;0), Мъ(-\\2-\) ; 2) Mt(l;-2^),  Мг(4&&, Щ Щ -Щ •

12. Mu(3;3:3) nuqtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan perpendikulär 

lllMlori orqali o‘tgan tekislik tenglamasini tuzing.

13. Л/Д1Д), Л/2(0;2;1) nuqtalardan o‘tuvchi va â = {2;0;1} vektorga parallel 

HkUlik tenglamasini tuzing.

14. M,(l:2;0), А/2(2ДД) nuqtalardan o'tuvchi va à={3;0Д} vektorga parallel 

ttfkiiilik tenglamasini tuzing.

15. M0(l;-2ß) nuqtadan o‘tuvchi va a={2;l;l},è = {3;1;-1> vektorlarga parallel 

tekislik tenglamasini tuzing.

16. Mo(0;l;2) nuqtadan o‘tuvchiva 5 = {2;0;1},ô={1;1;0} vektorlarga parallel 

tekislik tenglamasini tuzing.

17. 9*-2,y+6z-ll=0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal 

ko’rinishlarini yozing.

18. 5x+7y—34z+5=0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal 

ko‘rinishlarini yozing.
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1) x-2y+2z+5-0 va x-y-3=0;

2) 3x-y+2z+l2=0 va Sx+9j>-3z-l=0;

3) 2x—3y—4z+4=0va 5x+2j>+z—3 = 0;

4) x+2y+3=Q va ,y+2z—5=0.

20. m va nning qanday qiymatlarida tekisliklar parallel boiadi: 

l)3jc-5y-«z-2=0, mx+2,y-3z+ll=0; 2)nx~6y~6z+4=Q, 2x+»iy+5^^M

21. m ning qanday qiymatlarida tekisliklar perpendikulär bo‘ladi:

1)  4x-7.y+2z-3=0,-3x+2>»+»iz+5 = 0; 2) x-i^y+z~0,2x+3y+mz-4^0, I

22. Tekislik tenglamalarini tuzing:
1) A/0(2;2:-2) nuqtadan oiuvchi va berilgan tekislikka parallel:

a) x-2y-3z=0; b) 2x+3y+z—1=0;

2) M0 (-1;~yt) nuqtadan o'tuvchi va berilgan ikki tekislikka perpendikulär: t

a) x+2y—2z+6=0, x—2>»+z+4=0; b) jc+3.y+z—1=0, 2x—y+z—2=>0^B

3)M,(5;-4;3), M2(-2;l$) nuqtftardan o‘tuvchi va berilgan tekislikka 

perpendikulär: a) Oxy; b) Oyz; c) Oxz.

23. A/(-2;l;3) nuqtadan va x-2y-2z + 6=0, 2x+3y-z+3 = 0 tekisliklaming 

kesishish chizig‘idan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

24. A/(2;l;-2) nuqtadan o'tuvchi va x+3.y+2z+l=0, 3x+2>--z+8^0 

tekisliklar kesishish chizig'iga perpendikulär tekislik tenglamasini tuzing.

25. M,(2;0;0), A/2(0;1;0) nuqtalardan o'tuvchi va Oxy tekislik bilan 45° li 

burchak tashkil qiluvchi tekislik tenglamasini tuzing.

26. Tekisliklaming kesishish nuqtasini toping:

1) x+2y~z+2=0, x—y—2z+7~0, 3x-y-2z+11=0;

2) x-2y-4z=0, x+2y-4z+4=0, 3x+y-z-4=0.

27. A/0(5;-l;4) nuqtadan A/,(3;3;0), M2(0;-3;4), A/3(0;0;4) nuqtalar yotuvchi 

tekislikkacha bo'lgan masofani toping.

28. Oxoqning 2x+y-2z+6-0, x+2y+2z-9-0 tekisliklardan tenguzoqlikda 

yotuvchi nuqtasini toping.
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H i!  * U '< 0 tekislikka parallel boigan va M0(4;3;-2) nuqtadan d=3 

^ ■ i't l l t  iltl Ivkislik tenglamasini tuzing.

■  iWH'l l?ir+3^-4z-4=0 va l2x+3y-4z+22=0 tekisliklardayotuvchi 

■Mfoliiilitl loping.

B|i AM Mlhuqtaning 3x-4y+12z+14=0 tekislikdan chetlashishini toping.

M Ml UMinuqtaning 2*+9y-6z+33=0 tekislikdan chetlashishini toping. 

^^■ 13^-27-5 = 0, 5x+y-2-l=0parallel tekisliklar orasidagi masofani

3.5. FAZODAGI TO‘G ‘R I CH IZIQ

3.5.1. Fazodagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari

To ‘g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasi

Armlilik geometriyaning bir qancha masalalarini yechishda fazodagi 

P l ' r l  chiziqning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama

I*i iif qoilaniiadi. Bu tenglamani 

Mill'll) chiqaramiz.

Fazoda biror to‘g‘ri chiziq 

borllgan boisin. Bu to ^ r i chiziqqa 

puniHe! boigan (void bu to‘g‘ri 

chl/.iqda yotuvchi) nolga teng 

boimagan har qanday vektorga bu 

lo*g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi 
vektori deyiladi.

Berilgan M0(x0;y0;z0) nuqtadan 

0 ‘tuvchi va yo‘naltiruvchi vektori 

s ~{p;q-,r} boigan / to‘g‘ri chiziq 

tenglamasini tuzamiz. Buning uchun 

I to4g‘ri chiziqning ixtiyoriy 

M0M = {x - x0;y - y„ ;z - z0} vektomi y 

Bunda s va MJA vektoriar kolli

M(x;y;z) nuqtasini olamiz va 

isaymiz (34-shakl). 

lear boiadi. Ikki vektoming
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lucui lopamiz:

x - x 9 = У - У а =  Z - Z 0 

p q r
( S I )

Bu tengiiklami I to‘g‘ri chiziqda yotuvchi har bir A/(*;jMM 

nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi, va aksincha agar M{x\y\A 
nuqta / to‘g‘ri chiziqda yotmasa, u holda uning koordinatalari (Í I) 

tengiiklami qanoatlantirmaydi, chunki bunda s va M0M vektorlft! 

kollinear bo‘lmaydi.

(5.1)tengliklarga to'g 'ri chiziqning kcmoniktenglamasi deyiladiiV 

Bunda ixtiyoriy s  yo‘naltiruvchi vektoming p ,  q ,  r  koordinatalari 

bu to‘g4ri chiziqning yo‘naltiruvchi parametrlari va s vektomiA 

yo‘naltiruvchi kosinuslari bu to‘g‘ri chiziqning yo'naltiruvchi 

kosinuslari deb ataladi.

To‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasidan uning boshqji 

tenglamalarini keltirib chiqaramiz.

To‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasini

tenglamalar sistemasi deb qarash mumkin.
Bu tenglamalarning har ikkaiasi birinchi darajali tenglamalar] 

hisoblanadi, ya’ni tekislik tenglamalari bo‘ladi. Bundan fazodagi to ‘g ri 

chiziq ikkita parallel bo 'Imagan tekislikning kesishisidan hosil bo ‘ladi 

degan xulosaga kelish mumkin.

Masalan, to‘g‘ri chiziq 2x+5y~2-0 va 3y~2z=0

tekisliklarning kesisish chizigVi bo‘ladi.

Shunday qilib, agar or, va сгг tekisliklarning Щ ={4;5l;G1} va 

ñ2 ={Д;52;С2} normal vektorlari kollinear bo‘ lmasa, bu tekisliklarning 

kesishishidan hosil bo‘lgan / to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalar 

sistemasi bilan ifodalanadi:

*-*o = У~Уо 

P 4

p r

(5.2)
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i  |l|i iiMij/Jumalar sistemaga to‘g ‘ri chiziqning umumiy tenglamalari

j '' ') nmumiy tenglamalari bilan berilgan to‘g‘ri chiziqning kanonik 

Bflijiliiilill'il quyidagi tartibda topiladi.

| I l’n‘g‘ri chiziqning biror M0(x0;y0;z0) nuqtasi topiladi. 

f HmhIMW uchun awal nomaium 

i , i , * , koordinatalardan biriga

....... . horiladi va bu qiymat

{* 11 (cnglamalardagi mos 

Vtynnivchi o‘miga qo‘yiladi,

HfeiVin boshqa koordinatalar 

B>3) listemani yechish orqali 

mili|lmindi.

t 2. To‘g‘ri chiziqning s

< t • • imiliruvchi vektori topiladi. / 

lu'g'ri chiziq va n2

f VfMorlarga perpendekular 35-shakl.

hö'lgani uchun J ln , ,  

liiüindi (35-shakl). Bundan

(5.3)

Vektor aniqlanadi.

3.Topilgan M0 nuqta va s vektor asosida kanonik tenglama 

luziladi.

1-misol. _ o tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechih. Misol shartiga ko‘ra:

4=1 , B,=-2, C,= 3, Aj =2, ß2 =1, C,=-4.

To‘g‘ri chiziqning M0(x0;y0;z0) nuqtasini topish uchun z0= 0 deb 

olamiz.

U holda

f x0 -2y0 =-1,

|2x0+ y0= 8 

sistemadan x0 =3, y0 = 2ekanini topamiz.

To‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan

5. C, C, Al 4  1
c2 C2 A, A  1



toparaiz:

M0 nuqta va s vektoming koordinatalarini (5.1) iviif lnmwij 

qo‘yamiz:
x-3 y-2 __ z

5 10 ~5

yoki
x—3_ y—2 _ z

1 ~ 2 ~T

(5.1) tenglamada

p q r

belgilash kiritamiz.

Bundan *

x = X0 + pt,

y=y*+qt>

z-z0+rt

tenglamaîar kelib chiqadi, bu yerda t e R - parametr.

(5.4) tenglamalarga to 'g ‘ri chiziqning parametrik 1епц1(1Нщ^Ё 

deyiladi.

Ma’lumki, fazodagi chiziqning uchta parametrik (sKal\,»u 

tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan ifodalash mumkin.

Demak, (5.4) tenglamalami

r= r0 +ts

kocrinishda yozish mumkin, bu yerda r={x; y; z}, r0 ={х„;>,0;гц) - im»i 

ravishda M(x;y;z), M0(x0;y0;z0) nuqtalaming radius voktoi linli 

s={p;q;r} -to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori (34-shakl).

(5.5) tenglamaga to ‘g ‘ri chiziqning vektor tenglamasi deyilndl. 

Beriigan M^x^y^z,) va M2(x2Sy2;z2) nuqtalardan o‘tuvchi / lo’g'H 

chiziq tenglamasini tuzamiz. Buning uchun / to‘g‘ri chi/i |mni

3 N 3 1
-4 r -4 % ;
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||V III • h u l l Nifutidu

F I  * MtMj = {x2 -xt;y2 -yt;z2 -2,}

B M N I#  vn (3 I ) tengliklardan

* = i i J a * u .S 2 L  (5.6)
X2 -x, y2 —y, z2 -z,

AfeiHi lllilh i'hiqaramiz.

• I "i>m Imi'ii herilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to ‘g 'ri chiziq 

»!»•>  U n t i l

I * i I .i/oilu Ikki to‘g‘ri chiziqning o‘zaro joylashishi 

Ikki to (g ‘ri chiziq orasidagi burchak

"  * ~ l va -■ ~ ^ = - ■ —■=-—— tenglamalari bilan 
• / ,  ' i  Pi 9 t ri

■¡hit IM' I /, vn /, to‘g ‘ri chiziqlar orasidagi burchak (p bo ‘lsin. 

liHMilii ln 'n 'ii chiziq lam ing yo'naltiruvchi vektorlari sl ={pl\ql,rl}i 

¡L \t, i | |j,it va ular orasidagi burchak to‘g ‘ri chiziq lar orasidagi 

R ^ lf th l i tn  hlriga teng, ya'n i <p~(l,,l2y=(sr,s2) bo ‘ ladi.

■ Hill«1 link kosinusini topamiz:

00<(P.  _ i& _ .  ____;  (5.7)
I ^1  II I yjPi + Qi + r\ 4 Pi +<l l  +r2

i  Mhttl x~3t-2, y = 0, z = -t+3 va x = 2t—l, y = 0, z = t- 3 

V f h  lil/iqlar orasidagi o ‘tmas burchakni toping, 

r  fpt hhh. To‘g ‘ri chiziqlar tenglamalarini kanonik shaklga 

UliHllll/
jc + 2 _y  _ z-3 x + l _ y _ z+3

3 ~0~ -1 ’ 2 ~ 0 ~ 1

11 holdn (5.7) formuladan topamiz:

3-2 + 0 0  + ( - l ) l
COS®= ■-- ----- , = --- =±— .

A/32 + 02 + (-I)2 • v22 + 02 +12 2
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n~{A;B\C} orasidagi burchak y/=900-g> bo‘ladi (36-shakl), 

cos^=sinç» tenglikni hisobga olib, topamiz:

^ . \Ap+Bq + Cz\
Snffl = -7===~^==^=======r

■Ja2 + B2 +C2 yjp2+ q2+r2

3-misol. -j — —- to‘g‘ri chiziq bilan 2x.-y-s

tekislik orasidagi o‘tkir burchakni toping.

Yechish. Izlanayotgan burchakni (5.13) formula bilan topvjfl

12 * 1+{—1) • 1+(-1) ; (-2)| 1 ■  
SH10 =  : ■ ^ ^ 1 .= .^ = === = —.

■J22 + (-1)1 + (-1)“ ■Jl2 + l2 + (-2)2 2

Bundan ç>=35".

To ‘g ‘r i chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti

l± a  bo'lsin. U holda to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektoffl 

s ~{p;q;r] va tekislikning normal vektori n-{A;B:C) kollinear boiadi. ■ 

Bundan d

(5.14)
p q r

to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti kelib chiqadi. ^

To*g*ri chiziq bilan tekislikningparalellik sharti

/{jcr bo'lsin. U holda, s _L « bo‘ladi.

Bundan

Ap+Bq+Cr-Q. (5.15)1

Bu tenglik to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning parallellik shartini 

ifodalaydi.

4-misol A/0(-l;2;-3) nuqtadan o‘tuvchi va 2x - 3y + 6z -1=0 

tekislikka perpendikulär to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik shaitiga 
ko‘ra,

2 - 3  6

Bundan q= p, r=3p.



Ill IIHlll W„1 №¡-3), Î  =

I Imlilu i i I ) tonglamaga ko‘ra:

* + 1 _ y- 2 _  z + 3

P 3P
2

x + 1_ y —2 _  z + 3 

~~2~~ —3 6

|Im iiHiNMlimi boshqacha yechish mumkin. To‘g‘ri chiziq tekislikka 

■lllkulttr boigani sababli tekislikning normal vektori to‘g‘ri 

■mlllng

A MlUiuvchi vektori boiadi, ya’ni s = {2;-3;6}.

[ |l Imldn A/„(-l;2;-3) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning kanonik 

■mIminhmi!
*+ 1 _ y—2 _ z + 3 __________

[ ' m¡sol. m ning qanday qiymatida —— —-=z-+- - to‘g‘ri
3 m m+1

I va 3.x + y - 3z - 1=0 tekislik parallel boiadi?

P Yechish. m ning izlanayotgan qiymatini to‘g‘ri chiziq va 

ItfkIslikning parallellik shartidan topamiz: 3*3+1 • m+(-3) • (m+1)=0. 

IHindan m=3.

To*g*ri chiziq bilan tekislikning kesishishi

Agar / ||cr boimasa, u holda to‘g‘ri chiziq va tekislik kesishadi.

Shu sababli

Ap+Bq+Cr&Q (5.16)

boiadi.

Bu shart to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgilaydi. 

Shunday qilib, (5.16) shart bajarilsa, to‘g‘ri chiziq bilan tekislik 

qandaydir nuqtada kesishadi. Bu nuqta M,(x^y^z,) boisin. U holda 

M,(x,,y{,zx) nuqtaning koordinatalari to‘g‘ri chiziq va tekislikning 

tenglamalarini qanoatlantiradi:

185



Ax.+Byi +Czl +D = 0.

Bu tenglamalardan M,(*,,.)/„z,) nuqtani topish quyidagi ImiiiIhU I 

amalga oshiriladi:

Ie. (5.17) tenglama parametrik ko‘rinishga keltiriladi:

xx = + pt, yx = y0 + qt, z, = z0 +rt ; (5»'l M|

2°.x„y, va z, lar (5.18) tenglamaga qo‘yiladi va u / ga nisbftflfl 

yechiladi;
3°. t ning topilgan qiymati (5.19) tenglamalarga qo‘yiladl vft , 

Mx(xx,yx,zx) nuqta aniqlanadi.

6-misol. . - =~ ~  to‘g‘ri chiziq bilan

tekislikning kesishish nuqtasini toping.

Yechish.

£Lj ^ = > ^ = zL-l _2_ y ] _2t z =1+ 3/;«
- 1 - 2  3 1 1 1 j

2°. 2(—2 -t)+3(—1 - 2t) -̂ 1 + 3f) - 3=0 => /=-1;

3° xt = -2—(—I) = -1, .y, = -1- 2 • (-1)=1, z, = 1+3 ■ (-1) = -2. J

Demak, Af,(—1;1;~2).

To ‘g ‘r i chiziq ning tekislikda yotishi 

I to‘g‘ri chiziq o tekislikda yotsin.

U holda birinchidan, s Ln boiadi va ikkinchidan, tocg‘ri 1 

chiziqning M0(x0;y0;z0) nuqtasi tekislikda ham yotadi.

Shu sababli

¡Ap + Bq + Cr=0,

[Æc0+5y0+Cfe0+D=0. ’ a

(5.20) shart to‘g‘ri chiziqning tekislikda yotishini belgilaydi.

3.5.4. Nnqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa

X ~~ X v-v z—z
Mx{xx\yx\zx) nuqta v a -- —=-—— =---2- tenglama bilan / to‘g‘ri

P q r

chiziq berilgan bo‘lsin. / to‘g‘ri chiziq M0(xg;y0\z0) nuqtadan o‘tadi va 
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|lhVit) yo4naltiruvchi vektorga ega boiadi. M^x^y^z,) nuqtadan 

HNflll/lC|qacha boigan masofa d boisin.

^B^MItnyotgn d masofa M3A/’ va s vektorlarga qurilgan 

j ?! 'i It'Hiiimm balandligining uzunligiga teng boiadi (37-shakl).

Mu puni I lol Qgrammning 

H p|  I w ,  k .v | ga teng.

W_ I IM0M. x s Ia -------
ki

I  M i l )  n I l l q i u l i .

" * mlsol Af,(l;-l;-2) nuqtadan

f  I  < I JH-2 z - 8 .
” — 2" ^ ri ̂ wziqqaeiia

hnaIfi.nn masofani toping.

■ Yechish. Misolning shartiga ko‘ra:

I /!/,(l;-1;-2), Md(-3;-2;8), ?={3;2;-2}.

(5.21)

37-shakl.

Hundan

M0Af, ={l-(_3);-l-(-2);-2-8}={4^-10}.

11 holda

* 1
M0M. x s ss I 4 1

k 
-10

I 3 2 -2

= (-2 + 20)f - (-8+30)7+(8 - 3)£=18F - 22/ + » ,

x iH i/l*1 +(-22)! +5* =7^17,151=1/3“ +21 + (-2)! =Vl7.

(5.21) formula bilan topamiz:

, 7-v/l7 , ,  „  
d = —p=- = 7(wi>).

■Jvi

3 . 5 . 5 .  M a s h q i a r
1. Berilgan to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasini tuzing: l).W,(l;l;-2) 

nuqtadan o‘tuvchi va 5={2&-1} vektorga parallel; 2) M2(2;-3;-l) nuqtadan 
o'tuvchi va Oy o‘qqa parallel; 3) A/3(2;—1;-2) nuqtadan o'tuvchi va 

6x+2>-4z-5=0 tekislikka perpendikular.
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z. M0(2;-3;5) nuqtadan o'tuvchi berilgan to‘g‘ri chiziqiarga parallel to'g'A 

chiziq tenglaraasini tuzing:

1) 2) x=3+2t,y=~l+3t,z=l-t; 3) { * +3* + " * j j
7 4 1 3 '  p -  y-4z + ̂|

3. M(-3;6;2) nuqtadan o'tuvchi va Oz o'qni to‘g‘ri burchak ostida kesuvfll 

to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

4. A/(—1;2;-3) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qlari bilana = y , ß - — 

y =—  burchaklar tashkil qiluvchi to*g‘ri chiziq tenglamalarini tuzing.

5. Berilgan nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasini 1 

tuzing:

1)M,(--I;2;2), A/2(3;l;-2); , M2(3;l;-1).

6. M(2Ä-1) nuqtadan o‘tuvchi va 5 = {1;1;2}, b = {-l&l} vektorlarga 

perpendikulär to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasini tuzing.

7. To‘g‘ri chiziq tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltirir.g: 

f5*+.y-3z+5 = 0, ^  ¡x+y-z-\=ü,

[8jc-4^-z +6 = 0; (x-y+2z+l=0.

8. To‘g‘ri chiziq tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiring: 

j4x-y-z+\2-0, f x+y-zt-3=0,

'  { y-z- 2 = 0; ’ [2x-y -1 = 0.

9. Uchburchakning uchlari berilgan: A(-l;2$),B(-l-2;l),C(3;4i5). A uchdan I  

o‘tkazilgan mediana tenglamasini tuzing.

10. ABCD paraUelogrammning ikki uchi vi(-l;2;0),ß(4;l;3) va diagonallari 

kesishish nuqtasi 0(-2;I;2) berilgan. Parallelogramm CDtomonining tenglamasini '■ 

tuzing.

11. To'g'ri chiziqlar orasidagi o‘tkir burchakni toping:

1) jc=~2+3f,.y=0,z=3-i va x=~l+2t,y=0,z~~3+t;

2) x _ y-2 z+2 j2x+y- z-1=0,

2 -1 _  3 Va [2x-y+3z+5=0.

12. A/(-2£;-l) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chiziqiarga 

perpendikulär to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing:



H I •• ii I i > lil<ii|liiinlng o'zaro joylashishini aniqlang:

L. I 1 \ 4 »■%
r  .. /  ■ , * ,* i Hi,y= bt,z = -3~4t ;

* "  4 \ 1

B|k 4 1 4 v t 1 i • I .v ^-1 _  z+2

I I I  , •  2 "  I 1 - 2 *  3 “  -1

I A. I « »’ ‘11 ohifllq bilan tekislik orasidagi burchakni toping:

■ ■ .I u | i i  f*—2y—1 = 0,
, .'» + 2v-9=0; 2)\ _ x+2y-z+6 = 0.

*  2 1 -2 [y- 2-2=0,

16. To'g'ri chiziq bilan tekislikning o‘zaro joylashishini aniqlang:

I i J.V--.V+ 42-6-0, 3 6*-12 = 0; 2 )— = ^ ^ = ^ - ^ ,  2x+y-4*-8
■  l2*+j»-*+3-0, 2 8 3 '

f 17. To‘g‘ri chi/.iq bilan tekislikning kesishish nuqtasini toping:

■ L  x-4 y—1 z-5 . .  — — .. ~  x y+13 *+7 _ . _
) -—  = ---=— , *-3v-2z+5 = 0: 2 )—= ■ =--— , 5x-2-4 = 0.

1 5 J 2 17 13 ’

18. .V/(4;5;-6) nuqtadan berilgan tekislikka tushirilgan perpendikulär 

it nglamasini tuzing:

* I) x-2y-3=0; 2) .x->'+2-5 = 0.

19. m va n ning qanday qiymatlarida to‘g‘ri chiziq:

1) mx+2y-4z+n=0 tekislikdayotadi; 2) mx+ny+3z-5-0 tekislikka 

perpendikulär bo‘ladi; 3) 2x+3y+2mz-n=0 tekislikka parallel bo‘ladi.

20. A/(l;-l;-l) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chiziqqa perpendikulär 

tekislik tenglamasini tuzing:

, j X+l_ y+2_ z+2. 2)x+^ - ̂ ~1 z~*
} 2 = -3 = 4 * '  4 = -1 = -2 ‘

x-3y+5=0 . . . . .  . . . . .
_ .  to‘gln  chiziqdan o'tuvchi tekislik 

2x+j»+*-2 = 0

tenglamasini tuzing.

22. to‘g‘ri chiziq bilan x+y-2z-4 = 0 tekislikning

kesishish nuqtasini toping.

21. Af(0;1;2) nuqtadan va



toping.

chiziqqa parallel tekislik tenglamasini tuzing.

f3x+y~4z+5=0,
\ x-y+2z-l = Qf

to‘g‘ri chiziqdan va M{l;-J;2) nuqtadan o‘tgan tcklwll

tenglamasini tuzing.

26. M(2;-3;-l) nuqtadan berilgan to‘g‘ri cbiziqqacha boigan masofani 

toping:

Oxyz koordinatalar si^tbmasida x, y ,z o‘zgaruvchi laming ikkinchi 1 

darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli sirt deyiladi. ]■

Uchta x ,ÿ  va z o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamat^H 

umumiy ko‘rinishda I

Ax'+Bÿ +Cz2 +Dxy + Exz + Fyz+Gx + Hy+Kz+L=0, (6.1) ■

kabi yoziladi, bu yerda A, B, C, D, E, F, G, H ,K ,L-o‘ zgarmaslar^H

Har qanday (6.1) ko‘rinishdagi tenglamani koordinata o‘qlarini I  

parallel ko‘chirish va burish orqali kanonik ko'rinishga keltirish W 

mumkin. Kanonik tenglamada har bir o‘zgaruvchi faqat bir marta, bitta 1 

(yo nolinchi, yo birinchi, yo ikkinchi) darajada qatnashadi. (6.1) I  

tenglama koordinatalar sistemasining o‘qlari sirtning simmetriya o‘qlari 1 

bilan ustma-ust tushganida va koordinatalar boshi maxsus tanlanganida 1 

(masalan, markaziy-simmetrik sirt larda simmetriya markazi tanlanadi) 1 

kanonik ko‘rinishni oladi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt

tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglama bilan aniqlanuvchi 

sirtlar silindrik sirtlar deyiladi.

4 3 5 ’

3.6. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

F(x,j>) = 0 (G{x,y) = 0, H(x,z)~ 0) (6.2)
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Iljllltrillllg shaklini tasavvur qilish va chizish uchun «parallel 

H p f  deb ataiuvchi usulni qoMlaymiz. Bunda sirtning shakli 

IkiMiidinata tekisliklari yoki bu tekisliklarga parallel 

Hlklill bilaii keshishish chiziqlarini (kesimlarini) tekshirish 

■ pM Hlild o'rganiladi.

3 .6 .1 . Sfera

■  pN/oihi markaz deb ataiuvchi nuqtadan teng uzoqlikda yotuvchi 

»i'H|lilliiniing geometrik o ‘m iga sfera deyiladi.

AY„(jrnJj>0;z) nuqtadan R  masofada yotuvchi fazodagi nuqtalami 

■PlVliii/. Bu  nuqtalardan bin  M(x;y;z) nuqtaboisin.

‘»(««riming ta’rifiga ko ‘ra, |M 0M |= R .

Uundan

V(* ”  ■X*Y + O '- y*Y + (* - z* y = R
ynki

(x- x0)2 +(y- yoy  +(z- zoy = R 2. (6 .3 )

(6 .3 ) tenglamaga sferaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda 

A4a(x^y0;z0) nuqta sfera markazi, R  masofa sfera radiusi deb ataladi.

l-misol. Markazi M 0(-2;2;1)nuqtada yotgan va 2x +y - 2z- 5 =0  

It'kislikka uringan sfera tenglamasini tuzing.

Yechish. Sfera tekislikka uringani sababli uning 

A/,(-2;2;l)markazidan 2x + y - 2 z- 5 = 0  tekislikkacha boMgan masofa 

n(craning radiusiga teng b o ‘ladi.

Nuqtadan tekislikkacha b o ig a n  masofa formulasidan topamiz:

^  _  12 • (-2) +1 • 2 +  (-2) • 1 - 5 1 9 3 

V 2 2 + l2 +(- 2)2 3

U  holda (6 .3 ) formulaga ko ‘ra,

(x + 2y  + (y —2)2 + ( z —l)2 = 9 .

3 .6 .2 . Ellipsoid 

Oxyz koordinatalar sistemasida

kanonik tengiama bilan aniqlanuvchi sirtga ellipsoid deyiladi.
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qaraymiz. Bu  tekisliklarning har bin z= h  tenglamaga cgM 

Bunda h - birorta son.

Kesim da hosiî boigan  chiziq

_  parallel tekisliklar bilan Kt'MlHIH

r*
h2

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi.

(6 .5 ) sistema tenglamalarini tekshiramiz.

j/»}>c boiganda -— + ^ - < 0  boiadi va  (6 .5 ) sirtning z = h li k inllli 
a b

bilan kesishish nuqtasi mavjud boimaydi.

|A|=c, y a ’ni h-±c boiganda — + ^ _ = o  boiadi. Bunda siillnf 
a b

(0;0;c) va (0;0;-c) nuqtalarga kesishadi va z-c va z=~c  tekisllkln| 

berilgan sirtga urinadi.

\h\<c boiganda (6.5) tenglamalami quyidagichayozish mumkin:

z-h,

buyerda a ,-a.il-

Dem ak, kesimda yarim o ‘qlari 

hosil boiadi (38-shakl). Bunda \ h\ 

qancha kichik boisa, yarim o (qlar 

shuncha katta boiadi. h = 0 da 

ular o ‘zlarining eng katta 

qiymatlarigaerishadi: a, = a, bx=b .

(6 .4 ) sirtning x = h  va y = h

va boigan  ellipn

/ S
i *

---- 1 T / T ----
tekisliklar bilan kesimlari ham  f ----- ______________________^ —

ellipslardan iborat boiadi. \ {______

Shunday qilib, qaralgan 

cesimiar (6 .4 ) tenglama bilan 

aniqlanuvchi sirt 38-shaklda 

eltirilgan ellipsoiddan iborat 

oiishini ko ‘rsatadi.

S /

I

\ /

38-shakl.



I tMllnllkliirga ellipsoidning yarim o'qlari deyiladi. Yarim 

m  all Ixi'lganda ellipsoid uch o'qli ellipsoid bo ‘ladi. Yarim  

f) UIhI|<mii ikkitasi bir-biriga teng bo‘ lganda ellipsoid aylanish

hi'lmll,

fMlliu i>*i|lnrning uchalasi teng bo‘lganda ellipsoid tenglamasi

x2+ y 2 + z2 = R 2, R = a=*b=c (6.6)

fH  «It iMgit ay lanadi.

i Mihtil T  +  2 L = i  ellipsning Ox va Oy oqlari atrofida 
a b

■pilihliliin hosil bo(lgan sirtlaming tenglamalarini toping.

y I. » hish, Agar ikkinchi tartibli chiziq F (x ,^ )= 0  tenglama bilan 

■ ■ H n  bo* Isa, u holda bu sirtning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil 

hn I|miii nlrt F(x\±-yjy2 + z2) =  0 tenglama bilan, Oy oqi atrofida 

m liiilhhklnn hosil bo‘lgan sirt esa F (± V*2 + z2;y) = 0 tenglama bilan 

M|lli|lillliuli.

&  I \ ■ lellipsning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil bo ‘ lgan sirt 
11' b

1 liiui/i.siiii topamiz:

kj i l + y + £ l = ,

a2 b2 a2 b2

Mlipsning Oy oqi atrofida aylanishidan hosil boigan  sirt 

Ifit^lnmasini shu kabi topiladi:

Hosil bo'lgan tenglamalaming har ikkalasi aylanish ellipsoidini 

Hniqlaydi.

3 .6 .3 . Giperboioidlar 

Oxyz koordinatalar sistemasida

a b e

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirtga bir pallali giperboloid 

deyiladi.
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i3ii sirtni Oxy tekislikka parallel z-h  tekisliklar bilan kesainl#, 

Kesimda

a b2 c 
z ~ h

yoki

(  [ ~ ÿ  
I aJl+ — l I, h1

l 1 + 7

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanuvchi chiziq hosil boiadi. B u  chiziq

yarim o‘qlari a, =  ajl + ~  va bx = bJl+^~- boigan  ellipsdan iborat.]
V c V c

Y a r im o ‘qlar /j = 0 da eng kichik qiymatlariga erishadi: a, =a,fy =  \h\ '

ning o4sishi bilan ular o ‘sib boradi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar bilan kesimlami

a c 

l > * °  

tenglamalar

y

b:

x = 0

sistemalari bilan

aniqlanuvchi giperbolalardan iborat 

boiadi.

Kesimlaming tahlili shuni 

ko‘rsatadiki, (6 .7 ) tenglama bilan 

aniqlanuvchi giperboloid musbat va 

manfiy yo‘nalishlarida chegaralanmagan 

bold a kengayuvchi «trubka» 

so‘rinishdagi sirtdan iborat boiadi (39- 

ihakl).

a = b boiganda (6.7 ) tenglama 

w  pallali aylanish giperboloidm 

fodalaydi.

Oxyz kordinatlar sistemasida

4 + 4 -  Ia1 bl

monik tenglama bilan aniqlanuvchi sirtga ikki pallali giperbçloid 

jyiladi.

-1 (6.8)
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Mil dinning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish chizig'i

MtMlflnwilnr sistemasi bilan aniqlanadi. Bunda \h\<c boiganda z = h

li 1«I'liK ilrtni kesmaydi, \h\=c bo‘lganda z-c  va z=-c tekisliklar 

•til l|4ii (0;0;c) va

(IHI, c) nuqtalarga urinadi, \h\>c boiganda z-h  tekislik sirtni kesadi.

| h | • c bo‘ lganda (6.9) tenglamalami quyidagicha yozish raumkin:

Bu  kesimlar (40-shakl) (6.8) 

dirtning ikki pallali giperboloid deb atalishiga sabab bo ‘ladi. a = b 

bo‘lganda (6.8 ) tenglama ikki pallali 

aylanish giperboloidm aniqlaydi.

3-misol. x2 - 4y1 +  4z2 +2x+8y- 7 = 0 tenglama bilan aniqlanuvchi 

sirt turini toping.

Yechish. Tenglamaning chap tomonini to‘ la kvadratlarga ajratamiz: 

x2 + 2x+l-4(y2 +  2y +1) +  4z2 -l +  4 - 7  =  0 ,

(x + 1)2 - 4(y -1) +  4z2 = 4.

x‘

a‘ e‘ (6.9)

z-h

U'qiiiri o ’suvchi ellipsm beradi. c

Icnglamalar sistemalari bilan 

nniqlanuvchi giperbolalar boMadi. 40-shakl.

Bundan

O  +  l ( y - l ) ‘ . 

2“ l1 f
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У=зс+1, ÿ - y - 1, z '= z  deb, Oxyz sistema markazini O'f-J 

nuqtaga parallel ko‘chirish orqali O'x'y'z' sistemaga o‘tamiz.

Bu sistemada tenglama
xn n yn

l2 l2
= 1

ko‘rmishni oladi. ■

Bu  tenglama O'y oq bo‘ylab yo ‘nalgan bir pallali giperboloidni 

aniqlaydi.

3.6.4. Konuslar 

Oxyz koordinatalar sistemasida

4 + 4 - 4 = «

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli konus 

deyiladi.

(6.10) sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisishl

(6.10)1

, . . t. X y f 
cnizig 1 — + ~ =- 

a b с

U  h =  0 dà 

aylanadi.

Иф  0 boisa, kesimda

z-h boiadi. 

0(0;0;0) nuqtaga

Н
Ы

m й * Т

Щ

tenglamalar sistemasi bilan 

aniqlanuvchi ellips hosil boiadi. B u  

ellipsning yarim o ‘qlari Щ  ning 

o‘sishi bilan o‘sadi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar 

bilan kesimlari

E / *  r -[j/ =  0 [jr=0

iistemalar bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g ‘ri chiziqlardan, iborat 

»oiadi (41-shakl).



3.6.5. Paraboloidïar

Iffliml inalalar sistemasida 

x2 V
(6.11)

H n  tontilama bilan aniqlanuvchi sirt elliptikparaboloid deyiladi. 

Hit 'ill tiling Oxy tekislikkaparallel tekisliklar bilan kesimi ushbu

(ah)1 (bh)1 
z — h,h > 0

I*I inuilm bilan

Hlllttivchi ellips bo‘ladi. Uning 

l'qlari \h\ ning o‘sishi bilan

42-shakl.

■V||tl

Kjull.

F Nlrtning Oxz va Oyz tekisliklar

x2 #
lillnii kcsimlarida z = —  v a z = ^ -  

a b

iminbolalar hosil bo‘ladi (42-shakl).

Nllii sababli (6.11) tenglama bilan 

gnl(|lanuvchi sirt elliptik paraboloid 

ilny I lad i.

a = b bo‘lganda (6.11) tenglama aylanish paraloidim aniqlaydi.

4-misol. M t(0;è;0) nuqtadan va y = -b tekislikdan teng uzoqlikda 

yotuvchi nuqtalaming geometrik o‘m m i toping.

Yechish. M(x;y;z) izlanayotgan 

nuqta bo‘lsin.

Masala shartiga ko‘ra

\MtM\=\y + b\

yoki

V * 1 * O ’ b f + z 2 -ly + b\. 

Bundan

x2 + y2 —2yb + b2 +Z2 =y2 + 2 yb+b2. 

x2 +  z*'-4£y
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(x2+  y2 - 4bh,

A > 0

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanuvchi aylanalardan iborat. Sirtning

Oxy va Oyz tekisliklar bilan kesimlarida y = ~  va y = —  parabolalar
4b 4b

hosil boiadi.

B u  sirt aylanish paraboloidini aniqlaydi (43-shakI).

Oxyz koord inatalar sistemasida

~ —z, a> 0, b>  0 (6 .12)
a b

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirt giperbolik paràboloid 

deyiladi. ^

Sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi

(ah)1 m 2 

z=h ,h>  0

tenglamalar sistemasi bilan 

aniqlanuvchi giperboladan, Oxz 

va Oyz tekisliklar bilan kesimlari

z = ~  va 2 =-—  parabolalardan 
a b

iborat boiadi.

Shunday qilib, (6 .12)

tenglama bilan aniqlanuvchi 44-shakL

sirtning ko ‘rinishi «egar» shaklida boiadi (44-shakl). B u  sirt giberbolik

paraloboid deb ataladi.

3 .6 .6 . Silindrik sirtlar

Tekislikda L  chiziq va bu tekislikka perpendikulär l to‘g ‘ri chiziq 

berilgan bo‘ lsin.

Sirtning Oxz tekislikka parallel tekislik bilan kesimi ushbu



, f i Ы/.lqning har bir nuqtasi orqali / to‘g ‘ri chiziqqa parallel qilib 

iliiil|niu to‘g ‘ri chiziqlar to‘p lam id an hosi! bo iga n  sirtga silindrik

_______jvllmli. Bunda L chiziq silindrik

Hifninj{ yo'naltintvchisi, /  to‘g ‘ri 

nld#li|i|ii parallel bo ‘lgan to‘g ‘ri 

|»||l#lijliu' silindrik sirtning yasovchilari 

»Mi iilnliuli (45-shakl).

i Л|.: koordinatalar sistemasini 

Щ к  o'q / yasovchiga parallel va 

/ yo‘naltiruvchi Oxy tekislikda 

ÿtiliidigan qilib tanlaymiz. 45-shakl.

I, yo‘naltiruvchining Oxy tekislikdagi tenglamasi F(x,y) ¿  0 

lui'Uin. U  holda F(x,y) =  0 tenglama yosovchilari Oz o 'qqa parallel 

IpO'Igan silindrik sirtni ifodalaydi.

Silindrik sirtning nomlanishi va tenglamasi 

I yo'naltiruvchining shakli asosida aniqlanadi.

Agar Oxy tekislikdagi yo ‘naltiruvchi

• X V
ellipsdan iborat bo ‘lganda -r+^-r 

a b
= 1 tenglama

tlliptik silindmi ifodalaydi (46-shakl).

x2+y 2= R 2 tenglama bilan aniqlanuvchi 

doiraviy silindr elliptik silindming xususiy 

holi bo‘ ladi.

Shu kabi -— =1 tenglama giperbolik 
b

silindmi (47-shakl), y1 =2px tenglama 

parabolik silindmi ifodalaydi (48-shakl).

47-shakl. 48-shakl.
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Shu  sababli tenglama

b o ‘lgan

__— . ^ =£.z tenglama bilan aniqlanuvchi sift shaklini chizink

Yechish. Berilgan tenglamada y  qatnashmaydi va xlm  

chiziq Oxz

tekislikda yotuvchi paraboiani ifodalaydi.

ix2=2z, 

b = 0

yosovchilari Oy o lqqa parallel 

parobolik silindmi ifodalaydi.

Parabola 0 tekislikda Oz o ‘qqa 

nisbatan simmetrik bo'ladi, uchi 0(O;O;O) 

nuqtada yotadi va  M , (-2;0;2), Afz(2;0;2) 

nuqtalardan o'tadi. Chiziq shaklini Maple 

paketida chizamiz (49-shakl):

>  w ith  (p lo ts ):

> siaiiciiplot3d([xA2~2z], y= 

z=M ..4, grid—[13,13,13]);

M M ,

49-st>*

3 .6 .7 . lkhSnchi tartibli sirtlarning 

to‘ g ‘ ri chiziqli yasovchilari

T o ‘g ‘ri chiziqiaming harakatidan 

losil b o ‘ladigan sirtlarga t o 'g W  

hiziqli sirtlar deyiladi. B u  sirtlarning 

asovchilari to ‘g ‘ri chiziqliyasovchilar 

eb ataladi.

T o ‘g ‘ri chiziqli sirtlarga konus 

rtlar va silindrik sirtlarlar misol bo ‘la 

adi. Bundan  tasbqari, bir pallali 

perboloid va giperbolik paraboloid 

m  to‘g ‘ri chiziqli sirtlar bo'lishi 

>otlangan.

Bir pallali giperboloidning bar bir 

qtasi orqali

K‘*S
- = r- 1 c /1 b

IS H »

(6 .1 3 )

m m k i -

50-shakl.
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IhiiiiiIiii hilan berilgan to‘g :ri chiziqlar oilasidan faqat bitta 

H u  n'tishi ko ‘rsatilgan, bu  yerda a,b,c- bir pallali giperboloidning 

, - >11 o'qluri, k,l-nolga teng b o ‘lmagan sonlar.

Mmndny qilib, (6 .13 ) tenglamalar kva. I ning turli qiymatlarida bir 

^ H l l l  giperboloidda yotuvchi va uni to‘liq qoplovchi cheksiz to'g‘ri

■ lit -1*11'« sistcmasini tashkil qiladi. B u  to‘g ‘ri chiziqlarga bir pallali 

§||i«*i I >i lloldning to ‘g'ri chiziqli yasovchilori deyiladi.

M m  kabi

[x z , fx z 1 
Jm-f-^kz, J—

\a b , va  \a b 1 (6 .14 )

r  —— \X Z ~lz
[a b k i.a b

pnglnmalar bilan berilgan to‘g ‘ri chiziqlar giperbolik paraboloidning 

P 'g 'r i chiziqli yasovchilari bo ‘Iadi.

T o 'g ‘ri chiziqli yasovchilardan bir pallali giperboloid sirtlarning 

Vidovchiiari qurilish va 

I <'Xii i kan ing konstruksiyalarida 

luing foydalaniiadi. 

f Masalan, bir pallali 

giperboloidning to‘g‘ri chiziqli 

VWIOVchilari b o ‘yicha metall 

hnlkalar joylashtirilgan

radiomachta, suv va yadro 

qurilmalarining minoralari,

teleminoralar (masalan, Guanjou 

(Xitoy) teleminorasi, 50-shakl), 

tirgaklar va uzatmalar (51-shakl) 

kabi konstruksiyalar ishlab 

chiqiigan. Bunday  konstruksiyalar 

yengil va  mustahkam bo ‘ lgani sababli keng tatbiq etiladi.

3 .6 .8 . M a sh q la r

1. Sferaning tenglamasini tuzing: 1) diametrlaridan birining uchlari 

M, (4;l;-3) va Af2(2;-3;5) nuqtalarda yotgan; 2) markazi Af0(3;-5;-2) nuqtada 

yotgan va 2x-y-3z+11=0 tekislikka uringan.

2. Sfera markazining koordinatalarini va radiusini toping:

1) x2 + y2 + z1 +x—y+z = 0; 2 )  x2 + y2 +  z2 -6*+8)> + 10z +  25 =  0.
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. . ^ u u i u o i i  j v i v a  jv j 2 i J ,u ,u ;n u q i a i a i g a i ; i u i  u u

masofalar kvadratlarinmg yig‘ indisi 3 6  g a  teng b o ig a n  fazoviy 

nuqtalaming geometrik о ‘mini toping.

4 . A /fo ;^ ,o j nuqtadan va  y = ~  tekislikdan teng uzoqlikda yotgan fa/.uvh ■ 

nuqtalarining geometrik o ‘m ini toping.

5 . H a r  bir nuqtasidan A/t(0;0;-4) va M 2(0;0;4) nuqtalargacha b o ig a n  1 

masoÊilar yigindisi 10  g a  teng b o ig a n  sirtning tenglamasini tuzing, Щ

6. H ar  bir nuqtasidan A/t(-5;0;0) va M 2(5;0;0)nuqtalargacha b o ig a n  j  

masofeiar ayirmasining moduli 6  ga  teng b o ig a n  sirtning tenglamasini tuzinu 1

7. Berilgan sirtning ko ‘rsatilgan o ‘qlar atrofida aylanishidan hosil b oiga n  i M  

tenglamasini tuzing:

v2 у2
1) z = —— , Ox va  Oz; 2 )  -— — =1 ,O x  va  Oy; 3 )  — + — =  1,Oy va i '

2 16 25 64 16 Щ щ

8 . Markazi koordinatalar boshida yotgan va yo'naltiruvchilari x2 -2z+\ » » , 

у - z+ 1 = 0 tenglamalar bilan berilgan konus tenglamasini tuzing.

9. m ning  qanday qiymatlarida x + m y - 2  = 0 tekislik ^- +— ~y  elliptik J  

parabaloidni 1) ellips bo ‘yichafl 2 ) parabola b o ‘yicha kesadi?

10. Berilgan sirtlarning kesishish chizigini aniqlang:

l) i l + > L = 2z, 3x - v+ 6z- 14  =  0; Я ш #  3 * - v + 6 z - 1 4 = 0 ; J
7 3 6  '  7 4  3 1

3 )  .f e S l  J y + S .^ 2 * ,  x-2y-l=0; 4 )  — + — -— =-1, 5 x + 2 z + 5 = 0 .  \ 
7 4  3 7 3 9  25 1

11. H ar bir nuqtasidan M(3;0;0) nuqtagacha va x = 1 tekis likkacha bo ' Igan j 

masofalar nisbati S  ga  teng b o ig a n  fazoviy nuqtalaming geometrik o ‘mini 

toping.

12 . Berilgan sirt va  to‘g ‘ri chiziqning kesishish nuqtasini toping:

n f l u . z l + f l - 1  * ~ 3 - y~4 ~ z + 2 . ?•» * L , Ê — ?L=\ x У 2 + 2

81 36  9  "  3 *  -6 "  4  ’ 16 9  4  ’ 4  -3 4

13. Berilgan tenglama bilan aniqlanuvchi sirt turini aniqlang:

1) 36*2 +  64у2 -144z2 +  5 7 6 = 0 ; 2 )  хг +  у1 +  z2 -2(х+ y + z )~  22  =  0;

3 ) Зх2 + 2 /- 1 2 z  =  0; 4 ) 16л2 + 3 /  +16zJ -64jr-6j>+19=0;

5 ) 25х2 -9у2 - 225 т 0; 6 )  9х2 - 4у2 - 36z = 0 ;

7) 4 * a + 3 / - 5 z 2 + 6 0  = 0; 8) хг +  / - 2 л - 3  = 0.
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n q l q f y  son lar

B o n l i  ketma-ketliklar

■ r  o'/garuvchining 

. Itniksiyasi

• I1 и i iksiyaning limiti

•  Punksiyaning 

u/.luksizligi

f Q

m
Ogyusten Lui Koski 

(1789-1857)-

fransuz matematigi 

va niexattigi.

Matematik anatiz esos- 

tarini ishlab chiqqm, 

matematikmiing mate­

matik an a Hz, algebra, 

matematik fiñka va 

besfiqa bo limlarining 

rhoßgs hattu hissa 

q&*shgim.

O .L  Kashi birincÁi 

ba'Ub limit, utiuksizUk, 

h asila, differensial, in­

tegral, qataming yaqin- 

iashishi шЫпекШап- 

ge qat4y ta*rtf bergan.

MATEMATIK ANALIZGA 
KIRISH

Matematik analiz tarixdan «Cheksiz 

kichiklar tahlili»ga mos bo‘limlar majmuasi 

bo‘lib, u differensial va integral hisobni 

birlashtiradi. Matematik analiz sistemali 

bo'lim sifatida Х У П - Х У Ш  asrlarda i.Nuyton, 

G.Leybnis, L.Eyler, J.Lagranj va boshqa 

olimiar asarlarida yuzaga keldi. Uning asosi 

bo‘lgan limitlar nazariyasi X I X  asrda O.Koshi 

tomonidan ishlab chiqildi. Matematik ana- 

üzning boshlang‘ich tushunchalari X1X- XX  

asrlarda to‘plamlar nazariyasi, o‘lchamlar 

nazariyasi, haqiqiy o4zgaruvchi fimksiyalari 

nazariyalarining rivojiga asoslanib chuqur 

tahlil qilind i va umumlashtirildi.

Matematikaning «Matematik analizga 

kirish» bo‘limida matematik analizning asosiy 

tushunchalari boigan bir o‘zgaruvchining 

fiinksiyasi, sonli ketma-ketliklar, limitlar, 

cheksiz kichik fimksiyalar va uzluksizlik 

tushunchalari o'rganiladi.

4.1. HAQIQIY SONLAR

4.1.1. To‘piam

To ‘plam matematikaning boshlang‘ich 

(ta‘riflanmaydigan) va muh im tushunchalari- 

dan biri hisoblanadi. To‘plam deganda tayin 

xossaga ega bo‘lgan ixtiyoriy tabiatli 

obyeKtlar majmuasi tushuniladi. Masalan, 

guruhdagi talabalar to‘plami, butun sonlar 

to‘plami, berilgan nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri 

chiziqlar to‘plami.
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i'o‘plamni tashKil etuvchi obyeKtlarga to‘p!amning 

deyiladi. T o ‘plam, odatda, lotin alifbosining bosh harflarl lu U n  tM  

elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilnilHill, ■ _

A  to‘plamning a, elementlardan tashkil topganügi ,1 | * * 

kabi yoziladi. B a ’zan to‘p!am sonlar, belgilar, so‘zlar yokI 

yordamida beriladi.

a elementning A to‘plamga tegishli ekanligi a s  A doli VitlM 

b elementning A to‘piamga tegishli emasligi b s  vi(yoki ht i | »il 

belgilanadi. Masalan, A =  {2,4,6,8} to‘plam uchun 4 e /1 va 5 • I j

A to‘plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgnn I'm'Ih I  

to‘plamga chekli to‘plam, aks holda cheksiz to'plam deyiladi, M f j H  

A={x:6<x<2Qtx&N}  chefdi to‘plam, B = {x:x>l5,xt. A') 

to‘plam boiadi.

Bitta ham  elementga ega bo ‘lmagan to'plam bo \sh la fi/ilfH M  

ataladi va 0  kabi belgilanadi. Masalan, A = {x:x2 +  1 = 0,.vt W) I m B  

to'plam, chunki x2 +1 =  0 tenglama haqiqiy sonlar to'pluml f f l  

yechimga ega emas.

Agar A tocplamning har bir elementi B to'planmlttg M H  

elementi boisa  A to‘phAnga B to‘plamning qismi (qismiy i>< f>b0jÊ 

deyiladi va A c B  (yoki Bz>A)  kabi belgilanadi. Masalan, A m 11 i ||

B  =  {1,2,3,4,5} boisa  A<zB  boiadi.

Agar Ac: B va B c  A boisa A va B to‘p!amlarga teng to /»/»MHM

deyiladi va A - B  Kabi yoziladi. Dem ak , A = B  tenglik » vft | _______

to'plarnlarning bir xil elementlardan tashkil topganini bildiradi.

A va. B to'plamlaming har ikkalasiga tegishli boigan cloim nl lui 

to‘plamlamng umumiy elementi deyiladi.

1-ta’ rif. A va B to'plamlarning birlashmasi (yoki yig'indhl) iImIi fl 

ulaming kamida bittasiga tegishli boigan  elementlardan tashkil l iim jjl  

to‘plamga aytiladi va A u  B (yoki A +  B) kabi belgilanadi.

Dem ak, A u B  = {x:xeAyokixe B}.

2-ta’rif. A va B to ‘plamlaming kesishmasi (yoki ko

deb ulaming barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan (oplumut) 

aytiladi va A n B  (y o k iA-B) kabi belgilanadi.

Dem ak, A n  B = {x : *  e A va x e B).

3-ta’rif.y4 to‘plamdan B to‘plamning ayirmasi deb A lo‘plut nu lug

B to‘plamga kinnagan elementlaridan tashkil topgan (o'pliunnA 1 

aytiladi va A\B kabi belgilanadi.
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I'M  » {« \t Л va х ё  В].

* 4 •  П Л &7} va В =  {2,5,7,9} to‘plamIar uchun 

(flI ) , At */V {5,7}, Л \Я  =  {1,3}, 5  \ Л =  {2,9}bo ‘ladi.

1  uhiiii I lo'plumning qismiy to'plami bo* Isa, A\B ayirma 

iHt ми I lit '/iluniga to ‘Idiritvchisi deyiladi.

dilzmadagi ifodasi 1-shaklda keltirilgan. Bunda 

h j  0 |\ II bo'ytlb ko‘rsatilgan.

4.1.2 . Sonli to‘plamlar

tlm/h/ty sonlar va ularning asosiy xossalari 

RWllliiH Non lardan iborat bo ‘lgan to‘plam sonli to'plam

I ih»iu nini tk Iitiuli/ning asosiy tushunchalaridan biri boiib , uzoq 

IHMI,in.nl, y o 'liga ega. Narsalami, buyumlami sanash zaruriyati 

IHHiifil mi it i Im r paydo bo‘ Igan. Natural sonlar to‘plamiga ularga 

ij'ii'tlii muiiliimi va nol sonini qo ‘shish bilan butun sonlar 

Ih h II (|llingon. Matematikaning taraqqiyoti ratsional sonlaming 

III «Ilk Imitsional sonlarning kiritilishini taqozo etgan. Ratsional 

I'ltlnnii vu irratsional sonlar to‘plami haqiqiy sonlar to'plami deb

IHilrty q llib , N  tzZczQczR  sonli to‘plamlar hosil qilingan, bu

/V — {1*2.3....«,...}-barcha natural sonlar to‘plami;

.Ди,.,.}--barcha butun sonlar to‘plami;

/»• /,</« N  I-barcha ratsional sonlar to‘plami; R- barcha

и hilnr to’plami.
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Har qanday  ratsional son yoki chekli o ‘nli kasr bilan \i*h »■}« 

davriy o ‘nli kasr bilan ifodalanadi. M asaian, ]

- =  0,333...-ratsional sonlar.
3

Ratsional b o ‘ lmagan haqiqiy sonlarga irratsional NonIm i t M  

Irratsional son cheksiz davriy b o ‘lm agan o ‘nli Kn«r ] 

ifodalanadi. M asaian, -Jl =  1,4142356..., n  =  3,1415926 

sonlar.

Shunday  qilib, haqiqiy sonlar to‘plamini barcha cheksi/ o'llli 

to‘plami deyish va R = {x: x =  kabi yozish m um k  hi, Int |fl

a e  Z ,a , e  {0,1,2,...9},#=1,2,....

Haqiqiy  sonlar to'plami R  quyidagi asosiy xossalarga c ^ "  iai’lM l

Y. R  to‘plam  tartiblangan to‘plamdir, y a ’ni istalgan ikkllit liid ■ 

v a  b sonlaruchun a < b  (yoki b < a )  tengsizlik bajariladi.

2°. R  to‘plam  zichdir, y a ’ni istalgan ikkita har xil a VH h ■  

orasida a < x < b  tengsizlikni qanoatlantiruvchi cheksiz ko 'p  * H  

sonlar m avjud b o ‘ ladi; <j

3*. R  to‘p lam  uzluksizdir.

Son  o iqL Sontarning sodda to'plamlari

Haqiqiy  sonlarning uzluksizligi xossasi asosida barcha lni<|lt|ly ■  

to‘plami bilan to‘g ‘ri chiziq nuqtalari to‘plami orasida bir 

moslik o ‘matiladi.

Bu n ing  uchun biror to‘g ‘ri chiziqda (u  gorizontal yo'nnlgiiM 

(2-shakl)) musbat y o ‘nalishni, O  hisob boshini va  masshljth 

tanlaymiz. M u sb a t  x  sonini

ifodalash uchun  bu  to‘g ‘ri ----------

chiziqda O  hisob boshidan o ‘ng

tom onda tanlangan masshtab 2-shakl.

birligida berilgan x songa teng

m asofada yotuvchi M  nuqtani olamiz; m anfiy  x  sonini ifodaliiiti n* h 

esa bu  to‘g ‘ri chiziqda O  hisob boshidan chap tom onda |x| song.u (tut m  

haqida keyingi bandda  tushuncha beriladi) teng masofada yoluuht | 

nuqtani olamiz; x  =  0 soniga O  hisob boshi m os keladi.

Barcha nuqtalari uchun  barcha haqiqiy sonlar to(plnml tt|M  

ko ‘rsatilgan bir qiymatli moslik o ‘matilgan to‘g ‘ri chiziqqa son a '»// (ytf| 

sonli to ‘g  ‘ri chiziq)  deyiladi.
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i hNI nil haqiqiy songa son o ‘qining yagona M  nuqtasi 

llnllii'liii. bu son o ‘qining har bir M nuqtasiga yagona 

m m  blind 1. H unda  haqiqiy son v a  son o ‘qining nuqtasi 

I M|»ui llnihiliiiuidi. Shu  sababii <m son» so‘zi o 'm ig a  k o ‘p 

J: in  |t.» in 1/1 IfililiUiladi. 

i|i I i h «|Ii |Iv  non laming joylashishi to‘g ‘risida k o ‘rgazmali 

i1" 11 .1, * », (ongsizlik x, nuqta x2 nuqtaga nisbatan chapda 

ii«|4 Ini 'till i, < ,v, < x , tengsizlik x2 nuqta x, v a  x3 nuqtalar 

i < * liiiii lulillrmli,

i f  H .1 /• ho*lain. Haqiqiy sonlar to‘plamining quyidagi 

lliiiiliii ifiii uniliqlar (intervallar) deyiiadi:

4 Iff * i /»I kcsma (yopiq oraliq, sigment);

■i'M ' J N  « * / > ) ’interval (ochiq oraliq);

H f f  4  s ■ h) , («;/;] =  { x : a < x < b) - yarim ochiq intervallar; 

I I I »  |i * • /»I. (-00,b) = {x :x<b}, [(a;+co)={x:x>a 

H #  •  'il. I ••;+«») =  {x: -oo < x < +00}- cheksiz intervallar.

H B |  -i VH /> sonlar m os ravishda b u  oraliqlaming chap

H V l H i  Nlllijltiycli, -co va +oo belgilar son o ‘qi nuqtalarining O

♦i ‘ •• •! iij'i'M ijinab cheksiz uzoqlashishini simvolik tasvirlaydi.

• i imi|liiiii o ‘z  ichiga oigan har qanday (a;b) intervalga 

Utrttfl deyiiadi. Xususan , (x0 -e;x0 + e )  interval x0 

f  atrofi deb  ataladi. B u n d a  xQ soniga bu  atrofhing 

HI. » •* " )  soniga bu atrofhing radiusi deyiiadi.

|Mi » , * (  r„ • <r;x0+ s )  b o ‘lsa, u  holda x0 - £ < x < x 0 + s  yoki 

■Iff l*njjNÍ/lik bajariladi. Butengsizlikning bajarilishi x nuqta 

■Itinit it atrofiga tushishini bildiradi.

Sonning absolut qiymati

I im ill \ (xe R) sonining absolut qiymati (yoki moduli') deb x > 0  

Ijiniihlii \ Nouining o ‘ziga, x manfíy b o ‘ lganida (-x) soniga aytiladi.

4 ••Mining absolut qiymati ¡x| belgi bilan belgilanadi.

I MimIt. In'rifga k o ‘ra,

x, agarx>0,

-x, agarx < 0 .
1*1=
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Sö&ning absolut qiymati q ay  tdagi xossalarga c g i]  

r. x e R  da ¡x|>0, J —jc|=}jc|, -|x|£x^;c|;

2°. a> 0  da |x|<a tengsizlik - a < x < a  tengsizlikka ekvlvtlfl 

boiadi;

3°. x e R,y  e  Rda

+ N = r 4 f O ^ H
bl b l  i

B u  xossalaming isboti bevosita sonn in g absolut qiymati tu'rlflfll] 

kelib chiqadi. Ulardan birini, masalan, j x + .y |<J x |+ 1 .y | bo%li*hlM|| 

isbotlaymiz.

Isboti. x + y >  0  boisin.

U  holda \x+y\=x+y, x <| xj, y ^ y | boiadi.

Bundan Q

\x+y\=x+y£\x\+\y\.

x + y <  0 boisin.

U  holda

lx + yl=-(x + y) = (-x)+(-y), -x$x\, - y $ y |

boiadi.

Bundan

Sonli io ‘plamning aniq chegaralari

5-ta’rif. Agar shunday M soni topilsa va istalgan x e X  uchun x <.M  

tengsizlik bajarilsa, X  haqiqiy sonlar to'plami yuqoridan 

chegaralangan deyiladi.

Masalan, X  = (-00,1] to‘plam yuqoridan chegaralangan.

6-fa’rif. Agar shunday m soni topilsa va istalgan x e X  uchun x>m 

tengsizlik bajarilsa, X  haqiqiy sonlar to‘plami quyidan chegaralangan 

deyiladi.

Masalan, barcha natural sonlar to'plami quyidan chegaralangan.
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In ill Atfiir X  to‘plam ham  quyidan ham  yuqoridan 

1ki‘ Isa, y’ani shunday m va M  sonlari topilsa va istalgan 

m *• A • M  tengsizlik bajarilsa, X  haqiqiy sonlar to'plamiga 

HtyhiAwi/in« deyiladi.

Ilu lit i iliInn agar X  to‘plamning elcmentlari biror kesmada

I 'i i  ii Imlda bu to‘plam chegaralangan boiadi degan xulosa kelib

{ H L U |

V h ,||'|IiIiiii (quyidan) chegaralanmagan to‘plamga yuqoridan 

i ht'Haralanmagan deyiladi. Masalan, barcha natural sonlar 

H p llll  viiqoridan chegaralanmagan (am m o quyidan chegaralangan) 

In- Ii.i luiit hit manfiy sonlar to‘plami quyidan chegaralanmagan (am m o 

|it:| 'iiilnii chegaralangan). Barcha butun sonlar to‘plami, barcha 

till <Mttl Niiulnr to‘plami, shuningdek, barcha haqiqiy sonlar to‘plami 

IldlM ifliy i*Inn, ham yuqoridan chegaralanmagan.

A It in V to‘p lam yuqoridan M  soni bilan chegaralangan boisa, bu 

rlRftll* ' 1° 'plamning yuqori chegarasi deyiladi. Bunda M  sonidan 

tmlln R i g a n  ixtiyoriy M ’ son ham  X  to‘‘plamning yuqori chegarasi 

M'liull,
N m'rlf. Agar istalgan x e X  uchun x < M  boisa va yetarlicha 

til* III!« Ixtiyoriy £ > 0  musbat son uchun shunday x* g X  soni topilsa va 

XI i< < x* < M  tengsizlik bajarilsa, M  soniga X  to ‘plamning aniq yuqori 

. hi'tftjiwi deyiladi.

Ilofhqacha aytganda, X  to‘plamning aniq yuqori chegarasi X  ning 

hill i Ini yuqori chegaralarining eng kichigi boiadi.

\ to‘plamning aniq yuqori chegarasi M  =  supX  (yoki M=sup{jc})
XE.T

Iwlnii belgilanadi (lotin tilida supremum — eng yuqori so‘zidan olingan).

Yuqoridan chegaralanmagan X  to‘plam uchun ta’rif asosida 

«up X  •  +co deb olinadi.

Agar X  to‘plam quyidan m soni bilan chegaralangan boisa, bu 

«nltga X  to ‘plamning quyi chegarasi deyiladi. Bunda m sonidan kichik 

luiigan ixtiyoriy m' son ham  X  to'plamning quyi chegarasi boiadi.

9 -ta’rif. Agar istalgan xe X uchun x>m  boisa va yetarlicha 

kichik ixtiyoriy ¿ > 0  musbat son uchun shunday x * e X soni topilsa va 

m <x*<m +e  tengsizlik bajarilsa, m soniga X  to‘plamning aniq quyi 

chegarasi deyiladi.

Shunday qilib, X  to‘plamning aniq quyi chegarasi X  ning barcha 

quyi chegaralarining eng kattasi boiadi.

X  to‘plamning aniq quyi chegarasi M  - 'mi X  (yoki M  =  inf{*})
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bilan belgilanadi (lotin tilida infim um  — eng  quyi so ‘zidan olingan),

Quyidan  chegaralanmagan X  to‘p lam  uchun ta’rif а*.ич*Ц

iafX=- oo deb olinadi. Masalan, X = il,— to‘pl am mliim
1 2  n J

i n f ^  =  0, su pZ  =  l.

X  to‘plamning aniq chegaralari uchun quyidagiu tasdiq o'iilW] 

b o ‘ladi.

1-teoreraa. H ar qanday yuqoridan (quyidan) chegaralangan 

boM m agan  haqiqiy sonlar to‘plami aniq yuqori (aniq quyi) chegarfljB 

ega b o ‘ladi.

4.1.3. Matematik mantiq elementlari

Mantiqiy belgilar

T a ’riflaming, teorema laming ifodalanishida va bosqa matenmk 

tasdiq larda k o ‘pincha ayrim so‘zlar v a  butun ifodalar takrorlanib kelutll, 

B u n d a y  hollarda ulam ing yozilishida mantiqiy belgilami qo ‘llash qul/iy 

bo ‘ladi.

Matematik m a n d q d a  mulohaza deb  rost yoici yolg‘onligi bir qiymaill 

aniqlanadigan darak gap larga aytiladi. M asalan , « Y  er quyosh a tro 11 du 

aylanadi», « 6  oddiy son» gaplari m ulohaza b o is a , «kech kirmoqda», 

«matematika qiyin fan» 

gaplari m ulohaza b o ‘ lmaydi.

a  m ulohazaning inkori a  — « a  em as»  yoki « a  b o ‘lishi to‘g ‘ri 

em as» deb  o ‘qiladi.

a  v a  ß  m ulohazalam ing konyunksiyasi a  A ß  - « a  v a  ß »  deb 

o ‘qiladi.

a  va ß  m ulohazalam ing dizyunksiyasi a v ß -  « a  yoki ß »  deb 

o ‘qiladi.

a  va  ß m ulohazalam ing implikatsiyasi a=>  ß - «agar a  b o ‘ lsa, 

u holda ß b o ‘ladi» (yoki « a  dan  ß  kelib chiqadi») mulohazasini 

bildiradi.

a  va  ß m ulohazalam ing ekvivalensiyasi a<=>ß- «  a  va  ß 

ekvivalent» (yoki « a  dan  ß kelib chiqadi v a  ß  dan a  kelib chiqadi») 

mulohazasini bildiradi.

Mavjudlik kvantori 3-  «m avjudki», «topiladiki» so ‘zlarini 

bildiradi.
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WblWttlyllk kvantori V - «h a r  qanday», «ixtiyoriy», «barcha» 

M l i r l i i l  llbdftlaydi.

H  no'tlnli bo ‘ ladi», «bajariladi» so‘zlarini anglatadi.

i t utnoslik» ni bildiradi.

Miinllqly belgüar yordam ida yozilgan tasdiqlami tushunish v a  

> j* Iml OHonlashtirish uchun belgilarning har biriga tegishli boiganlari 

a M iIiIh  t|iiVBiarga olinadi.

M mnd Ion,

(Vff > 0X3<5 >  OXVx * x0,\x -xq |<<5) :| /  (x) - A\<e)

hi/UV «ixtiyoriy e > 0  son uchun shunday <5>0 son topiladiki, xn in g  

i |Mi (eng b o im a g a n  va |x- x0 1<<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

НйМ Нй qiymatlarida | f(x )~  A\<e tengsizlik bagariladi» deb  o ‘qiladi.

Zarur va yetarli shartlar

/I -birorta m ulohaza b o ‘lsin. ß  m ulohaza kelib chiqadigan har 

i|'ituluy a  m ulohazaga ß m ulohaza uchun yetarli shart deyiladi.

ß mulohazadan kelib chiqadigan har qanday a  m ulohazaga ß 

Miulnhaza uchun zarur shart deyiladi.

Masalan, a :  « x  soni nolga teng» v a  ß : «xy  k o ‘paytma 

мм1у,н teng»

inulahazalari b o ‘lsin. B u n d a  a  m ulohaza ß m ulohaza uchun  yetarli 

nliitii boia d i. Haqiqatan h am , xy k o ‘paytm a nolga teng b o ‘lishi uchun x 

lidlga teng bo ‘ lishi yetarli. x nolga teng b o ‘lishi uchun xy k o ‘paytma 

nolga teng boiishi zarur. A m m o , ß m ulohaza a  m ulohaza uchun 

yetarli shart b o ‘ lmaydi, chunki xy k o ‘paytma nolga teng boiishidan  x 

Nnnining, albatta, nolga teng b o ‘ lishi kelib chiqmaydi.

«A g a r  a  m ulohaza rost b o ‘ lsa, u holda ß m ulohaza rost b o ia d i»  

tcoremani а  => ß  k o ‘rinishda yozish v a  quyidagi ifodalardan biri 

bilan berish m u m k in : « a  m ulohaza ß m ulohaza uchun yetarli shart 

b o ia d i» ; « ß  m ulohaza a  m ulohaza uchun zarur shart b o ia d i» .

A g ar  a  v a  ß  mulohazalarning har biridan ikkinchisi kelib chiqsa, 

ya ’ni (a=>ß)/\ (ß =>a)  b o is a , u  holda a  v a  ß mulohazalarning har biri 

ikkinchisi uchun zarur v a  yetarli shart b o ia d i v a  а  «=> ß deb  yoziladi.

B u  yozuv  boshqacha quyidagicha o£qilishi m um kin :

1) a  o'rinli boiish i uchun ß o'rinli boiishi zarur v a  yetarli;

2 )  a  faqat va faqat ß bajarilsa o ‘rin!i bo ia d i;
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j) a  raqat va faqat p rost boiganida rost boiadi.

Matematik induksiya metodi

Matematik induksiya metodi muhim matematik isbotlMÉ 

usullaridan biri hisoblanadi. B u  usul n natural songa bogiiq tasdiqluí m 

isbotiash uchun qoilaniladi.

Uní umumiy holda ifodaiymiz: n natural songa bogiiq hum 

tasdiqni (masalan, formulan i) isbotiash quyidagi tartibda amal|<ii 

oshiriladi:

1) tasdiqning to‘g‘riligi « = 1  da tekshiriladi (agar n=\ da taitlifl 

m a ’noga ega bo* Imasa, tekshirish tasdiq m a’noga ega boiadigan onfl 

kichik n dan boshlanadi);

2 ) tasdiq biror n (n > 1) da to‘g ‘ri deb faraz qilinadi va uning n +1 da 

to‘g ‘ri boiishi isbotlanadi. Keyin bu tasdiqning istalgan n natural son 

bajarilishi haqida

xuiosa chiqariladi.

Matematik induksiya metodi bilan Nicyton binomi formidasi deb A 

ataluvchi ^

koeffitsiyentlarga binominál koeffitsiyentlar (yoki n ta elementdan 

fctadan guruhlashlar soni) deyiladi, bu yerda tú (en foktorial) belgi 

orqali birinchi n ta natural son ko‘paytmasi belgilanadi. Binominál 

koeffitsiyentlar va faktorial uchun quyidagi bogianishlar o‘rinli boiadi:

(«+ !)!= »!(«+ !) (bunda 0!=1 deb olinadi).

(1.1) formulani isbotlaymiz. Buning uchun: 1) formula to‘g ‘ri 

boiishini n = 1 da tekshiramiz:

2 )  (1.1) formula biror « d a  to‘g‘ri boiadi deb faraz qilamizva

(a+b)" =C°a" +  Cla'^b + . . .+ C^a^b* +  ...+C”b'

formulani isbotlaymiz, bu yerda n - natural son; 0 <k<n.

(1.1) formulada qatnashayotgan 

(1.1)

C*+I+ C*=C ^i';
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■ ill (lit All kahi formula o'rinli boiishini ko‘rsatamiz, ya’ni

(fl I h)"" - C . a "  +c ;.,a "i + ...+C“ a~'b‘-' + ...+ C ;„a i ' + C “ I4 " ‘ (1-2)

iiMMllillll iobotlaymiz. 

lln<|k|Btan ham,

I (a + b)”*] = (C“a" + Ĉ a"~'b + ...+Ckan'kbk +... + C*b*){a + b) =

P ■ C y * ' + € &*$+ ...+ C ^ a ^ b ^  + ...+C"Babn +  C°a“b +... +

L + Cka"~kbk*' + ...+C"~'abK + C ”b"*1 = C°a"*' +(C® +Cl)a"b+...+

+ (Ck +  c r  )aa-kbk"  + .. .+ (c ;_1 + c ; )a6fl +  c y * '.

Minominal koeffitsiyentlar uchun

c ® = i= c °tl, c n° + c := c , ;+1, c * + c f =c%., 

c r ' t  c ; = c ;+1, c ;  =  1= c;;,1

kft'llinhi inobatgaolinsa, oxirgi tenglikdan (1.2) tenglik kelib chiqadi.

Demak, matematik induksiya metodining 1) va 2) band lari 

lnt|milgani uchun

Nyulon hinomi formuIasi istalgan n natural soni uchun to‘g‘ri boiadi.

(1.1) formula qisqacha

(a + b)m = 'ZC ka~tbi
M

kn'rinishda yoziladi.

Xususan, (1.1) formuladan n = 2 va w =  3da tanish qisqako‘paytirish 

formulalari kelib chiqadi:

(a+ by =  C\a2 +  C\oib +  C a b2 =  a2 +  2 ab+ b2\

(a +  by = C°a3 +  C\a2b +  C^ab2 + C\by =  a1 + 3 a2b + 3ab2 +b\

4.1.4. Mashqlar

1 . A  va B to'plamlar berilgan. Ar\B, AuB, A\B, B\A to‘plam!ami 

toping.

1) A = {1,23,4}, B = {4,5,6}; 2) A = {1,3,-4,8), fl = {12,4,5,7,8,9};

3) A-{xe R :x2 +*- 20 =  0}, B  = {.xe/?:x2-x+12 = 0}.

2. .4-musbat juft sonlar to'plami va B- musbat toq sonlar to‘plami boisa,

AnB  va AuB  to‘plamlarni toping.
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3 . /4-barcha 2  ga boiinadigan sonlar to'plami va B  ~ barcha 5 ga 

boiinadigan sonlar to‘p!ami boisa, A n B  to'plamni toping.

4 . ig5 irratsional son ekanini ko ‘rsating.

5. - J2- 4E< S -2  ekaniniko‘rsating.

6. Berilgan to'plam elementlarini toping.

1) ,4 =  {xe.Ar:x2 - 3 x- 4£ 0}; 2 ) A s |x e ^ V :k )g t ¿ < 2 i .  ■

1-ta’rif. 1,2,3,—,«»— natural sonlar qatorining har bir n natural 

soniga mos qo‘yilgan xl,x2,xi>...,xn... haqiqiy sonlar to'plamiga sonli 

ketma-ketlik (yoki ketma-ketlik) deyiladi va {xjbilan belgilanadi.

Bunda x,, x2,x3,...,xn... sonlar {xB}ketma-ketlikning hadlari, xa bu 

;elma-ket!ikning umumiy hadi, n uning nomeri deb ataladi.

Agar ketma-ketlikning har bir hadini topish mum kin bo1 Isa, ketma- 

etlik berilgan deyiladi. Ketma-ketlik analitik yoki rekuirent usullarda 

erilishi mumkin.

7 . Berilgan tenglamalarni yeching.

l ) | 3 x - 4 | = i ; 2 ) |-x* +2x- 3|=l;

3 )  V ? + x 3 = 0 ; 4 ) V (x- 2)J = - x + 2 .

8. Berilgan tengsizliklami yeching.

1) |x - 2 £ l ; 2 )  |xl —7x+12|> x2 -7x+12;

3 )  x 2 +  2yj(x+ 3)1 -10 £ 0 ; ^  4 )  -J(x+\)2 <-x-l

9. Berilgan X  to‘plam uchun sup^T va mf X  lami toping.

1) Jif =  {x e Z : -5 £ x  < 0}; 2 )  X  =  {x e R : x  < 0}.

10. Tengliklami matematik induksiya metodi bilan isbotlang:

4.2. SONLI KETMA-KETLIKLAR

4.2.1. Sonli ketma-ketliklar
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hulIfIk usulda ketraa-ketlikning umumiy hadi formula ko‘rinishida 

Itnilfiill llunda n ga 1,2,3,4,... qiymatlar beriladi va ketma-ketlikning 

' Him liiitlliiri topiladi.

MiHiiIun, xn = (-1)" • >i formula {*„}={-1,2,-3,...,(-l)n ketma-

11 ilihn boradi.

R('kurrent usulda ketma-ketlikning birinchi (yoki bir nechta 

Hfbivh!) hadi beriladi va keyingi hadni (yoki bir nechta keyingi 

Inn I trim I) birinchi (yoki bir nechta birinchi) had (hadlar) asosida topish 

ft iiinnliisi beriladi. Masalan, xi = a ,, xnA -xa + d  rekurrent formula 

Millnidik progressiyani, xt =b,, xK̂  = x iiq rekurrent formula geometrik 

|!iiiM,runsiyani beradi.

T Agar VweyV uchun xn = c(c e R) boisa, {je,} keirna-ketlikka 

Wßgarmas ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday M  soni (m soni) topilsa va V neN  uchun 

\ ■,M (xn> m )  tengsizlik bajarilsa, { * „ }  ketma-ketlikka yuqoridan 

Wttgaralangan (quyidan chegaralangari) deyiladi.

3-ta’rif. Agar {*,} ketma-ketlik ham quyidan ham yuqoridan 

uliegaralangan boisa, ya’ni shunday m, M  sonlari topilsa va VneN 

uchun m<.xn<,M tengsizlik bajarilsa, {xB} ketma-ketlikka 

ihtgaralangan deyiladi.

A  = max{| m \,\M |} bo‘ lsin. U  holda ketma-ketlikning 

ohogaralanganlik shartini \xn \<A ko‘rinishda yozish mumkin.

4-ta’rif. Agar VA>0 son uchun {x } ketma-ketlikning \xa\> A 

(xM > A yoki X" <-A) tengsizlikni qanoatlantiruvchi hadi topilsa, {*,} 

ketma-ketlikka chegaralanmagan deyiladi.

Ta’riflardan ko‘rinadiki, ketma-ketlikning barcha elementlari u: 

yuqoridan chegaralangan boisa, (-oo;Af] oraliqqa, quyidan 

chegaralangan boisa [m;+oo) oraliqqa, ham quyidan ham yuqoridan 

chegaralangan boisa [m\M] oraliqqa tegishli boiadi. Chegaralanmagan 

ketma-ketlik yuqoridan yoki quyidan chegaralangan boiishi mumkin.

Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklarga misollar 

keltiramiz.

1.{xii}={«2 +1}={2,5,10....n1 + 1,...}-quyidan chegaralangan (m = 2 ),

ammo yuqoridan chegaralanmagan.

2.{yti} = {-h1}= {-l,-4,-9,... ,-w2,...} - yuqoridan chegaralangan 

(M  =-1), ammo quyidan chegaralanmagan.
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3 .{z } = \-—-> = 10,— chegaralangan (m=QtM  I),
" [ » J [ 2 3  n J

4.{un}= {(-1)"n}= {- 1 ,2 ,- 3 ,4 ,... ,(- 1 )"chegaralanmagaaJ

5-ta’rif. AgarVne N  uchun: < xni, boisa, {xa} ketma-kt't tikll 

qat'iy o'suvchi deyiladi; xn*xm boisa, {*„} ketrna-ketlikka </<HM 

kamayuvcki deyiladi; xn < xn+1 boisa, {x,} ketma-klilllAi 

kamaymaydigan deyiladi; xn>xHti boisa, {*,} ketma-kttlikkrt 

o 'smaydigan deyiladi.

Barcha bunday ketma-ketliklar umumiy bitta monoton ketma-kf llik 

nomi bilan birlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi krlnm 

ketliklarga qat’iy monoton ketma-ketliklar deyiladi.

Monoton ketma-ketliklarga misollar keltiramiz.

1. {x } = l - -f— ^—,...1 - o‘suvchi va chegaralaiiftlH
" U + 1J [2 3 4 n+ 1 J

ketma-ketlik.

2 . {3',} = {n,ri} m {1,1,2,2, . . . -kamaymaydigan vn

a

chegaralanmagan ketma-ketlik.

3. kamayuvchi va chegaralangfl 
l« J 1 4  9 n j

ketma-ketlik.

4. {«a}=<— —̂1 = | l , l , , - , . . . l - o ismaydigan va chegaralangan
\n n) [ 2 2  n n J

ketma-ketlik.

Ikkita {*„} va {>„} ketma-ketlikning yig‘indisit ayirmasi, 

ko ‘paytmasi, bo ‘linmasi (bunda yn *■ 0) deb, har bir hadi bu ketma- 

ketliklar mos hadlarining yigindisidan, ayirmasidan, ko‘paytmasidan va 

boiinmasidan iborat boigan ketma-ketiikka aytiladi.

K o ‘rsatilgan amallar simvolik tarzda quyidagicha yoziladi:

M + 6£ f= K  + %}> M  ~ iyJ={*„ -

ty i U .J
Xususan, {.*„} ketma-ketlikning m  songa ko‘paytmasi m {x } deb, 

har bir hadi {*„} ketma-ketlik mos hadining shu songa 

ko‘paytmasidan iborat boigan {m-xj ketma-ketlikka aytiladi.
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41J. Cht'ksiz katta va cheksiz Idchik ketma-ketliklar

It In'i It Agar Vi4>0 son uchun shunday N nomer topilsa va 

Ü in luin I X"\>A tengsizlik bajarilsa, {*„} ketma-ketlikka cheksiz 

М и  1‘i Mnii ’lvütlík deyiladi.

Ihn qiintltty cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan boiadi. 

H p i  diegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lmasligi

bull III Musa Ian, j«sin— | shunday ketma-ketliklardan biridir.

' Щ  W .  Agar Ve > 0 son uchun shunday N  = N(e) nomer topilsa 

U \fn ./V uchun |x„|<£ tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlikka 

fchli hit liik ketma-ketlik deyiladi.

iltNiik, u holda V n> N  uchun |aJ<£bo‘ladi. Demak, ta’rifiga ko‘ra.

к ning turli qiymatida har xil qiymatlami qabul qiladi. Masalan, e =  0,1 

da N = Ю, s =  0,01 da N  = 100. Shu sababli cheksiz kichik ketma- 

kctlikning ta’rifida N  = N(e) debyozilgan.

1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik cheksiz katta va xK*Q ,n e N

I ml sol. {a } = j-1 ketma-ketlik cheksiz kichik ekanini ko‘rsating. 
\n)

Ycchish. Ve>0  son olamiz. | |= - < e tengsizlikdan n > -
n e

ininsi/lik kelib chiqadi. N ni - ning butun qismi, ya’ni N =  —
e e

I i ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi.

w

Keltirilgan misolda nomer s ga bog‘liq bo‘ladi, ya’ni

bo‘Isa, u holda ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi, va aksincha

{a,}- cheksiz kichik va a  * 0 ,  n eN  bo‘Isa, {Д -l— cheksiz katta

K J

bo‘ladi.
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olamizva A = — deymiz. 6-ta’rifga ko‘ra bu A  soni uclinn >1ннмЦ 
e

N  nomer topi lad i va \/n>N uchun \xn\>A tengsizlik | | ф ( Я

Blindan V n > N  uchun —  =-I~<-l=g boiadi. B u  esa < l * ни 
\X, I M  A I I  J  1

ketlikning cheksiz kichik bo ‘ iishini bildiradi. Teoremaning il> Ih h »-

qismi ham  shu kabi isbotlanadi.

Cheksiz kichik fcetma-ketlildar qayldagi xossaïarga egu. '

1°. ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlik uitUl 

algebraik yig’ indisi cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi.

2°. Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlik nlng 

ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi.

3°. Cheksiz kichik ketma-ketiikning chegaralangan kotmn* 

ketlikka ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketiik boiadi.

4°. Cheksiz kichik ketma-ketlikning chekli songa ko‘paytmasi 

cheksiz kichik4 ketma-ketlik boiadi.

Xossalardan birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish 

bilan chegaralanamiz.

{xB} chegaralangan ketma-ketlik, {a j  cheksiz kichik ketma-ketlik 

boisin. {xn -aj ketma-ketlik cheksiz kichik boiishini isbotlash kerak.

ketma-ketlik chegaralangan. Shu sababli biror A > 0  son va 

Vm uchun \xn\<A boiadi.

V f  >0  son olamiz. {a\  cheksiz kichik boigani sababli — > 0  son
A

uchun shunday N  nomer topiladi va \/n>N  uchun \an\<~ boiadi.

U  holda \/n>Nda ¡хя -an |=jxn \'\ctn j< A •— =  e boiadi.
A

Dem ak, {xn аи}- cheksiz kichik ketma-ketlik.
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I l 'H f  Ay. »11 V* > 0 son uchun shunday /V = N(e) nomer topilsa va 

in, | , -q \<e tcngsizlik bajarilsa, a soniga {*.} ketma-

4.2.J. Ketma-ketlikning limlti

■  WHlfl ileyiladi va bu limxB =a  kabi yoziladi.

i>1 I unit ta’rifidan foydalanib, lim— — —=1 boiishini 
3n +1

J

W  fh  hikh Vff > 0 olamiz. Misolning shartidan topamiz:

1 * |3zi +  l ] |3zi +  l| 3« +  l 

F  I », n|*(ongsizlikni qanoatlantiruvchi n ning qiymatlarini topish

! <.» tcngsizlikni yechamiz: n > — -. 
in i I 3s

N limner sifatida -— — sonining butun qismini, ya’ni N(s)=  1 
3s L 3s J

■ D i m  Olllh mumkin. Bunda V e > 0  son olinganda ham  V n > N  uchun

11* k boMadi.

I Will Hithubli ketma-ketlik limitining ta’rifiga asosan,

2n-l .
lim--- = 1.

2w+l

M uium ki, \xm-a\<s tengsizlik xm had a nuqtaning s atrofiga 

ItiihiiNhini bildiradi. Shu sababli ketma-ketlikning limiti ta’rifini

• 111\ ulugicha talqin qilish m umkin: agar \unxH= a  boisa, u holda a 

m ii 11 miing istalgan e atrofi uchun shunday N  nomer topiladi va n > N  

nnmcrli barcha xm nuqtalar a nuqtaning s atrofiga, ya’ni (a- s;a+s) 

Intorvalda yotadi va bu x

borilgan ketma-ketlikning a~£ a+s x

chekli sondagi nuqtalari 3-shakl.

Joylashadi (3-shakl). B u

jumla ketma-ketlik limitining geometrik ma 'nosini anglatadi.

4 .2 .4 . Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar

8-ta’rif. Chekli limitga ega bolgan ketma-ketlikka yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik deyiladi.
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x »qim asnuvchi b o im a g a n  ketma-ketlikka uzoqlashmuhl I m i  

ketlik deyiladi.

{ x j  ketma-ketlik yaqinlashuvchi v a  a  limitga ega boisin, I • l\tf|fl 

{xm- a}={all} cheksiz kichik ketma-ketlik b o ia d i, chunki V «  * ( | M  

uchun shunday N (s) nom er topiladi va  V n > N  uchun |«„ I1 iv, "ill 

b oia di. S h u  sababli yaqinlashuvchi v a  a  limitga ega b o ig a n  iHllyniil 

{xn} ketma-ketlikning u m u m iy  hadini xll= a + a n ko'rinishd® yuflH  

m u m k in  b o ia d i v a  aksincha, {*„} ketma-ketlikning istaigan Im.Iimi 

xH =  a + a tl k o ‘ rinishida ifodalash m u m k in  b o is a , u holda lim 4 , 1  

b o ia d i, b u  yerda {a„}~ cheksiz kichik ketma-ketlik.

Shunday  qilib, cheksiz kichik ketma-ketlikning limiti nolgti Itfiw 

b o ia d i. Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega b o ‘lmaydi. U n in g  limitiT

oo deb belgilanadi.

Y aq inlashuvchi ketma>ketiikiar quyidagi xossaiarga ega. 1

1°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega bo ia d i. 1

2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan boia d i.

3°. A gar { * ,}  v a { y „ ^  ketma-ketliklar yaqinlashuvchi b o is a , U 

holda ± y j  ketma-ketlik yaqinlashuvchi

lim (jcb ± yn) =  limxn ± limyK bo ia d i.

4°. A g a r  va{y„} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi b o is a , u 

holda {x„y„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va

lim x„ • yH = lim xn • lim yn bo ia d i.

5°. A g ar  {xn} v a  {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi va  lim yn *  0

6°. Agar {*„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi boisa, u holda 

limc• xa = c• lim (ceÄ )boiad i.

7°. Agar {*„} va {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi va VneN 

ichun xn < yH boisa, u holda lim xn < lim yn boiadi.

8°. Agar {xj va {za} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi,

m xn =  lim zm =  a  va V «  e N  uchun xH<,yH<,zn boisa, u holda

m yn=  a boiadi. > '

x  limx,
ketma-ketlik yaqinlashuvchi v a  lim—  - ”-y - - ■

yn lim k .

boia d i.
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.♦ Hin ,v„ ■ b boisin . U  holda * ,= < * +  a n va  y „=b +ß „ 

t"i u-iiln (i<J, {ßn} cheksizkichikketma-ketliklar.

xn±yn=(a± b) + (an +  ßn)

■|Hi •

♦ 1**1- kichik ketma-ketlikning 1-xossasiga asosan {a„±ß„} 

M t  kitliik ketma-ketlik. Shu  sababli ketma-ketlik a±b

■ P W  boMadi, ya ’ni

lim (xH ± >J1)  =  limjfa ± I i m ^ .

ft-¿•Mixt>1. M  = { [ ~ )  J  ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanini 

Slti UNlIllg.

I H ’hlsh. öirinchidan, xn =  < w + 2 w = — = —.
n n n2 n

MmihIii V /vä6 uchun x < — bo ia d i. Ikkinchidan, 'i n & N  uchun 
" 2  -

7- =  - ^ > 0  b o ia d i. A g a r  v = 0 ,  z = —  belgilash kiritsak, 
n n n 2"

H q X  ■ Hm z, =  0  va  V n > 6  uchun yn < xn < zm b o ia d i. U  holda 8-xossaga 

ko'm,
Ilm x„ • 0, y a ’ni berilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo ia d i.

Har qanday ketma-ketlik h a m  limitga ega bo'lm aydi. Ketma-ketlik 

IliKliti m avjud b o ‘lishi haqidagi teorema bilan tanishamiz.

2-teorema ( Veershtrass teoremasi). H a r  qanday chegaralangan 

monoton ketma-ketlik limitiga ega b o ia d i.

Isboti. M o n oton  kam aym aydigan  ketma-ketlikni qaraymiz. 

jc, <x2 < x , <...<xn ^x„M <... va  shunday M  soni topilsin v a  xn < M  

boisin . Elementlari bu  ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan X  

to‘plamni qaraymiz.

Shartga ko4ra, b u  to‘plam  b o ‘shm as va yuqoridan chegaralangan. 

U  holda

4 .2  banddagi 1-teoremaga asosan, X  to‘plam  aniq yuqori chegaraga ega 

b oia d i. B u  chegarani a  bilan belgilaymiz va a  soni berilgan ketma- 

ketlikning limiti boiishini k o ‘rsatamiz.

HMiInii birlning, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish bilan



a  soni xn ketma-ketlik elementlarining aniq yuqori chegnfflfl 

bo‘lgani uchun uning xossasiga ko'ra, \/e > 0 son uchun shunday I  

nomer topiladi va n >  N  da xr > a - e  bo‘ladi. Ikkinchidan, aniq y u M  

chegaraning ta’rifiga asosan, barcha n lar uchun xn< a < a + e  bo* llu 11 

Shunday qilib, n > N  uchun a - s < x H< a  +  e ,  ya’ni \x„-a\<e tengsi/l ik 

kelib chiqdi. Bu tengsizlik a  soni {xm} ketma-ketlikning limiti boiishinl 

bildiradi.

Monoton o‘smaydigan ketma-ketlik uchun teorema shu kabf] 
isbotlanadi.

Izoh. Monoton ketma-ketlikning chegaralanganligi uninfll 

yaqinlashuvchi boiishining zarur va yetarli shartini beradi.

Haqiqatan ham, agar monoton ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsn, 

u holda 2-teoremaga ko'ra, u yaqinlashadi; agar monoton ketma-kellik 

yaqinlashuvchi boisa, yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 2-xossasigl] 

asosan, u chegaralangan boiadi.

2- teoremadan ichma-ich qo'yilgan kesmalar haqidagi lemma keli^ 

chiqadi.

[^; ,  [a2;¿ J ,... [a,;AJkesm alar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, 

bunda ya’ni har bir kesma o‘zidan

oldingi kesmaning ichiga joylashgan va lirn(ft„ -aa) = 0 bolsin.

Bu kesmalarga ichma-ich qo‘yilgan kesmalar deyiladi.

Lemma (Kantor lemmasi). Ixtiyoriy ichma-ich qo‘yilgan kesmalar 

ketma-ketligi uchun bu ketma-ketlikning har biriga tegishli boigan c 
nuqta mavjud va yagona boiadi.

Bu lemma haqiqiy son lar to‘plamining uzluksizligi yoki son 

o‘qining to‘laligi haqidagi muhim xossani ifodalaydi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalari va limitlar haqidagi 

teoremalar nafaqat nazariy, balki amaliy jihatdan ham muhim 

ahamiyatga ega. Ulardan,

masalan, ketma-ketliklaming limitini hisoblashda keng foydalaniladi.

4-misol. lim— —  limitni toping.
8w-l F

Yechish. Kasrning surati va maxrajidagi ketma-ketlik lar limitga 

ega emas, chunki ular chegaralanmagan. Shu sababli bolinmaning 

limiti haqidagi 5-xossani to^ridan-to^ri qollab bolmaydi. Bu 

xossani qollash uchun awal ketma-ketlikning surat va maxrajini n ga 

bolamiz va keyin yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossajarini
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ptl lu y ml/:

. 3 + - limÎ3 +  -| Iim3 + lim— i , n -

™  8n-l 8 _ I  limÎ8--l lim8-lim— 8 0 8

4.2.5. e soni

, 0 . { ( l + I ) |  ketma-ketlik berilgan boisin. Bu ketma-ketlik

mi htm Nyuton binomi formulasini d=  1, ¿ = — daqoilaymiz:
n

x = 1  ! fI 1 | ” (” " 0  1 , | b (w - 1 X « - 2 ) . . . ( » - (b - 1 ) )  liv A

n 2\ n2 n\ n"

boki

(2.1) tenglikdan kocrinadiki, » ning o‘sishi bilan uning o‘ng 

lomonida musbat qo‘shiluvchilar soni ortib boradi. Bundan tashqari,

n lling o‘sishi bilan — kamayadi va il-—1,i l k a t t a l i k l a r  ortadi. 

Shu sababii {^„}=|^1+ —j |  ketma-ketlik monoton o‘suvchi bo‘ladi.

(2 .1) tenglikka ko‘ra,

(ï-t— J > 2 - (2-2)

(2 .1) tenglikda qavs ichidagi har bir ifoda birdan kichik va shu

bilan birga, n > 2 da — < - boiadi.
6  ni 2

x _< l  +  l +  —  +  .. .+  —  <1  +  1 + — + . . . + - 4 r = l + — =  3  ( 2 .3 )
2! n! 2  2  , _ 1  '

2

Bundan
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_____ vul4oui. u e m a k , (2 .2 )  v a  ( 2 .3 )  tengsizliklarga k o 1 ru, 3 ** $tw

ya ’ni {.*„}-chgaralangan.

Shunday  qilib, {.*„} ketma-ketlik m onoton o ‘suwlil 1

yaqinlashadi, y a ’ni chekli iimitga ega b o ia d i. B u  limitai e h i r f l  
belgilaymiz.

e soniga Neper sorti deyiladi. e soni irratsional son. tt ni Mil 

matematikaning bir qancha masalalarida muhira roi o ‘ynaydi. e ilOllfl 

masalan, natural logarifrnning asosi b o ia d i : x > 0  sonining nu lui ni 

logariftni lnx bilan belgilanadi. B u  paragrafda e soniga faqat la'pjf 

berildi va  u 2 < e < 3  tengsizlikni qanoatlantirishi k o ‘rsatildi. Keyinchllk 

e sonining qiymatini istalgan aniqlikda topish usullari k o ‘rsatiiadi.

chegaralangan. U  holda Veershtrass teoremagasign ko'ï# f

D e m a k ,

4 .2 .6 . M a s h q la r  

1. Ketma-ketlikning dastmbki to'rtta hadi berilgan. Uning umumiy hadini

top«"®'

3) 4) 14,1,5,....

2. Chegaralangan ketma-ketliklami ko‘rsating:

2) Xa =  COSrtJT +  2tgn7I\

4) x = V « 2 +1-«;

3. Ketma-ketliklardan qaysilari monoton va qaysilari qat’iy monoton?



-  k c tm a - k e t i ik  c h e k s iz  k ic h ik  e k a n l ig in i  i s b o tla n g .
■ *f 17 2n - I

ketma-ketlik -- ga teng limitga ega ekanligini ketma-
II JU 50 3/i -i-2 3

limiti tn'rifidan foydaianib isbotiang.

k tM n m 'k d lik la r n in g  i im it in i  to p in g :

llfl*

\ i t ? '
2) Jf,

3n2+2 

”  4-»* ’

I fe/t 4)
f 2b2 +3/J-lY

Srt *'3/i+7 ’ \n2-2n+\ J  5
Ki i .I)J -(2-w)2.

6) JCB
(«+l)3-(«-l)3.

k 2/1+7 3n2+2

1/»' 1-5n*. 3 Sn .

] 1 5/i+1 ’
8) x

n+2 2n+l’

•  <Jn\-2-Jn-2\ 10) x„ t=-s//i2 + n —4n2—n\

*yJn(n-S)-n: 12) ^ =V«3 —4«2 —

2/a-f 1
14) x.

_ V«4 -1.
V/»2+JJ+5 a/w+1 *

/»!+(«+1)!

' (/j + 1)!-2m!’
16)

(2n+l)!+(2«+2)!. 

' (2n+ 3) !-(2n+2) f

2-5+4-7+... + 2/I-(2«+3)
18) %

1+2+3+...+/i

« + 5 n2 -2n +  l

1 1 1
20) x„

1 1

l-7 + 7-13+ + (6n--5)(6n + l)' 2-4 4-6 2n

_3"-l

3-+1

22) *,
6-6" +5 3„+1. 

’ 2-3"+1

2 + i .  A .  1+2" 24)
1+3+9+...+3""1

4 16 64 *  4" 2*3"+2 +5 ’



4 .3 . B IR  0 ‘Z G A R U V C H I N I N G  FÜ N KSIY A81

4.3.X. Funksiya

Ikki to‘plam elmentlari orasidagi bogianishni o ’mult 

asoslangan funksiya tushunchasi matematik analiz kursida o'rgatiil ш.Г 

riafaqat bu kursning, balki butun matematikaning i  

tushunchalaridan b in  hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi

1-ta’rif. A g ar  X  to‘plamning har bir x soniga biror /  qoid|| 

k o ‘ra, Y to‘plamning bitta y soni raos qo ‘yilgan b oisa , x  to‘pl«m 

funksiya berilgan deyiladi va  /  : x  y yoki y - / ( x )  kabi belgilamuli

Bunda f  funksiya X  to‘plamni Y  to‘plamga aksiantiradi ili'b 

aytiiadi. X  to‘plam /  funksiyaning aniqlanish sohasi deb ataladi v 

£>(/) bilan belgilanadi, y e Y  to‘plam /  funksiyaningqiymatlar \alui. 

deb ataladi va  £ ( / )  bilan belgilanadi.

Bunda  x  funksiyanin^rgumenti yoki erkli о 4zgaruvchi, у funksiy 

yoki x ga bog ‘liq о 'zgaruvchi deb ataladi.

У-  / ( * )  funksiyaning x =  x0(x„ s  X )  nuqtadagi xususiy qiymaU 

Л хо)~Уо y °k i ~y0 kabi belgilanadi. Masalan, / ( x ) = 3 x 2 - 2 bois«, 

/ (0 )= - 2 , / ( 1 ) « 1 .

У - f (x) funksiyaning grafigi deb Oxy koordinatalur 

tekisligining abssissasi x argumentning qiymatlaridan va ordinatasi 

y  funksiyaning m os qiymatlaridan tashkil topgan barcha (x ;/(x )), 

x e D ( f )  nuqtalari to‘plamiga 

aytiiadi. Funksiyaning grafigi tutash 

chiziqdan (egri chiziqdan yoki to‘g ‘ri 

chiziqdan) iborat boiishi yoki ayrim 

nuqtalardan tashkil topishi m um kin, 

masalan, y=rA, n e N  funksiyaning 

grafigi 1,2,6,.... nuqtalardan iborat 

boiadi

Ha r  qanday chiziq h am  biror 

funksiyaning grafigi boiavermaydi, 

masalan, x 2 + y = l  aylana

\
] 

V ¡

I

0 
j 

i

U n i

x h  x i

¿ л *~ —V1— X

4-shakl.
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hit 'fiimi« yml'igi boim aydi, chunki har bir *e(-l;l) uchun у  ning 

■ M l M  l'iilkl ikkita qiymati m os keladi: yx = V Î - x r v a  уг =-4\~хг 

I  „li,tit11 huillín (unksiya ta’rifming bir qiymatlilik sharti buziladi.

Линии nylananing quyi yarim tekislikdagi bo ‘ lagi у - 

in к «hiiHiMf,. yuqori yarim tekislikdagi boia g i esa ^  =

(i¡ .« г, .milin grafigi boiadi.

Funksiyaning berilish usullari

l inils'iiyiming berilishi, ya’ni x ning har bir qiymatiga у  ning 

(|lymatin¡ topish turli usulda berilgan boiishi m um kin. A m a lda  

B jlM lyl borilishining analitik, jadval v a  grañk usullari k o ‘p  qo ‘ llaniladi.

Iihilllik usulda x va  y o'zgaruvchilar orasidagi bogianish biryoki 

(ill ntfulita formula orqali beriladi. Masalan,

y=x*, y=sm2x, y =
x —S, agarx<  3, 

x 2 + 2 ,  agarx^.3.

lunksiya y - f(x )  k o ‘rinishda yozilganda, ayrim hollarda 

Innli filyaning aniqlanish sohasi D (f )  k o ‘rsatilmaydi. Bunda , 

hmkilyaning aniqlanish sohasi x ning fix) fimksiya m a ’noga ega 

Int1 Ind igan barcha qiymatlari 

In'plainidan iborat deb qaraladi.

Jadval usulida x va  y o ‘zgaruvchilar orasidagi bogianish jadval 

orqali beriladi. Masalan, logorifmik fuksiyalaming, trigonometrik 

lii ksiyalaming jadvallari.

Am alda  jadval orqali funksiyani kuzatish natijalari yoki uning 

Injribada olingan qiymatlari beriladi.

Grafik usulida fuksiya-ning grafigi beriladi. B u n d a  funksiyaning 

argumentning u  yoki bu qiymatlariga mos qiymatlari bevosita shu 

grafikdan topiladi.

x va  y o ‘zgaruvchilar orasidagi bogianish yuqorida keltirilgan uch 

usul bilan chegaralanib qolmasdan, boshqa shakllarda berilishi ham  

m um kin. Masalan, E H M n in g  hisoblash programmasi shaklida, 

tavsiflardangina iborat holda.

Funksiyaning monotonligi 

y-  f(x) funksiya X  to4plamdaaniqlangan va I= (a ;b ) c l  boisin.
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T

2-ta’rif. Agar Vxifx2eJ uchun x ,< x2 boigandu / U  

(f(x ,)>  f(x2)) tengsizlik bajarilsa, 

y = fix) funksiyaga I intervalda

o ‘suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

3-ta’rif. Agar Vx,,x2 e /  uchun 

x, < x2 boiganda / (x,) <  / (x2)

( / ( x , ) ^ / ( x 2)) tengsizlik bajarilsa, 

y = f(x) funksiyaga 1 intervalda 

kamaymaydigan (o ’smaydigan) 

deyiladi.

Masalan, grafigi 5-shaklda 

berilgan fimksiya (—2;1) intervalda kamayuvchi, 

kamaymaydigan, (3;6) intervalda o‘suvchi.

Barcha bunday funksiyalar /  intervalda monoton ßwfrsfiii I  

bilan umumlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi 

intervalda qat'iy monoton funksiyalar deyiladi. Funkslyu MUtfU 

boigan intervallar monotonlik intervallari deb ataladi.

-2 O l 3 

5-shukl,

(l;A) li*w

Funksiyaning juft va toqligi

y- f(x) fuhksiya X  to'plamda aniqlangan boisin.

Agar V x e X  uchun - x e X  va /(- x) = / (x )  boisa, f(x) ImiUh 

juft funksiya deyiladi. Masalan, y = x l, y = cosx, y »vl  * 7 %  

funksiyalar.

Juft funksiyaning grafigi ordinata o‘qiga nisbatan miiiimv 

boiadi.

Agar V x e X  uchun - x e X  va /(- x )= - /(x )  boisa /(x )  flink 1̂̂  

toqfunksiya deyiladi. Masalan, y=x\  ^-sinx-toq funksiyalui

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simuu 

boiadi.

Juft ham, toq ham boim agan funksiya umumiy ko’riiiMii 

funksiya deb ataladi. Masalan, y = x - 2, y = 4x~  umumiy ko‘rini <ln 

funksiyalar.

/(x )  va g(x) funksiyalar juft funksiyalar boisa,

/(* )+£ (* )>  fix)~ S<*Jä
gU)
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ÉN 1нш ЩИ ho'ladi.

M  # 1.1 H.Mk.iyalar toq iu „ksiyalar Ь о П ^

/ W  + * W . / W -g(l)

n i l  In.i Im'latli«

/ M ' s (jc), = Û î ) ,  , .  „ 

nfcit ►'*» lull bu'ladi.

H f t  /(,*)“  taffe+ л/Г+ 4**Ч л , . , t • •
J tunksiyalarnmg toq ekamni

l".| limksiyu uchun

/<«*)— /< *) yoki f (x) + f (-x) = a

»It hit lb liu'innil/:

r / (* )  1 /X-*) ■ In(2x + -JÏTÀi*) + In(-2x +  л/l + 4jc2 ) =

-ln(l+4x1 -4*!)=lnl = 0.

Wivnlnllil.iii » i 0(f)  bo‘lsa, - XsD (f)  bo‘lishligikelibchiqadi. 

РИйк. Imiksiya loq.

Funksiyaning chegaralanganligi

I / Ю  hitlkniya X  to'plamda aniqlangan bo‘lsin.

4 I«'til Agar shunday o‘zgarmas M  son i topi Isa va V x e X  uchun 

\ M I» iifi î/lik bajarilsa, f(x) fuksiya X to‘plamda yuqoridan 

doyi ladi.

•  in nl Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsa va V i e l  uchun 

i lyiigni/Jik bajarilsa f(x) fiinksiya X  to‘plamda quyidan 

\hthiiitf4H doyiladi.

I» iM'rlf Agar fix) fiinksiya ham quyidan, ham yuqoridan 

mUnjjnn bo‘lsa, y ’ani shunday o‘zgarmas m va M  sonlari topilsa 

i. \ uchun m £ f(x )ü M  tengsizlik bajarilsa, fix) funksiya X  

Hula i Intgciralangan deyiladi.

Mftnelnn, y=l-x* fiinksiya yuqoridan M  - \ soni bilan 

NllJtngJin, y = 2 + x2 funksiya quyidan m = 2 soni bilan
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wucgaraiangan, y = sinx funksiya quyidan m~-1 soni bllnn 

yuqoridan M  =  1 soni bilan chegaralangan.

y-  / ( * )  funksiya X  to‘plamda aniqlangan boisin.

7-ta’ rif. A g ar  shunday o ‘zgarmas T ( T *  0) son topilif^fl 

V x e X u c h u n  x + T e X ,  x - T e X ,f (x ± T )= f (x )  b oisa , /(x )funk ii|)H H  

davriy funksiya deyiladi. B u n da  T  laming eng kichik musbat qism iH 

T0 ga f(x) fmksiyaning davri deyiladi.

Masalan, j= s i n x  funksiyaning davri I n , tgx funksiylining 

davri it.

2-misol. / (x )= 4s in 3x +3c o s3x  funksiyaning eng katta qiymatinl v| 

davrini toping.

Asos(ax±<p) funksiyaning davri Ta = —  boiadi. Bundan  T0 = - ^

Aniqlanish sohasi X  va  qiymatlar sohasi Y b o ig a n  y = fix) 

funksiya beriigan boisin . A gar bunda har bir y e Y  qiymat yagona 

x e X  qiymatga m os qo ‘yilgan b oisa , u  holda aniqlanish sohasi Y va

funksiya y- fix )  ga teskari funksiya deb ataladi va  x = <p(y)= f~\y) 

cabi belgilanadi.

y- f (x) va x - (p{y) funksiyalar o'zaro teskari funhsiyalar deyiladi. 

iunda y =  f(x)  funks iyaga teskari x  =  (p{y) funksiyani topish uehun 

r(x) -y  tenglamani x ga nisbatan yechish (agar m um kin  boisa) yetarli. 

lasalan, y = a x funksiyaga teskari funksiya x =  logo y funksiya boiadi. 

-x1 funksiyaga x e [0;1] da x = .^ y  teskari funksiya mavjud, %e[-l;l] da

Funksiyaning davriyligi

a

4.3 .2 . Teskari funksiya

qiymatlar sohasi X  b o ig a n  x = (p(y) funksiya aniqlangan boiadi. B u
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DftjH.I иннч, chunki bunda у  n ing  har bir qiymatiga x ning 

iiiiiNitlan, y * l  ga x, =  -1, x2 =  1 m os keladi.

i i -и limkulyu ta’rifiga ko ‘ra, y = f(x)  funksiya X  va у 

H'rtMlda bir qiymatli m oslik o ‘rnatsagina y = f(x ) funksiya 

•Î ui hinkitiyaga ega 

H'im ll hiindfi har qcmday 

H B  Monoton funksiya 

■ Н м Н  fiinblytiga ega

■  tloyish m um kin 

»■ I.mIi Mtinda agar funksiya 

И «««i (kiiiiiaysa), u holda 

I i It 'ikiii'i funksiya ham  

h 'nmiIi (knmayadi).

I1 f[x) va unga teskari 

i v'li1) Hinksiyalar bitta egri 

I и* »I hilan ¡fodalanadi, ya ’ni 

м1нн||пц grafigi ustma-ust 

liMiliitili. Odatdagidek,

Iftfiiinent (erkli o ‘ zgaruvchi)

I bl Inn va ftmksiya (bogiiq  o ‘zgaruvchi) y  bilan belgilansa, y =  f(x)\ 

liuikilyaga teskari funksiya y =  ç(x) deb yoziladi. B u  y =  f(x)  egri 

illl/lqning M,(x0;y0) nuqtasi y=<p(x) egri chiziqning M 2(y0;x0) nuqtasi 

Im)'llshini bildiradi. B u  nuqtalar y = x  to‘g ‘ri chiziqqa nisbatan 

ulmmclrik boiadi (6-shakI). Shu  sababli o ‘zarо teskari y = f(x)  va 

i< - r/i(x) funksiyalaming grafiklari I  va III chora/dar koordinata 

burchaklarining bissektrisalariga nisbatan

I Immetrik boiadi.

4.3 .3 . M u r a k k a b  funksiya

X  to'plamda qiymatlar sohasi Z  boigan  z =  ç(x) funksiya 

aniqlangan boisin. A gar Z  to‘plamda y - f(z )  fiinksiya aniqlangan 

boisa, u holda X  to'plamda y  = f  (<p(x)) murakkab funksiya (yoki 

z = q>(x) va y - f(z ) funksiyalaming superpozitsiyasi) aniqlangan 

deyiladi.

z = <p(x) o ‘zgaruvchi murakkab fimksiyaning oraliq argumenti deb 

ataladi. M urakkab fimksiyaning oraliq argumentlari bir nechta boiishi 

ham  m um kin.

y>
jy = f(x)

Уо

/  A = *

/  S  
м х /  /  —

~Л~~7^г
/ !  / 1  ,

Ш *о/ Уо X  
/

!y = p (x )

6-shakl.
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M asalan, j>=cös5x  m urakkab funksiya, chunki u  y  =  / ( * )  

v a  z = (p{x)= 5x funksiyalaming superpozitsiyasidan iborat.

4 .3 .4 . E le m e n ta r  funksiy alar sinfl

Q u y id a  keltirilgan funksiyalarga asosiy elementar funkshitkU 

deyiladi.

1. 0*zgarmasfunksiya y = C ( C e R ) .

0 ‘zgarmas funksiya: £>(/)=(-<»;+<»), £ ( / ) = {C} chegaralangdi. jult, 

davri ixtiyoriy T.

0 ‘zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o ‘qiga parallel t o ' g W  

chiziqdan iborat boia d i.

2 . Darajalifunksiya y - x a, a  e R ,a  *  0.

H a m m a  darajali funksiyaning grafiklari (1;1) nuqtadan o ‘tadi. *1

1 ) a  = n. n - butun m usbat son. B u n d a  funksiyaning graflgi 

koordinatalar boshida abssissalar o ‘qiga urunadi ( « >  2  da); n juft son 
b o ig a n d a  ordinatalar o ‘qiga nisbatan simmetrik, n toq son boigamitt 

esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik b o ia d i (7-shakl). » » Hin 
Iv a  111 choraklar koordinata burchaklari bissektrisalarining grafigini 

ifodalaydi (7-shakl). $

/  / 0  

/  /

1 /

j«  =  3

X /
f /n=  1

/ j  
&

7-shakl.

y

I
i

/  1

I { 71 = —2 
H

1

\  1
/1  

s  ! ■ j V - ^ l

_  -1¡ 0 1 *

%

n =  -l\ 
1 
1

8-shakl.

2 )  a- - n, «- b u tu n  m usbat son. B u n d a  funksiyaning grafigi n juft 

son  b o ig a n d a  ordinatalar o ‘qiga nisbatan simmetrik, n toq son 

b o ig a n d a  esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 

b o ia d i  (8-shakl). n = l  da  teskari proporsional b ogia nish  grafígini 

ifodalaydi (8-shakl).
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11 j§ « ) ,  i , m va /7 - oczaro tub butun son lar. B u n d a  n juft son 
n

lii «m»Im /)(/') ""[Oj+oo), n toq son b o ig a n d a  D ( f )  =  (-oo;+co). 

 ̂ 'ti •tumi' grafígi n toq va m juft son b o ig a n d a  ordinatalar o ‘qiga 

i .inuiiulrík (9-shakl), n va m toq sonlar b o ig n id a

niMiiiinliii boshiga nisbatan simmetrík bo ia d i ( 10-shakl). r < l  da 

,i - i IiimiiiIintitular boshida ordinatalar o ‘qiga urinadi (9 , 10-shakl), 

| | |  iIh iirnllk koordinatalar boshida abssissalar o ‘qiga urinadi ( 11-

■Al)

9-shakl. 10-shakl. 11-shakl.

4 )a m q , q = — < 0, m v a  n - o ‘zaro tub butun sonlar, w # - l . B u n d a  
n

H jult son b o ig a n d a  D ( f ) = (0;+co)(1 2-shakl), n toq son b o ig a n d a  

f)m (-oo;0)u(0;+qo). Funksiyaning grafigi n toq va m juft son 

fcoiiinnda ordinatalar o ‘qiga nisbatan simmetrík, n v a  m  toq 

ftiinliir b o ig a n d a  esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrík 

feoiudi ( 13-shakl).



3 . Ko*rsatkichlifunksiya y = a x, ae R ,a > Q,a*l.

K o ‘rsatkichli funksiyada D ( / )  =  (-co;+oo), E(f)=(0;-hx>). Bu  llllilt«! 

a>  1 boisa, R  da  monoton o ‘suvchi, 0 < a < l  boisa, R da moiutli 

kamayuvchi.

K o ‘rsatkichli funksiyaning grafiklari (0;1) nuqtadan o ctadi. 1 

K o ‘rsatkichli funksiyalar grafiklari 14-shaklda keltirilgan. '

4 . Logarifmikfunksiya y =  logffjt, ae R , a > 0, a*\.

Logarifmik funksiyada

D (f )  =  (0;+°o) va

E (f )  =  (—oo;+oo). a > 1 boisa,

D ( / ) d a  monoton o*suvchi,

0 < o < l  bo ‘ lsa, D (f )d a 

monoton kamayuvchi; y- a1 

ga teskari funksiya.

Logarifmik funksiyalarning 

grafigi (1;0) nuqtadan o ‘tadi.

Logarifmik funksiyalarning grafigi 15-shaklda keltirilgan.

5. Trigonometrik funksiyalar.

•  j= s in x : D (f )  =(-oo;+oo), E (/)=[- l;l], cbegaralangan, toq, 

davri 2/r(16-shakl).

\
0

16-shakl.
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H l  I |М *1и»И);

Г  i r »  int :

K l  Л  ( и »  1 )^ ; (2/7+  1 ) 0  n eZ ,

IlI • i •',!<»■), toq, davri 7r(17-shakl);

I  I y « ttyx :

f||/) i (/? “I- ;1)7Г)Я neZ,

H f / j  »• I i»j+eo), toq,

HfVfl щ ( 17-shakl).

f» Tttskari trigonometrik 

funhlvfilnr:

y •  г ¡ucsinx: £ ) ( / ) = [-1;1],

/•( / } I 2 :î j »  chegaralangan, toq, monoton o ‘suvchi (18-shakl);

; /.)(/) = (-оо;+сс), E(f )  =  [—1;1], chegaralangan, juft, davri

y

y  = arcsin X 2
У

я 

~ 2

Г

\
\

я

. у  — arccos дг

i s  ° 1 *
я

~2
/

I я

2 -1 О 1 X

18-shakl. 19-shakl.

•  j/ =  arccosx: Æ (/)  = [-l;l], £ (/)= [0 ; ;r ] , chegaralangan, monoton 

kainayuvchi( 19-shakl);

У
У

я
я

2
y ^ y  = arctgx

/  , N
\ v  = arcctgx“ 7 *  2

я

~7-
О X

20-shakl. 21-shakl.
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•  y- arctgx: D ( / )  =  (-oc;+oo), toq, muimMI

o'suvchi (20-shakl);

•  y = arcctgx: D (f )  = (-oo;-k») , E(f) = (0;7i), m o n o t o n «  

kamayuvchi (21-shakl).

Asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi arifrnetik anmlUf 

(qo‘shish, ayirish, ko'paytirish, boiish) va superpozitsiVu Ittl» 

yordamida hosil qilingan bitta formula bilan berílgan íunks¡y»|H 

elementarfunksiya deyiladi.

Masalan, y - Pm(x) = a0xm +  aixm~' + ... +  am̂ x +  am, y =  lg2(sin2x) + 0>(| H

y ~ arccos— +\¡x* — elementar funksiyalar. 
x

Elementar bo ‘lmagan fimksiy alarga quyidagi funksiyalar iniMU 

boiadi:

K o ‘rsatkichli funksiyalardan hosil qilinadigan quyidagi elemental 

funksiyalarga giperbolik fimksiy alar deyiladi:

x3 + xs x1 

, » 3  S M ~ 7 !7

4.3.5 . Giperbolik funksiyalar



Mtorholth iangens.y =  thx, thx = e ~e (24-shakl);
ex +  e~x

ttatt ho Hk kotangensiy= cthx, cthx=--—- (25-shakl).
ex —e~x

^¡fhibollk ki»sinus:y = chx, chx =  (23-shakl);

4.3.6. O shkorm as va parametrik 

ko ‘rinishda berilgan funksiyalar

Agar x va y  o ‘zgaruvchi!ar orasidagi bog‘ lanish y=f(x ) 

kiMinishda ifodalansa. bu funksiyaning oshkor ko ‘rinishdagi berilishi 

hlNublanadi. Shuningdek. ayrim hollarda funksiyaning oshkormas 

kn'iinishidan foydalanishga to‘g ‘ri keladi.

I imksiya X  to‘plamda aniqlangan bo‘!sin. Agar har bir x e X  songa 

IKON qo'yilgan yagona y  son F(x,y) = Q tenglamani qanoatlantirsa, 

f(x) funksiyaga F(x,y) = 0 tenglama bilan oshkormas ko‘rinishda 

berilganfiinksiya deyiladi.

Agar x va y  o ‘zgaruvchilar orasidagi bogianish ikkita x=x(t) va 

y ■ y(t) , t e X  fimksiyalar berilgan boMsin. U  holda Oxy koordinatalar 

(okisligining koordinatalari (x(i);^(0) boigan  barcha nuqtalari 

lo'plamiga parametrik ko ‘rinishda berilgan chiziq (egri chiziq yoki 

10'g‘ri chiziq) deyiladi. Bunda t parametr deb ataladi.

Agar parametrik ko ‘rinishda berilgan chiziq y = f (x ) funksiyaning 

grafigini ifodalasa, bu funksiyaga parametrik ko 'rinishda berilgan 

Junksiya deyiladi.
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4 . 3 . 7 .  M a s h q l a r

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

i> д * > = 4 4 ;
x +8 

3) f ( x )  = 7 4 - х 2;

1 + x  I  I

2) / w * 7 5 5 f  

4> / w = 5 г д а ;

7 )  / ( x ) = V jc- 7 + V 1 0 - x ;

9) /(x ) = -Jx-l+Jl-x + Vx1 +4;

И )  / ( * )  = arcsin x-arccos(4-x);

13) /(x ) =  tog,inlgjr,

15) /(x ) =  ел  log2(2-3x); 11

17) /(x ) = j3-4x + arccos*
6

6 )  / w =

/ 4 - З х2 - *

cosxx

8 )  / ( x ) = = Æ + l - V x + î ;  ,

1 0 )  л * ) = Л г г 8 + щ ^ ;

1 2 )  / ( x )  =  a r c s i n ( x - 2 ) + 3 l n ( x - 2 ) ;

14) /(x ) = lnsinx;

l/(x-6)* j Î
1 6 ) / ( x )  =  ln

19) / (x )= - --5sin2x.

18) /(x )—arccos -^ -+2* ;

2 0 )  / ( T ) - X ~,ln(jr+3) . 

л/8- xVx2-3x+2

2. Funksiyaning qiymatlar sohasini toping:

1) / ( x ) = x 2+4x+2; 2)  / (* )  = V 7 -x + 2 ;

3) / (x )= 2 s in x -5 ; 4 ) / W  = sinx+cosx;

5) / (x )  = 2*1 -1 ; 6)  / (* )  =  2e_** + 1;

7) /(x ) = V9-xJ; ®) / ( * )  = —are/gx;

9 )  / ( x ) = 3 | x | - i ;

2x’ + 4x + 5 ’

1 0 )  / w = - 2 ï z l .  

-]2i-3|' 

1 2 )  / ( * ) = - _ !



W |4) •» ' '* Ainksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

2) /<-*/4); 3) /(-*); 4) J g

4 I iiiili'tiyitning monotonlik oraliqlarini toping:

- If + 6; 2) / ( x)=x3 + arcsin x;

4) f(x)= arctgx —x.

I I iniiViiyaiiing juft, toq yoki umumiy ko‘rinishda ekanini aniqlang:

ix-xs; 2) f(x)-x*+5x2-r%

i I A  * I ^  ' ;  4) / ( x )= ctg3x+ cos2r,

E 3+jr 
I )  / 1 * ) -in ,—  

U - *

1) / h i  2 1jt|-3:

»  3** (x + s in x );

6 )  / ( * )  =  ln(jr+ V * 2 + 1 ) ;  

8 )  / ( * ) = *  W ;

10) /(x)=

<>. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini toping:

I) /‘{x)»(k~-n)cos2x+n (0<A<n); 2) /(x ) =  4sinx3;

I) /(*)■ sin2x+cos2x; 4) /(x)=3sinx+4cosx;

I) / (x ) “ Sin4x+cos4x; 6)/(x)=|cos4x|.

7. Funksiyaning monoton, qat’iy monoton yoki chegaralangan ekanini 

aiilqlnng:

I )/(* ) = sin2 x;

•*)/(x) = V3x-4;

8. Funksiyaning davrini toping: 

1) / ( * ) = —2 c ö s j ;

3 )  / ( x ) = f g x - c o s ^ ;

/(x )=sm 4x —cos4x;

7) /(x)=|sin2x|;

2)/(x ) =

4  ) /(x )  =

x + 2 .

x+7’

j x , agar jc < 0, 

3, agar x> 0.

2) /(x ) =  cl&(2x-3);

4) /(x ) = sin^cos^cosxcos2x;

6) /(x ) =  sin2x+cos3x;

8) /W Hcos3x|;

239



9) /(x ) = sm ^+co s— ; 10) f(x) = tg^j—ctg~+sin j ,

9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:

1) y = 3x+5; 2) v = — ;
l+x

3) y = 4+logj x; 4) y = 2 sin 3x

16. /(g(x)) va g(f(x) murakkab funksiyalami toping: 

!) f(x) = 3x+\, g(x) = x*; 2) f(x)=smx,

1

4-jc’

11. Funksiyaning grafigini chizing:

1) y=x1+4x+3;

o\ 2x-l

5) j> = xsin.x;

%

7) .y = arccos |;t|;

12. Ayniyatrii isbotlang:

4 ) f(x) = 23x, g(x) = log2x.

2) y = -2sia3x;

4) y=-x2lxl;

6) y = x+siax.

8) * * 3 *

3) ch*x— 

5)iA(tax) =

cA2x+l

2

x2-l

2) cth* x •— 1 =

4) jä2jc=

sh x 

ck2x-l

6)chQnx) =

2

x2 +  l

13. Qaysinuqta ^+«x>sj/-x=0 fimksiya grafigigaiegishli ekanini aniqlang:

/4(1;0); ß(0;0); * * * “ * * *

14. Qaysinuqta j *  ^  ^  parametriktenglamalar bilanberilgan egri chiziqqa 

tegishli ekanini aniqlang: A( 1;5); C(2;8); D(0;1).

15. Berilgan funksiyani y = y(x) ko‘rinishga keltiring:

jx=t+2, 

{ y = i1+4/+5;
2)

x = 3sinf, 

^2eosi.ls •
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4.4. FUNKSIYANING LIMITI

4.4.1. Funksiyaning limiti

Funksiya limitining ta’riflari 

Hltor X sonli to‘plam berilgan boMsin.

Mu'rlf. Agar xbe X  nuqtaning ixtiyoriy s (s > 0) atrofida X  

Vÿlltmntng cheksiz ko'p elementlari yotsa, x0 nuqtaga X  toplamning 

Щ И  nm/lasi deyiladi.

il 1
Mustian, Л' = {- :и е ^ [  to4plam uchun xo=0  limitnuqtabo4ladi.

I« J
f(x) funksiya X  toplamda aniqlangan va xa nuqta X  toplamning 

Ии»и nuqtasi boMsin.

2- ta’rif. (funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» yoki Geyne 

iii i ill) Agar X  toplamning nuqtalaridan tuzilgan xQ nuqtaga 

ynqinliishuvchi har qanday {x„} ketma-ketlik (хя *x0) olinganda ham,

: hu kotma-ketlikka mos {/(*„)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona A 

llfflltga inti Isa . A soniga f(x) funksiyaning x,t mtqladagi yoki x -*x0 

•Aig/ limiti deyiladi va bu lim f(x) = A deb yoziladi.

3- ta’rif. (funksiya limitining «e-Ô tilidagi» yoki Koshi ta’rifi).

1
Лциг V e>0 son uchun shunday ¿ >0  son topiisa va x ning 

u • \ дс — x 0 1 < ô  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e X ,  х ф х 0 

qiymatlarida \f(x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x) 

I'llnksiyaning xQ nuqtadagi yoki x->x0 dagi limiti deyiladi va bu 

Um f(x) = A deb yoziladi.

Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi ta’riflari o‘zar о 

okvivalent ekanligi isbotlangan. Shu sababli funksiyaning nuqtadagi 

limitini topishdabu ta’riflarning istalgan biridan foydalanish mumkin.

x0 ga intiluvchi {*„} ketma-ketlikni yetarlicha ko‘p usul bilan 

tnnlash mumkin boiganligi uchun Geyni ta’rifidan funksiyaning limitini 

topishdan ko‘ra, funksiyaning nuqtada limitga ega bo‘lmasligini 

ko‘rsatishda foydalanish qulaylikka ega bo‘ladi. Buning uchun x0 ga 

nuqtada limitga ega boMmagan birorta {/(*„)} ketma-ketlikni topish 

yetarli yoki har xil limitlarga ega bo‘ lgan {/(*')} va {/(*')} ketma- 

ketliklami ko‘rsatish kifoya.
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1-misol /(x )= s in — ñinksiya jc =  O nuqtada limitga Qm
x

boimasligini ko'rsating.

Yechish. x =  0 nuqtaga intiluvchi ikkita í— 1 va J— -— I kctm««|

tnn} ( |  + 2»*| I

ketliklami qaraymiz. M o s  { /(* )}  ketma-ketliklar har xil limitlariM

intiladi: {sin»#} ketma-ketlik nolga intiladi, ísiní— + 2n7t\\ ketma-kdlik
l v2 ) J

esa birga intiladi.

Dem ak, / ( x )  =  sin— ñmksiya x = 0  nuqtada íimítga egabo ‘lm aydi.'B  
x

2-misol lim(3x - 2) =  1 ekaníni ko'rsating.

Yechish Vs > 0  son olamiz. Shunday 5  > Osonni ko‘rsatishimi/ 

kerakki, |x-l|<£ boiganida j/(x)- l|<£  bo ‘lsin.

Bunda / ( x )= 3 x - 2 : | / ( x )- 1 H (3 x - 2 )- 1 H 3 x ~ 3 H 3(*- 1)|=3 |x - l|]

boigani uchun 5  = — deb <8sak, |x-l|<<5 boiganda |/(x)- l|<£  boiadi, i 
3

D em ak , lim(3x-2) =  1.

Xususan, s -1 da 8 -—, e- — da <5=—.
3 2  6

Shunday qilib, 8 son e songa bogiiq  boiadi. Shu sababli 

keyingi ta’riflarda 8 = 8(e) deb olamiz.

Izoh. Funksiyaning x0 nuqtadagi limiti ta’rifída x0 nuqtaning o ‘zi 

qaralmaydi. Shunday qilib, funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati 

funksiyaning bu nuqtdagi limitiga ta’sir qilmaydi. Bundan tashqari, 

funksiya x0 nuqtada aniqlanmagan boiishi ham  m umkin. Shu sababli 

xQ nuqtaning atrofida (x ^ x 0 boiganda) teng bo iga n  ( (x = x 0 da har xil 

qiymatga ega boigan  yoki ulardan bittasi yoki har ikkalasi 

aniqlanmagan) ikkita ñmksiya x -> x0 da bitta limitga ega boiishi 

yokiulaming har ikkalasi limitga ega bo ‘ lmasligi mumkin.

_ íx2, x & Q , . .
3-misol. f(x) = < bo lsa, lim / ( * )  hmitni topmg.

 ̂ 1, x = 0  *->0

Yechish g{x)=x\  -co<x<+oo funksiya x = 0 dan tashqari, bárcha
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h i» ihnlu / ( x) funksiya bilan ustma-ust tushadi va limg(x) = 0 

f> • "li Shu sababli lira/(x) =  0 .

I imlnlyuning nuqtadagi limiti ta’rifini geometrik nuqtayi nazardan 

I "M.hs lalqin qiiish raumkin: agar A soni / (x )  funksiyaning 

$, limiti boisa, A nuqtaning istalgan s atrofi uchun

ft iini|laning shunday 8  atrofi 

H'lliiill va 8  atrofdagi barcha 

| | ( i /  nuqtalarda / (x )  funksiya- 

lilllM inos qiymatlari A nuqtaning 

U  ulrollda yotadi. Boshqacha 

riVliiHMiln / (x )  funksiyaning

0 Nlmldagi grafigi

1 • i va y = A+e  to'g'ri chiziqlar 

hitiiii diegaraiangan, kengiigi 

I« gu teng bo‘ lgan tasmada 

|n> liislimli (26-shakl).

4-la’rif. Agar V s > 0  son uchun shunday 3  =  5 ( f )> 0  son topilsa 

VM x ning x0 < x < x 0 +<5 (x0 - 5 < x < x 0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

1'iin hn qiymatlarida | f(x)-A\<s tengsizlik bajarilsa, A soniga / (x )  

Ihnkiiyaning x0 nuqtadagi o ‘itg (chap) limiti deyiladi va 

lltti f(x) = A yoki f(x+0) = A (lim f(x) = A yoki f(x-0) = A) kabi 

Imlgilanadi.

f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi o ‘ng va chap limitlari bir tomonlama 

I Unit tar deb ataladi. Agar f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi o‘ng va chap 

limitlari mavjud va bir-biriga teng, ya ’ni / ( x 0 + 0 ) =  / ( x c-0) = A bo‘ lsa, 

nuqtada f(x) funksiyaning limiti mavjud va lim f(x) = A boiadi.

y- / 0 0  funksiya (-oo;+oo) intervalda aniqlangan boisin.

5- ta’rif. Agar Ve  > 0 son uchun shunday 8 = 8(e) > 0 son topilsa 

va x ning x>8  (x < -5)tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

qiymatlarida \f(x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x) 

funksiyaning *-»+«> (*-»-<») dagi limiti deyiladi va 

Jim f(x) = A (lim f(x) = A) kabi belgilanadi.

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti ta’rifini geometrik nuqtayi

243



:
nazardan bunday talqin qilish mumkin: agar lim fix) - A (lim 1( 0  

bo‘ lsa, V s > 0  son uchun shunday S- 8(s)>0  son toptlndtk 

xe(S;+co) (xe(-ao;S)) larda f(x) iunksiyaning qiyntnll^jH 

A  nuqtaning s atrofida yotadi.

Limitlar haqidagi teoremalar ■

Funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» ta’rifi yaqinlasluivftfl 

(limitga ega) ketma-ketiiklaming xossalarini iunksiyaning limiti lu liutl | 

o ‘tkazish imkonini beradi. B u  xossalami ifodalovchi teoremalar hi lull 

tanishamiz va ulaming ayrimlarini isbotlaymiz. B u  teorenutlnnM 

qaralayotgan funksiyalar x-+x0 da limitga ega deb hisoblaymiz.

1-teorema. Funksiya x -> da yagona iimitga ega boiadi.

2-teorema. Ikkita funksiya aigebraik yig‘indisining limiti bn 1 

funksiyalar iimitlarining aigebraik yig‘indisiga teng, ya’ni

iim (/ (x) ± g(x)) = lira f{x) ± lim g{x).

Isboti. Ixtiyoriy {xK} k&na-ketlik olamiz.

B u  ketma-ketlik uchun xK -> x,, xn*  x0, xn e D (f )  n  Dig) boMsin. J

U  holda

iim ( f  (x) ± g{x)) = lim« / ( x j  ± g(xn))=

=  lira / ( x B)±itm g(xn) =  lira fix) ± lim g(x).

Dem ak,

K m (/(x ) ± g(x)) =  lira / (x )  ± lim g{x).

3-teorema. Ikkita funksiya ko‘paytmasining limiti bu funksiyalar 

Iimitlarining ko ‘paytmasiga teng, ya’ni

lim(/(^> • g(x)) =  lim fix) ■ lim g (x ).

1-natija. 0 ‘zgarmas iunksiyaning limiti uning o ‘ziga teng, ya ’ni

limC =  C .

2-natija. 0 ‘zgarmas ko ‘paytuvchini limit belgisidan tashqariga 

chiqazish m umkin, ya’ni

lim( k • fix)) = k • lim f (x), k e R.



I  Hull|ii I'unksiyaning musbat ko ‘rsatkichli darajasining limiti bu 

jpJIt.Vtf Itinitining shu tartibli darajasiga teng. ya’ni

lim(/(x»^ =  (lim/(x))i>, p>  0.

I icurvniii. Ikki funksiya boiinmasining limiti bu fiinksiyalar 

■ PHhiiImMik nisbatiga teng, ya’ni

lim f(x)

lim -—  - , lim g (x )*0 .
*** g(x) hm g(x)

Ivoi'ema. Agar x0 nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun 

H i ) *  j|( v) tcngsizlik bajarilsa, u ho Ida lim /(x )< lim  g(x) boiadi.
r-yjf, X-Mf

fHcorema. Agar x0 nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun 

fl** *  V(x) £ g(x) tcngsizlik bajarilsa va lim f(x) =  lim g(x) =  A boisa,

M llOldll lim tp(x)-A boiadi.

7-lcorema. limg(x) =  0, l im /(x ) =  07 *0  boisin.

IJ holda:

■ I) agar \x-x0 |<<5(<5>0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x

llohun bo ‘lsa, lim ^--^ = +00 boiadi;
S(x) g(x)

2) agar |x- *0 1< <5 (S  > 0 )  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

1 uchun < 0 boisa, lim =  -00 boiadi.
mm g(x)

8-teorema. Agar lim f(x) = A^cc  boisa, u holda x0 nuqtaning

yetarlicha kichik atrofidan olingan x (x *x Q) qiymatlarda fix) funksiya 

chegaralangan boiadi.

Isboti. Shartga ko ‘ra, lim f(x) = A * 00. Funksiya limitining Koshi

ta’rifiga ko‘ra, \/e > 0 son uchun shunday 5 > 0  son topiladi va x ning

0 < j x - x0 | < <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida 

\f{x)-A\<st ya’ni A-e < f(x )< A +e  tengsizlik bajariladi. Dem ak, x 

ning 0 < | jc—jc0 j <<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida



fix) funksiyaning qiymatlari iA~e;A+e) oraliqda boiadi. ■ 

funksiyaning {x0-6;x0 +S), x*x0 oraliqda chegaralanganligini biIdn mil1

9-teorema. Agar: 1) lira <p{x)= t0 va x0 nuqtaning slnmiUy

{x0 -5;x0 +5), S> 0 atrofi mavjud va bu atrofdan olingan barcha » 1« 

uchun q>{x) *  tQ boisa, 2 )  Iim f{t) =  B boisa, u holda x -> ,vu 
<-»»«

murakkab fi<p(x)) iunksiya limitga ega va lim f  (<p{x))= B bo‘hull
JP-WH,

Yuqorida keltirilgan teoremalar x~>±x> da ham o'rinli boiadl, |

4- misol lim-— + — limitai toping.
xa-25 I

Yechish. Bu limit uchun ikki fimksiya boiinmasining lim ill 

haqidagi teoremani qoiiab bo‘lmaydi, chunki x—>5 da kasming max raj I 

nolga teng boiadi. Bundan tashqari, suratning iimiti ham nolga teng,

Bunday hollarda — kocrinishdagi aniqmasiik berilgan deyiladi,

Bu aniqmaslikni ochish uchun kasming surati va maxrajirp 

ko‘paytuvchilarga ajratamU va kasmi x-5*0 (x—>5, lekin x^5)git 

boiib, topamiz:

,... (x-5)(x—3) .. x—3 2 1
lira ---- -— = lim-----m s m ==
*->s (x-5)(x + 5) *-*s x + 5 10 5

5-misol. l i m 1 limitnitoping.
x + 4x - x

Yechish. Bu misolda x ->qo da — ko‘rinishdagi aniqmasiik hosil
ao

boiadi. Kasming surat va maxrajini x ning yuqori darajasiga, ya’ni 

x3 ga boiib, topamiz:
3 J_

M 2x3+3xi+l „ x + x* 2 + 0+0 „
lim— --- ----= lim-- t— ~~ = ------as 2.
™  x3+4x2-x **• 1+ 1 _  J_ 1 + 0-0

x x2

Ajoyib limitlar

Birinchi ajoyib limit', lim = 1, 
M i  x
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I  Hollín il Л* I ga teng b o ig a n  aylananing radian o ich o v i x ga  teng 

П-(ц|Ш HHli'lui/iy burchagiga m o s  yovini qaraym iz (27-shakl).

MttiUihn quyidagilarga ega b o ia m iz :

H f  Mi* I < MOA sektor yuzi < ALOA yuzi;

^B É A 4  \iiti V OA-MK = — -1-sinjc^^sinx; 
f  2  2 2

IflH  tvkliir vuzi: S, =  —O A • M A = — • 1 • x = —x;
2 2 2

$ / 1JI I'M* / ! S. = — O A ■ LA = —■}■ tgx=--tgx.
1 2  2 2

Hundan sinx < x < igx kelibc-hiqadi. Tengsizlikni s in x> 0  ga

Ini’km I/.:

, X I , . sinx ,
1 < —— < ---  yoki c o s x < -< 1 .

sin x  cosx x

Bndi x < 0  bo ‘ Isin

iln( —jr) sin X
cos(-x) =  cosx ek an id an

i  «O d a  ham

lim cosx =  1, lim 1 =  1 b o ig a n i uchun oxirgi
Г(И<1 *-»o

longlikdan 6-teoremaga k o ‘ra,

*-»o X

6-misol. lim-— limitni toping, 
x

Yechish. x - »0  da  - k o erinishdagi aniqmaslik berilgan. 

Almashtirishlar bajaramiz:

2  sin
1-GOSJC [ 2 1  I

. ( X T  
sin
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x - »0  da — - »0 v a  1- ajoyib limitga k o ‘ra, lira

Demak,

f i 

sin
1-cosx 1 

lim---;— - lim—x-*Q мО О 2  2

Ikkinchi ajoyib limit: lim 1 +Se
Isboti. M a ’lumki, lim 11 + — I =e, n e N .

x > l b o ‘lsin. n=[x ] deb  oiamiz. U  holda x = n + a ,  bu y|i iIn 

0 < a < l .
n < x < n + 1 tengsizlikdan topamiz:

1 1 I----<—<—
Л +  l X n

yoki

'  ,n+\J К x

x —> 0 0  da и — > с о .

U  holda

1+_ i _ |  4 u M  <h + ‘ | . (4 .Я

lirafl-fr—1 =  lim^l + —j - l i n ^ l -\-e =  e; 

lim f l + — — I = •

—  V n + V

lim|l +  —  
n+l

lim fl +  — 5 1 
- * 4  n +  l.

Shuning  uchun (4 .1 )  tengsizlikdan 6-teoremaga k o ‘ra5

lira) 1+— I = e

celib chiqadi.

248



Misti/ limlJ j i L . )  liiimitni toping.

11 ifhhh x -> oo da 1” k o ‘rinishdagi aniqmasiik berilgan.

IJiivm ichidagi kasm ing  butun qismini ajratib, almashtirishlar 

■Unm u iiIk !

= f i i +  
I 2x-l J \ fel2x-\)

1 +
1

2x - 1

x >oo da 2x  -1 -»oo b o ‘lgani sababli 2-ajoyib Iimitni qoila b ,

lupMtttiz:

lim 1 +  -
1

2x - 1

lim— T - ~  ekanidan limf—- — 1 = V ? .
1 2 A2x-\

4 ,4 .2 . C h e k siz  kichsk funksiyalar

T a ’riflaT va asosiy teoremalar

6-ta’rif. A g a r  lim / ( * )  =  0  b o is a , f(x )  funksiyaga x->x0 da cheksiz 

kichik fmksiya  deyiladi.

Funksiyaning limiti ta’rifiga k o ‘ra, lim f{x)  =  0 tenglik quyidagicha



talqin qilinadi: \fe>Oson uchun shunday <5=<5(e)>0 son jtoplMI и 

x ning 0 <|x-xo j<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiyumtM-'

I f(x) |< £ tengsizlik bajariladi.

X -» x0 + О, X -> x0 - 0, X -> +Qo, x -> -*o da cheksiz kichik funkilyt «НИ 

kabi ta’riflanadi.

Cheksiz kichik funksiyaiar ко‘pincha cheksiz kichik kattaliklnr уЩЛ 

cheksiz kichik deb ataladi va odatda, grek alifbosining a ,ß  kabi lutrdM 

bilan belgilanadi.

Cheksiz kichik fimksiyalarga x-*0 da a = x \  x->3 da fi 

x- +kn ,k eZ  da y = sin x  funksiyaiar misol bo‘ ladi.

7-ta’rif. Agar lim/(x)=oo boisa, f (x )  funksiyaga x xa da сЬЛлщ

katta fimksiya deyiladi.

Bunda /(x) ñinksiya faqat musbat qiymatlar qabul qiUii, 

lim/ (x) = +oo deb, faqat manfiy qiymatlar qabul qilsa, lim/(x) = -oo «М»

yoziladi. Masalan, x-+l da f(x )=- ^—  cheksiz katta fimksiya bo'hull
x- 1

Cheksiz kichik funksiy^ar uchun o‘rinli boiadigan teoremalar Winn 

tanishamiz.

10-teorema. lim f(x ) =  A  bo‘lishi uchun x-+x0 da a (x )- f(x ) 1
ч *-**b

fimksiya cheksiz kichik boiishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. \\mf(x)-A boisin. f (x )- A  = a(x) ftmksiyefll

olamiz.

U  holda

lima(x) =  lim |/ (x) — A\ =  lim f (x ) - lim A  =  A - A =  0 .
*-** х-»*( *-**c *-**0

Demak, a(x) = f (x )- A  fimksiya cheksiz kichik.

Yetarliligi. f(x)-A = a(x), bu yerda a(x) cheksiz kichik fimksiya 

boisin. Bundan /(x) = A+a(x).

U  holda

lim / (x )= \im(A+ a(x) ) = lim Л +  lima(x) =  A  + 0 = A .
Z-+X{, r->r0 x-»x0

Quyidagi teoremalar x -> x„da deb qaraladi.

11-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik fimksiyalarning 

algebraik yig‘indisi cheksiz kichik fimksiya boiadi.

12-teorema. Cheksiz kichik fimksiyaning chegaralangan fimksiyaga 

ko‘paytmasi cheksiz kichik fimksiya boiadi.
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4 h •< 111 it Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming 

nj} l i m c h c k s i z  kichik funksiya bo ia d i.

A Cheksiz kichik iunksiyaning chekli o‘zgarmas songa

■  uihi it chcksiz kichik iunksiya boiadi. 

f H  Ii hh  iiiji. Cheksiz kichik iunksiyaning nolga teng boimagan 

■HUI * rn limksiyaga boiinmasi cheksiz kichik iunksiya boiadi.

11u|url<III keltirilgan teoremalar x  -> oo, x -> x0 - 0, x -> x0 +  0 da  h a m  

i hill 1«i liuli.

11 lnoremu. Agar x-»x0 da a(x) iunksiya cheksiz kichik boisa,

■  IHiMii I > x0 da ——  iunksiya cheksiz katta boiadi va aksincha agar 
a{x)

I t « tlii f{x) funksiya cheksiz katta b o is a , u  holda x -> x0 da  — -—

/ ( * )

H^lmlyu cheksiz kichik boiadi.

H-misol. a{x)-{x-2)3 sin2--  iunksiya x->2 da cheksiz kichik
x-2

I"* liftliini k o ‘rsating.

Yiwhish. lim(x-2)' =0 ekanidan /3(x) = (x— 2f iunksiya cheksiz

kloli Ik.

#(x) = sin2—-—, x*2  funksiya chegaralangan, chunki sin2—-— <1. 
x - 2  .• [ r x-2|

a(x) iunksiya cheksiz kichik fi(x) iunksiyaning chegaralangan 

f(x) funksiyaga kocpaytmasidan iborat. Demak, 12-teoremaga 

ko‘ra, a(x) funksiya x -» 2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalarni taqqoslash

Maiumki, cheksiz kichik funksiyalaming yigindisi, ayirmasi va 

ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiyalar boiadi. Bu tasdiqni cheksiz 

kichik funksiyalaming boiinmasi uchun ta’kidlab bo‘lmaydi, chunki 

bitta cheksiz kichik fimksiyaning boshqa cheksiz kichik funksiyaga 

nisbati har xil natijaga olib kelishi, ya’ni chekli son boiishi, cheksiz 

katta boiishi, cheksiz kichik boiishi yoki limitga ega boimasligi 

mumkin.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan nisbati yordamida 

taqqosianadi.

a(x) va p(x) funksiyaar x -> x0 da cheksiz kichik funksiyalar
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boisin.

1. Agar lim--—- = A&0(A- che/di son) boisa, a (x )  va B (x) bit H
*** ß(x)

tartibli cheksiz kichikfunksiyalar d e y  ilad i.

2. Agar lim^-^ = 0 boisa, a(x) funksiya ß(x) funksiyaga nishittHII
* **  ß (x)

yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va bu a = o(ß) k tihl 

belgilanadi.

Misollar keltiramiz:

1) x —> 0 da sirv3jc va sinx funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik 

3sin3x ... sin 3x------  A lim-----

2) x -» 0 da 2x3 funksiya 5x funksiyaga nisbatan yuqori tartibli

3) x —>0 da sinx funksiya x1 funksiyaga nisbatan quyi tartibli

funksiyalar, chunki lim = lim —~~ 
xm*° sinx sinx

X

. . .  . 2x3 2xz
'.heksiz kichik funksiya, chunki lim—  = lim— = 0;

J 5x 5

heksiz kichik funksiyalar, chunki l i m ^ ^ = l i m ^ ü . 1 = j
*-* X M° x x 0

4) xsin-va x funksiyalar x-»0 da taqqoslanmaydigan cheksiz

A/ »3111 —

2hik funksiyalar, chunki lim-- — = limsin— limit maviud emas.

. 1 
xsin—

*-*° X  x-*° X
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Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar
Mil nil lartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz 

(H< Ini' llmkrtiyalar muhim ahamiyatga ega.
it I v ) vu p(x) funksiyalar x -* xa da cheksiz kichik funksiyalar

M l l l l

N ln ’rif. Agar l im ^ ^  = l b o isa , u holda x-+ xn da a(x) va dix)
5 p(x) 0 '

i Ai/ii/Av// cheksiz kichik funksiyalar deyiladi va a(x)~ f3{x) kabi
Mjftllfltiadi.

M usa Ian, x 0 da sin x va x funksiyalar ekvivalent cheksiz

I h lilk funksiyalar, chunki l im ^ ^ = l .*-*> x
Cheksiz kichik funksiyalar uchun crrinli boiadigan teoremalar 

lillmi limishamiz.
15-teorema. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz 

klt’lilk funksiyalaming har ikkalasini yoki ulardan bittasini ekvivalent 
■IllkNi/ kichik funksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limiti 
VKgArmaydi.

Jsboti. x->x0 da a~a' va P~P' boisin .
II holda

. . a  .. a a  p' .. a  .. $  . . a  .. a' .. a'lim—= lim------- • ̂ - = lim— lim^-- lim—- = 1 -1 - lim—= lim-—,t
p  *+* fi a  p  ***■ a  p  *-**• p  *•**• P *** P

yu’ni

lim—= lim ̂ 7.
***•#

16-teorema. Ikkita ekvivalent cheksiz kichik funksiyaning ayirmasi 
ularning har biriga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya 
boiadi.

17-teorema. Chekli sondagi har x il tartibli cheksiz kichik 
funksiyalaming y ig in d is i eng quyi tartibli qo‘shiluvchiga ekvivalent 
boiad i.

Cheksiz kichik funksiyalaming y ig ‘ indisiga ekvivalent boigan 
cheksiz kichik funksiyaga bu yig'indining bosh qismi deyiladi. 
Cheksiz kichik funksiyalaming y ig ‘ indisini uning bosh qismi bilan 
almasatirish yuqori tartibli cheksiz kichik funksiyalami tashlab 
yuborish deb yuritiladi.
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9 -m iso l iim limitni toping.
*-*° 2 sinx

j .  t 3x + 7xl + 4xs . .  3x 3 3 ,  ,  .Y ech ish . lim-------------------= lim—  = lim———, chunki
2sinx 2x ~°2 2

sinx~x va 17-teoremaga ko‘ra, x~»0 da 3x+7xJ + 4x*~3x.
— ko‘rinishdagi aniqmasliklami ochishda ckvixulmt

cheksiz kichik funksiyalami almashtirish prinsipidan va ckvivnlinl 
cheksiz kichik iunksiyalam ing xossalaridan foydalanish mumkin.

Limitlarni hisoblashda qtiyidagi ekvivalentliklar qollaniladij

1. x - » 0  da sinx~x; 2. x -* 0  da tgx~x\
3. x - » 0  da arcsinx^x; 4. x - » 0  da arctgx~x

x15. x - » 0  da 1-eosx——- :  6. x - » 0  da ex *,|
2

7. x —>0 da a * - l~ x ln a ; 8. x —>0 da h^l+x)^^
9. x~»0 da loga( l+ x )~ x lo gae ;

10. x  —>0 da (l + x)'"-\~mx.

2J* — 7*10- misol. lim--------------------limitni topmg.
JM° sin 4x -  arctgix

V  u -  L. .• 23'  -7*  .. (23* - 1) -  (7* - 1)Yechish. lim-----------------= lim---------—------ -.
r“*° sin 4x - arctg3x *-* sin 4x -  arctg3x

x -* 0  da 2U —1 — 3x102, 7*-l~ xIn7 , sin4x~4x va
arctg3x ~ 3x ekvivalentliklardan foydalanamiz:

23* - 7 r «  3x ln2-x ln7  31n2-ln7 , 8hm—------------------= lim-----------------=--------------= in—.
,_>0 sin4x — arctg3x ” ° 4 x -3 x  1 7

4.4.3. M ashq lar

1. Funksiya limitining ta’rifi yordamida isbotlang:

1) Iim(2x—3) = 1; 2) lim(l-3x) = 4;

3)Iimx2=l; 4) limf—-—i>*i *-»3l 4—x

254



I /1*1 UinliNiyttning x=x0 nuqtalardagi chap va o‘ng limitlarini toping:

2)/(x)= 2*,x0 = 0;

j I# 4, xZ2, x0=2; 4(l-x)+|l-xJ

I  I, /m • funksiyaning x0 = 0 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating. 

4< /1»i funksiyaning x0 = 2 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.

Ai l.liiilllnriu toping:

I) lim(Jt>, + 3x-l); 2) l im ^ ^ ;7 *-»23*+9*
_ xl 9 J i  1S g f - S U lII Uni , • .... ; 4) tan-

19) lim

r  2x-3 *-*»2x -llx+ 5’
-3  V2—x —1l| lim -pi----- ■;---------------------------------- 6) inn . — :■ nt 4 :r-2  J 5 - X - 2

R 'V P a - t  o x , ,  vi+jc-iF) llll)----  ; 8) lim-----------;

m u- xi +4x2+6x+3 x2+x-2 V) lim——r—-------- ; 10) lim—— ———2x2+3x+l '

11) —T~~—\ 12) —x -5 x + 6 f *+-\x-1 1—x

, 4x4-3x+2 . . .  3xs-413) lira—; ; 14) tan-;-x -3x '  ~-xJ+3x-x5

l«\r» x*+2x 1 A „ x5- 2x215) lini- j— ■ ; 16) tan*x4-2x2+3’ *-M»2x, +x—4’

17) tan x(V4x2- l-2 x ) ; 18) tan(Vx2-4+x);

(  x3 1 —■\5x2+l 5x+2 /

21) l im ^ ;
x-*0 X

23) tanf“ xlfgr; 24) lim~l\2 )

»^x+sinx
sin3x 
sin 2x

25) l im l= ^ ;  26) l i m ^ ^ ;
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27) lim
sin 3x

29) lim f-r— ctgx j; «^V-Smx J

31) tim(x-l)ctgxx;

arcsin(x+I).
33) Inn-----2 — ;* Wm. X + x

^ s ® C -

e*-«J39) lim-----—;7 3» x-2

41) lim(l+sinx)x; 

43) ^ ( 3 - 2 ^ ) ^ ;

_2 r _3k

45) lim-

28) lim V2-VI+
*-»0 sin X 

30) lim fig*---- -—

32) \\mj^-x^gia\

34) *-« x — 2x

36) lim —
'  *H3x+2.

38) lim

40) lim Inx—1

42) lim(cos2x)'*‘:® *;x->0
a*-3

44) lim (3-x)2_*.

.j*
46) lim-tgx -2 siax  m0 arcsinje+3*

47) lim(4x+l)(ln(3x+2)—b(3x—1)); 48) lim x(ln(.x+l)-lnx).

6. Quyidagilarni isbotlang:

I) x->0  da a (x )=tg2x va fi(x)=3x+x* fiinksiyalar bir xil tartibli;

2) x - * l  da a (x )= ^ ~  va /?(*)=Vx-1 funksiyalar ekvivalent; x+l

3) jc-»+qo da a(*)= ——r  va P(x)= * l+x :-Jx + 2 funksiyalar uchun or=©(/?);

4) x -* 0  da a< » = arcsin2x+.x2 va /?( jc) = 1 - c o s x  funksiyalar uehun p = o (a ) . 

7. Limitlarni ekvivalent cheksiz kichik funksiyalardan foydalanib toping: .

I) lim

3) Km

ig2x
ln(l+3x)’

arctgix  
•°sin jc-sin4x’

2) lim 1—cosx

4) lim

x2+2x*+3xA ’ 

32x-\
° arcsin 2x
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.. x +3x-46) lira------------- ;*-»> arctg(x-1)
e“2x -18) lim

____________  ^  arcsiox+2x

10) lin.v 'r”? - 1; 
*-*o *arcsin3x

1 2) lim *“arctglx -  arcsin 3x
v 3a*—5* 

f e -  .  : 14 ) lim -rw lili I i ni OHin 2x) arcsrn 2x -x

I ..... i6)um'a(?+a”!*),1 '• 'Mr *-** sin^e^ -1)

I |t, I,,,, ídf.'üÍH; 18) l¡m%(g>»14.
FW x +3* <-*o tgx-smx

"Cosí* .. e00**—1 |¥| lim -------- ; 2 0 )  lim ---------- ;
F  1 Amin* __JL XCO SX2
i I) Hm̂ Cf -1); 22) limx-(2Uz-3 Ux)

) I) II,„ Ja^-V-tgix 24)wr *■*» ln( 1 “ 3jr X1-cos2jc) *-»° jc(e"“ *-l)

4.5.FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

4.5.1. Funksiya uzluksizligining ia rifla ri

f{x) funksiya x0 nuqtada v a  uning biror atrofida aniqlangan b o is in .
1-ta’ rif. A gar f (x )  fiinksiya x0 nuqtada chekli lim itga ega bo‘ lib , bu 

limit fim ksiyaning shu nuqtadagi q iym atiga teng, y a ’ni

iim /(x)=/(x0) (5.1)

bo is a ,  f ix )  funk siya  x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

lim f (x )  = /(*„) tenglik  uchta shartning bajarilisb ini angiatadi:

1) f (x )  funksiya x0 nuqtada va uning atrofida aniqlangan:
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2) f{x) funksiya x—>x0 da limitga ega;
3) funksiyaning x 0 nuqtadagi limiti unin g shu nuqtadagi qiymatigM (Ml|||

x0 = limx ekanidan (5 .1 ) tenglikni

lira f i x )  = / (lim x) ( 1 H

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun llm ltfÉ 
o‘tish va funksiya belgilarining ocrnini almashtirish mumkin. "

Funksiya limitining ta’rifi asosida funksiya uzluksizligining In'it Mill I 
« e - ô  tilida» quyidagicha ifodalash mumkin.

2- ta ’rif. Agar Vs > 0 son uchun shunday S > 0 son topilsaki, ,v nlitg 
|x-x0|<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiynint lm ItU 
l/ (* )-/ (* 0)l<£ tengsiziik bajarilsa, f{x) funksiya x3 nuqtada uzluh\$ 
deyiladi.

(5.1) tenglikni
l im { f(x )- f(x o))=0 (5.1)

ko‘rinishda yozamiz. 9
x~x0 ayirmaga x argum entn ing x0 nuqtadagi orttirm asi deyiladi vft j 

Ax bilan belgilânadi, f i x ) - f ( x 3) 
ayirmaga esa f ix )  funksiyaning 
x0 nuqtadagi orttirmasi deyiladi va 
Ay  bilan belgilanadi.

Shunday qilib, Ax = x - x 0,

4 v  =  / ( * 0 +  A * ) “ / ( * c ) -

Demak, f ix )  funksiyaning 
x0 nuqtadagi orttirmasi x ning 
fiksirlangan x0 qiymatida 
argument orttirmasining funksiyasi 
bo iad i (28-shakl).

(5.3) tenglik yangi 
belgilashlarda

limAy=0 (5.4)Ax-+0

ko‘rinishni oladi.
(5.4) tenglikni uzluksizlikning argument orttirmasi va funksiya 

orttirmasi tushunchalariga asoslan-gan ta’rifi sifatida quyidagicha 
ifodalash mumkin.

28-shakl.
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I In i l l  Agar x argumentning x0 nuqtadagi cheksiz k ich ik  
Hi m • Iim /(o funksiyaning shu nuqtadagi cheksiz kichik orttirmasi 

f (x )  fu nk siya  x0 nuq tada uzluksiz deyiladi.
I mil ulyiuilng nuqtadagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan 

ft MtlnHiliiM Utftlgan biridan foydalanish mumkin.
/ Mihi •/ y  -> cosx funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

K  )Vt hu h  y  cosx  funksiya x g R da aniqlangan. Istalgan xnuqtani 
tftani* v *i lui nuqtada A>>ni topamiz:

I Ax  ̂ . Ax x+— J-sm— .

Ituiulim limAy = Um|̂ — 2sm ^ x + ^ ^ -s in ^ j=0 kelib chiqadi, chunki

HlVgnintnngan sin ix+—1  funksiyaning cheksiz kichik sin—  
I  2 J  2

Pflkulyaga ko‘paytmasi cheksiz kichik boiadi.

i Demuk, 3-ta’rifga ko‘ra, >>=cosx funksiya x nuqtada uzluksiz.

4-ta’rif. Agar JimQ/(x) = /(x0) ^lira)/(x) = /(x0) l  b o isa ,

/ ( funk siya  x0 nuq tada o  ‘n gdan  (chapdan ) uzluksiz deyiladi.
l-ta’ rif va 4-ta’riflardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: /(x) 

limkuiya x„ nuqtada uzluksiz bo‘ lishi uchun u shu nuqtada ham 
ohnpdan, ham o'ngdan uzluksiz boiish i zarur va yetarli.

4.5.2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

N uqtada uzluksiz fu n k s iy a la rn in g  x o ssa la r i

1-teorema (uzluksiz fu nk siya la r u stida  a rifm etik  am a lla r). /(x) va 
j?(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz boisa, u holda /(x)±g(x),

/ (x )g (x ) va (g(x0) * 0) funksiyalar ham x. nuqtada uzluksiz 
g(x)

boiadi.
Isboti. f{x) va g(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz boigani 

uchun ular bu nuqtada /(x0) va g(x0) limitlarga ega. U  holda
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-----.„»jciumg limiti haqidagi teoremalarga ko‘ra, f(x)±g(x)„ *(«)]

va ~ ~ (g(xo)* 0 )  funksiyalaming xQ nuqtadagi Iimitlari m av iu ^ H  
g(x)

fix  ) 4ular mos ravishda f(x 0)±g(x0), f(x Q) ■ g(x0) va — ^  (g(xlt) r  <))) * ■
g(x0)

teng boiadi. Uholda 1-ta’rifga ko‘ra, /(*)±g(*), /(*)•#(*) Vi 

fix ) ̂ y (8(x0)* 0 )  funksiyalar jc0 nuqtada uzluksiz.

Bu teorema chekli sondagi funksiyalaming algebraik yig*imii»| VH 
ko‘paytmasi uchun ham o‘rinli boiadi.

2-teorema. {murakkab funksiyaning uzluksizligi). z </>( t \ 
funksiya x0 nuqtada uzluksiz, y  = f(z )  funksiya esa ẑ  = (p(x0) nuql.itlit 
uzluksiz boisin . U holda y=f(cp(x)) murakkab funksiya x0 nuqlodfl 
uzluksiz boiadi.

Isboti. z = (pix) funksiya *0 nuqtada uzluksizligidan z = pU')J 
Um<p(x)=<p(x0) , ya ’ni x~>x0 da z ->z0 boiadi.

Shu sababli z = cp(x) fuqfcsiyaning uzluksiligidan 

lim/(p(x)) = lim f{z) = /(z0) = f(<p(x0))\ *-+*, *-»«1

kelib chiqadi. Bu /(#>(*)) murakkab funksiyaning x} nuqtada 
uzluksizligini bildiradi.

2-teorema yordamida (5.2) tenglikni quyidagicha umumlashtirish 
mumkin.

Agar z = <p(x) funksiya x0 nuqtada A limitga ega bo‘lib, y  = f(z )  
funksiya z = A nuqtada uzluksiz bo isa, u holda y -  /(<?(*)) murakkab 
funksiya uchun

lim f((p(x) )=/(lim q>(x)) (5.5)X-*X, *-»*i

boiadi.
Butenglik uzluksiz funksiya b e lg is i ostida lim itga o  'tish qoidasim  

ifodalaydi va funksiyaning limitini topishda foydalaniladi.

2 -m iso l l i m (a> 0,a*l) limitni toping.x*Q X

Yechish. Hm*°——  — = lim—• loga(l + x) = lim loga(l + *)*.
*-*° X X
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H ()  M )' lunksiya y= \ogaz va z = (1 + x)* funksiyalaming 

itI u!i liinUiynsi. lim(I + x)* = e  va y = lo g e z funksiya z - e  nuqtada 

}•!# 11 ImltJii (5.5) tenglikka ko'ra,

Nnnllir o‘qida aniqlangan f(x )= C  funksiyani qaraymiz. Vx0eR  da 
m f\ i)  - ( 1 »/(*„) boiad i. Demak, f{ x ) -C  o‘zgarmas funksiya 

hMtl îin x„ nuqtada uzluksiz.
* I (*) • .v funksiya ham x0 nuqtada uzluksiz, chunki lim* = x0.

Miindiin 1-teoremaga ko‘ra, f (x )  = x ftinksiya ko‘paytmalaridan 
||ui|itl y  x" {nsN ) darajali funk siya hamda o‘zgarmas va darajali 

HlkolyH lardan arifmetik amallar orqali hosil qilingan 
Ht(*l +aH-ixH~' +•••+<*1 x+a0 ko‘phad (butun-ratsional funksiya) 
hlitlgrt» xüeR  nuqtada uzluksiz boiadi.

|hu kabi yuqorida keltirilgan teoremalar va limitlar haqidagi 
> iicnmlar yordamida asosiy elementar funksiyalar o‘zining aniqlanish 

Auliitsida uzluksiz boiishini ko'rsatish va ushbu teoremani isbotlash 
mumkin.

3-teorema. Elementar funksiyalar o'zining aniqlanish sohasidagi 
luti'cha nuqtalarda uzluksiz boiadi.

4-teorema. Agar f (x )  funksiya x0 nuqtada uzluksiz va f (x 0)> A 
i fM < A )  bo isa , u holda shunday 5 >0 son topiladi va 
\/xe(x0 - S;x0 + S) uchun f(x )> A  (f(x )< A ) boiadi.

Isboti. f (x 0)>A boisin . Aniqlik uchun /(*„) = A + h  deymiz, bu

yerda h> 0 . son °̂ am*z- /(*) ftmksiyaning x0 nuqtada

uzluksizligidan shunday <5>0 son topiladi va x ning |*~*0¡<<5 
(engsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

qiymatlarida \ f (x ) - f ( x 0)\<— tengsizlik bajariladi. Bundan 

Vjc e  (x0 -  <5; jc0 + S) uchun

t , In(l + jc) , ■Mtli «/■! da um—----- - = 1.«-*> x
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/(*)>/(*») ~ r !
. . h h .A + h--- ~ A+ — > A

2 2
boiadi.

f ( x 0)<A boisin. -  f ( x )  funksiyani qaraymiz. -  f{x0)> -A  bo‘lg(j 
sababli yuqoridagi isbotga asosan, x0 nuqtaning S > 0 atrofi topiliull 
bu atrofda -  f ( x )  > -A  yoki f{x)<A  boiadi.

5-teorema (uzluksiz funksiya ishorasining turg ‘unligi). Agar f\ 
funksiya xb nuqtada uzluksiz va /(*„)* 0 boisa, u holda shunday » 8  
son topiladi va (jc0-S;xa + Ö) intervalda fix) funksiya ishori^ml 
saqlaydi, ya’ni f(x0) funksiya bilan bir ishorali boiadi.

Teoremaning isboti 4-teoreraadan A = 0 boiganda kelib chiqadi. ■

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari
Agar f{x) funksiya (a; 6) intervalning har bir nuqtasida uzlukfl 

boisa, u holda u (a;b) intervalda uzluksiz deyiladi.
Agar fix) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz boiib, a nuqtntlfl 

o‘ngdan uzluksiz va b nuqtada chapdan uzluksiz boisa, u holda 
fix) funksiyaga [a,b\ kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalar bir qancha muhim xossalarga ega. 
Bu xossalami teoremalar orqali ifodalaymiz. Bunda teoremalaroiing 
isbotini keltirmasdan, faqat geometrik talqinini ko‘rsatish bilan 
kifoyalanamiz.

6-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). fix) funksiya 
[a,b\ kesmada uzluksiz va kesmaning
oxirlarida turli ishorali qiymatlar qabul f(b)> o
qilinsin. U holda shunday c e {a;b) nuqta 
topi lad iki, bu nuqtada /(c) = 0 bo‘ladi.

Teoremaning geometrik talqini: 
uzluksiz funksiyaning grafigi Ox o‘qning 
bir tomonidan ikkinchi tomoniga 
oiganida Ox o‘qni kesadi (29-shakl).

7-teorema {Bolsano-Koshining ! / 
ikkinchi teoremasi). fix) funksiya [a;£>] 
kesmada uzluksiz va / (a) = A, f(b) = B,
C-A  va B orasidagi ixtiyoriy

fix)/
t

va a orasiaagi ixtiyoriy son 
bo‘lsin. U holda shunday cz[ar,b] nuqta topiladiki.

/(<*)< o
29-shakl.

, /(c) = C boiadi."
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I Bfcpflimning geometrik talqini: uzluksiz funksiya bir qiymatdan 
M (in III i|lynuitga o‘tganida barcha oraliq qiymatlami qabul 

tyiintli | III nhiikl).
N lioi'rmu (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar fix) 

imi|.Hiyti |u;/j] kesmada uzluksiz boisa, u holda u bu kesmada 
4 i(j"|i(iiiiljiiifi,nii boiadi.

I;11 <il ink Ida keltirilgan y=f(x) fiinksiya [a; 6] kesmada uzluksiz. 
Huili Ii1 Vr r| [a;b] uchun m<, f(x)<M.

I iwh, Teorema [a;6] kesma (a,b) interval bilan almashtirilganida

H p ji  hoim asligi mumkin.

MitNiilnn, f(x) = — funksiya (0;1) intervalda uzluksiz, lekin x

• Infillnlnnmagan, chunki lim— = -h».

\
fix)

a x, x 2 x b x 

31-shakl.

9-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f(x) 
funksiya [a,b\ kesmada uzluksiz boisa, u holda u shu kesmada 
o‘zining eng kichik va eng 
katta qiymatlariga erishadi.

31-shaklda keltirilgan y = f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz. 
Bunda u x, nuqtada o‘zining eng katta M qiymatini va x2 nuqtada 
o‘zining eng kichik m qiymatini qabul qiladi.

2-izoh. Bu teorema (a;b) interval uchun o‘rinli bo‘lmasligi 
mumkin. Masalan, f(x) = x funksiya (0;1) intervalda uzluksiz, lekin
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o‘zinmg eng kichik va eng katta qiymatlariga erishmaydi.
10-teorema (teskari funksiyaning uzluksizligi haqidagi). A jf l 

y -  f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va qat’ iy monoton bo'lM 
\_c\d\ uning qiymatlar sohasi boisa, u holda berilgan fimksiyngt 
teskari y  = (p{x) funksiya [c ;d ]  kesmada uzluksiz va qat’iy monoton 
bo‘!adi.

4.53. Funksiyaning uzulish nuqtalari

Agar f{x) funksiya uchun x0 nuqtada funksiya uzluksizifl
l-ta’rifining hech boimaganda bitta sharti bajarilmasa, funksiytI 
x0 nuqtada uzilishga ega deyiladi. Bunda x0 nuqta fix) funksiyaning 
uzilish nuqtasi deb ataiadi.

32-shakida gfrafiklar bilan berilgan funksiylarga qaraymiz. 1
Bu funksiyalaming har biri uchun x0 -  uzilish nuqtasi.
Birinchi holda (32,a-shakl) ta’rifhing 1-sharti bajarilmaydi, chunki 

funksiya xu nuqtada aniqlanmagan.
Ikkinchi holda (32,b-sSbkl) ta’rifning 2-sharti buzilgan, chunkt 

lim fix) limit mavjud emas.
Uchinchi holda (32,c-shakl) ta’rifiiing 3-sharti bajarilmaydi, chunki 

limfix)=A*f{x0).'
Funksiyaning barcha uzilish nuqtalari birinchi va ikkinchi tor 

uzilish nuqtalariga boiinadi.



• fn'rir, Agar x0 uzilish nuqtasida f(x) funksiya chekli bir 
||jllili)ii 1(111111 limitlarga ega, ya’ni J im j/ (x )  = y41 va Iimc/ (x )  = >42 boisa,
• ti(lt|lilp fix) funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.
Illlllilii
í I) I, A j boisa, x0 bartaraf qilinadigan uzilish nuqtasi deb ataladi; 

it) //, + A1 boisa, x0 sakrash nuqtasi, \Ai-A 2\ kattalik funksiyaning 

Iftihnsln deb ataladi.
( 2x- 1, - 1<*<1,

Musa lan: g(x) = j 4 _ i <x<3 funksiya uchun x0=l-sakrash

bunda funksiyaning sakrashi 11 -  2 ¡= 1 ga teng;

Í smx „Q « • • •

jc 5 5 funksiya uchun jc0 = 0-bartaraf qilinadigan 
2, x=0

ll/lillsh nuqtasi, bunda <p{x) = 2 o‘miga <p{x) =1 deb olinsa uzilish

{sinjc .
— —  X 9  ̂0 x ’ ’ uzluksiz funksiya hosil

1, ¡f tp

boiadi.

6-ta’rif. Agar xG uzilish nuqtasida f(x) funksiyaning bir 
tomonlama limitiaridan kamida bittasi mavjud bo‘lmasa yoki 
cheksizlikka teng boisa, x0 nuqtaga /(x) funksiyaning ikkinchi
tur uzilishi nuqtasi deyiladi.

Masalan, f(x) = — funksiya uchun x. = 0 -  ikkinchi tur uzilish x
nuqtasi.

3-misol. f(x)='— —— funksiyaning uzilish nuqtalarini toping va 
2 x - 3

har bir uzilish nuqtasining turini aniqlang.
3Yechish. Funksiya sonlar o‘qining x = — nuqtasidan boshqa 

nuqtalarida aniqlangan va uzluksiz.
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B l in d a

U holda

4.5.4. Tekis uzluksizlik

/(*) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz boisin. U holda istalgiifl 
x0e(a;b) nuqtada Vs>0 son uchun shunday <5>0 son topiladi Vll 
I*-.x01<<5 tengsizlikni qaftoatlantiruvchi barcha x0e(a;b) uchun 
I/(*)-/(*,>) |<e tengsizlik bajariladi. Bunda S ham e ga, ham x0 gn 
bog‘liq boiadi: S = S(e‘,xQ). Bitta e>0 son uchun har xil xe(a,h) 
nuqtalarda S son turlicha boiishi in urn kin va bunda barcha xe{a;b) dit 
yagona S sonning mavjud boiishi kelib chiqmaydi. Bunday S = 5{s) > 0 
son mavjud boiishining talabi f(x) funksiyaning (a;b) intervaldn 
uzluksiz bo'lishi talabiga nisbatan kuchli talab hisoblanadi.

7-ta’rif. Agar Ve > 0 son uchun shunday 8 =S(s) > 0 sontopilsa 
va (a;b) intervalning tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
x va x" sonlari uchun \f{x)~ f{x')\<s tengsizlik bajarilsa, /(x) 
funksiya (a,b) intervalda tekis uzluksiz deyiladi.

Masalan, f(x)-x  funksiya butun sonlar o‘qida tekis uzluksiz. 
Bunda S=e deb olish yetarli.

Agar fix) funksiya (a;6) intervalda tekis uzluksiz boisa, u holda 
u har bir x e (a ;b )  nuqtada uzluksiz boiadi. Teskari tasdiq o‘rinli 
bo‘lmaydi. Agar bunda (a ;b) interval [a,b\ kesma bilan almashtirilsa, 
teskari tasdiq ham o‘rinli boiadi.

11-teorema (Kantor teoremasi). Agar fix) funksiya {a;b] kesmada 
uzluksiz boisa, u holda u [a\b] kesmada tekis uzluksiz boiadi. *
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4.5.5. Mashqlar

ft rilllW%(ytitling uziuksizligi ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyalaming 
- du н/1пЫ/. ckanini isbotlang:

2) f{x)~X* +7jc-6.

1.1 l/hikülz funksiyalaming xossalaridan foydalanib, berilgan 
H ll le n il i iU  (-00;+®) intervalda uzluksiz ekanini isbotlang:

il M i l  w u S jc - e 2 2) f(x ) = \fx-3+sin2x+ хг +2
У Derilgun funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing:

Il /(«)
l'A'l

•I /(«)

•I /(f)* 2^ ;

*\ x*2, 
3. x=2-,

2) /(,)=,»+I2±M;
X + l

3»—3, x<0,
4)/(* H  i

/) /(ДГ)
1, x<-3, 

■v/9- jc2, -3^x< 3, 
х-Ъ, x>3;

g) /(„=J£ z 2L ;
x -2 x -3

6) /(*) = 

8) m  

10) /(*)=-

_ x - l  

3
l+2l/* ’

X2, *<2,
4, 2<x<5, 

-x+7, x£5;

| s in .x |

(x—l)sinx

4. a ning qanday qiymatlarida berilgan flinksiyalar uzluksiz bo‘ladi?

ix2+3x-10 
\ )№ À  x -2  >x<% 

a2- x ,
2) /(x) =

3*. x *0 , 
a  c o sa -+ 2 , x < 0 .

5. /(x)funksiyaning x„ nuqtadagi uzulish turini aniqlang:

х-Ъ

3) f { x ) - a r c t g
2x - l

x -92 ) / ( x ) = ^ - f ,  x„ =-3; 
x+3

4 )  * o * 3 -

6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

z2+l
[x+2, x< 0, 
l x - 2, x £ 0:

2) f ( z )  = 2z2 -  3, z = tgx.
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7. /(*)= ------- ------- funksiyani [a,b] kesmada uzluksizlikka tckshlrliii
(x+3)(.x-4)

1) 2) [a;6]=[-2;3].

8. f{x) funksiyani [0;2J,[-3;1],[4;5] kesmalarda uzluksizlikka tekshiring

x +2*—3 x+5

9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitta ildizga ega boMishiiii 
ko‘rsating:

1) xi -5x* + 3x+2 = 0, [-1;1]; 2) sir. jc—jc +1 = 0, [1;2].

10. Limitlarni toping:

1) lim——- (<*>0,flr*0), 2) lim

<5
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^ B B b i n i n g  h o s ila s i  

vu illCtcronsiali

I Mili--i*-i i s ia l la sh  q o id a -  

||H  vu lo rm u la la r i

IWlrn-iisial hisobning 
lioniy icoremalari
hmkMiyulami hosiialar 
y ni damida teksbirish

Gotfrid Vilgelm 
Leybnis 

(1646-1716)- 
nernis matematigi, 
faylasufi, flzigi, 
xuquqshunosi 
va tilshunosL

Leybnis cheksiz ki~ 
chiklarga a sm iangm  
differen tia l va integra! 
hisobni yam tgüiî, кот- 
hmatorikani fa n  sifaiida 
asos fagan, maiematik 
niantiqqa asùs salgan,
0 va 1 son ïari bilan 
ikkiUk sunosf sisîemasi- 
n i tam rtiigm , 
Mexanikada m ergiya - 

ttîtig süqlamsh qomni~ 
ni asaslab bergan.

BIR O ZGARUVCHI 
FUNKSIY ASININ G 

PIFFERENSIAL HISQBI

Differensîal hisob — bu matematik 
analizning hosiia va differensial 
tushunchalari hamda ulaming funksiyalami 
tekshirishga tatbiqi masalalari o‘rganiladigan 
bo‘limidir. Differensial hisobning
rivojlanishi integral hisobning rivojlanishi 
bilan uzviy bogiiq. Ular birgalikda 
tabiatshunoslik va texnika uchun muhim 
ahamiyatga ega boigan matematik 
analizning asosini tashkil qiladi.

Differensial hisobning matematik fan 
sifatida yuzaga chiqishini, odatda, I.Nyuton 
va G.Leybnis (XVII asming ikkinchi 
yarmida) nomlari bilan bog‘lashadi. Ular 
differensial hisobning asosiy qoidalarini 
mustaqil ravishda ishlab chiqishgan.

5.1. FUNKSIY ANIN G 
HOSILASI VA DIFFERENSIALI

5.1.1. Hosila tushunchasiga olib 
keluvchi m asalalar

Egri chiziqqa о *íkazUgan urinma
A w al egri chiziqqa o‘tkazilgan 

urinmaning umumiy ta’rifmi beramiz. 
Uzluksiz L egri chiziqda M va А/, 
nuqtalami olamiz (1-shakl).

M va M, nuqtalar orqali o‘tuvchi MMX 
to‘g‘ri chiziqqa kesuvchi deyiladi.
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iw, auqia l  egn cniziq d o  yiao s i i j i d ,  m  nuqiaga yatjinnrii» -»»« i  

holda MMi kesuvchi M nuqta âtrofida buriladi va qandaydir hfl 
holatiga intiiadi.

B erilga n  L e g r i  ch iz iqqa  b e r ilg a n  M nuqtada o  ‘tkuzHyjin 
deb, MM, kesuvchining M, nuqta L egri chiziq bo'ylab it (| III, Ufa 
nuqtaga yaqinlashgandagi MT limit holatiga (agar mavjtul lui I Ml 
aytiladi.

Endi M(x;ÿ) nuqtada vertikal bo‘ lmagan urinmaga ega boigan 
y - /(*) uzluksiz funksiya grafigini qaraymiz va uning k= tga  burchak 
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda a  -urinmaning Ox o‘q bilan tashkil 
qiigan burchagi. Buning uchun M nuqta va grafikning x + Ax abssissali 
M, nuqtasi orqali kesuvchi o‘tkazaraiz (2-shakl). Kesuvchining Ox o‘q 
bilan tashkil qiigan burchagini <p bilan belgilaymiz.

2-shakldan topamiz:
ts(p = _Ay _ /(* + Ax)~ f jx )

MN Ax Ax
Ax -»  0 da funksiyaning uzluksizligiga asosan, Ay  ham

nolga
intiladi. Shu sababli Ax-*0 da M, nuqta egri chiziq bo‘ylab siljib, M  
nuqtaga yaqinlashadi. Bunda MM] kesuvchi M nuqta atrofida buriladi 
va MT urinmaga yaqinlashib boradi, ya ’ni (p~>a. Bundan limç»=cr 

yoki lim t g ç =tga .
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W . » a (1.1)A*->0 ° r Ax-»0 /±]ç la-*0 f a

To ‘g ‘ri chiziqli harakat tezligi
II iMotkliy nuqta (biror jism ) qandaydir to‘g ‘ri chiziq bo‘ylab 

lifthii'iil qlliiyotgan boisin. Vaqtning har bir t qiymatiga boshlangich
II Iftnliiiiliiii M holatgacha boigan muayyan s  = M0M  masofa mos 

ItMiull Mil miiNüfa i vaqtga bogiiq , ya ’ni 5 masofa vaqtning fimksiyasi
Épi'lM l #»«(/).

1 *|/l Umksiyaga nuq tan in g harakat q om m i  deyiladi.
Niii|lniiing / vaqtdagi harakat tezligini aniqlash masalasini

t{Niiiyilll/..
Ajj.hi biror t vaqtda nuqta M holatda bo isa , u holda t+At 

I viU|lning orttirmasi) vaqtda nuqta A/, holatga o‘tadi, bu yerda 
MJI, .v 1- As  ( As-masofaning orttirmasi). Demak, M nuqtaning A t 
VMi|l orflligidagi ko‘chishi As = s (t + Ai)- s(t) ga teng boiad i (3-shakl).

 ̂ nisbat nuq tan in g  At va q t

on illg 'i c ia g i o  'rta cha  tez lig in i M0 ________ M A/,_____ t

llntliilaydi: . Bunda ** *T **
At  ____________|

o'rtKüha tezlik Ai qiymatga s(t + At)
liogliq boiadi: At qancha kichik 
110‘ Isa, o‘rtacha tezlik nuqtaning 3-shakl.
berilgan t vaqtdagi tezligini shuncha aniq ifodalaydi.

Harakat o‘rtacha tezligining Ai vaqt o ra lig i nolga intilgandagi 
llinitiga nuq tan in g b er ilg a n  va q td a g i harakat tez lig i  (yoki o n iy  tez lig i) 
deyiladi. Bu t ondagi tezlikni v ( ï )  bilan belgilaymiz.

U holda

v «= lim ^  yoki v(î)=[¡m -ÎL tM ziW . (1.2)
A/-»G A  t  4/->0 At

Shunday qilib, nuqtaning berilgan t vaqtdagi harakat tezligini 
aniqlash uchun ( 1.2) limitni hisoblash kerak boiadi.

Tabiatning turli sohalariga tegishli ko‘plab masalalar (1.1) va
( 1.2) ko‘rinishdagi limitlami topishga olib keladi.

iltitit 1mi* Iiohun urinmaning burchak koeffitsiyenti
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1) agar Q=Q(t) oikazgichning ko‘ndalang kesimi 01X111! wu|№(
/ onida o‘tuvchi elektr toki boisa, u holda elektr tokining t othhqji 
momenti

A*'*° At M~*° At

2) agar N -  N(t) vaqtning t onida reaksiyaga kirishuvchi kimyfli 
raodda miqdori boisa, u holda kimyoviy moddaning t ondagi 
reaksiyaga kirishish tezligi

^ * i ¥ S s i t e M ;  , 1.4
*-.0 A/

3) agar m-m(x) bir jinsli bo‘ lmagan sterjenning 0 (0;0) va Mm 
nuqtalar orasidagi massasi boisa, u holda sterjenning x nuqtadagi 
zichligi

y(f) , ¿ j ,
4F0 Ax iU'k0 Ax

Ko‘rilgan masalalar fizik mazmunining turliligiga qaramasdiui,
( 1.1)-(1.5) limitlar bir xil ko'rinishga ega: ularda funksiya orttirmasiniiig 
argument orttiirmasiga nisbatining argument orttirmasi nolgfl 
intilgandagi limitini topish talab qilinadi.

5.1.2. Hosilaning ta’rifi, 
geometrik va mexanik ma’nolari

Hosilaning ta’riflari
y = f (x )  funksiya (a;b) intervalda aniqlangan boisin. Ixtiyoriy 

x0e (a ;b ) nuqtani olamiz va bu nuqtada x argumentga Ax orttirma 
(x0 + Axe (a;b ) )  beramiz. Bunda funksiya Ay -  f ( x 0 + Ax) -  /(x0) 
orttirma oladi.

1-ta’rif. Agar lim-^ limit mavjud va chekli boisa, bu limitga

f(x) junksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi va u f'(x0) 
(yoki y\x0) yokiyl ) kabi belgilanadi.

Bunday masalalardan yana ayrimlarini keltiramiz:
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■ p i !  ♦!'••••
ZU) = l b n ^ = l i m ^ ^ ^ i .  (1.6)A*'+0 Ax Ax

B l i iU  niiiu biror qiymatida lim— =+oo [lim —  = -<x>| b o isa , u 
Am0 Ax VAr->c Ax )

I p  hmkiivii x„ nuqtada musbat ishorali (manfiy ishorali) cheksiz
i -1 • deyiladi. Shu sababli 1 -ta’r if  bilan aniqlanadigan

PiMilit • In Mi hosila deb yuritiladi.
I hi t\ol. f ix )  = x3 funksiyaning x = x0 nuqtadagi hosilasini toping.
)Vi h isk  xQ nuqtada x argumentga Ax orttirma beramiz va

hiiiUl\i>iilnp, mos orttirmasini topamiz:

Ay = /(^0 + A x)-/(x0) = (x0 +Ax)3 -x 03 =

- I »„ 4- Ax-x0)(x„ +2x0Ax + Ax2 +x2 + x0Ax + x2)=Ax(3x2 +3x0Ax + Ax2).

I >• 11 M im tlar n isb a tin i tu z am iz :

Ay j— =3Xa +3x0Ax +Ax .
Ax

ltd nldbatning A x-»0 dagi limitini topamiz:

y'(xn) = lim—  = lim(3xnJ + 3x„Ax + Ax2) =3x„2.* V 0 Ax te-*0V 0 0 7 0

2-ta ’ r if .7  = f{x ) fu n k s iya n in g  x0 n u q ta d a g i o ‘n g  ( ch a p )  h o s i la s i

dob f!{x0)= lim —  | f l (x a)=  lim —  ] limitga aytiladi.
‘“ -♦0+ A x  v. t * - * o ~ A x j

2- m iso l. /(x) =| x -  31 funksiyaning x0 = 3 nuqtadagi o‘ng va chap 
hosilalarini top ing.

Yechish. Berilgan funksiyaning x0 = 3 nuqtadagi orttirmasini 
topamiz:

A y  =  /(3 +Ax)-/(3)=|3 + Ax-3|-|3—3|=|Ax|.
U holda

.. Ay I Ax I Ax . lim —  = lim 1— ■= lim — =1,
A A  V  Ar-»0+ Ax-*0+

lim —  = lim i-^ i=  lim —̂  = - 1.
Ax-*Q- A y  AmO- /X x AwO-
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Bu misolda /+'(0)*/_'(0). Shu sababli /(x)= Jx-31Hinkuly# IMM

Ax-»0da ^ = 1 ^ 1  nisbatning lim iti mavjud emas vti / (»H I 
Ax Ax

funksiya x0 = 3 nuqtada hosilaga ega bo‘ lmaydi.
Funksiya hosilasining yuqorida keltirilgan (a’l'illm'lilmi 

tasdiqlar kelib chiqadi: agar funksiya x0 nuqtada hosiiugii 
funksiya shu nuqtada bir-biriga teng boigan  o‘ng va clttip li<> .lUUig 
ega boiib, //(*„)=/_'(x0)= f '(x 0) b o iad i; agar funksiya i ,  
o‘ng va chap hosilalarga ega bo iib , /t'(x0)=/_'(x0) boisu, flinkwlyf 41 
nuqtada hosilaga ega va f ( x g) = /_'(*„) = f ’(x0) bo‘ladi.

Funksiyaning hosilasini topish am aliga fim ksiyani <////«t.'/omWhI 
deyiladi.

Agar y - f ix ' )  funksiya biror oraliqda aniqlangan va bu omlli|lllHM 
har bir nuqtasida f\ x )  hosila mavjud b o is a , u holda

/W=lim/(X + to )^ W 1 
At->0 Ax

% • j b
formula f\ x )  hosilani x nmg funksiyasi sifatida aniqlaydl. MuihUh 
keyin, agar y ~ f(x )  funksiyani differensiallashda cliIUu n .»•* 11» 1» 
nuqtasi ko‘rsatilmagan boisa, hosilani x ning mumkiii lut'IfH  
barcha qiymatlarida topamiz va / (*) deb yozamiz.

H osilan in g g eom etr ik  v a  m ex an ik  m a ’n o la r i

Egri chiziqqa oikazilgan urinma haqidagi masalada iJtiniUMUfl 
burchak koeffitsiyenti uchun ushbu

k = tga  — \jm—

tenglik hosii qilingan edi.
Bu tenglikni k= f\x) koi'nishda yozamiz, ya’ni f (x )  IhmiU 

y -  f ( x) funksiya grafigiga M (x,f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urmmrtMlM| 
burchak koeffitsiyentiga teng. Bu ju m la  hosilaning gWfffWW 
m a ’nosin i ifodalaydi.

To‘g‘ri chiziqli harakat haqidagi m asalada ushbu

vW=lim~at-»a At
limit hosil qilingan edi.
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In IlHiHiil H/)-.v'(0 ko'rinishda yozamiz, ya’ni moddiy nuqta 
it  lilimiilliliiii I vaqt bo‘yicha olingan hosila nuqtaning t ondagi

11 и гик at i tezligiga teng. Bu jumla ho sila n in g mexanik 
VHI'i' ii>•ihibivdi.

'miiimiI-i lilii|j.nn holda, agar у  = f ix )  fimksiya biror fízikjarayonni 
p i  i и link,I it ,)/' hosila bu jarayon tezligini ifodalaydi deyish 

in (lu juin In hosilan ingfiz ik  m a ’n o sm i anglatadi.

I'unksiya g r a f ig i g a  о  ‘tkazilgan urinm a  
va n orm a l ten g lam a la ri

fe» /(О 11 ink,sly a grafigiga M(>0;y0)(bu yerda y0 = f(x Q) )  nuqtada 
i in uiltima tcnglamasini hosilaning geometrik ma’nosidan

НйЙ • l'i»|niiiilll/,
ВИМИт Ми(*п*У») nuqtadan o‘tadi. Shu sababli uning tenglamasini 

y - y 0 -к{х — х0)

RÉMi IiiIm i/lityitiiz.
( i. • 11. и 111 n« gcometrik ma’nosiga ko'ra,

K = f'(x 0).

Iliiniliiii

У -  Уä = f  'H  ) ( .* -  xo) (1Щ

■Hit# unyhtnutsi kelib chiqadi.
I r,n i ht; ища o'tkazilgan n orm a l deb, urinish nuqtasida urinmaga 

i|it iflil и In r bo'lgan to‘g‘ri chiziqqa aytiladi.
I m>* ulli/.iqqa Мй{х0;у 0) nuqtada o'tkazilgan normal shu nuqtada 

iirunmaga perpendikulyar boigani sababli

k- = - J -  = -f(x Qy
IlliiliJnii. ttgar f'(x o) * 0 boisa

j , (*-*») ( i -8) /с*»)
Мм/ fu lg ía n o s !  kelib chiqadi.
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3-ta’rif. Agar y  = /(x) funksiyaning x0 nuqtadagi Ax orUirtnuiil 
mos orttirmasini

Ay = AAx+a(Ax)Ax (10)

ko ‘rinishda ifodalash mumkin bo‘isa, /(x) fu nk siya  x0 nuqtctiM 
d iffe r en s ia llcm u v ch i deyiladi. bu yerda A-Ax ga bogiiq  boimnn«A 
son, a(Ax) -  Ax - »  0 da cheksiz kichik funksiya. y a ’ni Jim a  (Ax) = 0. I

Funksiyaning nuqtada differensiallanuvchanligi bilan shu nuqtadngli 
hosilasi orasidagi bogianishni aniqlaymiz.

1-teorema. y  = f (x )  funksiya x0 nuqtada differensiallanuvclil 
boiishi uchun u shu nuqtada hosilaga ega bo‘lishi zarur va yetarii. ,1

Isboti. Z arurlig i. y  = f (x )  funksiya xe nuqtada differensiallanuvohl 
boisin.

U holda ta’rifga ko'ra,
Ay = AAx+a  (Ax) At 

yoki *
^ -  = A+a( Ax). 
Ax

Bundan
lim~ = A~ f'(x0),^  Ax

ya’ni y - f ( x )  funksiya xn nuqtada hosilaga ega.
Yetarliligi. y  = /(x) funksiya x0 nuqtada hosilaga ega boisin.

U holda /'(*_) = lim— . A = f'(x.) belgitash kiritamiz, bunda¿>~»o Ay

a(Ax) = ~~ -  A funksiya Ax -> 0 da cheksiz kichik boiadi.Ax
Bundan

Ay = AAx+a(Ax)Ax,

ya’ni funksiyaning x0 nuqtada differensiallanuvchi boiishi kelib 
chiqadi.

2-teorema. Agar y = f(x )  funksiya x0nuqtada differensiallanuychi 
boisa, u holda u shu nuqtada uzluksiz boiadi.

5.1.3. Funksiyaning differensiallanuvchiligi
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Mft// Vmf(x )  funksiya x0 nuqtada differensiallanuvchi boisin. 
h i||w{ Kn'rn, Av = AAx+a(Ax)Ax.

HlimllUi líiiiAy = Hm(v4Ax+a(Ax)Ax) = 0, y a ’ni funksiya x0 nuqtada

ftyHAlll*
l*i «teman ing teskarísi hamma vaqt ham o‘rinli bo‘lmaydi, y a ’ni 

ftltil ijlvniilng biror nuqtada uzluksiz boiishidan uning shu nuqtada 
ilill* n Miitillanuvchi bo‘lishi hamma vaqt ham kelib chiqmaydi. 
pjMlllliHl, y" fx -3 \  fimksiya x=3 nuqtada uzluksiz b o isa  ham, u shu 
DUi|lmln hosilaga ega emas (2-misol), ya ’ní differentsiallanuvchi ernas.

Agiif y  m f(x )  funksiya (a\b) intervalning ([a\b] kesmaning) har bir 
jHh|lilMklii hosilaga ega boisa, u shu in terva ld a  (kesmadá) 

W¡Éfhfn,\íallanuvchi deyiladi.

5.1.4. Funkslyaning difTerensiali

D iffe r en s ia l tu sh u n ch a s i

y  ■ /(*) funksiya (a;b) intervalda aniqlangan boiib , xae(a ;b )  
iiiiqlada differensiallanuvchi bo isin . U holda Ay = f\ x Q)Ax+oc(Ax)Ax 
b iflid i.

3-ta’ rif. y -  f[x )  funksiya 
nillirmasining Ax ga nisbatan chiziqli 
hiligan bosh qismi f' (x 0)Ax ga

d [ffe ren s ia li deyiladi va dy (yoki 
tifix )) bilan belgilanadi:

dy= f'(x n)Ax. (1.10)

Erkli o‘zgaruvchi x ning, ya ’ni 
y  = x fimksiyaning differensialini 
topamiz.

y '  =¿'=1 boigani uchun ( 1.10)  
formuladas dy = dx-Ax kelib chiqadi, ya ’ni erkli o‘zgaruvchining 
difTerensiali uning orttirmasiga teng: dx = Ax.

Shu sababli (1.10) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

d y - f r(x0)dx. (1-11)

boshqacha aytganda, Junk siyan in g d ij fe r en s ia lifu n k siya  h o sila s i bilan
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erk li o  ‘z g a ru v ch i d i f fe r en s ia lm in g  ko ‘p a y tm a s ig a  teng.

( 1.11) tenglikdan /'(xc)= — boiadi, y a ’ni funksiyaning M
dx

nuqtadagi h os i Iasi funksiyaning shu nuqtadagi differensiafniiig 
argument diflferensiali nisbatiga teng.

D iffe r en s ia ln in g g e o m e tt ik  ma*n o s i

Differensialning geometrik ma'nosini aniqlaymiz. Bunig uchun 
y - f i x ) funksiya grafîgiga M0(x0; f (x 0)) nuqtada MT urinma o‘tkazaflM 
va bu urinmaning x0+Ax nuqtadagi ordinatasini qaraymiz (4-shakl). m

MNQ uchburchakdan NQ=tg(p0Ax=dy ekanligi kelib c h iq a d i;^
Urinmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra, tgcp  ̂= f ’(x0) .

B undan  NQ= f ' (x 0)Ax= d y .
Demak, y  = f(x )  funksiyaning x0 nuqtadagi differensiali funksiya 

grafîgiga MQ(x0; f (x ü)) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning orttirmasiga 
teng. Bu jum la d if fe r en s ia ln in g  g eom etr ik  m a ‘n o s in i ifodalaydi.

*D ifferen sia ln in g  taqribiy h isob la sh la rga  tatbiqi

Ko‘pchilik ' masalalami yechishda y  = /(*) funksiyaning x0 
nuqtadagi orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi differensialiga taqriban 
almashtiriladi, y a ’n i Ay&dy deb olinadi. Buni f(x )& f(x 0) + f( x 0)Axi| 
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror A miqdoming taqribiy 
qiymati quyidagi tartibda hisoblanadi:

1°. A n i x nuqtada biror f (x )  funksiya qiymatiga tenglashtiriladi: 
A = f(x ) ;

2°. x0 nuqta x ga yaqin va f ( x 0) ni hisoblash qulay qilib 
tanlanadi;

3°. f (x 0) hisoblanadi;
4°. f\ x 0) hisoblanadi;
5°. x0, f (x 0), f ( x 0) qiymatlar f ( x) * f ( x 0)+ f'(x o)Ax formulaga 

qo‘yiladi.

3-m isol. 2,0083 ning taqribiy qiymatini toping .
Yechish.
1.° A=2,00&\ f(x)~x*  deymiz, uholda f (x )  = A va x -  2,008; •

278



I r  v„ • 2 deb olamiz;

I l»,/(jta)= 2, =8;

/'(*,) = 12;

I  f / ( x ) «  /C*0) + f 'M ls x  = 8 +12 • 0,08 = 8,096.

5.1.5. Mashqlar

1. Hosila ta’rifidan foydalanib, funksiyalaming hosilasini toping:

I ) f ix )  - - j3 x -\ ;  2 )/ (x )  = 1 ;2-5x
3) fix )  * cig lx ; 4)/(x) = c/j2x

2. /'(x0)ni hosila ta’rifidan foydalanib hisoblang:

!)/ (* ) -*c —0; 2) / (x )=ln( 1 -  4.x), x0=0;

3, Berilgan funksiyalaming /_'(*<,) va /t'(jr0) hosilalarini toping:

harakatlanmoqda. Qaysi nuqtalarda moddiy nuqtaning harakat yo‘nalishi 
o‘zgaradi?

5. Moddiy nuqta s =s{t) qonun bilan to‘g‘ri chiziqli harakat qilmoqda. 
Qaysi vaqtda material nuqtaning tezlanishi a{m/c2) ga teng boiadi?

6. 0 ‘tkazgich orqali o'tuvchi tok miqdori / = 0 vaqtdan boshlab q = 3t2- l  
qonun bilan aniqlanadi. Ikkinchi sekund oxiridagi tok kuchini aniqlang.

2)fix)=)x-2\+\x+2\, x0 = %

x agar x <2 bo'Isa,
—x2 +3x agarx>2 bo'Isa, = 2; 4) *0=o.

4. Moddiy nuqta Ox o‘qi bo'ylab x=-—I t1 +3t qonun bilan

l)j(0  = 2i3-| ii +3i+l(m)> a = 19; 2)s(i)=f3+|fl -4f+3(«),a=9.
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5.2. DIFFERENSIALLASH 
QOIDALARI VA FORMULALARI

5.2.1. Yig‘indi, ayirma, ko‘paytma va bo‘linmani 
differensiallash

Funksiyaning hosiíasi ta’rifidan foydalanib, ikki ПшЫуц 
yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va boiinmasini differensittllit»ll 
qoidalarini keltirib chiqaramiz.

1-teorema. Agar u = u(x) va y = v(x) fimksiyalar x miqtmU 
differensiallanuvchi bo‘Isa, и hoida bu funksiyalarning yigirulixl, 
ayinnasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi (boiinmasi y| l)«08hlil 
bajarilganda) ham x nuqtada differensiallanuvchi va quyidnyl 
formulalar o‘rinli boiadi:

1. {u±v)'=u'±v' ; 2. (u-vY=ufv+v'u: 3. [ —] = U V——, (v&O).
о w  V

Isboii. 1. Funksiyaning hosilasi va limitlar haqidagi teoremalardan 
foydalanib topamiz:

(it ± vY=lim + Ax>± v (x ± A*» ~ M *) ± -  
M  Ax

— limf Û X + Ax)~  + v (x ± A*) Z _
Дх_»°\ч Ax ~ Ax J

u(x+A x)-u(x) . . .  v(x+ A x)-v(x) .. Ait Av ,= lim—------- ----- —  ±lim—------- -— —  = lim— ±lim— =u ±v.
At->0 Ax *-*o Ax Ax л*_*° Ax

2. Formulani isbotlashda 5.1.3. banddagi 2-teoremadan 
foydalanamiz: x nuqtada differensiallanuvchi и = u(x) va v=v(x) 
fimksiyalar shu nuqtada uzluksiz boiadi. Shu sababli A x-»0 da 
A«->0 va Av—>0.

. vy _ Цщ u(x + A*) • v(x + Ax) -  u(x) • v(|)
Лмв Ax

-  lim + Ац) ‘ (4*) + Av) -  u(x) ■ v(x) __
Ax
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I» tí(x) ■ v(x) + м(х)-Av + y(x) » Дц + Ан -Ду -  «(x) • v(jc) _
Ax

i Y . , Am , 4 Av . АгЛ ,  л Au . . .. Av ,III И v) — + м (х )-----+ Av---------  v (x) • lim ----- i-M (x )lim —  +
' Ц Ax Ax Ax J  Лм0 Ax Aï_*u Ax

+ lim Av • lim— =и • v  + и • v' + 0 • u ’ =«  v + Vu.
йЬ+О Ait-ЧО Д у

м(х + Ах) м(х) и(х) + Au и(х) 
ï l  с (im v(x + *х) v(x) _ Ит у(х) + Av у(х) _
V )  л'~>0 Ах й*~*° Ах

и м(х)*у(х) + у(х)- Ам -  м(х) • v(x) -  м(х) • Av v-A u—u-Av||т -- ---- —,-------- Щг——---- —-----= lim-------- --------—•=
Ax(v(x) + Ay)-v(x) *»+0A x -(v+ v-Av)

Am Av . .A u  .. Avv -------« • —  v - lim ------- м -lim —  r ,
s .цт  Ax Ax _ /tt-x>Ax д̂ >Ах _ иу~ум

л.-*о у2 + v • Av v2 + v • lim Av v2Л*-»о

5.2.2. Teskari funksiyani differeiisiallash

У ~ fix) fünksiya teskari fünksiya mavjudligi haqidagi teoremaning 
üliiirllarini qanoatlantírsin va x = <p(y) teskari funksiyaga ega bois in.

2-teorema. Agar y=/(x) fünksiya x nuqtada f\x) ф 0 
liosilaga ega boisa, u holda x=q>(y) fünksiya mos y-f(x )  nuqtada 
il i fTerensiallanuvchi boiadi va

щ \ I , . , 1a) (y) =------, ya ni x'= —.
f(xV  - У yx

Isboti. x = <p(y) ñinksiyaning argument! y ga Ay*0  orttirma 
beramiz. U holda y = /(x) ñinksiyaning qat’iy monoton lidan x = <p(y)

t e /Sx 1fünksiya Ax*0  orttirma oladi. Shu sababli — =—— kabi yozishAy Ay 
Ax

mumkin.
x = (p{y) teskari fünksiya y nuqtada uzluksiz boigani uchun 

Ay->0 da Ax- »0  boiadi: Ax-»0da oxirgi tenglikning o‘ng tomoni

— (/'(*)* 0) ga, chap tomoni <p'(y) hosilaga teng boiadi.
/ W
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Demak,

(p'(y) ——;— •
/'(*)

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi beril^on /IftfAtflfl 
hosilasining teskari qiymatiga teng.

5.2.3. M urakkab funksiyani differensiallash

y - f ( u) u=<p(x) boisin. U holda y = f(q>(x)) funkwlyn i il l» 
argument! x dan va oraliq argument! u dan iborat murakkab limUlyi 
boiadi.

3-teorema. Agar u = <p(x) funksiya x nuqtada <p\x) hosilngA VI 
y= f(u) funksiya mos u=<p(x) nuqtada f'{u) hosilaga ega bO'lltt, M 
holda f{(p{x)) murakkab funksiya x nuqtada differensialliiiiiiv « til 
boiad i va

/ W = / '(«¥ W -

Isboti. y=f(u ) funksiyai u nuqtada differensiallanuvchi boi^nnl 
uchun Ay=f'(u)Au+a  (Aw) A« boiadi.

Bundan
Ay  .Au ... . Am m  = / ( “)— +cc(Au)— .Ax Ax Ax

u=(p{x) funksiya x nuqtada hosilaga ega. Shu sababli u -  <p(x) 
funksiya x nuqtada uzluksiz va Ax - »  0 da Am - »  0 .

U holda
«• Ay ... Au .. .. . .. Am 
lim— = f  (u)  Jim—  +  lima (Am) • lim— .
Ar-*0 y \ y  At->0 y \ y  At-»0 dx-,0  A y

Bundan
y\x) = /'(a) • (p\x) + 0 • (p\x)

yoki
/(*) = / '(«) ’<P\x)‘

Shunday qilib, murakkab funksiyaning hosilasi berilgan 
funksiyaning oraliq argument bo ‘yicha hosilasi bilan oraliq 
argumentning erkli argument bo‘yicha hosilasining ko ‘paytmasiga 
teng.

Bu qoida oraliq argumentlar bir nechta boiganda ham o‘z kuchida 
qoladi. Masalan, y= f  (w), u = g(v), v = h(x) boisa, y'x =y'u • m' ■ v' boiadi.
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I m<i vil 1/■ q>(x) differensiallanuvchi va y=f((p{x)) murakkab 
■iMltl llimll >|iluvchi funksiyalar boisin.
Mm.il I- ni) lUnksiyaning hosilasi haqidagi teoremaga ko‘ra, y'x =y'u'i

i  'M i
Mil iMi||llkning bar ikkala tomonini dx ga ko‘paytiramiz:

/. i 'iA va dy=y[du formulalarni solishtirish ko‘rsatadiki, 
i /1«i Imiksiyaning differensiali argument erkli o‘zgaruvchi yoki biror 

ÉMlHiU'lilMÍtig funksiyasi boiishidan qat’ iy nazar bir xil formula bilan
m MImII

I »Ncrcnsialning bu xossasiga differensialnmg invarianrtik xossasi
tJtifilftdl.

,h i y\itx formula tashqi ko‘rinishidan dy = y[du formulaga o‘xshasa- 
iIm m*l¡ni olganda ular orasida farq mavjud: birinchi formulada x erkli 
HVtfftruvchi va shu sababli dx=Ax, ikkinchi formulada esa u 
Imikniyu x ning lunksiyasi va shuning uchun du*Au.

5.2.4. Asosiy elementar funksiyalaming hosilaiari

Asosiy elementar funksiyalaming hosilalarini topishda ekvivalent 
»lieksiz kicbik funksiyalardan, teskari va murakkab ñinksiyalami 
(lilTcrensiallash formulalaridan hamda y ig ‘indi, ayinna, ko(paytma va 
bo‘ linmani differensiallash qoidalaridan foydalanamiz.

1. 0 ‘zgarmasfunksiya: y=C(CeR).
0 ‘zgarmas funksiya xeR  da o‘zining qiymatini saqlagani 

uchun ixtiyoriy nuqtada uning orttirmasi nolga teng boiadi.
Shu sababli

y[dx=y'm u'xdx.

M il • /» ./> va u'xdx = du ekanini hisobga olsak, 

ífy=y[du.

(Cy = lim—  = lim— = 0.
Av_vA A . .  wM A . .a»-*° Ax &x-*° Ax

2. Darajalifunksiya: y=xa, bunda a e R, a*Q. 
Bu funksiya uchun x>0da
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Blindan

/ ArV - lМ ЯА к Ц _______ _è
Ax Ax

f  A^Y \y • • • I *
Endi Ax-»0  da 1н—  -1 ~ a —  ekanligini ЫкпЬци tlIttHi

\ x j  X

í i+ —T - i
Ay  «... V X )  a v  aàx a v  a  , ■lira —  = x lítn —je lim-------= x lim <rv

**-*°Ax Лм0 Ax Ax- X Ar-,íx

bo‘ladi.
Demak,

{х“У=axa~l.

Xususan,

«
3 . K o * r s a t k i c h l i f u n k s i y a : y = a x,  b l in d a  a  e  Ä , a > O, a * l .  ;

Bu ftmksiyáning orttirmasi Ay=at*&x -a x = а*(аАк -1) boigani liclum

- ---- - bo‘ladi. Bundan A x-»0 da a to-1~Axlna ektuilnl
Ax Ax

hisobga olsak.
Ay .. . a  - 1 ... Axlna x,lim—í~= l im a ----------- a íim--------= a  lna

&t-*> Ax At_f0 Ax Лх_>0 Ax

bo‘ladi.
Demak,

(fl*)' = a'lna.

Xususan, (e*)'=e*.

4. Logarifmikfunksiya: y= logex, bunda лей, a >0, a * l .  
j =log„ x funksiya x=ar ñmksiyaga teskari funksiya. Bunda oldingi 
banddagi formulaga ko‘ra, x'{y) = a y In a .
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y W „  1 1 1
x(y) avIna xma

MhI ,
1(log.#-- ,x m a

и "in, ( Im ) '« - .
X

hlHonomctrih funksiyalar.
I» - *ln i  (\inksiyaning orttirmasi

. . .  „ . Ax ( Ax AV = sin(x + Ax) -  smx = 2sm— ï»s l x +

,  . Ax (  Ax)2sin— cos x  H----
7  Л 7  1SiL_________

Ax Ax

Mil tonglikdan A x-»0 da s in ^  ni hisobga olib, topamiz:

2— со
.. Ay .• 2 \ 2 ) .. /  Ax) . . .I In i = Inn--------- --------- — ss lim Щ х  + —  J  = cos(x+0) = cos x.

'Ax л*->0 Ax 

I Mm uk.
(sinx)' = cosx.

2) у = cosx funksiyaning hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi 
loi i mi Iasi dan foydalanib topamiz:

— x I = cosj ——x I ■ (-1) = -sin X.(oos,)' = (sm g - x ) j  

D em ak,
(cosx)'=—sinx.

3) y=tgx funksiyaning hosilasini bo‘ linmaning hosilasi 
formulasidan foydalanib topamiz:

.  y  _ f  s in x) _  (sinx)'cosx-(cosx)'sinx _  cos2 x-fsin2 X _  1
cosx) cos X cos X COS X
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%totf=—т~- cos л

4) у —ctgx  funksiyaning hosilasini topishda murakkab funksiyiuilflj 

hosiIasi formulasidan foydalanamiz:

m M i - 4 v A
Í H

Demak,
(cigx)' = ~r\-. 

s m X

6. T esk ari t r ig o n o m etr ik  fu n k s iy a la r .

l)_v = arcsin X funksiya x = sin у  funksiyaga teskari. 

Blinda x'(y) = cosj> = т/l-sini|y = v l - x 2 . .

U holda

yXx)==~ h  1 x(y)
Demak,

1(arcsin x) =
Æ r

2);; = arccos x funksiyaning hosilasini arcsinx + arccos 

formuladan foydalanib topamiz:

(arccosx)'= -  arcsinX J = —(arcsin x ) '=

Demak,
(arccos x)' = -

3) y = arctgx funksiyaning hosilasini teskari funksiyaning
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||{ iHMiMil/r.idiin foydalanib topamiz:
V 1 , 1  1

(a rc tg x)  = -------- = cos v = ------- — = ------ r .
itgy)' 1+tg*y l + x2

Utk

(arctgx )'= l+x

■«№ «* vu arcctgx funksiyalar arctgx + arcctgx sag- bogianishga

P m imImii

(arcctgx)' = J — -  arcctgx1 = -(arctgx)' .
\2 ;  i+x

pmmk,

(arcefgx)' = —-—  l + x
I iiilsnl. Giperbolik funksiyalaming hosilalarini toping.

)Whlsh. Differensiallash qoidaiari va y=ex fimksiyaning 

IlimiltiNidun foydalanib topamiz:

(.v/w)' =»I ——— ] +g -chx, ya’ni (shx)'-cfar,

(chx)'=j - * g I = 6 - f — = i/jx, ya’ni (chx)' = s/ax;

//AvV - f £^fl = W  ̂  c t fx - s t fx  _ 1 , • /.> y =_ j_ .
U W  c tfx  c tfx  ~ c t f x y  K '  Ch'x

. . . .  f c/zX̂ 5Ä2X — ch2X 1 j • / .i \i 1(cthx)'±f —  =----- ----- - = - - r - 5 yam  (cthx) = — .V.SÄX/ sh x sh x s« x

5.2.5. Differensiallash qoidaiari va hosilalar jadvali

Keltirib chiqarilgan differensiallash qoidalarini va asosiy elementar 
fonksiyalaming hosilalari formulalarini jadval ko‘rinishida yozamiz.
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yoki

x - 4 )
( V + 1 H Ä E M . f J i L +_ L _ +to2.

(x -4 )3 l x J +l 5 (x -2 )

Shun day funksiyalar borki, u laming hosilalari faqat login i Im Ik 
differensiallash orqali topiladi. Bunday funksiyalaming qul'wlgl ' 
darajali-ko ‘rsatkichli funksiya deb ataluvchi y=uv funks iya kiradi. IHM 
yerda u=u(x), v=v(x)- x ning differensiallanuvchi funksiyalari.

Bu funksiyalaning hosilasini logarifmik differensiallash 
yordamida topamiz:

, , 1 , , , 1 , , /  ,, vw')lnj»=vln«, — y =v •lntt+v*~*u, y = w v ln«+-— .
y  « \ u  J  ,

Bundan
(u ’ )' = u v •\au-v,+ v-uv~lul. (2 .1 )

(2 .1) formulani eslab qolish qoidasini ifodalavmiz: darujall 
ko‘rsatkichli fiuiksiyaning %osilasi u-const shartidagi ko'rsatkiclill 
funksiya hosilasi bilan v=const shartidagi darajali funks iyu 
hosilasining yig‘indisiga teng.

4-misol. y=x**,x fiinksiyaning hosilasini toping.

Yechish (2.1) formula bilan topamiz:
/  = Xm3x • tax • (-sin3x) ■ 3 + cos3x • x““3x'! • 1

yoki
y' = ■ cos3x — 3xm3x • Inx ■ sin 3x.

5.2.7. Parametrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan 
funksiyalarni differensiyallash

t o‘zgaruvchining x=<p(t) va y=y/(t) funksiyalari biror T=(a;ß) 
intervalda aniqlangan boiib, bu intervalda q>'(t), iy'(t) hosilalar va 
x=<p(t) funksiyaga teskari t=<f>(x) funksiya mavjud boisin. Agar 
x=<p(t) funksiya qat’iy monoton bo4 Isa, t = teskari fimksiya bir 
qiymatli, uzluksiz va qat’iy monoton boiadi. Shu sababli y=y/($(x)) 
murakkab funksiya mavjud boiadi. Bunda y = f(x) funksiya x=q>(i)t va
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Нн i» npjiimalcir bilan parametrik ko’rinishda ( t  parametrli) 
Ш Н р и н  ilt'V illld i.

» • / (i) fünksiya

x=<p(t), 
y=y/(t), teT

jhi .mm ink Icnglamalar bilan berilgan bo'lsin. U holda t=<f>(x) teskari

IühIhiIvh mavjud va uning hosilasi ф'(х) = — boiadi. Shuningdek,
wffî

fe»^(ft(x)) murakkab funksiya hosilasi у'х=ч/'(ф(х))ф'(х) bo‘!adi.

Hundan

рШ

Ä = § -  (2 .2) 
X,

_ . fx=3cosí, t ■ . .5- rnisol. < t . bo'lsa, y' ni toping, jy  = 4sin t

, , ,.  , . (3cos/V 3sini 3Yechish. ----- -j=--------=—ctgt.(4sini)' 4 cosí 4

Agar funksiya y ga nisbatan yechilmagan, ya’ni x va y 
0 ‘zgaruvchilar orasidagi bogianish F(x,j>) = 0 ko‘rinishda berilgan 
bo‘ Isa, funksiya oshkormas ko ‘rinishda berilgan deyiladi.

Oshkor berilgan har qanday y=f(x) funksiyani oshkormas 
ko‘rinishda f(x )-y  = 0 kabi yozish mumkin, ammo teskarisini hamma 
vaqt bajarib bo‘lmaydi, F(x,.y) = 0 tenglamani y ga nisbatan yechish 
hamma vaqt ham oson emas, ayrim hollarda esa umuman mumkin 
emas.

Funksiya oshkormas ko‘rinishda berilgan bo‘ lsa, F(x,y) funksiya 
x ning murakkab funksiyasi, ya’ni bunda y =y(x) deb qaraladi 
va F(x,y) = 0 tenglikning chap va o‘ng tomoni x bo‘yicha 
differensialanadi, so‘ngra hosil bo‘lgan tenglamadan ÿ  topiladi.
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Yechish. Tenglikning har ikkala tomonini \ !*••*% |% 
differensiallaymiz:

6- m isol. y -  argtgy -  xJ = 0 bo‘lsa, y ’n i toping.

— Ty'-3x2=0. l+ y1
Bundan

yoki

yy]i-~ ---- H =3* , y ~ - r  = 3xl+ y  )  l+ y

y ' = 3x'|l + - i
y

5.2.8. Yuqori tartibli hosilalar va differensiallar

Yuqori tartibli hosilalar

fix) funksiya biror intervalda aniqlangan bo'lib, «Ini
intervaida differensiyallanuvchi boisin . U holda f'(x) hosilu 
ning funksiyasi boiadi. Shu sababli bu funksiya uchun lioHilmiliig 
mavjudligi va uni hisoblash masalaiarini qarash mumkin.

f\x) ga birinchi tartibli hosila deyiladi. f(x) furiksiyanin^ / '(#) 
hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi. Ikk inultt 
tartibli hosila mavjud bo isa, bu hosiladan olingan hosila in him hi 
tartibli hosila deyiladi va hokazo. Bunday hosilalar ikkinchi UirtililUlnil 
boshiab yuqori tartibli hosila deyiladi.

Yuqori tartibli hosilalar y”,ym,yw>... ,yw ,■■■

(yoki r i x ) , f m( x ) , f n  ( x ) , . . . , f (n) (x),. .. yoki .....I l l  knbi\ax ax ax ))

beigilanadi.

7-misol. y=x3bix bo‘lsa, y 4)(3)ni toping.

Yechish. y = (x3)'lnx+x*(lnx)'=3x2\nx + xi—=x2(31n x +1);x

y" = (x2 (3 !n x +1»' a  (x2) (3 In x +1) + X1 (3 In X + 1)' =
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2x(31nx + l)+x ■ — = x(6Jnx+5);
X

3

НЦ| 4 M )' •  /(6 ln x + 5)+x(61n:e + 5)' = 6 ln x + 5+ж ■ — = 6 ln x +11;
X

/ 4,= (61пх+ 11)'= -.

! »u»l"ily(iiiiiig yuqori tartibli hosilasini topish uchun uning barcha 
tbl|ii|tl I и 111Ы i hosilalarini topish kerak bo‘ladi. Biroq, ayrim 

л/ -tartibli hosilalarini topish imkonini beruvchi 
■HIHiI'iIhi inavjud. Masalan, quyida keltirilgan formulalar bunday 
Г i «..»»i .|.n ((titoriga kiradi:

tiMiiMila lardan ayrimlarining isbotini keltiramiz.

I (*,,)<'” асс(а-1)...(а-п + 1)ха~л,ссеИ ning isboti.

У = xa, ÿ  = œ ca~', y ” =a  (a  -  l)xa~2, 

y m » a ( a -  l) (a  -  2)x“-3, y (n) = a ( a  -  - n  + l)x“'\

Mnnnluy qilib,

(xa) M = a (a  — !) .. .(«  - n  +1)х“_я,а: e  R .

I I \ ' *  a { a  -  !)...(<* -  n  + 1 e R; l

6 . («±v)i"î =м(л> ±vw ;
xn

1 (i h)'"' mCuM; 8 . (и^)(я)= ^ с у к)-^л-к\
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Demak,

(cosx)00 = cosfx+~2 j '

5. (In*)00 ning isboti.xn

y = \ax, y' =—=x~l, y" = -l-x~i, ym = (-lX-2)x_? = (-1)2 • 1 • 2 • x~ * , a  x

Vw = ( - ir1-1-2-3 • •  (w -  l)x~” = H ) - ( « -1)1
x”

Shunday qilib,
» K mx*

Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi
M  moddiy nuqta s= s( t)  qonun bilan to‘g‘ri chiziqli harakat qilsin.
U holda s'(i) moddiy nuqtaning t vaqtdagi tezligini ifodalaydi:

•s’/(0 =v(0 -

Nuqtaning t vaqtdagi tezligi v(f), t  + At vaqtdagi tezligi v(i) + Av 
bo ism , ya’ni At vaqt oraligida nuqtaning tezligi Av ga o‘zgarsin.

— nisbat t o  ‘g  ‘r i  ch iz iq li ha rakatda  n u q ta n in g  At v a q t  o r a l i g  ‘id a g i  
At

o ‘r t a ch a  tez lcm ish in i ifodalaydi. Bu nisbatning At->0 dagi limiti M 
nuqtaning beriigan t vaqtdagi tezlanishi deyiladi va u a (t) bilan

belgilanadi: lim— =a(t), ya’ni v'(i)=«(0 - 
At

Shu sababli

Demak, moddiy nuqta harakat qonunidan t vaqt bo‘yicha olingan 
ikkinchi tartibli hosila to‘g‘ri chiziqli harakatda nuqtaning t vaqfdagi



I* /liimshiga teng. Bu tasdiq ikkinchi tartibli hosilaning mexanik 
tNii 'nosini ifodalaydi.

Parametrik va oshkormas ko ‘rinishda berilgan 
funksiyalarning y  uqori tartibli hosilalari

Г y = f(x) funksiya

Bundan murakkab va teskari funksiyalarni differensiallash 
qoidalariga ko‘ra,

mtrametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin.
1 Uholda

X.

У, (2.3)

Shu kabi

x,

va boshqa hosilaiar topiladi.

ly  = flt(l -  cos/)

Yechish. (2.2) formula bilan topamiz:
, _ (a(l — cos/))' _ asint sin/

boisa, ikkinchi tartibli hosilani toping.

x̂ (ct(t — sin/))' a(l-cos/) 1-co 

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra,



y”, hosilani (2.3) formula ustida almashtirishlar bajarib, quyidagicliu 
yozish mumkin

y\ (2.4)
(*,T

y = f(x ) funksiya F (x .y) = 0 tenglama bilan oshkormas ko'rinishdn 
berilgan boisin.

Bu tenglama x bo'yicha differensiallansa va y' ga nisbatan 
yechilsa, birinchi tartibli hosila topiladi. Topilgan birinchi tartibli hosiltt 
x bo‘yicha differensiallansa, ikkinchi tartibli hosila kelib chiqadi. Bu 
hosilada x, y ,  y  lar qatnashadi. Ikkinchi tartibli hosilaga topilgan y' 
ni qo‘yib, y" ni x va y  orqali ifodasi aniqlanadi.

9-misol. b2x2 + a 2y l =azb2 boisa, ikkinchi tartibli hosilani toping.
Yechish. Oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani differensiallash 

qoidasidan foydalanib topamiz:

(b2x2 + a 2y 2)' = (a 2b2)', bz • 2x + a2 • 2y y '  = 0 .
Bundan

, b2 x

U holda

, b2fx ) b2
y = ~ A -y}=~ s

W X
~X'~T ~~y x y-yx  _ b xy —y _b" a y

y2 az y2 a2 y2

-  — xzb2+a2y2__b2a2b2 __ b*
a2 a2y 3 a*y3 a2y 3

Yuqori tartibli differensiallar
Biror (a;b) intervalda differensiyallanuvchi y=f(x) funksiyaning 

iy=y'(x)dx differensiyali birinchi tartibli differensial deyiladi.
U holda

d(dy) = d(f'(x)dx) = (f'(x)dx) dx -  f(x)dx • dx 

ifferensialga ikkinchi tartibli differensial deyiladi va

d2y = f"(x)dx2 (2.5)

abi yoziladi, bu yerda dx2 bilan (dx)1 belgilanadi.
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II Ivinclii tartibli differensialdan olingan differensial uchinchi 
< </•// differensial deyiladi va hokazo. n-tartibli differensial

■ I) --tartibli
iiM. imifiinlclan olingan differensialga avtiladi va d"y = f M(x)dxn kabi

1 ^ImIIiiiII,

Kundan yw(x)-——, ya’ni y -  fix) funksiyaning /7-tartibli dx”
thi'lltisi funksiya n-tartibli differensialning argument differensialining
11 iliii'iijasiga nisbatiga teng bc/lishi kelib chiqadi.

f 10-misol. y = x* +3x-\ bo’Isa, d?y ni toping. 
m Yechish. y’ = 4x3 + 3, y’ = \2x2, y"=2Ax.

IUi I id an
d*y = ym(x)dx3 = 24xdx3.

Yuqorida keltirilgan formulalar x erkli o‘zgaruvchi bo‘lganda 
n'rlnli boMadi. Agar y = f(x) funksiyada x boshqa bir erkli 

M'itfatuvchining funksiyasi bo‘lsa, yuqori tartibli differesiallar 
Invariantlik xossasiga bo‘ysunmaydi.

Buni ikkinchi tartibli differensial uchun ko‘rsatamiz.
Ko‘paytmaning differensiali formulasiga ko‘ra,

d'y = d(f\x)dx) = d(f’(x))dx + f\x)d(dx)=f\x)dx ■ dx + f(x)d2x,
yn'ni

d2y = f\x)dx2 + f\x)d2x. (2.6)

(2.5) va (2.6) formulalarai solishtiramiz: murakkab funksiya uchun 
ikkinchi tartibli differensial o‘zgaradi, ya’ni bunda ikkinchi qo‘shiluvchi 
f'(x)d2x hosil bo‘ladi.

Agar bunda x erkli o‘zgaruvchi bo‘Isa, u holda
d 2x = d{dx) = d (  1 • dx) = dx-d\ = dx-Q = Q

va (2.5) ifoda (2.6) formulaga o‘tadi.
11- misol. y=x2 va *=sinr bo‘ lsa, d2y ni toping.

Yechish. y = 2x, y* = 2, dx = costdt, d2x = — sin tdt2
(2.6) formulaga formula bilan topamiz:

d2y = 2dx2 -  2x sin tdt2 = 2(costdt)2 -  2sini • sin tdt2 -  
= 2cos2tdt2 -Ism2tdt2 =2cos2tdt2.



Boshqa yechim : y  = x2 v a  x=sint.

Bundan

y  = sin21, y  = 2sin/cosi = sin2i, y" = 2cos2t.

U h o ld a

d1y-y" d t1 = 2cos2/öfr\

1. Differensiallash qoidaiari 
funksiyaiarning hosilasini toping:

1) v = 3x4 - —x3 +ta2;
7 3

5.2.9. M ashqlar

va formulalaridan foydalanll

3) y  = —j=+3x2 tfx -
\rx

5 )y=  

T )y  =

xe -e  
x1 :

xtox
fax—1* 
1+cosx

9)y = .1—cosx

l l ) y = t g x - c t g x ;

J3 \_xchx-shx 
xshx—chx

\5)y=logxe-,

n )y = j4 -3 x 2;

19) y = cos4 x -sin4 x;

21 )y = J\-xl +xarcsmx;

1 1 + 3 123) y= —ln------;
'  2 1-3*

25 )y  =Jg3x+lncos2 3x

2)y= —x6 +3x4 -2x; 
6

x 3x

6)y=  

8 )>> =

2* +3* 
2* —3* ’

fax+g*. 
tax -e* :

10)
1-rgx

12)y =xsmx-cosx
xcosx+smx 

\4)y=thx+cthx,

16)y = 4sinIx-31gx+4cos x

18) _y = arcsin yfx\

20)y=-In— ;
'  6 x+3

22) y = ln(e2* +l)-2 arctge*',

24),v = logj?i xx;

26 )y = e"3l(sin3x+cos3x);
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B p l ' r 1 < ’J f tx -4 -x 2-, 3 0 ) ^ = _ J f i ------- 1 arctg-±=+lnJx2+2.** 4(x + 2) 4V2

f  IH<i lliAUH * ( y) funksiyalar uchun y  hosilani toping:

2) X"e~y,t 3) ar = 2smy» 4) x = 3ctgy.

| |i IJliV liliifjl Nonlami diiferensial yordamida taqriban hisoblang:

2) Ig 10,21; 3) ctg 45°10'; 4) 3,013J.

F 4  OiivIiIiihI ftinksiyalaming berilgan nuqtadagi taqribiy qiymatini 
HRMmImI yordnmida hisoblang:

7* *10, 0,98; 2)y = 3/—— * = 0,15;
K 2+x

m  tlh ifJ*' -T; 2 8 )y = Inc<g|~+

,v>#2,037; 4) y = ̂ j2x-sin—-, x=l,02.

1 lldrllgin funksiyalaming birinchi tartibli differensialini toping:

l||t Him I). 2) y=— 3) 7 =cosJ 2x\
x

i l l  h*Hi'»  5) y=3an*\ 6) j ;  = ln}cosx

ft. Itcrilgan hosilalar uchun y" ni toping:

2 )y -e2' cosjt, 3) y = (l+x2)arctgx; 4)y=x2Qnx—l).

7. Ilcrilgan funksiyalar uchun j w (0)ni toping:

|||' »In J,*cos2a : 2) y = xcosx; 3) y = x2sinx; 4) y —x2ex.

N. Oshkormas funksiyaiarning hosilasini toping: 

l l AV 1 axyx**a2b2\ 2) yi = x*+3xy; 3) ex*y = xy,

4l INH(Xv)».*1; 5 )e y+jcy=e; 6) ^smiy+ij'smjc = 0.

9. Berilgan funksiyalar uchun ni toping: 
dx

l l  I »•/* + !, ^.(x=acost,
|>«/‘ - l ;  |y=asin/;

jr*ln(l+r2), -v [x=arcsint.
4)y -  t —arctgt\
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10. Berilgan egri cbiziqqa Ma (x0,y0) nuqtada o‘tkazilgan urinma va noniinl 
tenglamalarini tuzing:

1 )y=^j, M01-1,— 2) y  = sinx, Мп(я,О),

3) y=x3 +x2- I  egri cbiziqqa y= x2 parabola bilan kesishish nuqtasida;

л \  л  У4) —+ -
f  - k t i

;  " I

г  л  f j r  =  s i n / ,  ,  (  
*  M 0 ( 2 , 2 ) ;  Ы  ;  М Л -

\ 5  ) L = — - -  [ y = c o s 2 t ,  У

Г  t 2 Ï

5.3. DIFFERENSIAL HISOBNING 
ASOSIY TEORE MAL AM

53.1. Ferma teoremasi
DifFerensiallanuvchi funksiyalarning nazariy va amaliy ahamiyatgft 

ega boigan teoremalari Ы1ш tanishamiz.
1-teorema (Ferma teoremasi). fix) funksiya (a;b) interva Idn 

aniqlangan bo‘lib, bu intervalning biror с nuqtasida o‘zining eng Oarni 
(eng kichik) qiymatiga erishsin. Agar funksiya с nuqtada chekli 
hosilaga ega bo‘Isa, u ho Ida

/ '(c)=0

bo‘ladi.
Isboti. Aytaylik, y=f{x) funksiya ce(a;b) nuqtada o*zining eng 

katta qiymatiga ega boisin. U holda Vxe(a;b) uchun f(x)< /(c), ya’ni 
/ (* ) -  /(c) <0 boiadi.

y - f ix )  funksiya с nuqtada У1 
hosilaga ega. Shu sababli bu nuqtada 
funksiyaning o‘ng va chap hosilalari /(C) 
mavjud va

/;(c)= lim ^ x)~-^c )£0 (x>c),
Me*e x—c

fl(c)= lim Л*>~ЛС> (x<c), 
x — c

/.'(c)=/_'(c)=/'(c)

bo‘ladi.
5-shakl.
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Mil munosabatlardan / '(с)=0 bo‘lishi keiib chiqadi.
I iinksiya с nuqtada eng kichik qiyraatga ega bo‘lgan hoi uchun 

•i >ii inti shu kabi isbotlanadi.
I ri inn teoremasining geometrik talqini quyidagicha bo'ladi: 

B p  /(v) funksiya с nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishsa va 
/I, ) liosila mavjud bo‘Isa , f(x) funksiya grafigiga M(c;/(c)) nuqtada 
it ikii/ilgan urinma Ox o‘qqa parallel boMadi (5-shakl).

I „./»I kesma uchun Ferma teoremasi hamma vaqt ham o‘rinli 
In i1 linnydi. Masalan, f(x) = x funksiya [0;1] kesmada o‘zining eng 
 ̂ hi .i (* = i da) va eng kichik (x = 0da) qiymatiga erishadi. Bu 

mu|liiluida liosila f'(x) = 1*0.

2-teorema (Roll teoremasi). f(x) funksiya \a\b\ kesmada 
milqlangan, uzluksiz va f(a) = f(b) bo‘lsin. Agar funksiya (a;b) 
Inlcrvalda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda shunday c€(a;b) nuqta 
(npiludiki,

Isboti. Shartga ko‘ra, /(*) funksiya [a;b] kesmada aniqlangan va 
u/luksiz. U holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko‘ra, funksiya shu 
kesmada o'zining eng katta qiymati M ga va eng kichik qiymati m ga 
ega bo'ladi. Bunda M = m bo‘lsa, f(x) fimksiya [cr,b] kesmada 
o‘zgarmas va shu sababli \/xe(a;b) uchun f\x) = 0 bo‘ladi.

5.3.2. Roll teoremasi

f\c) = 0

boiadi.

Уj У-

/(û)=s

6-shakl. 7-shakl.



Agar M*m boisa, /(x) fiinksiya M va m qiymatlardaii 
biriga biror ce(a;b) nuqtada ega boiadi. Bunda Ferma teoremasiga 
asosan, f'{c)~ 0 boiadi.

Roll teoremasi ushbu geometrik talqinga ega: [a;ö] kesmada 
uzluksiz, (a;b) intervalda differensiallanuvchi va kesmaning chetkij 
nuqtalarida teng qiymatlar qabul qiluvchi fiinksiya grafigida shundaja 
(c;/(c)) nuqta topiladi va bu nuqtada fiinksiya grafigiga o‘tkazi!gan 
urinma Ox o‘qiga parallel boiadi (6-shakl).

1-misol. Roll teoremasi o‘rinli boiishini tekshiring:
1 )/(x)=x2 -3 x -4  fiinksiya uchun [0;3] kesmada; 2) f(x) = \[x* 
fiinksiya uchun [—1;1] kesmada.

Yechish. 1) /(x)=x2 -3 x -4  fiinksiya [0;3] kesmada uzluksizJ

differensiallanuvchi va uning chetki nuqtalarida bir xil qiymatga ega:

/(0)=/(3)=-4. Shu sababli, bu fiinksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli 
boiadi. x ning f\x) = 0 boigan qiymatini topamiz: / ,(x)=4x-3 = 0.
Bundan x= —.

4
2) f(x)=\fxr - l  fiinksiya [—I;I] kesmada uzluksiz, /(-1) = /(1) = 0,

2 1 .
/*(*)-j jj^ ’ hosila x = 0e(-l;l) nuqtada mavjud emas. 

Demak, bu fiinksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli boimaydi.

5.3.3. Lagranj teoremasi

3-teorema (Lagranj teoremasi). f(x) fiinksiya [a\b] kesmada 
aniqlangan va uzluksiz bo'lsin. Agar fiinksiya (a;b) intervalda 
chekli hosi/aga ega boisa, u holda shunday ce(a;b) nuqta topiladiki,

/fr)= —\b—a “ y
boiadi.

Isboti. Teoremani isbotlash uchun yordamchi

b-a ’
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♦lull iliiiiliHi Inyiliilunamiz. Shartga ko‘ra, f (x )  funksiya [a\b] kesmada 
IMl»|lnii|iiiii, и/luksi/ va {a,tí) intervalda hosilaga ega bo igan i uchun 

huikniyn Itiiiii [a,b\ kesmada aniqlangan, uzluksiz va (a\b) 
HHhvhMii lioNiliign ega boiadi.
Hlllilln

Г П . т - т ~т , F(á) = Fib) = 0. (3.2)
b - a

iK'fliiik, /•(») I'unksiva Roll teoremasining barcha shartiarini 
»ul liintirudi. U holda biror c e ( a ; b )  nuqta uchun F'(c)=0,

/'(, ) boiadi.
b - a  

Bundan

b - a

Tcoremaniug gcometrik talqinini beramiz.
f (b )  / (a) . at fu j^siya grafigining A (cr,f(a)) va B (b ;f(b ))  

b - a
niK)talari orqali o4ivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniqlaydi. 
Teoremaga ko‘ra, shunday c e ( a ; b )  topiladiki, C(c;/(c)) nuqtada funksiya 
grafigiga o'tkazilgan urinma Aß kesuvchiga parallel boiadi (7-shakl).

(3.1) tenglikdan

m - f { a )  = fXc)(b-a) (3.3)

kelib chiqadi. Bu formulaga L agran j fo rm u la s i  yoki ch ek li a y irm a la r  
fo rm u la s  i deyiladi.

Agar a= x, 6 = x + Ax desak. bu formulani

/(x + Ax) -  f ix )  = f ' ( c )  Ax (3.4)

koi'inishda yozish mumkin.
c e ( a ; b ) boigani uchun c  = a+ 9(b -  a), O<0<1, deyish mumkin.

U holda (3.4) tenglik
f ( x  + Ax)- /(x) = /'(x+0Ax)Ax

ko'rinishni oladi.
Langranj teoremasi yordamida Ay ^ d y  taqribiy tenglikning 

aniqligini baholash mumkin. Buning uchun /(x) funksiya ikkinchi
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tartibli uzluksiz f*(x) hosilaga ega boisin deb, topamiz:

Ay - d y =(/(x -f A x)- /(*)) -  f\x )dx  = f \ c )  Ax -  f(x )A x -  1  

f ’pfyA *-  f(p \ ){ c—x)Ax, bu yerda c, e  (c;x).

Demak, Ay — dy = f ( c .  Xe—x)Ax. M= maxj/"(x)| boisin.

|c-*j<Ax va /"(cJ^A/tengsizliklami hisobga olib, topamiz: 

\Ay-d)\<,M\Ax\2.

Lagranj teoremasidan quyidagi natijaiar kelib chiqadi.
1-natija. Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga leni 

boisa, funksiya shu intervalda o‘zgarmas boiadi.
2-natija. Agar biror intervalda ikkita funksiya teng hosilalarga ega 

boisa, funksiyalar bir-biridan o‘zgarmas qo'shiluvchiga farq qiladi.
2-misol. arcsinx + arccosx =—, xe[-l;l] ekanini isbotlang.

Yechish. /(x) = arcsin x+arccos x debolsak, (-1;1) oraliqda

*  1 l
f W =-fr=T—7 f= f=0- Ü *Jl~ x V l-x

U holda 1-natijaga ko‘ra, /(x)=C, ya’ni arcsinx+arccosx = C . C 
ning qiymatini topish uchun x ga (-1;1) intervaldagi qiymatlardan

birini, masalan, x = 0. ni qo‘yamiz: arcsin0+arccos0=C yoki — = C,
Bundan

Jlarcsmx + arccos x=—.
2

5.3.4. Koshi teoremasi

4-teorema (Koshi teoremasi). /(x) va g(x) funksiyalar [a,b] 
kesraada aniqlangan va uzluksiz boisin. Agar funksiyalar (a;b) 
intervalda differensiallanuvchi va Vxe(a:b) uchun g'(x) * 0 
boisa, u holda shunday ce(a-,b) nuqta topiladi va

m - m _ n c )
g ( b ) - g { a )  g ' ( c )

boiadi.
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hlwll Tcoremaning g'(x) * 0 shartiga ko‘ra, (3.5) tenglik ma’noga 
||A Imi ll'ilü uchun g(h)*g(a) boiishi kerak. f(x) va g(x) 

ushbu

n*) = / W - №  -  W - f t o  ■ (g(x) -  g(a)) g(b)-g(a)
(Uitloilvillll luzamiz. Bu ñinksiya [a\b] kesmada aniqlangan, uzluksiz va 
tu M inlorvalda hosilagaega.

Itundan tashqari,

F’M  = / '(*)- ■ g'(x), F(a) = F(b) = 0.g(b)-g(a)
Dcniak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 

tHiumi lantiradi va biror c e (a\b) nuqta uchun F'(c)=0, ya’ni

lio* Indi. 
Blindan

g{b)~gíá)

m - f i a )  f \ c )
g(b)-g(a) g\c)'

5.3.5. Lopital teoremasi

/ Q
5-teorema — ko’ rinishdagi aniqmasliklarni ochishning Lopital qoidasi I.

x0 nuqtaning biror atrofida f{x) va g(x) fiinksiyalar uzluksiz, differen- 
siallanuvchi va g'(*) *0  boisin. Agar lim /(x) = 0, lim g(x)=0 va

lim -  — = k (chekli yoki cheksiz) limit mavjud boisa, u holda g\x)

g(x) g\x)
(3.6)

boiadi.
Isboti. f(x) va g(x) íunksiyalar uchun x0 nuqtaning biror atrofida 

yotuvchi [.x0;x] kesmada Koshi teoremasini qoilaymiz.
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Bunda
/ (* ) -/ & )  A c )
g ( * ) - g ( * o )  g ' ( c )  ’

f (x o)  = g(*o) = 0

hisobga olinsa.
f(x) = f'(c)
g (x )  g'(c)

hosil boiadi, bu yerda с  nuqta x va x0 nuqtalar orasida yol uv« III 
biror son.

da с ham x0 ga intiladi.
(3.7) tenglikda limitga o‘tamiz:

Izohlar: 1. 1-teorema /(*) va g(x) funksiyallar x=x0 da 
aniqlanmagan, ammo lim f(x )=Ova lim g(x)= 0 boiganda ham o‘rinli

bo‘ladi. Bunda /(x0)=lim f ix ) =0 va g(x0)=lim g(x) =0 deb olish
*~*Ъ *~txo

yetarli.

2 .1 -teorema x —>ao da ham o‘rinli bo‘ladi. Haqiqatan ham, x=—
2

deb, topamiz:

3. f(x )  va g'(x) funksiyalar 1-teoremaning shartlarini 
qanoatlantirsa, teorema takror qo‘llanishi mumkin:

g(x ) g ' ( c )

g\X)

Shu sababli

f ' ( c )= к ekanidan lim = к .
*+*> g ( с)

g(x ) х->ъ  g ’(x)

g (x )  *-«, g '(x ) g ”(x)
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» iii/vn/ llm - — limitni  toping.
*»i e‘ —e

I \ whisk /(x)=x2 -1 + lnx, g(x)=ex -e  funksiyalar x = l  nuqta

iii .ii lii miiqlangan. lim /(x) = lim g(x) = 0, ya ’ni -  ko‘rinishdagi 
*-*l ,*-»1 0

BMiMiHMllk berilgan.
II Iwldu 1 -teoremaga ko'ra,

2x+—fix) „ /'(x) .. v 3l i m = lira ■ f- -  = lim---- -£ »•- i  ’
g(x) m! g  (x) e* e

■utilk .

x ^ l+ In x  3 lim -------------=—.

* ko(rinishdagi aniqmasliklarni ochish haqidagi teoremani isbotsiz 

lull Iriuniz.
6-lcorexna [ — ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochishning Lopital qoidasi I.

#„ nuqtaning biror atrofida /(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz, 
dlllc rcnsialianuvchi va g'C*)*® boMsin. Agar lim /(x) = lim g(x) = *>

bo*lib. lim limit mavjud bo‘lsa, u holda 
g  W

iim
*-**<• g(x) *-»*c g(x)

bo‘ ladi.
lim . . —— limitni toping.
r-*a ln(e* -  e )

ln(x-fl) x - a  i- ex-e" (0
i-*° ln(e* -e") voo J *-»« ex e*(x -  a) vO

e* —e"

e* 1 1 1 .lim -------------- - = lim ----------- =------------=------ =1.
*-« ei(x-a) + e l + (x -a )  1 + (a-a) 1 + 0
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Q QQ
-  va — ko‘rinishdagi aniqmasliklarga asosiy aniqmii JiMnf0 oo

deyiladi.
0- oo yoki oo-oo ko'rinishdagi aniqmasliklar algebra M 

almashtirishlar yordamida asosiy aniqmasliklarga keltiriladi.
0°, co° yoki 1" ko‘rinishdagi aniqmasliklar

f(x)^  ~ eg(xyinf'*j

formula yordamida O-oo aniqmaslikka keltiriladi.

5- misol. lira*3 lnx limitni toping.

I
Yechish. iim*3 Inx=(0 • oo)=lim-r"—f—{=lim—̂ ~r~~ “-limx1»  0.*-»0 r-fO I ĉo J *-*0  ̂ I 3 T’+0

x3 x4

6-misol. Iim0--c/gxj Ijjnitni toping.

Yechish. U m fl-c/J = (o o -o o )= lim f^ ^ ^ )= f2)= m m  ) xsmx i  voj

e_>0 sin X + X COS AT *~>0 sinx-f-xcosx VO

.. sinx+xcosx 0  „
=  l im --------------— — -------------= — -  0 .*'>0 cosx+cosx -  xsin x 2

7-misol. lim x**x limitai toping.r->0

on In
Yechish. limx“ * = (0°) = = e “* =

*-*0 * .»0

-lim-̂ br «I1*T7~ -lirarrrr -nm*«1™) „ ,= e  ™ * = e  ~e  ss =e° =1.

№

5.3.6. Teylor teoremasi

7-teorema (Teylor teoremasi). f(x) funksiya xg nuqtaning biror 
atrofida aniqlangan boiib, bu atrofda (w+i)-tartibligacha hosilalarga 
egava /("tl1(x) hosila x0 nuqtada uzluksiz boisin.
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/ ( • * ) h* u + -*„)2+-+

H  <3 * >

PpH'lnill. hunda c=xo+0(x-xft), O<0<1.
(18) tonglikka Teylor formidasi deyiladi. 
hluill. Awal

f  I >. Jf„ ) •  / k )  + ~ ^ ( X  -  *„) + £ M ( *  -  X.f + ... ± -  x j  ,
I! 2! ni

K>Áx) = f(x) -  <p(x>xo)
Mullnshlar kiritamiz.

Dunda biror c son uchun R Ax) = ̂  ^ {x-x0)"*' boiishi
(«+1)!

|»i»*r̂ atilsa, teorema isbot bo‘ladi.
Ivndi xn nuqtaning atrofida x  ( x > x 0 bo‘lsin) nuqtani tanlaymiz va 

| v,¡x) kesmada

F(t)=/(*)-(p(x,f) -  fe ' ® í e[x„;xl

yordamchi funksiyani tanlaymiz.
F (t)  ftmksiya [x0;x] kesmada usluksiz va difíerensiallanuvchi va

• n o = - f x t ) + ^ - ^ ( x - , )+^ 2 ( * - t ) - m {x_ t f +...+ 

+£^H^x. tr ¡  _ C ^ L\(x- t r +£ ± iX ír £ g g!w =

=- M (I_0. +í i ± M t i í ) .  (39)
ni (x—x0)

í =jc„ da
F ( x o ) = / ( * ) -  ? ( * ,  x0) -  R, +I ( * )  =  J y  (a :) -  RnM (x)  = o ;

i = x  da

(I linlitn

m =/(*)- f(x)- - x) - . . . - £ ^ - { x - xy -
1! ni ( x - x j « = 0.
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Demak, F(t) fimksiya [x0;x] kesmada Roll teoremasining tom It* 
shartlarini qanoatlantiradi. U holda shunday с  (x0<c <x) nuqta topi hull 
va F'{c) -  0 boiadi.

(3.9) tenglikka ko‘ra,

- £ ! % - C). + 0 't№ r « r ^ iW .o.
л! (x

Bundan

R  (x) -  ——— (x -  x0Y*'.”+l ' (и + l)! 0/

q > ( x , x I

ko'phadga и-tartibli Teylor ko ‘phadi,

R^ (x) = £- -Ф (х -  x0Ÿ*’ 
n+l ~ (и  +1)! 0/

funksiyaga Teylor form ulating Lagranj ко ‘rin ishdagi qoldiq hadl 
deyiladi.

л -O da Teylor formulasidan /(x)=/(x0)+/'(c)(x-x0) yoki 
/ (x)- /(x0) = f\ c){x -xQ) tenglik, ya’ni Lagranj formulasi kelib chiqadi. 
Demak, Lagranj formulasi Teylor formulasining xususiy holi boiadi. j 

x0 = 0 da Teylor formulasining xususiy hollaridan yana biri

/ (x )=/(0) + — x +.. .  + - -  x” + ••■•+ =J — - f о < с  < 1 
1! л! (и+1)!

hosil boiadi.
Bu formulaga Makloren fo rm u la si deyiladi.

Ayrim funksiyalaming Makloren formulasiga yoyilmasini 
keltiramiz:



Vu  ius.ui, fi = m  da

0  ♦ , y  » 1 4 -  —X 4 - % ^  - ,
U 21 ( m—1)'. *  +*".

\ n im ulalardan ba’züartning isbotmi keltiramiz.
1 , / (* )* •*  bo'lsin .

ho\dft
A * )  = f (x)  = f ( x ) =...= /<•*» (X) =e. _

/ (0)=  /40 )= /4o)=...=/"“1>(o)=i.

Mukloren formulasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

, , . i  . i 1 *■ «»'e =\-t— t-----K.H---- 1-____ *«*>
V. 21 n! ( и +1)1 ' 0 1 0 )

2. / ( i )  = s in j bo‘lsin.

U Wolda
10, n jufl ba'lsa,

loq bo'lsa.
( it\ ( n\ Í0’ " № 1/ “4 * ) = sini x + n — l  / (0)=sinl n —1=1 
\  2 /  ^ 2J

H un d an
! » - l  X1*'2

X* Xs X1 , , ,  + ( -1 )” s i n d - -----------.
l  a ' l l  (2П-1)! (2"+2>!

4 . / ( x )  = ( l + x )‘  bo'lsin . 

u  holda 1N

/<*’ (0) = m («-l)" (m



* m m(n+1)!

Teylor formulasi funksiyalar qiymatlari va liraitlarmi IwiijMH 
aniqlikda hisoblash imkonini beradi. Masalan, 
f(x) fimksiyaning x=a nuqtadagi qiymatini 
xatoligi s  dan katta boMmagan aniqlikda 
hisoblash uchun Teylor ko‘phadini shunday 
к darajasigacha olinadiki, bunda к son 
|Д,(аг)|<£ tengsizlikni qanoatilaniradigan 
n laming eng kichigi qilib tanlanadi.

8- misol e sonini 0,001 aniqlikda hisoblang.
Yechish. f(x)-e* funksiyani qaraymiz.

Shartga ko‘ra, x = a=l, s = 0,001.
(3.10) formulaga binoan n ning

(1) =—-— <g = 0,001 shartni qanoatlantiruvchi
(л+l)! ,

n = 6, bunda 0<e<l.

Demak,
t 1 4 , 1 . , 1 £*1 + — + — + —- + ... + ——

1! 2! 3! 6!

= 2 + 0,5 + 0,16667 + 0,04167 + 0,00833 + 0,00139 = 2,718.

Shukabi e sonining istalgan aniqlikdagi qiymatlari j  advalin i 
topish mumkin.

5.3.7. Mashqlar

1. Funksiya uchun berilgan kesmada Roll teoremasi o'rinli bo‘!ishini 
tekshiring. Agar o‘rinli bo‘lsa, teoremadagi с ning tegishli qiymatini toping:

\jr 1
1) f (x )  = 4x-x* +5, [0;21; 2) /(x) = sin2x, ĵ —;?rj;

3) /(*)=2 - Й \  [-Щ  4) f(x ) = 3-| x j, [-2,2].

2. Funksiya uchun berilgan kesmada Lagranj formulasidagi с ning 
tegishli qiymatini toping:

1) /(*)= -x+l, 1Ш 2) f(x)=e* [0Д];
3)/(x)=lnx} fte]; 4) /(х) = хг—6x+l, [0-Д].

1 n 1

r 1.0000000000Л У
1 2.000000000000Q
2 2.50000000000M
3 2.6666666666м f
4 2.7083333:ш 3||
5 2.7166666666Ш
6 2.71805555535Я
7 2.7182539682-''Ш
8 2.71827876984 II

9 2.71828152557.13
1 10 2.718281801 МЛ4

eng kichik qiymati
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* Mirilgnn fimksiya grafigining urinmasi AB vatarga parallel bo‘ Igan 
Hjl*»ltil loping:

• u . A(-2-2), B(l;4); 2) /(*) = Vx+T, Л(0;1), B(3]2).

I I unksíyalar uchun berilgan kesmada Koshi formulasini yozing va bu 
l|U|llililll|.i,l с  Hing tegishli qiymatini toping:

lln 2x, g(x) = co s 2.x, 0 ;— ; 2) f(x)=x* —3, g(x)=x3+2, {ОД.

A, I 'unksiyaning o‘zgarmas boMishlik alomatidan foydalanib, quyidagilami
Pèlling:

[-7C—2arctgx, x<— 1,
J - jj*

■ ■ M O I  - -  = 2 a r c t g x .  0  < * < + « > ;l+x
2 )arcsin ———r  = { 2arctgx, - l^ x <  1, 

1+* «  - ,{ —it—2arctgx, .*2:1.

6. Loopital qoidasidan foydalanib, limitlarni toping:

■ fin ях
I ) Hin —-----;

Я  *■*' In X
2) limr-*0

X -arctgx _

1) Km

3) lim

In Ig2x 
In sin X

log, X

7) lim e ' .....
»-*0 Sin *

A\ 1- ,nJC.4) lim----- ;*-+*°ctgx

6) lim
n -2arctgx

' lnH )
lncos(3x2 -л)

8) lim . _ 
*-♦0 sin 2*

9) limac/g—;*-*« X

11) lim (sec л - Igx);

10) lim(l-e**)cfgx;

1 2 ) l im f - ------— \*-*o'4x arctgx )

13) lim (tc- 2 x )° 14) lim jc

15) lim 2 - -
■ Щ . 3

16) lim (COS3*)’

17) lim(fgx)1"'1 18) lim (дг+З-х)*
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7. Ko‘phadni (x—jc0) ning darajasi bo‘yicha yoying:

I) P{x)=x> +5x2 — 3x+1, xq = —2; 2) P(x)=x* —2x3 + 5x-6, xa »2  ’

8. Funksiyaning berilgan nuqtada uchinchi tartibli Teylor forroulasinl j 
yozing:

I) /(*) = Vl+JC, x0 = 3; 2) f ( x) = x0 = -2.x

9. Funksiyaiarni Makloren formulasi yordamida jcning darajalari bo’yloln 
yoying:

1) f (x ) =xe‘ , 2) f (x )  = chx.

10. Berilganlarni 0,001 aniqlikda hisoblang:
1) sin36°; 2) cos32° ;

3) lie-, 4) lg 10,09.

11. Limitlarni Makloren formulasi yordamida toping:
, x2

COSJC—H -----. \ !• x-sinx -v» r 21) bm------------ r ; 2) lim------ ; ;
'0 M° *

3) ; > 4)

5.4. FUNKSIYA1LARNI HOSILALAR 
YORDAMIDA TEKSHIRISH

Differensial hisobning tatbiqlaridan biri funksiyaiarni tekshirish va 
grafigini chizishga hosilaning qoilanilishi hisoblanadi. Quyida bu 
tatbiqlami ifodalovchi teoremalarni keltiram iz.

5.4.1. Funksiyaning monotonlik shartlari

1-teorema {funksiya monoton bo‘lishining zaruriy sharti). Agar 
(a\b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya shu intervalda 
o‘suvchi (kamayuvchi) boisa, u holda Vxefab) da

f ( x ) > 0  0 » s o )

boiadi. > *
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hlwll J\x) funksiya (cr,b) intervalda o‘suvchi bo‘lsin. (a;b) 
■PüVnIiiIiik Ixtiyoriy x va x + Ax nuqtalarini olamiz.

|i liolil» Ax>0 bo‘lsa, /(x+Ax)>/(x) va Ax<0 bo‘lsa, 
1 /1« • A»H /(x) bo‘ladi.

Ikluiln holda ham

f(x+ A x)-f(x)^Q
Ax

I i'Orcmaning shartiga ko‘ra /(x) funksiya (a;b) intervalda 
tllllirciiKiHllanuvchi.

Shu sababli

/ 'W = iim/ ( i± M r Z W £o.A*-*° Ax

f(x) funksiya (a;b) intervalda kamayuvchi bo‘ lganda teorema shu 
knhl Isbotlanadi.

Bu teorema ushbu geometrik talqinga ega: biror intervalda 
differensiallanuvchi bo‘ lgan o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya grafigiga 
o'tkazilgan urinmalar Ox o‘qning musbat yo‘nalishi bilan o‘tkir 
(o‘tmas) burchak tashkil qiladi yoki ayrim nuqtalarda Ox o‘qiga parallel 
boiadi (8-shakl) ((9-shakl)).

2-teorema {funksiya monoton bo'lishining yetarli sharti). Agar 
(a;b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya uchun Vxe (a;6) da 
f'(x) > 0 (/'(x) < 0) bo‘lsa, /(x) funksiya (a;b) intervalda o‘sadi 
(kamayadi).
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Isboti. {cr,b) intervalda / '(*)> 0 bo‘ lsin. Vxltx2e(a ;b ), \\<M 
nuqtalami olamiz.

f(x) funksiya uchun [x , ,x j kesmada Lagranj teoremasining 
shratlari bajariladi. Shu sababli Lagranj formulasiga binoan, b ird  
'éëÇx̂ xQ da f(x2) -/ (x ,| -  f{c%x2- x ,)  bo'ladi.

Teoremaning shartiga ko‘ra, Vxe(a;b) da f'(x) > 0 , shu jumladam 
ce (x ,,x 2) da /'(c) > 0. x2 -x t >0 va shuning uchun /'(c)(x2 — 0.] 
Bundan /(x2) -/ (x ,)> 0 yoki /(x2)> /(x ,). Shunday qilib, / (x) funksiyftl 
Vxe(a;b) da o‘sadi.

f ' ( x) < 0 bo‘ lganda teorema shukabi isbotlanadi.
Eslatmalar. 1. Funksiya o‘suvchi va kamayuvchi boMgaffl 

intervallarga funksiyaning monotonlik intervallari deyiladi.
2. (a;b) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi) va [a;5] kesmada 

uzluksiz boegan /(x) funksiya [a,b] kesmada o‘suvchi (kamayuvchi) 
bo‘ ladi.

1- misol. f{x) -  x3 -  12Ä+ 5 funksiyaning monotonlik in tervailarin il 
toping.

Yechish. D (f) = R, f'(x )=3x2 -12  =3(x: -  4 ). U holda: f  i x )  > 0 dan 
x2 -4 > 0  yoki |xj>2; / '(x )< 0dan  x2-4 < 0  yoki | x |< 2.

Demak, /(x) funksiya (-co;-2) u ( 2 ;+qo) intervalda o‘sadi, (-2;2)1 
intervalda kamayadi.

5.4.2. Fnnksiyaning ekstremumlari

1-ta’rif. Agar x0 nuqtaning shunday 5 atrofi topilsa va bu 
atrofhing barcha x*x0 nuqtalarida /(x) < /(x0) (/(x)> /(x0)} tengsizlik 
bajarilsa, x0 nuqtaga f ix )  fimksiyaning q a t’iy lokal maksimumiqat’iy 
lokal minimum) nuqtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga ekstremum  
nuqtalar deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi qiymati 
funksiyaning ekstremumi deb ataladi.

Ekstremum tushunchasi funksiya aniqlanish sohasining biror 
atrofi bilan bog‘ liq. Shu sababli funksiya ekstremumga aniqlanish 
sohasining faqat ichki nuqtalarida erishadi. Shu bilan birga, 
funksiya o ‘zining aniqlanish sohasida bir nechta minimumga» ÿoki



crishishi va bunda maksimumlardan ayrimlari qandaydir 
Ki)|l!lllllli(liin kichik boiishi mumkin (Í 0-shakl).

\ liMii ciiia (ekstremum m av jud  b o  ‘li sh ining zaruriy sharti).  Agar
I mu 11 in In il¡ Herensi alian uvchi fix )  funksiya shu nuqtada ekstremumga 

HA I*" Uh, uholda f'{xo)=0 bo iad i.
hholl.  x0 nuqta f i x )  funksiyaning ekstremum nuqtasi bo‘lsin. U 

hi.I.lM ghunday (x0-<5,x0+<5)
IWImnl I op i lad i va bu intervalda 
/(VI Imiksiya o‘zining eng katta 
inl i i n}.', kichik qiymatiga ega
Imiildi.

(1 holda Ferma teoremasiga 
M'f#. /'(*(.) = 0 bo iad i.

Bu teorema quyidagicha 
||Vuiiiclrik talqinga ega. Agar x 
flllCjtn f i x )  funksiyaning
• kit rein um nuqtasi b o isa  
(miiMilun, 10-shaklda xx nuqta),
Itmksiya grafígiga shu nuqtada urinma o‘tkazish mumkin va bu urinma
Or o(qiga parallel bo iad i.

Izohlar. 1. f (x )  funksiya xQ 
illlicrensiallanuvchi boim aganida ham, 
mumkin. Masaian, uzluksiz y  =j x|
Ainksiya x-Q  nuqtada hosilaga ega 
omas, ammo x = 0 minimum nuqta 
(ll-sh ak i).

Shunday qilib, f ix )  funksiya x0 
nuqtada ekstremumga ega b o isa , bu 
nuqtada /'(■*) hosila noiga teng yoki 
mavjud bo‘ lmaydi.

f\x )  hosilasi nolga teng boigan  
yoki mavjud boim agan  nuqtaga 
birinchi tur kritik nuqta  deyiladi.

2. Hamma birinchi tur kritik nuqta ham ekstremum nuqta 
boiaverm aydi. Masaian, f (x )  =;c" funksiya uchun x = 0 da 
f i x )  = 3x2=0. Demak, x - 0  birinchi tur kritik nuqta, ammo u 
ekstremum nuqta emas (12-shakl).

nuqtada uzluksiz bo iib , 
ekstremumga ega b o iish i

o

11 -shakl.



11J ,
f°

I

4-teorema {ekstremum mavjud bo ‘lishinm g yeta rli shard), A|*-J 
f ( x )  funksiya x0 birinchi tur kritik nuqtaning biror 3 a (id litis 
differensiallanuvchi b o iib , x  nuqta x0 nuqtadan chapdan Ci'ffflH 
o‘tganida f ' ( x )  hosila: ishorasini musbatdan manfiyga o‘zgarlirHil fl 
nuqta maksimum nuqta b o iad i; manfiydan musbatga o ‘zgartirsa 
x0 nuqta minimum nuqta bo iad i.

Isboti. x0 — birinchi tur kritik nuqta, 
x g (x„ — S;x0) da f\ x )> 0 va x e(x 0,x0+S) da 
/'(x)<0 boisin. U holda 1-teoremaga ko‘ra, 
funksiya (x0 -<5;x0) intervalda o‘sadi va 
(x0;x0+S) intervalda kamayadi. Demak, f ix )  
funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati uning 
Vxe(x0-5\x0 + <5) nuqtadagi qiymatidan katta 
bo‘ ladi, ya’ni f ix )  funksiya x0 nuqtada 
maksimumga erishadi. 12-shakl I

xe(xt -5 ;x0) da f i x )  <0 va x e.ixB,x0 +S) 
da f '(x ) > 0 boigan hoi uchui?teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. Agar ?c nuqta *0 nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tganidn 
ishorasini o‘zgartirmasa x0 nuqtada ekstremum mavjud bo‘ lmaydi. < 

Funksiyani ekstremumga tekshirish -  bu funksiyaning barcha 
ekstremumlarini topish demakdir. Ekstremum mavjud boiishin ing 
zaruriy va yetarli shartlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishninj* 
quyidagi qoidasi kelib chiqadi:

r .  y -  f ix )  funksiyaning birinchi tur kritik nuqtalari topiladi;
2°. Bu nuqtalardan funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishji 

bo igan lari tanlanadi;
3°. tanlangan nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tishda f'{x) hosilaning 

ishorasi tekshiriladi;
4°. 4- teoremaga asosan funksiyalaming ekstremum nuqtalari 

(agar ular bor b o isa ) aniqlanadi va funksiyaning bu nuqtalardagi 
qiymatlari hisoblanadi.

2- misol. f(x)=\[x* —  funksiyaning ekstremumlarini toping. 

Yech ish  Ravshanki,

3-V* 3 3 IJx
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Iltnllii », -  0 nuqtada mavjud emas va x2 = 8 nuqtada nolga teng. Bu 
■ H li IMM11iilitr berilgan funksiyaning aniqlanish sohasini uchta
I t  |l|, ill,«), (8;+oo)
MM> i < •ll.ii/Mi ajratadi.
fffMllMlilng 11 nr bir birinchi 

kritik nuqtadan
> j"i|iilllll o 'ngga o‘tishdagi 13-shakl.
hliMMiliuiul chizmada
* InliiMiii/ (13-shakl). Bunda strelkalar funksiyaning tegishli 
Hili i v ultlii o‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.

Ditmak, x,=0 — minimum nuqta, y aia= f(0)=0 va xt = 8—
4

Itllkdlmum nuqta, y ^  = /(8) = - .

I'unksiyaning eng katta va eng kichik qiymatini topish matematika, 
ll/ilui, kiinyo, iqtisodiyot va boshqa fanlaming ko‘plab masalalarini 
s >ihI’ilulti keng qo ilan ilad i. M asalan: minimal xarajat sarflab yukni 
liinliifih haqidagi transport masalasi, maksimal daromad olish maqsadida 
Iftliliih chiqarishni tashkil etish m asalasi, eng katta va eng kichik 
(|lynuitlami izlash usullarini takomillashtirish va rivojlantirishga olib 
kdluvchi optimal yechim lami izlash haqidagi boshqa masalalar. Bunday 
iiinsalalarni yechish bilan matematikaning maxsus b o iim i — chiziqli 
programmalashtirish shug'ullanadi.

Biz soddaroq masalalardan birini ko‘rib chiqarniz.
3-misol. Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning 

burchaklaridan bir x il o icham li kvadratlar kesib olingan va usti ochiq 
quti yasalgan. Qutining sig‘ imi eng katta bo(lishi uchun tomoni necha 
uzunlik birligiga teng kvadratlar kesilishi kerak?

Yechish. Kesib olinadigan kvadratlaming tomoni x bo‘ lsin.
U holda qutining asosi 12-2 x  va balandligi x ga teng boiadi.

Qutining hajmini topamiz:

V(x) = x(12 -  2x f  = 144x -  48x2 +4x\ x e  [0;6].
Bu funksiyaning maksimumini aniqlaymiz.

V'(x) = 144—96x+12x2 =12(2 -  x)(6 -  x) 
hosila x=2 da ishorasini musbatdan manfiyga almashtiradi, y a ’ni 
x = 2 maksimum nuqta bo‘ ladi.

Demak, kesib olinadigan kvadratlar tomoni x - 2  {uzJb) , bunda 
V{2) = 128 {kubb).
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5.4.3. Kesmada uzluksiz funksiyanmg 
eng katta va eng kichik qiym atlari

y  = f(x) fiinksiya [a-,b\ kesmada uzluksiz b o is in . U ItttMfl 
Veershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, fiinksiya bu Rvnimm|| 
o‘zining eng katta va eng kichik qiym atlariga ega boim ll litt 
qiymatlarga fiinksiya yoki ekstremum nuqtalarda yoki [a\b] kcMnttnlH§ 
chetki nuqtalarida erishadi.

Bundan [a\b] kesmada uzluksiz y  = fix )  funksiyaning eng kiillu VI 
eng kichik qiymatlarini topishning quyidagi qoidasi kelib chiqadi:

1*. • y  = f{x) funksiyaning (a;6) intervaldagi birinchi tur kritik 
nuqtalari topiladi;

2°. funksiyaning topilgan kritik nuqtalardagi va [a-,b\ kesmanlnu 
chetki nuqtalaridagi qiymatlari hisoblanadi;

3°. hisoblangan qiymatlar orasidan eng kattasi va eng kichigl 
tanlanadi.

Izohlar. 1. Agar y  = fix )  fiinksiya [a;6] kesmada faqat bitta krillk 
nuqtaga ega bo‘ lib, u maksimum (minimum) nuqta b o isa , bu nuqtadu 
funksiya o 'zining eng kStta (eng kichik) qiymatiga ega boimii, 
y a ’ni max/(x) = /(x0) (m in/(x) = / (x .)) bo iad i.

2. Agar y  = fix )  fiinksiya [a,b\ kesmada kritik nuqtaga ega 
boim asa, bu funksiyaning kesmada monoton o'sishini yoki monoton 
kamayishini bildiradi. Bunda y = f(x)  funksiya [a\b] kesmadagi eng 
katta va eng kichik qiymatlariga kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

4 - misol. y —x3-  3x funksiyaning [0,2] kesmada eng katta va 
eng kichik qiymatlarini toping.

Yechish.
Y. f\x)=3x2 - 3  = 0 dan x, = -1, x2 = 1, x2 e  [0,2];
2°- /(l)=-2, /(0)=0, /(2)=2;

3°- 5 g / ( x) =/(2) = 2'' = /(*) = “2-

5.4.4. Funksiya grafigining botiqligi, 
qavariqligi va egilish nuqtalari

y — f (x) fiinksiya (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo isin . 
Uholda y = f(x) funksiya grafigining VA/(x;/(x», xe{a,b) nuqtada
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!1Нн'н<н1 iinivjud bo‘ ladi.
I li 'r lf . Agar (a;b) intervalda y  = fix )  funksiyaning grafigi unga 

UH» •> м1п»иц ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan urinmadan yuqorida 
||i>i«liln) yotsa, funksiya g ra fig i (a,b)intervalda botiq {qavariq)
t i l l e d  l( 14-shakl).

hmksiya grafígming botiq 
HHllllil i|nvariq qismidan ajratuvchi У 
H ¡/ (ü ))  nuqta funksiya

Isboti. Vxe(a;b) da f ( x )  < 0 bo‘lsin. Funksiya grafigida x0 e(a;b) 
Abieissali ixtiyoriy M nuqta olamiz (15-shakl). Funksiyaning grafigi bu 
urunmadan pastdayotishini ko'rsatamiz. Buning uchun xe(a;b) nuqtada 
y * f(x) egri chiziqning y  ordinatasi bilan urunmaning yar ordinatasini 
lolishtiramiz.

Urunma tenglamasi y>

¡hdt^ ln ing egilish  nuqtasi deb 
Nlilltull

>> = /(*)

hinksiya (a\b) intervalda ikkinchi A

ilu / '(*)<0 (/"(*) >0) bo‘ lsa, u ~q —̂
Milihli hosilaga ega va \/xe(a\b)

с b X
In«Klil .»'*= f(x ) funksiya grafigi (a;b) 
Intervalda qavariq (botiq) bo'ladi. 14-shakl.

'~~7\f\ У -  /(■*)

Lagranj teoremasiga ko‘ra 
A * ) - /(*<,) = /'(<0(*--*<,)> bu yerda ¡ ¡
с  nuqta x0 bilan x ning orasida ~o—a*" 
yotadi.

X b x

Shu sababli 15-shakl.

yoki
y - y „ =  (f\ c ) -  f (  xa))(x -x 0).
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f'{c) -  f'(xv) ayirmaga Lagranj teoremasini takror qoilaymiz:
/ '(c )-  f'(xQ)=/"(c^x-x^), bu yerda c, nuqta c  bilan xv ning oriiNidA 
yotadi. Demak, y - y „ =  / '(c ,)(c -  *„)(* -  x0).

Bu tengsizlikni tekshiramiz:
1) agar x>x„ boisa, u holda x -x 0 >0, c - x 0 >0 boiadi VA 

f \ c x)< 0;
2) agar x<x0 boisa, u holda x -x g <0, c - x 0 <0 boiadi VA 

f ' ( c y)< 0 .
Har ikkala holda ham y - y v  = /"(c,)(c- x0)(x-x Q)<0, y a ’ni y< yt,l\
Demak. Vxe(a;b) da urunmaning ordinatasi funksiya grafiginiug 

ordinatasidan katta boiadi va (a;b) intervalda funksiya grafigi qavariq.
f"(x) > 0 da funksiya grafigi botiq boiishi shu kabi isbotlanadi.
Funksiya grafigining egilish nuqtasini topish quyidagi teoremalargn 

asoslanadi.
6-teorema (egilish  nuqta mavjud bo ‘lishin ing zaruriy sharti). Agar 

y= f(x )  funksiya (a;b) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ego 
va M(x0;f(x a)) nuqta funksrya grafigining egilish nuqtasi boisa, u 
holda f ( x 0)=0 bpiadi.

Isboti. Teskarisini faraz qilamiz: f*(xa) * 0, aniqlik uchun f\ x 0)>Qf, 
x0 nuqtaning biror atrofida f(x )> 0  boisin. U holda 5-teoremag®; 
ko‘ra, funksiya grafigi bu atrofda botiq boiadi. Bu x0 nuqta egilish 
nuqtaning abssissasi boiadi mulohazasiga zid. Demak, qilingan faraz 
noto‘g ‘ri va f"(x) = 0.

f"(x) = 0 boiadigan nuqtalaming hammasi ham funksiya grafigining 
egilish nuqtasi boiavermaydi. Masalan, f(x ) = x* funksiya grafigining 
M(0;0) nuqtasi egilish nuqta emas, ammo x = Oda f ’(x) = Ylx2 = 0.

Demak, f ( x o) = 0 shart egilish nuqta mavjud boiishining zaruriy 
sharti boiadi.

7-teorema (eg ilish  nuqta mavjud bo'lish ining y eta rli sharti) 
y =f(x ) fimksiya x0 nuqtaning biror 5 atrofida ikkinchi tartibli hosilaga 
ega boisin. Agar <5 atrofning *0 nuqtadan chap va o‘ng qismlarida 
f"(x) hosila har xil ishoraga ega boisa, u holda M(x0;f(x 0)) nuqta 
funksiya grafigining egilish nuqtasi boiadi.

Isboti. x e (x0 - S; x0) da f ”(x) > 0 va x e (x0 ,x0 +8) da f ( x )  < 0 
boisin. U holda 5-teoremaga ko‘ra, x0 nuqtadan chapda funksiya
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ftttlltil botlq va o‘ngda qavariq boiadi. Demak, A/(x0;/(x0)) nuqta 
limit ..lyii urufigining egiiish nuqtasi boiadi.

«• (.vn-<5;xn) da /'(x)<0 va  xe (xa,x# +S) da /'(x)>0 boigan  hoi 
Icorcma shu kabi isbotlanadi.

It,th. y  = /(x) fiinksiya xQ nuqtaning biror 5 atrofida ikkinchi 
Imlll'll hosilaga ega boiib, uning /'(x0) hosilasi mavjud boimaganida 
I,,ii,i owlish nuqtaga ega boiishi mumkin. Shu sababli egiiish nuqtalami 
lUlnchi tartibli hosila nolga teng boigan yoki uzilishga ega boigan 
tiiii|iillnrdan izlash kerak boiadi.

/•(*) hosilasi nolga teng boigan yoki mavjud boimagan nuqtaga 
Ikk in ch i tur kritik nuqta deyiladi.

5- misol. y= -----r  fiinksiya grafigini botiqva qavariq I ikka
1 -x

toltihiring.
Yechish. D(/)=(-oo*-l)u(-l;l)u(l;oo).

f ( x  V x ’ + l  . _ (  X2 +\  V 2x(x2 + 3) 
( l - x 2)3 '

Ikkinchi tartibli hosila x2 = 0 nuqtada nolga teng va x, =-1, x, = 1 
nuqtalarda mavjud emas.

f ( x )  hosilaning ishorasin i oraliqlar usuli bi lan tekshiramiz:
Demak, fimksiyaning grafigi (—1;0) va (1;°°) intervallarda 

qavariq, (—oo;—1) va (0;1) 
intervallarda botiq boiadi.
0 (0-0) nuqta fiinksiya _ 
grafigining egiiish nuqtasi _1 0 1
boiadi.

5.4.5. Funksiya grafigining asimptotalari

Egri chiziqning asimptotasi deb shunday to‘g ‘ri chiziqqa aytiladiki, 
egri chiziqda yotuvchi M nuqta egri chiziq bo‘ylab harakat qilib 
koordinata boshidan cheksiz uzoqlashgani sari M nuqtadan bu to‘g ‘ri 
chiziqqacha boigan masofa nolga intiladi (16-shakl).

Uch turdagi, ya’ni vertikal, gorizontal va og‘ma asimptotalar 
mavjud.
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Agar lim f(x ) yoki lim fix )  limitlardan hech boMmagatulti Mlttfll
x-Mo+O

cheksiz (+00 yoki-oo) boisa, x = xQ to‘g ‘ri chiziq \~ ffM
funksiya grafigining asimptotasi bo‘ladi. Bunday asimptota '('t'llkm 
asimptota deb ataladi.

Masalan. /(*) = — funksiya grafigi uchun x = 0 to‘g ‘ri c!il#||| x
vertikal asimptota, chunki lim /(x) = +oc va lim f(x ) = -oo.

Shunday qilib, vertikal 
asimptotalarai izla&h uchun x ning 
unga yaqin qiymatlarida f{x) ftmksiya 
modul bo‘yicha cheksiz o‘sadigan 
x0 qiymatini topish kerak. Odatda, bu 
xa ikkinchi tur uzilish nuqtasi boiadi.

Agar shunday k va b sonlari 
mavjud bo‘lib, x —»oo (x - + - c o )  da 
fix )  funksiya (|

f{x) = kx+b +a(x), lim a (x )=0 
ko'rinishda ifodälansa, y -k x  + b to‘g ‘ri 
chiziq y -  f{x) funksiya grafigining asimptotasi boMadi. 
asimptota o g 'm a  asimptota deb ataladi.

8-teorema. y  = fix )  funksiya grafigi y=kx + b og‘ma asimptotaga 
ega bo‘lishi uchun

16-shakl.
Bunday

hm{f{x)-kx) = b

boiishi zarur va yetarli.
Isboti. Zarurligi. y - f ( x )  funksiya grafigi y  = kx+b og'ma 

asimptotaga ega bo‘lsin.
U holda og‘ma asimptotaning ta‘rifiga ko‘ra, y=kx + b+a{x), 
lima{x)-  0 bo‘ladi.*-*±w
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I !i hi'/Illy,i. lim J ^~?=k, lira(f(x)-kx)= b  boisin.»-♦«o x  *->*»

11 llnliln lira(/(x)-kx)=b dan f(x )-k x  = b+a(x), lima(x) = 0 kelib
• lllljilili Dcmak, f(x ) = kx+b+a(x) boiadi. Bu esa y-kx+ b  to‘g ‘ri

► 1*1 Hi| /(*) funksiya grafigining asimptotasi ekanini bildiradi.

f '(jc) • • • •\/1,11r lim(/(x) -  kx) limitlardan hech boimaganda bittasi

Mi«v|inl boimasa yoki cheksiz bo‘ lsa, /(x) funksiya grafigi og‘ma 
•felinplotnga egaboimaydi.

Agar k=0 bo‘lsa, A = lim/(x) boiadi. Bunda y= b  tocg‘ri
i*li I / Iqqa /(x) funksiya gra fig in in g gorizonta l asimptotasi deyiladi.

I:,oli. y  = f(x )  funksiya grafigining asimptotalari x->+oc da va

* > -«o da har xil boiishi mumkin. Shu sababli lim ^-^ ,
*“**■ x

limitlarni aniqlashda *->+oo va x-»-a> hollarini alohida
i|i*msh lozim.

x * _3
5-m isol. y - - -----  funksiya grafigining asimptotalarini toping.

x 1 — 3 x 1 —3 Yechish. l im -------=—oo, l i r a ---------=  +oo.
«-*o* X MO- X

Domak, x = 0 to‘g ‘ri chiziq vertikal asimpfota.

, r  / ( * )  i: Jc? - 3  . k -  Jim = bm — ;— = 1, 
x *-*• x'

6 = lim [/ (x ) - fo ]= 1 iä if——- —x  ] = lim —-  = 0,*-**» I_Ma\ x )  *->■»•> X

, r  /(*) r *2“ 3 k = lim ■■■■-—• = bm — -— = 1,
*-*-* x *-*-* x

b -  lim [/(x)-Ax]~ limf *— -  -  x 1 = lim —  = 0 
\  x y *-*-* x

Bundan
y  = kx+b = x.

Demak, y - x  to‘g ‘ri chiziq og‘maasimptota.
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5.4.6. Fnnksiyam tekshirish va grafigini 
chizishning umumiy sxemasi

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish ma’lum tartibdn ( i | M  
asosida) bajariladi. Shunday sxemalardan birini keltiramiz.

1°. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish.
2°.Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kcsislui<li|iiMt 

nuqtalarini (agar ular mavjud boisa) aniqlash.
3e. Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliqlami (/ (jc) - 0 yo)(| 

f(x)< 0 boiadtgan oraliqlarai) aniqlash.
4°. Funksiyaning juft-toqligini tekshirish.
5°. Funksiya grafigining asimptotalarini topish.
6°. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqlash M  

ekstremuinlarini topish.
T. Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliqlarini hamda egilÎNh 

nuqtalarini aniqlash.
g» y  _ 7» bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigini 

chizish.
Funksiya grafigini chizish uchun keltirilgan sxemaning hamtn# 

bandlari, albatta, bajarilishi shart emas. Soddaroq hollarda keltirilgan 
bandlardan ayrimlarini, raasalan r , 20,6°ni bajarish yetarli boiadi. Agar 
funksiya grafigi juda tushunarli bo'lmasa r - 7 °  bandlardan keyin 
funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta qo‘shimcha 
nuqtalarini topish va funksiyaning boshqa xususiyatlarini aniqlash 
bo‘yicha qo‘shimcha tekshirishlar o‘tkazish raumkin.

7- misol. y = funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. F.Funksiyaning aniqlanish sohasi:
D(f) = (—co;—]) vj (—1;1) y  (1;-h»>.

2°. x=0 da y=~ 1 boiadi. Funksiya Oy o‘qini (0;-I) nuqtada 
kesadi. y* 0  boigani uchun funksiya Ox o‘qini kesmaydi.

3°. Funksiya (-«*>;-1) va (1;+°°) intervallarda musbat ishorali va

(—1;1) intervalda manfîy ishorali.

4°. Funksiya uchun xeD(f) da /(-.*)= f{x) boiadi.
Demak, u juft.
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r . Ilm ---- -- +00, lim —---- = -со,
■ рМ дс*-1 - « x ' - l

.. x 2+ l  .. x 2+ l  
lim —;— -= -oo , lim —-— =+oo.X ^ Mx2-1

......... . < ~1 va x = \ to'g^i chiziqlar vertikal asimptotalar bo‘ ladi.

X* +1A •■»lim — —— = 0(.r-»+coda ham x-»-oo daham  k = 0\ x(x - 1)

■  4=iis(p~|“0'x) =1-

Domak, y - 1 to‘g ‘ri chiziq x-»+oo da hamjc->-oo da ham 
gurl/onlal asimptota boiadi.

6'. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqlaymiz va

• I' ul rem um lar ini topamiz.

, _ 2x(x2 — 1) -  2x(x2 +1) __4x
y  “ (*! - i y  ■i r - f p

Birinchi tartibli hosila * = -1 va 
«Kl da mavjud emas va я =0 da 
nolga teng. Bu nuqtalar berilgan 
lunksiyaning aniqlanish sohasini 
to'rtta

(-со;—1), (—1;0), (0;1), (l;+oo) 

intervallarga ajratadi. Hosiianing bu 
intervallardagi va har bir birinchi tur 
kritik nuqtadan chapdan o‘ngga 
o‘tishdagi ishoralarini chizmada 
belgilaymiz:

Demak, funksiya (-oo;-l) va 17-shakl
(- !;0) mtervallarda o‘sadi, (0;1) va
(l;+oc) intervaílarda kamayadi. x = 0 maksimum nuqta, ym =f{0) = - l .
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7°. Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliqlarini ham da Vfiili*h 
nuqtalarini aniqlaymiz.

Ax ] _ _ a(x1  ~J)2~x^2(x2- l ) ■ 2x 4(1 +
(x2- l ) 2)  (x2- l  Y $ 1 -1 1  1

Ikkinchi tartibli hosila x, = -l va x3 =lnuqtalarda mavjud em aa,^ 
y* hosilaning (-oo;-i), (l;+<») intervallardagi ishorillilut 
tekshiraraiz:

Demak, funksiyaning grafigi 
(-1;1) intervalda qavariq, (—«©;—1) va —
(l;+oo) intervallarda botiq boiadi.
Funksiya grafigining egilish nuqtasi yo'q.

8°. r  -V  bandlarasosida funksiya grafiginichizamiz(17-shakl).

8-m isol. y ~—-—-  funksiyani tekshuing va grafigirii chzing. 
(x+1)2

%Yechish. Misolni Maple paketida bajaramiz.
> with{plots):

> resta rt:

>  readlib  (extrema) :

> f-.= — J - :
(x+ l)2

> lim , f,

> lim f,x -*-1"

> .lim y-;



HiilI/'-*);

II 'Щх-Щ 

м М { Г - 0 },х); 

# o / w ( { f  >  0}, jc ) ;  

#o/v#({f<0 },x);

d.v J%

> extrema(J, { }, {х},У); y,

{x=0}, {jc=0>, {* = 0} 

( 0  <x}

{x< -1 >,{-1 < x,x< 0}

За?
(л* -4-1) (x +1  )

{x = -3}, {x=0}, {x = 0}

к - 4 1
[{x = -3}, {x = 0}}

> solve( j -7- f > ol,xl;
V l Ш J )

{x< -3},{"1 <x,x < 0}, {0 <x}

> i0/ve( { ^ f<°},JC);

6x

-П

12X2 6 л3

(x +1 ) (x +1 ) (x + I )

> s i m p l i f y  (  ) ;

6x
(x + 1)4

y

18-shakl.



> solve\
d;r

f= 0

> solve]0 f ~ 4 -

{x=0}

{0 < jc>

{x < - !} ,{ - !  <x,x<0}

/*M[/(*),g(*)» [ - U l — 10..10] ],x~-8..5,-10..6,co/or 
= [ra^ blue, green], linestyle = [ 1,6,6], thickness=2, discont 
—true, grid- [so, JO]);

5.4.7. Mashqlar
1. Funksiyalam ing monotonlik intervaUarini va ekstrcmurnlarini toping:

1) /(x) = x3 -  9x2 + 15x;

3) / (* )-— T ;4 - x
5) /(x )= W l-* 2;

7) /(x)=xe-r;

9) /(x)=ln(*2+l);

11 )  /(x) = x-2sin x , 0* x £ 2 jr;

2) / W = y - y - 2 * ;

4) /(*)=——-; x +4
6) m = $ J 7 - x \  

8) f(x )= ch 2x,

10)
tax

12) /(x) = x+2cosJx, 0 <x<,it.

2 .  Funksiyalarning berilgan kesmadagi eng katta va eng kichik 
qiy matlarini toping:

l)/ (x )= xJ -3x, [0;2];

3) /(x) = x+cos2x, |0;y|;

2) f{x) =x3 +3x2-9x-10, [—4;0J;

4) /(x) = x3tax, [!;«].

3. Jism S=2U+3t2- t 3 qonun bilan harakatlanmoqda. Jismning eng 
katta tezligini toping.

4. Ko‘ndalang kesimi to'g‘ri to‘rtburchakdan iborat to‘sinning bukilishga 
qarshiligi ko'ndalang kesimning eni bilan bo‘yi kvadratining ko'paytmasiga 
proporsional. D diametrli xodadan kesilgan to‘sinning bukilishga qarshiligi eng 
katta bo‘lishi uchun to‘sinning oMchamlari qanday boiishi kerak?



.1 tliUnllgi Iga teng simdan to‘g ‘ri to'rtburchak yasalgan. To‘g ‘ri 
i tiliiii. liiilifllni/, yuzasi eng katta boiishi uchun uning oichamlari qanday boiishi

H f

{h illuih linldiing mumkin boigan eng katta yuzasini toping.

X H radiusli sharga yon sirti eng katta boigan silindr ichki 
iii Sdindming balandligi qanday boiishi kerak?

N. Silindrning hajmi V ga teng. Eng kichik to‘la sirtga ega 
In 'Hull! >11 ¡miming balandliginitoping?

Komada yoqilg‘i sarfi uning tezligining kubiga proporsional boiib, u 20 
■1/aiiNt lo/likda soatiga 40 so‘m sarflaydi. Kemaning boshqa xarajatlari soatiga 
ltd  mu' inni tashkil qiladi. Kemaning 1km. y o i uchun umumiy xarajati eng 
Iflltl boiishi uchun uning tezligi qanday boiishi kerak?

10. A zavoddan B shahar orqali o‘tuvchi temir yoigacha boigan qisqa 
niakolii a km. Agar yuk tashish narxi avtomobil yo‘lida temir yoidagiga 
({•iiHftnnida ikki baravar kam boisa, yukni A zavoddan B shaharga eng arzon 
ywlkii/i.sh uchun A zavoddan avtomobil y o ii  temir yo iga  qanday burchak 
nik«/;ilishi kerak?

11. Funksiyalar grafigining botiqlik-qavariqlik intervallarini va egilish 
miqlalarini toping:

I) /(x)=x*-4x3 + 6x; 

3) /(*) = 2 * -3 ^ F ;

3) /(*) = x-ta(l+a:);

2) f(x)=(x-S)s +4x-l3;

4) f{x)=l+\l(x-3)s ; 

6) f(x)=h(l+x2);

8) f(x)=x3- l7) /(*)= 1+*2 * x

12. Funksiyalar grafigining asimptotalarini toping:

2)
X

4) f ix ) -  -xarctgx\

7) f{ x )= 3 x -^
X

3 3 1



13. Funksiyalami tekshiring va grafigini chizing: 

ï )  f(x)=x-x3-, 2) f(x)=x3 -3*+2;

3)
X 4) / W = r^ r;1-x

5) f(x)=x+~; 6) f(x)=x-~;x X

7) f(x) = X ---- y  -,
X

8) 3 2x2

5.5. HOSILANING GEOMETREK TATBÏQLARI

5.5.1. Yassi egri chiziq yoyining differensiali

[a;b] kesmada differensiallanuvchi y  = f(x ) funksiya berilgan vu 
uning grafigi ÂB yoydan iborat boisin (19-shakl). [a;b] kesmoiîi 
xx,x2,...,xn_x nuqtalar bilan n ta boiakka boiamiz. Bu nuqtalargli 
AB yoyning nuqtalari mos keladi va ularni siniq chiziq
bilan tutashtiraipiz. Bu siniq chiziqqa ÂB y o y ga  ichki chizilgeoi 
siniq chiziq deyiladi. Siniq chiziqning perimetrini sn bilan belgilaymiay 
y a ’ni

= Éi I (MB = A, Mn = B).

bo‘g ‘ inlardan eng kattasining uzunligini X, bilan 
belgilaymiz, bunda bo‘g ‘inlar soni cheksiz ortganida, ya’ni
n - » oo da Xi ->0.

ÂB yoyga ichki chizilgan siniq chiziq perimetrining X, 0 dagi 
chekli limiti A/,,A/2 nuqtalami tanlash usuliga bogiiq bo‘lmagan 
holda mavjud boisa, bu limitga chiziq yoy in in g uzunligi deyiladi.

Yoy uzunligini s  bilan belgilab, topamiz:

5 = lims  ̂= &nXl ̂ ¡-Mi 1 •

Yoy uzunligini uning biror nuqtasidan, masalan, A nuqtadan 
hisoblaymiz.

M{x\ÿ) nuqtada AM yoy uzunligi s  ga, M’(x + Ax;y*+Ay) 
nuqtada AM' yoy uzunligi s + As ga teng boisin, bu yerda
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Hi* yoy uzunligi (20-shakl).
I \M uchburchakdan MM' uzunlikni topamiz:

MMf =-yj Ax1 + Ay2

i lniitUüíi'ík mulohazalardan

M M ' i * -  A* ilim .. — i iim =i
г-ш MM’ ’ e“"*°-yj Ax2 + Ay2

I , lili i lijqadi, ya’ni chiziqning cheksiz kichik yoyi va unga tortilgan 
(tl'il'n ohiseiq ekvivalent bo‘ladi. Ushbu ekvivalentlikni hisobga 
Hin, MM' uzunlikni ifodalovchi formulada almashtirish bajaramiz:

M M ' As _ f  Ayr 
As Ax y VAcJ

Oxlrgi tenglikda limitga o‘tib, s = s(x) fimksiyaning hosilasi uchun
11 it i n и lit topamiz:f  |Д - <5"
Hundan

ds*< ß?+ 4y2. (5.2)

(5.1) formula yassi egri chiziq yoyi differensiaîini ifodalaydi va 
ushbu geom etrik  ma'noga  ega: yoy differensiaîini chiziq urinmasining 
legishli kesmasi bilan ifodalash mumkin (20-shaklda MT kesma).



Agar egri chiziq x =x(t),y=y(t\t e T parametrik tenglanutlm ItlM  
berilgan boisa, dx -  x\t)dt, dy=y'(t)dt boiadi va (5.2) ifodl U tltf 
ko‘rinishni oladi:

ds= (t)1 + y'(t)2 dt. (1 »i

Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r = r{cp) tenglamn lillnti 
berilgan boisa, x=rcos<p, y = rsitup ifodalarni <p parametrli tenglninnUi 
deb, topamiz:

dx dr dy dr .—--=--- COS9> — rsvup, —  = — sid <p + K cos(p,dq> d(p d<p dq>

%
5.5.2. Yassi egri chiziqning egriligi 

Egrilik

Egri chiziq shaklini xarakterlovchi elementlardan biri uniuji, 
egilganlik darajasidir.

0 ‘z-o‘zini kesib o‘tmaydigan va har bir 
nuqtasida tayin urinmaga ega boigan yassi 
egri chiziqni qaraymiz. Egri chiziqda ikkita 
A va B nuqtalami olamiz. Bu nuqtalarda 
egri chiziqqa o‘tkazilgan urinmalar orasidagi 
burchakni Aa  bilan belgilaymiz(21-shakl).

Aa  burchakka AB yoyning qo ‘shnilik 
burchagi deyiladi.

Bir x il uzunlikka ega ikkita yoydan 
qo‘shnilik burchagi katta boigani ko'proq 
egilgan boiadi. Har x il uzunlikka ega 
yoylaming egilganlik darajasini qo‘shnilik 
burchagi orqali baholab bo'lmaydi. Bunda AB yoy uzunligida 
Aa  burchakning o‘rtacha qancha ulushi to‘g ‘ri kelishi njuhim 
hisoblanadi.
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, I h i ' >уп!ну o'rtacha egriligi deb, tegishli qo‘shnilik 
|мМН11111|> ,<i/f yoy uzunligiga nisbatining absolut qiymatiga

M íM

Hutu chiziqning turli qismlarida o‘rtacha egrillik har xil bo‘lishi 
IHMHlIk In i
[ I i'll i'lil/iqning bevosita A nuqtadagi egilganlik darajasini baholash 

NHmim »fi i chiziqning berilgan nuqtadagi egriligi tushunchasini 
kllllAnii/.

МиНдош egri chiziqning A nuqtadagi egriligi deb AB yoy o‘rtacha 
fglllltMllIng B-+A dagi (s -» Odagi) limitiga aytiladi:

щГ (“ H) (5-6)
Ли burchak urunish nuqtasi egri chiziq yoyi bo‘ylab As masofaga 

I»im lii.shida urinmaning burilish 
Imih Infini ifodalaydi. Shu sababli egri
i-lil/lqning egriligiga quyidagicha ta’rif 
1и'ип hem boiadi: egri chiziqning 
W'Hlxi bu — urinish nuqtasi egri chiziq 
lni'vlnb harakatlanganida urinma 
its Innishining burchak tezligidir.

Misol uchun to‘g ‘ri chiziq va 
nylnnuning oitacha egriligi va egriligini 
topaylik.

1. To‘g‘ri chiziqning istalgan 
nuqtasiga o‘tkazilgan urinma to‘g ‘ri chiziqning o‘zi bilan ustma-ust 
lushadi. Shu sababli A a  = 0, uning ixtiyoriy nuqtasida o'rtacha egrilik va 
egrilik nolga teng bo‘ladi.

2. Ay lana uchun A a  qo‘shnilik burchagi uning OAv a OB radiuslari 
orasidagi burchakka, ÄB yoy uzunligi As = RAa ga teng bo‘ladi, bu 
yerda R -  aylana radiusi (22-shakl).

U holda

= j d Ä  RAa R R
ya’ni aylananing egriligi o‘zgarmaydi va radiusining teskarisiga teng 
bo‘ladi.
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Uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega у =f ( x) funksiya blttfl 
aniqlanuvchi yassi egri chiziqníng y¡
M(x;y) nuqtadagi egriligini hisoblaymiz.
Egri chjziqqa M(x;y) va A/j Ay)
nuqtalarda urinma o‘tkazamiz, 
urinmalaming og'ish burchaklarini a  va 
a+ A a bilan belgilaymiz (23-shakl).

MM. yoyga mos keluvchi qo‘shnilik 
burchagi Aa ga teng (qavariq yoy uchun .
Да < 0, botiq yoy uchun Aa > 0 ).

а  -  a(x) va s=s(x) bo‘ lgani uchun 23-shakl

К = limu m ------= —
*-»°| As I I ds

da  j
\da\ dx
1 ds 1 ds

dx !

W \ ff+

(5.7)

tga =ÿ,  va demak, a  =%rctgy' bo‘lad¡. Bu tenglikni differensiallab, 
topamiz:

d a  _ y ” 
dx 1+Уг

(5.8)

(5.8) va (5.1) ifodalami (5.7) tenglamaga qo‘yib, y =/(*) egri 
chiziqning M(x;y) nuqtadagi egriligini topish formulasini hosil qilamiz:

K=- (5.9)
(1+ /2)1

Agar egri chiziq x=x(t),y=y(t),t eT  parametrik tenglamalar bilan 
berilgan bo‘lsa,

у*Ух — i * У — з

bo iad i va (5.9) formula ushbu ko‘rinishni oladt:

¡х',У?-хУ,\К = - * ,(5.10)

(*; + y' ; r  
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A|iiir ugri chiziq qutb koordinatalarida r  = r(<p) tenglama bilan 
1« illi'iin bo4Isa, x-rcostp, y =rsin<p ifodalarni <p parametrli tenglamaiar 
ilt»li, lopnmiz:

(5.H)
(r'2+r2y

hm iso i y= -x3 egri chiziqning x - — nuqtasidagi egriligini toping. 

Yechish. Hosilaiarai topamiz: y'=-3x2, y"=-6x. Hosilalarning 

»w nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

k "

1 U holda
|-3| _ 3 ,192

*Hvf I
2-misol. x=tz,y  = 2t3 egri chiziqning t=\ parametrga mos 

nuqtasidagi egriligini toping.
Yechish. x(t)=2t, x’(t)=2, y'(t) = 6t2, y*(t) = \2t hosilalarning qiy- 

matlarin i t = 1 da topamiz: x' = 2, x" = 2, y '  = 6, y" = 12.
Bundan

12-12—2-61 3
(22 + 62)3/i 20Vl0

Egrilik radiusi, markazi va aylanasi, evolyuta, evolventa

Chiziqning berilgan M  nuqtadagi egriligi K  ga teskari R miqdorga 
shu chiziqning qaralayotgan nuqtadagi 
egrilik radiusi deyiladi:



Egri chiziqning M nuqtadagi nonnaliga egri chiziqning both|ll)(l 
yo‘nalishida MC = R kesmani qo‘yamiz (24-shakl).

С nuqtaga berilgan egri chiziqning M nuqtadagi egrilik markiul 
deyila di.

Markazi С nuqtada boigan R radiusli aylana berilgan ogtl 
chiziqning M nuqtadagi egrilik aylanasi deb ataladi (24-shakl).

Egrilik aylanasining bu ta’rifidan berilgan M nuqtada «g» I 
chiziqning egriligi va egrilik aylanasining egriligi bir-biriga teng boMifhl 
kelib chiqadi.

Egrilik markazining koordinatalarini a va ß bilan belgilab, ulunil 
hisoblash uchun formulalar chiqaramiz.

y  = f(x)  egri chiziqqa M(x;y) nuqtada o‘tkazilgan normal 
tenglamasini tuzamiz:

Г -у= -Л (Х -х ) ,  (5.14)у

bu yerda X,Y-normalning o‘zgaruvchi koordinatalari.
C(a;ß) nuqta normalga tegishli boigani uchun uning 

koordinatalari (5.14) tenglamani qanoatlantiradi:

ß-y= ~ (< x-x). (5.15)
У

C(cc;ß) nuqta M(x;y) nuqtadan egrilik radiusi R ga teng masofada 
yotadi, shu sababli

(a -  x)2 + (ß- y)2 = R1. (5.16)

(5.15) va (5.16) tenglamalami birgalikda yechib, a va ß  lami 
topamiz:

a  = x±-t=̂ — - R, ß = y+—,r == - R. (5.1V)
■Jl+ÿ2 -yl+ÿ2

Bu formulalarga (5.13) tenglikdan R ni qo'yamiz:

_l/(1 + / 2) о -1  + У2 ,c i олa  =*±^ ~ ß  = y +-r ^~. (5.18)
I *  I \y !

Bu formulalarda qaysi ishoralar olinishini aniqlashtirish uchun 
/ > 0  va / < 0  boigan hollar alohida qaraladi. Blinda y ”>0 boisa, 
mos nuqtada egri chiziq botiq va ß> y boiadi. Shu sababli bunda quyi
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IlhiHiilur nlinadi, ya'ni egrilik markazining koordinatalari

(5.19)

(briitiiliiliH bilan aniqlanadi. Bu formulalar/'< 0 boiganida ham o‘rinli
Mbutl.

A Milt' ogri chiziq x =x(t),y=y(t),t e T parametrik tenglamalar bilan 
Iwrlliinii boisa, (5.19)ifoda ushbu ko‘rinishni oladi:

;■ 3-mlsol. r  = 3(l+cosç>) kardioidaning istalgan nuqtasida egrilik 
Imliltlini toping.

Yschish. Hosilalarn i topamiz: r'=-3sin(p, r* =-3cosp.
I l  holda

K |r2 +2r'2 —rr'|

______ (9(1+2 cos<p + cos2 ff)+9sin* q>y______
19(1+2cos <p + cos2 (p)+18sin2 (p+9(cos (p+cos2 (p) |

27(î+2cosç>+cos2ç>+sin2ç>)2 _ 
91 l+2cosç>+cos2 (p+2sin2 q>+cosç»+cos2 q> |

Egri chiziqning barcha egrilik markazlari to‘plamiga evolyuta 
deyiladi.

Berilgan chiziq o‘z evolyutasiga nisbatan evolventa (yoki yoyilma) 
deb yuritiladi.

Agar egri chiziq y = f(x) tenglama bilan berilgan bo‘ lsa, (5.19) 
tenglamani uning evolyutasi uchun parametrik (x parametrli) tenglama 
deb qarash mumkin.

Egri chiziq parametrik tenglamalar bilan berilgan holda (5.20) 
tenglama evolyutaning parametrik tenglamalarini ( bu tenglamalaming 
o‘ng tomoniga kiruvchi kattaliklar t parametrga bog‘ liq bo‘ladi) 
ifodalaydi.
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4-misol. y=x2 parabola evolyutasi tenglamasini toping.
Yechish. Hosiîalami topamiz: ÿ  = 2x, y '  = 2.

Egriiik markazining koordinatalarini aniqlaymiz:

2x(i+4x2) . 3 n 2 l+4x2 6x2+1 <a - x ----- ------ — =-4x\ B = x +--------=--------m
2 2 2 1

Bu tenglamalami y - x 2 parabola evolyutasining paraini'lill* 
tenglamalari deb qarash murakin. Tengîamadan x parametmi chiqmlb, 
topamiz:

-.2  i 6 f 0 iY
27\ 2)

Bu tenglama yarim kubik parabola tenglamasi bo iad i

5.5.3. Skalyar argumentning vektor funksiyasi

Fazodagi e g r i chiziqning parametrik tenglamalari
Egri chiziq tekislikdagi Kabi fazoda ham parametrik tenglama lw 

bilan berilishi mumkin.
t argumentning bir xil aniqlanish sohasiga 

ega boMgan uchta funksiyasini qaraymiz:

x=x(t),
y=y(t),
z — z{t), t e T.

(5.21)

1
I
I
j
J

JjU fl

----F**®— N
25-shakl.

Bunda t eT  ning har bir qiymatiga tayin 
x,y,z qiymatlar va fazoviy M(x;y;z) nuqta 
mos keladi. t o‘zgarishi bilan M nuqta fazoda 
biror y  egri chiziqni chizadi. Bunda 
egri chiziq (5.21) parametrik 
tenglamalar bilan berilgan va t ga parametr deymiz.

Biz, fazodagi to‘g‘ri chiziqning quyidagi parametrik tenglamalari 
bilan awaldan tanishmiz:

x = x0 + pt,
y=y*+qt>

\z = z0+rt, teR.
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. Mini liilln inisol keltiramiz. Ushbu parametrik tenglamalar bilan 
:||| f| | | )iiii i p .11 chiziqni qaraymiz:

Mu » tu I chi/.iqqa vint chizig'i deyiladi (25-shakl). 
l |iimimetming istalgan qiymatida:

x2+y2 = a 2(cos21 + sin2 t) = a2.

Hu lt iiy.lik vint chizig‘ ining x2+y2 =a2 silindrda joylashishini bildiradi. 
Mumliiii, M nuqta vint chizigi bo‘ylab harakatlanganida uning Oxy 
l^lihlil'.idagi proeksiyasi radiusi a ga teng aylanada harakatlanishi kelib
• bunda / parametr N nuqtaning qutb burchagi boiadi. t
|niiiiinotr 2k ga o‘sganida N nuqta aylanani toiiq aylanib o‘tadi, vint 
vhl/ig'i M nuqtasining z applikatasi esa h = 2nb kattalikka o'zgaradi. 
Mu knttaükka vint chizig‘ ining qadami deyiladi.

Fazodagi egri chiziq (5.21) parametrik tenglamalari bilan berilgan 
HoMsin. Bunda x(t), y(t), z(t) funksiyalarning aniqlanish sohasi T ga 
logishli har bir t parametrga biror M(x,y,z) nuqta, harbir M nuqtaga 
ONa boshi koordinata boshida va oxiri M nuqtada boigan r = OM 
nidius vektor mos keladi (26-shakl). Bu vektoming koordinata 
o'qlaridagi proeksiyalari M nuqtaning koordinatalari boiadi va shu 
aababli vektor (5.21) formulalar bilan aniqlanadi.

Shunday qilib, / e T parametming har bir qiymatiga biror

vektor mos keladi. Bu vektomi t skalyar argumentning vektor funksiyasi 
(yoki vektor funksiya) deb ataymiz va r(t) bilan belgilaymiz.

r(t) radius vektoming oxiri chizadigan L chiziqqa ?(r) vektoming 
godogrq fi deyiladi.

?(/) vektor fiinksiyaning berilishi uchta skalyar funksiyalarning 
berilishiga teng kuchli, uning koordina o‘qlaridagi proeksiyalari 
x(t% y(t), z(t) boiadi.

Vektor funksiya uchun limit, uzluksizlik va hosila tusbunchalarini 
kiritamiz.

x = acost, 
y=a  sin t,

Skalyar argumentning vektor funksiyasi

r=x(t)ï+y(t)]+z(t)k (5.22)
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1-ta’ rif. Agar ümx(i) = *0, UmyCO-.y,. lim z(t) = z0 bo1«  

F0 = x0i + y j+ z ji  vektorga r  =x(t)i + y(t)j+z(t)k vektor funkstyaninfl 
t -> t0 dagi limiti deyiladi va limF(f) = ra deb yoziladi.

r(f) vektor funksiya t = t0 da va t0 nuqtani o‘z ichiga olgan blltfl 
intervalda aniqlangan boisin.

2-ta’ rif. Agar t0 nuqtada limr(r) = r(f0) boisa, f(t) vektor funksiyt

tn nuqtada uzluksiz deyiladi.
r(t)=x(f)i +y(t)j+z(t)k vektor funksiya M(x,y,z) nuqtanir.g radiul 

vektori, ya’ni r=OM  boisin (27-shakl). t parametraing o‘zgarishl 
biian M nuqta L godografni chizadi. Parametraing tanlangan tayin t 
qiymatiga M nuqta va r(i) vektor mos kelsin.

Perimetming boshqa /+Af qiymatini olamiz. Unga M, nuqta va 
r{î + A/) vektor mos keladi. r ( t+A/) = OMx va r(t)=OM vektorlaming 
ayirmasi Ar = MMt vektorai qaraymiz:

Ar = r(t+ te)-r{ t).

Uni r(t) vektoming t nuqtadagi orttirmasi deymiz.
A y  ̂  ̂ J  m
— nisbat Ar vektorga kollinear, chunki — skalyar ko'paytuvchi.
Ai Ar
3-ta’ rif. Ar vektor funksiya orttirmasining argumentning mos A/

orttirmasiga nisbatining A/ 0 dagi limitiga r(/) vektor funksiyaning t
nuqtadagi t skalyar argum ent b o  ‘y ich a  hosilasi deyiladi va r '(0 yoki

~ ~  kabi belgilanadi.
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r ' ( 0 = ^ = f a - .  (5.23)v * dt *H* dt

I nun la ’rifigako‘ra, r'(0~vektor. 
f  P(f) funksiya hosilasini uning koordinatalar o'qlaridagi 

|iiiit'k wlyulari bilan bogMaymiz.

r(t) = x(t)T + y(t)j+z(t)k
VI

r(t + At) = x(t + At)7 + y(t + A t)j + z(t + At)k

iMiMfvmi uchun

A»1 » ?{t+At) -  r(t) = (x(t+At)- x(t))i + (y(t+At ) -  y(t))j + (z (i+At)~ z(t))k

y ok I
Ar = Axi +Ayj + Azk.

Shunday qilib,
Ar  Ax - Ay -  Az -■—  =— i +— J+ — k.
At At At At

Bundan

Ar A*■? . , .  Av -  .. Az ? r (t) = ltm—-= lim— i +lmi— / +lim— k =
At A'“*° At Al~*0 At A,-*° At

— x\t)J+y’(t)j + z'(t)k.

Demak,

+ y'(t)j + z'(t)k. (5.24)

(5.24) ifodadan vektor fimksiyani differensiallash qoidalari hamda 
vektor fiinksiya hosilasining geometrik va mexanik ma’nolari 
differensial hisobning asosiy differensiallash qoidalariga hamda 
hosilaning geometrik va mexanik ma’nolariga o‘xshash bo‘ lishligi kelib 
chiqadi.

2. r'(t) vektor F(i) radius vektor godografiga i parametming o‘sish 
yo‘nalishida o‘tkazilgan urinma bo‘ylab yo‘nalgan bo Mad i (27-shakl) 
(vektor funksiya hosilasining geom etrik  ma ’nosi).

' i lii iittl iiy qi l ib ,
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3. Vektor funksiyaning t vaqt bo‘yicha r\t) hosilasi moddft'i 
nuqtaning t ondagi harakati tezligi v(i) ga teng (yek tor funksiya 
hösilasin ing mexanik ma ’nosi).

2. Skafyar argum entn ing vek torftm ksiyasim  differensutUashrnngs 
asosiy  qoidalarL

10 d  _  _ dr. dr2 dr.1°. —(r. +r, -  r,) = —*-+—1---- 3- ;dt 1 2 3 dt dt dt
de2°. — = 0, c —o zgarmas vektor; 
dt

3°. — (Aij) = A^-+F— , X = X(t)-t argumentning skalyar funksiyasij 
dt dt dt

-v dr.  ̂  ̂ dr,4 . —(k • r, ) = —L • r, + r. —M dt 1 2 dt 2 1 dt 
d  ̂  ̂ dr _ _ dr

5 * i* Xr2)=* Xr2+r' X̂

%
(5.24) ifoda va keltirilgan o‘xshashliklar asosida fazodagi egri 

chiziqning urinmasi, normal tekisligi, yoyining differensiali va egriligi 
uchun quyidagi tenglamalar keltirib chiqariladi.

1. (5.21) parametrik tenglamalar bilan berilgan fazodagi egri 
chiziqqa parametrning t = t0 qiymatigamos M0(x0;yc:z0) nuqtasida 
o‘tkazilgan urinma (to‘g ‘ri chiziq)

s -* o  _ y - y 0 =z -z q ,5 2 5 .
x'(t0) y% )  z'(/0)

tenglama bilan aniqlanadi.
2. Fazodagi egri chiziq urinish nuqtasida urinmaga perpendikulär 

o‘tkazilgan tekislikka e g r i chiziqqa o  *tkazilgan normal tekislik deyiladi.
Urinish nuqtasi M0(xy;_y0;zQ) boigan normal tekislik

xXWx-x*)+ÿ(to) ( .y -y0)+zXto)(z-zo) = 0 (5.26)

tenglama bilan ifodalanadi.
3. Fazoviy egri chiziq yoyining differensiali

ds = ̂ jc'(02 +y'(tY + z\t)2 dt (5*27)

formula bilan topiladi.
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K  = V(y'2" ~ ÿ 'z' f +(x'z* ~ x"z' f  + (*'/ ~ *V F  (5 28)
(xn +y'2 +z'2)2

Inni tu la bilan aniqlanadi.

I S-misol. x = f, y =t1,  z - t  egri chiziqqa f = - l  parametrga mos 
nuqtada o‘tkazilgan uriiima va normal tekislik tenglamalarini toping: 

Yechish Urinish nuqtasining koordinatalarini topamiz:

x=-l, y= l, Z«=i—1.
Hosilalami topamiz va ulaming urinish nuqtasidagi qiymatlarini 

hlsoblaymiz:
x'(t) = 3t2, y'(t) = 2t, z'(t) = 1;

* '(- !)  = 3, / ( - l )  = -2, z\-1) = 1.

Urinish nuqtasining koordinatalari va hosilalaming hisoblangan 
qiymatlari asosida izlanayotgan tenglamalami topamiz:

a) urinma tenglamasi

x+1 _ y -1  _ 2+l

b) normal tekislik tenglamasi

3(x+1) -  2 (y - 1) +z+1 = 0 s 
3x-2y-¥z+6 — Q.

7- misol . Asosining radiusi R=4ga teng silindrda joylashgan, 
qadami h = 6jt ga teng vint chizig‘i tenglamasini tuzing. Uning yoyi 
differensialini va egriligini toping.

Yechish. t=2n da z=h=3i.
Demak, vint chizig‘ining tenglamasi

x = 4cosf, > = 4sini, z = 3t.
Bundan
x'(i) = -4sini, y ( i)  = 4cosi, z /( 0  = 3, x"(t) = -4 cost, y ”(t) = -4sm t, z”(t) = 0.

Hosilalaming hisoblangan qiymatlari asosida izlanayotgan 
tenglamalami topamiz:

a) vint chizig‘i  yoyining differensiali

ds = -jxn + y '2 + z'2 dt <Wl6smz t +16 cos21+9dt =

'1, Fazodagi egri chiziqning egriligi
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= -y/l 6(sin21 + cos2 /) + 9dt = 5 dt.

b) vint chizig‘ining egriligi
y'z"—y1V  = 4 cos / ■ 0—(-4 sin t) • 3 = 12sin t;

¿z* -  x"z' = ( -4  sin 0  - 0—(—4 cos/) • 3 = 12cosi; 

x'y' -  x*y = (-4  sin /) • (-4  sin /) -  (-4  cos t) • 4 cos t = 16; 

xn + y 2 +zn = 16sin21 + 16cos2 /+9 = 25;

_ Vl44sin21+144cos2 /+256 20 _ 4 
25!  = 125 = 25'

5.5.4. M ashqlar

1. Egri chiziqning egriligini toping:

1) y  = cos2x, jc=~ nuqtada; ^ 2) y=e~*‘, Oy o‘q bilan kesisbish nuqtasida.

3) x = 9cos/, y=3sin/ ellipsning istalgan nuqtasida;
4) x-4(t-sint), y  = 4(1-cosi) sikloidaning istalgan nuqtasida;

5) /* = 2(1-cos#), q> = n nuqtada; 6) r2=<j2sin2p, <P--̂  nuqtada.

2. Egri chiziqning egrilik radiusini toping:
1) =1, x= 0 nuqtada; 2) y=\fx , x = 8 nuqtada,.

3) x=t2, y=t--~i3, t=1 nuqtada; 4) r = a<p, istalgan nuqtada.

3 . Egri chiziq egrilik markazining koordinatalarini toping:
1) y~—, *=1 nuqtada; 2)  x=/- sin t,y=1 -  cos i, /=—nuqtada.

4. Egri chiziq evolyutasi tenglamasini toping:
1) y2 =2(x+l); 2 ) y1 -2x = 0;

3) x=21, y=t1— 2; 4)jc = a(cosi + f sin»), y =«(sin i  - f  cos/).

5 . Vektor funks iy  an ing godografini toping:

1) m  = (2/-1)7+(-3/ + 2) j  +4tic, te.R\ 2) r ( t )=4chti — /+ 3shtk, t e  R\

3) ?(/) = 2cosJ// +2sin3̂ +t> /e[0;27r]; 4) r(/) = 6cosri+5sin#+3fc, l e[0;2^]. 
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I) f(f) 41*1+/’7+t6ic, t = 1 nuqtada;

[ I) fit) J+~t*k, t- 2  nuqtada;
2  3  4

H I no• Kin1 t i  + 2sin t c o s t ] +3cos2tk, t  = — nuqtada;
4

MM ■ c'(cosf + sin/)7 + e'(sin/-cosi)7 +e'k, t =0 nuqtada.

‘ 7. Egri chiziq yoyi differensialini toping:

| I) *‘(0  -  3cos2<f + 5sinf cos(/+4sin2z£; 2 ) r ( i)  = 5costf + 5sin tj+ l2 tk .

5.6. TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECfflSH

5.6.1. Asosiy tushunchalar

Bir o‘zgaruvchining har qanday tenglamasini

/(*) = 0 (6.1)

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda f (x ) -x  o‘zganivchining biror 
ftinksiyasi.

(6.1) tenglaraaning ildizi deb shunday x=x0 qiymatga aytiladiki, 
bunda tenglamaning chap tomoni nolga aylanadi, ya’ni /(*„)=0 bo‘ladi.

(6.1) tenglamani y ech ish  deb uning ildizlaiini topishga aytiladi.

ft, Kgri chiziqqa o‘tkazi!gan urinma va normal tekislik tenglamalarini

y J y = m  y y=f(x) y y = m
j i

\ i /
\ \ \j /

\i/
\  j V\  -r V y 1 -o X O x0 x d X0 X

a b c
28-shakl.

(6.1) tenglamaning ildizi geometrik jihatdan yo y= fix )  funksiya 
grafigining Ox o‘q bilan kesishish nuqtasining abssissasini (28-a shakl),



yo bu grafikning shu o‘q bilan urinish nuqtasini (28-b shakl) 
yoki grafik va o‘qning umumiy nuqtasini (28-c shakl) ifodalaydi. 1 

Ildizning bu interpritatsiyalaridan bir o'zgaruvchi tenglamasfl 
yechishning geometrik usuli kelib chiqadi: (6.1) tenglamani yechisn 
uchun uning grafigini chizish va grafikning Ox (y=0) o’q bilan 
kesishish nuqtalarini topish kerak.

/ (x)=0 tenglamani taqribiy yechish, odatda, ikfci bosqichda amalga 
oshiriladi.

Birinchi bosqichda tenglamaning ildizlari aj rati lad i, ya’ni tenglama 
yagona haqiqiy ildiziga ega boigan chekli oraliq aniqlanadi.

Ikkinchi bosqichda ildizlar aniqlashtiriladi, ya’ni ular berilgan 
aniqlikda topiladi.

(6.1) tenglamaning ildizlarini ajratish uchun ushbu kriteriya 
qoilaniladi: agar f(x ) funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz, monoton va 
kesmaning chetki nuqtalarida harxil ishorali qiymatlarga ega boisa, 
u holda (6.1) tenglama shu kesmada yagona haqiqiy ildizga ega boiadi. | 

f(x ) funksiyaning kesmada monoton boiishining yetarli sharti 
uning birinchi tartibli hosilasining bu kesmada ishorasini saqlashi 
hisoblanadi (agar / (x) > 0 boisa, funksiya kesmada o‘sadi, agar /(*)< 0 
bo‘ lsa, kamayadi).

Agar y =fix ) funksiyaning Ox o‘q bilan 
kesishish nuqtalari joylashgan oraliqlami aniq Ï '
ko'rsatuvchi grafigini chizish mumkin boisa,
(6.1) tenglamaning ildizlarini grafik usuida 
ajratsa boiadi.

5
I

f(x )  va f 2{x) funksiya grafiklarini chizish 
oson boigan hollarda (6.1) tenglamani

¿ M N S M  (6 .2 )------ /  0 \i
k h H a  i f r t r i f l l f l s l i  n r n a l i  /  \

\ /

X

ekvivalent ko‘rinishda ifodalash orqali / | 
ildizlami ajratsa boiadi. Bunda (6.2) /
tenglamaning ildizi y= ft(x) va y= f2(x) 29-
grafiklarning kesishish nuqtasi boiadi.

29-shakl.

l-m isol. x3 +6x-5=0 tenglama ildizlarini ajrating.

Yechish. Misolning shartiga ko‘ra,

f ( x )  = x3 + 6x -5 .
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i  * du f\ x )  = 3x2 + 6>0, x e R  boigani uchun funksiya ixtiyoriy 
M«ll»|»ln o'wtdi. x ning manfiy qiymatlarida /(x) < 0 va x nîng
* ' *i le lui knlla qiymatlarida, masalan, x> l da f (x )>0. 
r  | Mmiik, i’unksiya [0;1] kesmada bitta haqiqiy ildizga ega.

M* iilu.ni tenglamaning ildizini grafîk usulda ham ajratish mumkin. 
I' ni'liiiimiii x' = -6x + 5, ya ’ni (6.2) ko‘rinishga keltiramiz. y=x3 va 

funksiya grafîklarini chizamiz (29-shaki). Chizmadan 
i ilmullki, keltirilgan grafiklar abssissasi (01) intervalda yotuvchi 

h  ntU|ln<la kesishishadi.

5.6.2. lldizlarni aniqlashtirishnmg 
vatarlar va urmmaiar usuliari

Vatarlar usuli
Blror (analitik yoki grafîk) usul bilan (6.1) tenglamaning ildizi 

Nlmlilgun, ya ’ni tenglama yagona X ildizga ega bo'lgan [a;b] kesma 
MliU|langan bo‘îsin. Bu kesma shunday tanlanadiki, bunda quyidagi uch 
üllcirl bajaradi:

1) f ( a ) va f ( b )  sonlari har x il ishorali: f ( a ) f ( b ) <  0;
2) [a,b] kesmada f' (x) hosila nolga teng emas va ishorasini 

Nitqlaydi;
3) [a;b] kesmada f ( x )  hosila nolga teng emas va ishorasini 

Nuqlaydi.
(6.1) tenglama yechimining birinehi yaqinlashishi sifatida y= f(x )  

llmksiya grafigi yoyining chetki A(a;f(a)) va B(b;f(b)) nuqtalarini 
tutashtiruvchi vatar bilan Ox o‘q kesishish nuqtasining abssissasini 
nlamiz (30-shakl).

Ikki nuqtadan o‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziq formulasi asosida AB to‘g ‘ri 
chiziq tenglamasini tuzamiz:

y - f i a )  /g 3\
b - a  f ( b ) - f ( a ) '

(6.3) tenglamaga y  = 0 ni qo‘yib, ildizning birinehi yaqinlashishini 
topamiz:

a f m - b f ( a )
m - m
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(6.1) tenglamaning izlanayotgan X ildizining ikkinchi Я  
yaqinlashishini topish uchun (6 .4) ga  monand formula / (*) fiinkstyfl 
chetki nuqtalarida har xil ishoralarga ega bo igan  [a\xt]  va |*,ш| 
kesmalardan biriga qo ilan ilad i. Bunda, agar f ( a ) f ”(x) > 0 slum 
bajarilsa(1-hol) [a;xt] kesmada

a f ^ - x j i a )  I
2 m - m

kabi topiladi (30,a,b-shakl), agar f ( a ) f ”(x) <0 shart bajarilsa (2-hol) 
[x^b] kesmada

x _ b f jx j -x j jb )
2

kabi aniqlanadi (30,c,d-shakl).

(6.5)

Bu jarayonni davom ettirib, ildizning keyingi 
x3,x4t... yaqinlashishlari topiladi. Agar (л - l ) - yaqinlashish mavjud
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t a n n in  bilan, 2-hol uchun

" " =1A3,
(6 .7 )

Mimiln bilan topiladi.
(Jtometrik mulohazalarga ko‘ra, xa («=1,2,3,...) sonlaming ketma- 

fcfihjjii ildizgayaqinlashadi,ya’ni

lim * = x. (6 .8)

(6.6) va (6.7) formulalar bilan hisoblashlar oxirgi kesma uchun 
liilnh qilingan aniqlik olinganga qadar davom ettiriladi.

Vatarlar usulining absolut xatoligi

(6.9)
M

Icngsizlik bilan baholanadi, bu yerda n  = mm | f\ x )*0.

U rinm alar u su li

(a;b) oraliqda (6.1) tenglama yagona X ildizga ega boMsin. y= f(x ) 
ftinksiya grafigiga A(a;f(a)) nuqtada urinraa o‘tkazaraiz.

Bu urinmaning tenglamasini tuzamiz:

Bu tenglamada y  = 0 deb 
urinmaning Ox o‘q bilan kesishish 
nuqtasining abssissasini topamiz:

/ '(« )* 0 . (6.11)
/ ( « )

yaqinlashishini beradi. Ikkinchi 
yaqinlashishni (6.11) ga monand

y
\

Ehft
mi \ NN

o a *i 1 * V  l 
* i  X b ! X

3 1-shakI.



formulani (x,;b) oraliqqa qoilab, topamiz:

v = v _ / W .  (6 ,| d

Ildizning keyingi yaqinlashishlari shu kabi lopiladi.
Agar (« -  l)-yaqinlashish mavjud bo‘Isa, n-yaqinlashish

M =x„. , «=1,2,3 (6.13)
’ n_1 f ' % J

formula bilan topiladi.
Bu tenglamada nolinchi yaqinlashish xQ sifatida [a\b\ kesmaning J

f(xa)f(x )> 0  (6.14)

shartni qanoatlantiruvchi nuqtasining abssissasi olinadi (31-shakl). 
Demak, bu usulni A nuqtadan boshlash shart emas.

Urinmalar usulida ham (6.8) va (6.9) munosabatlar o‘rmli boiadi. J

Vatarlar va urinmalar usullarining 
v birgalikda qo ‘llanilishi

Vatarlar usiili bilan urinmalar usuli ildizga turli tomondaifl 
yaqinlashishni beradi. Shu sababli, odatda, ulami birgalikda qoilash! 
qulay boiadi. Bunda ildizni aniqlashtirish tez bajariladi va hisoblashrii 
nazorat qilish mumkin boiadi.

Vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda qoilanilishi masalasini

qaraymiz. Bunda ham vatarlar usulidagi uchta shart bajarilsin deymiz.

Bu shartlar bajarilganida to'rtta hoi boiishi mumkin (30-shakl):

a) / '(*) <%. f" (x ) > 0 ; b)/ '(* ) > 0, f\ x )  < 0 ;

c) f (x )  > 0, f\x ) > 0; d )/ '0 ) < 0, f ”(x) < 0.

Aniqlikuchun f ix )  > 0, f ( x )  > 0 boigan holni qaraymiz (32-shakl). 
A(ar,f(a)) va B(b;f(b)) nuqtalar orqali vatar o‘tkazamiz.

Bu vataming Ox o‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

a ,= a — ^ L - ( 6 - a ) .f ( b ) - f ( a y

Endi f(x ) funksiya grafigiga B{b\ f  (£)) nuqtaga urinma o‘tkazamiz. 
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Mil urinmaning Ox o ‘q bilan kesish ish  nuqtasini topamiz:

Ihundayqilib, a<<z, <x<bx<b.
Mn jarayonni davom ettirib, taqribiy qiymatlarning ikkita ketma- 

lipllltfini topamiz:

a< ax<a2<...<X va b>bJ >bt >...> X,

{an} va { b j ketma-ketliklar monoton va chegaralangan. Demak, 
llltir lim itga ega. liman -  a ,  
limbn- ß  bo isin . Agar 1) va y  

3) shartlar bajariisa, a  = ß  = X 
/'(x) -  0 teng-lamaning yagona

ettiriladi. Bunda birinchi shart bajariisa X *an (yoki X xbn) bo lad i.

1-misol. 2 - x - l g x  = 0 tenglmaning haqiqiy ildizini vatarlar va 
urinmalar usullarini birgalikda qo‘ llab, e  = 0,000001 aniqlikda hisoblang.

Yechish. Izlanayotgan ildizni ajratish uchun berilgan tenglamani 
]gx = 2 -x  ko‘rinishga keltiramiz va y  = lgx, y - 2 - x  fiinksiyalaming

b n yc rd a

a  = a (6 .1 5 )

b --=6 , - ^ - ^ ,w = l,2,..., b0 =b. 
/ 0

(6 .1 6 )

Agar ildizning aniqligi 

b oldindan berilgan b o isa . 

u holda aa va bn lar \an- b n\<e 

yoki e <| an - b n \< 2s shartlardan 

biri bajarilishiga qadar davom 32-shakl.
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gratiklarini chizamiz (33-shakl). Chizmadan izlanayotgan ildiz 11,ft, 1,11) 
kesmaning ichki nuqtasi boiishi 
kelib chiqadi.

1) v a —3) shartlarning 
bajarilishini tekshiramiz.

/(x) = 2 -x - l g x  funksiya uchun:

/ (1 ,6 ) = 2 -1,6 -  0,2041 = 04 959 > 0; 

/(1,8) = 2-1,8 -  0,2553 = -0,0553 < 0;

/ ' ( * ) = - / ' ( * ) = "rig* x x

[1,6;!,8] kesmada f\ x )<  0, f ( x )  > 0.

y~\gx

T \
\

33-shakl.

Demak, [1,6;1,8] kesmada
1) — 3) shartlar bajariladi. Shu sababli a =1,6 va 6=1.8 deb olamiz vu

aniqlashtirish formulalarini qoilaymiz:

a =1,6 -  = 16 + 0,1559=1,7559;
1 s ’ /(1,8)-/(1,6)

h = 1,6 -  f f l S -=1,6 + 0,1540 = 1,7540;
f m

o2 = 1,75558; bt =1,75557; a3 =1,7555816; &2 = 1,7555807. 

1,7555816 -1,75558071= 0,0000009 < e.

Demak, izlanayotgan yechim £ «  a3 =1,7555816.

5 .6 .3 .M ash q la r

1. Tenglamalaming haqiqiy ildizini vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda 
qoilab, e  = 0,0001 aniqlikda toping:

1) 2*+7=0; 

3) Arlgjc—1 = 0;

2) *’ +*-1 = 0;

4) 2x+I-sinx=0.
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OLIY ALGEBRA 
ELEMENTLAR1

6.1. KOMPLEKS SONLAR

Kompleks sonlar 

Ko'phadlar

Leonard Eyler 
(1707-1783) -  

shveysar, nem is va rus 
malematigi hantda 

mexanigL
Eyler mmematik artar 

Uz, differmmal geom gt ~ 
riya, smtiar nazariyasi, 
taqribiy hisobiashlar, 
mmtm mektmikasi, ma- 
temaiik ßztka, befiisti- 
ka, kmtalar quriüski, 
masiqa n azm yssi m  
fam tia g hoshqa sohala- 
riga o id  850 dm  »riiq 
ysh lw  muaUiji

g y i e r  mstetnatikaga 
qal&rlar üäZarty'usMif 
kompieks Siftifar nawiri- 
yasida Byler Jbimut&n- 
m, & sm m i, mavhum  
biriik achan  i  belgini va 
boshqe kßtyläh maxsm  
fm k siya fäm i kiriigm.

Kvadrat ild iz  chiqarish am ali barcha 
haqiq iy sonlar uchun aniq lanm aganligi 
sababli har qanday kvadrat tenglam a ham 
haqiq iy  sonlar to‘p lam ida yech im ga ega 
bo4lm aydi. Bu m asala ham da uchinchi v a  
to‘ rtinchi darajali tenglam alam i yechishda 
yuzaga ke lgan  ko ‘plab m asalalar haqiqiy 
sonlar to ‘p lam ini kompieks sonlar 
to‘p lam igacha kengaytirishni taqozo etdi.

K eyinchalik kompieks sonlar 
m atem atika v a  am aliy  matematikaning 
ko ‘pchilik muhim m asalalarin i yech ishga 
tatbiq qilindi va hozirgi matematikani 
kompieks sonlar tushunchasisiz ta saw u r 
q ilib  bo ‘ lm aydi.

6.1.1.Kompieks son 
tushunchasi va tasviri

Kompieks son  tushun chasi
l - t a ’ rif. z kom pieks s o n  deb m a iu m  

tartibda berilgan x v a  y  haqiq iy sonlar 
ju ftig a  ay tilad i v a  z ={x,y) deb yoziladi.

x v a  y  sonlarga mos ravishda z 
kompieks sonning h aq iq iy  v a  m avhum  
q ism la r i deyilib , *  = R ez, y= Jm z  kab i 
belgilanadi.

z, = v a  z2 =(x2,y 2) kompieks
sonlarida xt = x2 v a  y , = y2 bo 'lgan ida u la r  
t en g ,  y a ’n i z, = z2 deyiladi.
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(0,1) son mavhum birlik deb ataladi va i bilan belgiianadi:

i =(0,1). ( III

2-ta,rif. z^?!(x{,jp,)'va z2 =(x2,y2) kompleks sonlarin ing yig'in ilh l
deb

¿, +z2 = (xi,y i) + (x2,;y2) = (x, + x2,y, + y2)
songa aytiladi.

3-ta’rif. z, =(x1,y l) va z2=(x2,y2) kompleks sonlarining 
ko ‘paytm asi deb

z, -z, =(x1,y J)-(^2,y2)=(x1x2 +y,x2)  (1.3)

songa aytiladi.
Keltirilgan ta’riflardan haqiqiy sonlardagi kabi

(x„0)+(x2,0)=(x, + x2,0)

va d
(x, ,0) • (x2,0)=(x,x2,0)

kelib chiqadi.
Shunday qilib, kompleks sonlar haqiqiy sonlarni «ío ‘Idiradi».
(1.1) va (1.3) formulalar asosida topamiz:
x = (x,0), i y «  (0,1)>- = (0,1) • Cv,0) = (0 • y  - 1  • 0,0 • 0 +1 • y )  = (0, y ) .

Bu ifodalardan z =(x,y) kompleks son yozilishining boshqa bir 
ko‘rinishi kelib chiqadi:

z = (x,y) = (x,0)+(0,y)=x + iy.
Kompleks sonlarni ko'paytirish ta’rifidan topamiz:

i2 = ii = (0,1) • (0,1) = (-1,0) = -1.

Demak. i = (0,1)— kvadrati minus birga teng boigan son.
Shunday qilib, z=x + iy ifodaga kompleks son  deyiladi, bu yerda 

x ,y -  haqiqiy sonlar, i -  mavhum birlik.
Agar z=x + iy ifodada y=0  bo‘lsa, z=x haqiqiy son , agar 

x =0 bo‘Isa, z=iy s o f  mavhum son  hosil boiadi.
Faqat x=y=0 bo‘lganida z=x+iy kompleks son nolga^teng
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ÉM'Imli Kompleks sonlar uchun «katta» va «kichik» tushunchalari 
llilllliMMydi.

Mnvhum qismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi z=x + iy va 
Wf - l y  sonlariga qo ‘shma kompleks sonlar deyiladi.

Haqiqiy va mavhum qismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi 
( ~ » •f/y va z2= -x -iy  sonlariga qarama-qarshi kompleks sonlar 

ill yllodi.

Kompleks son la rn ing geom etrik  tasviri

Har bir z=x+iy kompleks sonni Oxy koordinatalar tekisligining 
M(x\y) nuqtasi bilan ifodalash mumkin (bu yerda x = Rez, >>=Imz) va 
nkiincha, koordinatalar tekisligining har bir M(x;y) nuqtasini z^x + iy 
kompleks sonning geometrik tasviri deb qarash mumkin (1-shakl).

Oxy tekislikka kompleks tekislik deyiladi va (z) kabi belgilanadi. 
Ilunda, z —x haqiqiy sonlar haqiqiy o ‘q deb ataluvchi Ox o‘qning 
nui] talari bilan aniqlanadi; z -iy  
mavhum sonlar mavhum o ‘q deb 
ntaluvchi Oy o‘qning nuqtalari bilan 
aniqlanadi.

Shuningdek, z - x  + iy kompleks 
sonni M(x;y) nuqtaning radius vektori 
r=OM orqali ifodalash mumkin (1- 
shakl). Bunda: f  vektorning
uzunligiga kompleks sonning moduli 
deyiladi va |z| yoki r  bilan 
belgilanadi; r  vektorning Ox o‘qning 
musbat yo‘nalishi bilan hosil qilgan
burchagiga kompleks sonning argumenti deyiladi va Argz bilan 
belgilanadi.

z=0 kompleks sonning argumenti aniqlanmagan. z * 0 kompleks 
sonning argumenti ko‘p qiymatli boiib , 2/z* (k=Q, - 1 ,15 -2, 2,...) 
qo'shiluvchigacha aniqlikda topiladi: Argz = argz + 2nk ,kez, bu yerda 
argz -argumentning oraliqda yotuvchi bosh qiymati, ya ’ni
- n  <wrgz<ic (ayrim hollarda argumentning bosh qiymati sifatida [0;2ar) 
oraliqqa tegishii qiymat olinadi).

1-shakl.
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z —x+iy

ifodaga kompleks s onn in g  a lgeb ra ik  shak li deyiladi.
Kompleks sonning r moduli va tp-A rgz  argumentini z - x  + ty 

kompleks sonni ifodalovchi r  = OM vektoming qutb koordinatalari deb 
qarash mumkin. Bunda x=rcos<p, y=rsin<p bo‘ladi (1-shakl).

U holda z=x+iy kompleks sonni z -  rco&cp + irsin^ yoki 

z  = r(cos (p + ism (p)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu ifodaga kompleks son n in g  trigonom etrik  
shak li deyiladi.

Bunda r=\ z| modul quyidagi formula bilan aniqlanadi:

6.1.2. Kompleks sonlarning yozilish shakllari

Ushbu

r=\z\=Jx2 + y 2. 

(p argument esa $
X . y  ys cos<p=—, sm <p = —, tg(p = -̂ - 
r r X

formulalardan topiladi.
<p = Argz = arg z + 2nk, k e  z ekanidan

cosip = cos(arg z + 2nk) = cos(argz), sin <p = siniarg z)

kelib chiqadi. Shu sababli kompleks sonning algebraik shaklidan 
trigonometrik shakliga o‘tishda kompleks son argumentining bosh 
qiymatini aniqlash yetarli bo‘Iadi.

-7r< argz<n  b o igan iucun  tg<p=— tenglikdantopamiz:
x

ya rctg—, I,IV chorakiarning ichki nuqtalarida, 
x

y
argz=< a rctg—+n, II choraknirtg ichki nuqtalarida, 

x
y

arctg----n, III chorakning ichki nuqtalarida.
x

Agar nuqta haqiqiy yoki mavhum o‘qlarda yotsa, argzni bevosija 
topish mumkin.
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Mnsalan, z, =2 uchun argz, = 0 ; z2= -̂3 uchun argz2= ;r; zy =i

llmlaga z=r(co$(p+isin(p) kompleks sonn in g
hi i 'rsatkicMi (yoki ek spon en sia t) shak li =_^
doyiladi, bu yerda r=\z\— kompleks sonning
moduli; (p = Argz— kompleks sonning 2-shakl.
argument!.

Eyler formulasiga ko‘ra e*  funksiya In  davrli davriy funksiya 
boiad i. Shu sababli z kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozish 
uchun kompleks son argumentining bosh qiymatini, y a ’ni <p = argz ni 
Hniqlash yetarli b o iad i.

l-tn iso l. z = —sin—+/'cos— kompleks sonni turli (algebraik, 
8 8

trigonometrik va ko‘rsatkichli) shakllarda yozing.

Yechisk  z = -s in —+/cos— kompleks son trigonometrik shaklda 
8 8

berilgan emas. Shu sababli shunday q> burchakni topamizki,

cos© = -s in — va sin© = cos— boisin .
8 8

Bunday burchak q>=—+—=—  bo iad i.

z =re*

ni hisobga olib, kompleks

sonining turli shakllarini yozamiz:



6.13. Kompleks sonlar ustida am allar 

Kompleks son larn i qo  ‘shish
Agar Zj = x, + va z2-x 2 + iy2 bo‘Isa, yuqorida keltirilgan komplckl 

sonlarni qo4shish ta'rifiga ko‘ra,
z. + z2=(xl +x2) + i(yi +yl). (1.4)

Kompleks sonlarni qo‘shish kommutativlik va assosiativlik xossalariga 1 
ega:

z, + za = z2 + •% (г, + Zj) + Zj =z, + (Zj + z ,) .
(1.4) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi 

qo‘shiiishi kelib chiqadi (3-shakl).
3-shakldan bevosita ko'rinadiki, | z, + z2 z, |+1 z21. Bu tengsizlikka 

uchbitrchak tengsizligi deyiladi.

Kompleks son la rn i ayirish
Kompleks sonlarni ayirish amaii qo‘shishga teskari amal sifatida 

aniqlanadi. ^
Zj va z2 kompleks son lam ing ayirmasi deb. z2 ga qo‘shilganida 

z, ni hosil qiluvchi z kompleks soniga aytiladi va z = z , - z 2 tarzda 
yoziladi.

Agar z, = *, + ¿y, va z 2 =x2 +iy2 bo4 Isa, ta’rifga ko‘ra,

z= z ,-z1=(xl -  x2) +i(y , -  у г\ (1.5)

(1.5) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi 
ayrilishi kelib chiqadi. (4-shakl).

4-shakldan ko4rinadiki, |z, - z21>z,\-\z2\.

3-shakl.
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Kompleks sonIar uchun

I z\ ~zi I■ VĈ i -  ̂ z)2 + Oi —

Ini liuli. ya’ni ikkita kompleks sonlar ayirmasining moduli tekislikda bu 
urn In mi ifodalovchi nuqtalar orasidagi masofaga teng.
I Sim sababli, masalan | z -  2i |= 1 tenglik kompleks tekisligida za=2i 

■|l|ludan birga teng masofada yotuvchi z nuqtalar to‘plamini, ya ’ni 
Itlttrka/.i z0 = 2i nuqtada joylashgan va radiusi birga teng 
Nylimani aniqlaydi.

Kompleks son larn i ko ‘paytirish

Agar z,=jc, + iyx va z2=x2 + iy2 bo‘lsa, yuqorida keltirilgan 
kompleks sonlarni ko‘paytirish ta’rifiga ko'ra,

z = z,z. = (x,x2 -  yxy2) + i(xxy 2 + yxx2) . (1.6)

Kompleks sonlarni kocpaytirish kommutativlik, assosiativlik va 
qo‘shishga nisbatan distributivlik xossalariga ega:

z,z2 — z2z,,
(ZjZjZjSZ^ZjZ,);

* l( * l+ ** )“ ■ V a + V i-

2 -m i s o l ,  z, = l+3i, z2=-3+* bo‘ lsa , z, + z2, 2z1- z 2, zl -z2 lam i 
hisoblang.

Yechish z, + z2 = (1 + 3/)+(-3 + i)=-2+4/;

2z, -  z2 = (2 + 6 i) - ( -3  + 0=5 + 5 i;

Zi • z2 = (1+3/) • (-3 + /) = (-3 -  3) + /(1 -  9)=-6 -  8/.

Trigonometrik shaklda berilgan

zt = rt (cos<pt + /sin(pt) ,  z2 = r2(cos<p2 + isiaq>2) 

kompleks sonlarni ko‘paytiramiz:
z.z2 = r,(cos^, + /sin ̂ j,)r2(cos q>2 + /sin (p2)  =

= rxr2 (cos cos tp2 + 1 sin ?>, cos <p2 + i cos (px sin q>2 -  sin <px sinp2) =

= r,r2(cQŜ >. cos (p2 — sin <px sin <p2)  + ¿(sin q>} cos q>2 + i cos <px sin <p2)  =

= rxr2(cos(<px + <P2)  + isin ((px + (p2)\
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ztz2 = r,r2 (cos(ç>, + (p2) + i sin(p, + <p2)).

Demak, kompleks sonlar ko‘paytirilganda ulaming modulliirl 
ko'paytiriladi va argumentlari qo‘shiladi.

Bu qoida istalgan sondagi ko‘paytuvchilar uchun ham o‘rinli 
bo‘ ladi. Xususan, n ta bir xil ko‘paytuvchi!ar uchun

z" = (r(cos (p + /sin <p)Y -  r" (cos n(p +1 sin n<p) (I H|

bo‘ladi.
(1.8) formulaga Muavr formulasi deyiladi.

3-misol. z=4b+i bo‘ lsa, z6ni hisoblang.
Yechish. A w al kompleks sonni trigonometrik shaklga keJtiramiz.

х=ч/3, y - 1 bo‘lgani uchun r=VV3* +12 =2, argz = arcig щ  6
Bundan d

J  11 . . n\ z—21 cos— +1 sin— L \ 6 6/
Muavr formulasiga ko‘ra:

z6 = 26̂ cos^- • 6 + ‘ 6j  = 64{cos;r + isin;r) = -64.

Kompleks sonlarni bo ‘lish

Kompleks sonlarni bo‘ lish amali ko‘paytirishga teskari amal sifatida 
aniqlanadi.

z, va z2 ф 0 kompleks sonlaming bo ‘linmasi deb, z2 ga 
kocpaytirilganida z, ni hosil qiluvchi z kompleks soniga aytiladi va

z=— kabi yoziladi.
Z2
z, =xt + iyn z2 = x2 + iy2*0 va z = x+iy boisin.
U holda (¿j + iy2)(x + iy) = x, + iyx tenglikdan 

jxx2 -yy2~X,,
[xy2 +yx2=yx 

tenglamalar sistemasi kelib chiqadi.

ya ’ni
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iIwimiIhii x  va y  nitopamiz:

Mtuuduy qilib,

£l = *i*2
z2 x¡+y¡ x¡+y¡

(1.9)

Amalda ikki kompleks sonning boiinmasi uning surat va maxrajini 
NiMMiiining qo'shmasiga ko‘paytirish orqali topiladi (maxraj 
ftlNvhumlikdan qutqaríladi).

z, 1 + 2/ (l + 2Q(3-i) 3+6/-/+2 5 + 5/ 1 1 .
Z2 " 3+| -  (3+0C3-0 "  9+1 ” 10 2 2

Trigonometrik shaklda berilgan z, = rx (eos <p, + /sinp,) kompleks

Monini za = r2(eos(p2 + /'sin<p2) kompleks sonigaboiamiz:

z, _ r,(cos<p, + i sirup, ) _ t\ (eos ÍP, +i sin <p,) • (eos <p2 — i sin (p2 ) _ 
z2 r,(C0S$?2 +/sin9>2) r2(C0S<p. +/sin0>2)-(cos9>2-/sin^2)

Shunday qilib. bir kompleks sonni ikkinchisiga boMganda ulaming 
modullari boiinadi va argumentlarí ayríladi.

Kompleks sondan n-darajali ildiz chiqarish amali n -natural 
darajaga oshirish amaliga teskari amal sifatida aniqlanadi.

z kompleks sonining n -darajali ildizi deb, w" = z tenglikni 
qanoatlantiruvchi w kompleks soniga aytiladi.

4 - mi  sol. z ,  = 1+ 2i', z2=3 + / bo‘ lsa, —  ni toping.
zi

Yochlsh. — kasming surat va maxrajini z2 ga ko*paytirib, topamiz:

Demak,
—=— (cos(v», -fl»2) + /sin((l>1 ~(p2)). (1.10)

Kompleks sonlardan ildiz chiqarish
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z — r(cosq> + /sin<p) va v> -  p(cos0 + /sin 6) boMsin.

Udizning ta’rifi va Muavr formulasidan foydalanib topanviz: J 

z = w" -  p"(cos«0 + /sin nd) = r(cos^7 + /sin tp).

Bundan

p" =r, n& = (p + 2Jtk, k-Q, —1, 1, -2, 2»...
yoki

a (p + 2nk Hr-d = --------, p=Vrn
kelib chiqadi.

U holda w=*fz tenglik quyidagi ko ‘ rinishga keladi:

wk = iJr(cos(p+/sin<p)—VPfcos^ +1sin^ -■ \  k-Q, 1, ..., » —1. ( 1.11) K n n )

Sinus va kosinus funksiyala-ming davriyligi sababli z komplek* 
sonining n- darajali ildizlaq soni 
n ga teng bóiadi va ular k ning 
n ta k=0, 1, 'n -1  qiymatlarida 
aniqlanadi. Ildizlarning moduli 
r  haqiqiy sonining n -darajali 
algebraik ildizidan iborat ho Mad i,

argumentlari esa bir-biridan —  ga n
karrali songa farq qiladi. Bunda 
barcha ildizlar kompleks tekisligida 
markazi z -  0 nuqtada boMgan va 
radiusi aJ\T\ ga teng aylanaga 
ichki chizilgan n burchakli
muntazam ko‘pburchakning uchlarini tasvirlaydi (5-shakl).

5-misol. V-T ning barcha ildizlarini toping.
Yechish. Ildiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz:

—1 = cos/r+/sin;r.

4r- r  n+2nk . . x + 2nk _V-l=cos--------- + isin----------, k = 0, 1, 2, 3.
4 4

Bundan
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Г *  . я  ^ 2  „  A■ К *  008 +isin —= ---- ( l + f),
4 4 2

Д ЦК О, I, 3 va 4 qiymatlar berib, topamiz:

Зя: . Згг Л  . ^
Wl •  C08----- h I Sin----S=----- (-1  + /),

4 4 2 v л

, - 3,r • • 3”  л 4I»', •  c o s  - — + /sin —  = — (-1  + /),
4 4 2 7

5n . 5n л / 2 ,  t Аи, «cos---- f-zsin— =-—(—1 — 1),
4 4 2 v h

ln  . . ln  л / 2  „ ...И', «cos--- + iSin----=---- ( l-n .
4 4 2

Du ildizlar (z) kompleks tekisligida birlik aylanaga ichki chizilgan 
miinlazam to‘rtburchakning (kvadratning) uchlarida yotadi (6-shakl).

6.1.4. Mashqlar

1. x ,y  ning qanday haqiqiy qiymatlarida z, = x - 3 y i - y - — va

I ,  я  i x+i2- 3x i-ytf* kompleks sonlar qo‘shma bo‘ ladi?

2. X,у  ning qanday haqiqiy qiymatlarida z, = у +2/3 + 3 - 2xi va

s . -3x+Si+— +2i2 kompleks sonlar teng bo‘ Iadi? j
3. x , y  ning qanday haqiqiy qiymatlarida z, = 3* -  2y i +5;’ -1  va

г, = 3у - i 3 +— +2i3 kompleks sonlar qarama-qarshi bo‘ladi? 
i

3v
4. x , y  ning qanday haqiqiy qiymatlarida z ,=5x+-^-+3y i +i va 

z. = 3y(l+0+—- - '4 kompleks sonlar nolga teng bo‘ ladi?

5. (z) tekislikda berilgao tenglamalami veching:

1) z2 + 6z+25 = 0; 2) 2zz+fe+l=0;

3) iz2-2z+3»=0; 4) z2-6 iz -5 = 0 .
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6. (z) tekislikda berilgan shartlar bilan qanday nuqtaiar to'plami aniqlMtflfl 

1) Rez=a; 2) hnz=b\

3) r<\z\<R; 4) <p<avgz<\ft\

5) r <J z k  i?, p<argz<ip, bu yerda a,6,r,i?,p,(//-haqiqiy sonlar.

7. Berilgan kompleks sonlarni turli (algebraik, trigonometrik va 
ko'rsaikichli) shakl larda. yozing:

1) z=-2+2&i. 

3 ) z  = V3|i
3n  . 3n cos— +/sm—  t 

4

2)

4) z =2->/2^cos^+i'sin 

6)
8) z =—200845* -2/sin 45°.

5) z='j2e~ 4 ;

7) z=2cos60“-2/sin60o;

8. Berilgan kompleks sonlaming yig ‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va 
boMinmasini toping:

1) z, =-5+3/ va z2 =2-4/; ^  2) z, =-3-4/. va z2=2+3/. 1

9. (z) tekislikda berilgan nuqtaiar orasidagi masofani toping:

1) 1-3/ va 4i; 2) 1-5/ va -4 ;

3) 1+3/ va 3+2i; 4) 8-3/ va 2+5/.

10. Hisoblang:

2) i±2L.(_20 + l; 
7 - 2 + /

3) (2+303 -(2 -30*; 4) (-1  + 20* - ( l  + 2i')\

11. Kompleks sonlaming haqiqiy va mavhum qismlarini toping:

-v  t e i - i 7

2(V3 + 2/*)’ 

3 +/s

_  -1  + /° 8+ 19/
2) ———+■

2 +  i 40

4) (i5-5 »  2/+T~rl-
(i-/3)a+2/7) ’ y  \  2
12. Berilgan kompleks sonlaming ko‘paytmasi va bo‘linmasini toping:

n  /  ic . . i c i J  5 n  . .  5 k1) z. =41 cos—+/sm— va z, =2 cos—-+/sm—•7 3 \ 4 4 )  1 1 12 12

J  Sn  . . 5*r^ /  2 ic\  . . (  2#^2) z, =61 cos— +/sin—J va z2=co^——J+jsinl—
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i (Ninl35t’ ) va z2 =2(cos4S°+/sin4S°); 

I  Hi. it-i'ill' I' /«in90") va Zj = cos30°+ism30o.

I || lN m l.il.irn i h isob lang:

2)il± iT °;
,1ft 36 JJ U - iJ

I'l i • l/)\  4) (V2(cos20°+isin20°))“.

11 I lorllgan sonlarning barcha ildizlarini toping:

(I JuOMn 2) V1/;

l| V 1 1 N v/ W. 4)A/i+7.

6.2. KOTHADLAR

6.2.1. Ko‘phadlar ustida am allar

Uihbu

Pn (x) = a0x" + axx^  +...+ a^x  + aH (2 .1)

f\itiV tlyngii n - darajali ko 'phad (yoki butun ratsionalfunksiya) deyiladi. 
Mum In <i„ #0, ai,...,an sonlari ko‘phadning koeffitsiyentlari deb ataladi, 
Itiwilh hoMmagan butun n soni ko'phadning daraja ko‘rsatkichini
kllillridl.

Xuiusan, n = 0 da P0(x)=a0 (a0 * 0) nolinchi darajali ko‘phad hosil 
Iiii’ImiH.

Agar P„(x) va QH(x) ko‘phadlar x ning barcha qiymatlarida bir 
«11 qlymatlar qabul qilsa, u holda Pn(x) va QH{x) ko‘phadlarda x ning 
till Ml darajalari oldida turgan koeffitsiyentlar teng bo‘ ladi va aksincha. 
Mu ko phudlarga teng ko‘phadlar deyiladi va Pn(x)=QB(x) deb yoziladi.

Ko’phadlar ustida qo‘shish, ayirish va ko‘paytirish amallarini 
I iii I hi 1 *il 1 inumkin.

Ilvki ko‘phadning y igcindisi, ayirmasi va ko‘paytmasi yana ko‘phad 
Im'liuli.

Ko'phadlarni qo'shish, ayirish va ko‘paytirish amallari algebraik 
lllHlnlardagi kabi bajarilgani uchun arifmetik axnallaming asosiy
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xossalariga ega bo‘ladi.
Ko'phadlami bo‘lish qoldiqli va qoldiqsiz bo'lishi mumkin. 1
Pn(x) va Qm(x) ko‘phadlar berilgan bo‘Isin, bunda n>m>0.
U holda

Pn(*) = Qm(■*)• K-m(*) + r*(* )  ̂ 0 < k<m  ( i J|

tenglikni qanoatlantiruvchi R̂ m(x) va rt (x) ko‘phadlar mavjiul VI 
yagona bo Uadi. Bunda PB(x) bo‘linuvchi, Qm(x) bo'luvchi, N j » )  
bo'linma, rt(x) qoldiq deb ataladi.

(2.2) tenglikda rt (x) m 0 bo‘lishi ham mumkin. U holda /',(*) 
ko‘phad R„.m(x) ko‘phadga qoldiqsiz bo‘linadi deyiladi.

Ko‘phadlami boMishdan hosil boiadigan bo'linma va qoldlqul 
topishning har xil usullari mavjud. Ko‘p hollarda «burehuk ll 
usulida bo‘lish» qoidasidan foydalaniladi.

6.2.2. Ko‘phadlarning ildizi

Pn(x) ko‘phadning ildizi deb x o‘zgaruvchining bu ko‘phadniii|| 
qiymatini nolga aylantiradigan x0 (haqiqiy yoki kompleks) qiymntl j l  
aytiladi, ya’ni bunda PK(x0) = 0 bo‘Iadi.

Pn(x) ko‘phadni x - a  ga bo‘lishdan hosil bo‘ladigan qoldiqnl 
boiish jarayonini bajarmasdan topish imkonini beradigan teorenvml 
isbotlaymiz.

1-teorema. P,(x) ko‘phadni x - a  ikkihadga boiishdan hoill 
bo‘ladigan qoldiq P(a) gatengbo‘ladi.

Isboti. P„(x) ko‘phadni x - a  ikkihadga bo‘ lish natijasi

Pt(x) = (x - a )  • /?„_,(*) + r,

bo‘lsin, bu yerda r biror o‘zgarmas son (0- darajali ko‘phad) bo‘ladi.
Bu tenglikda x o‘zgaruvchiga a  qiymat berib, topamiz:

r = Pm(a).

Teorema isbotlandi.
Bu teoremadan quyidagi teorema kelib chiqadi.
2-teorema (Bezu teoremasi). a  son PK(x) ko‘phadning ildi/i 

bo‘lishi uchun Pn(x) ko‘phad x - a  ikkihadga qoldiqsiz boiinishi 
zarur va yetarli.
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6.2.3. Ko‘phadni ko‘paytuvchi!arga ajratish

Km i il mu Ii ii nolinchi darajali boimagan ikkita yoki bir nechta 
||i flhHiÎlillifl, ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalashga ko ‘phadni 
» fhH lHVi'IlilM'ga ajratish deyiladi.

Altfvhrimlng asosiy teoremasi deb ataluvchi quyidagi teoremani 
îi ("il -I ' knliimmiz.

I iron ina n -darajali («>0) har qanday ko‘phad hech
■ ■ Imii!|4iUI(IH bitta haqiqiy yoki kompleks ildizga ega boiadi.

Mu U’oi cmaning natijasi sifatida quyidagi teoremani isbotlaymiz.
I li>omnu. n— darajali har qanday ko‘phadni

Pa (x) = a0(x -  a,)(x —a 2)...(x -  ct„) (2.3 )

feu HmInIkIii ko‘paytuvchilarga ajratish mumkin, bu yerda a0-  
k" |iliiii|ulng bosh koeffitsiyenti, a,, <x2 a„— ko‘phadning ildizlari.

hbotl, (2.1) koc phadni qaraymiz. 3-teoremaga ko‘ra, u ildizga ega. 
Hll lU./ni «, bilan belgilaymiz. U hoida Bezu teoremasiga ko‘ra, 

boiadi, bu yerda J°fl.,(je)— (n-1)- darajali ko‘phad. 
n i ko’phad boigani uchun u ham ildizga ega. Bu ildizni a2 bilan 

Itllllnymiar.. U holda P„̂ (x) = (x -a 2)- PH_2(x) boiadi, bu yerda P_2(x)-
i)* dnrnjali ko‘phad. Demak, Pu (x) = (x -  a, )(x -  a 2 ) • P„_2 (x).
Mu jiimyonni davom ettirish natijasida

Pn (x) = ae (x -  a l )(x—a2 )...(*-ccn)

yuyilmitm hosil qilamiz.
(2,1) tenglikdagi (x -a .)  ko‘paytuvchilarga chiziqli ko‘paytuvchilar

ilvyilodl.
I-misai. Py(x)=x3 -2x 2 -x + 2  ko'phadni chiziqli ko‘paytuvchiiarga 

HlMlIng,
Yaübish. Berilgan ko‘phad x= -\ x=l, x=2 da nolga teng boiadi, 

rt„ • ! .
Domak,

je3 -  2x2 -x+ 2= (x + l)(x -  l)(x -  2).

(2.3) tenglikdan shunday xulosa kelib chiqadi: n- darajali har 
i jlUldny ko‘phad n ta ildizga (haqiqiy yoki kompleks) ega. Ular orasida 
(«nglflri boiishi mumkin. Ko‘phadning (2.3) yoyilmasida qandaydir bir
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ildiz k marta uchrashi mumkin. U holda bu ildizga k karrali Ihlit \ 
deyiladi. k = 1 bo' Iganida ildiz oddiy ildiz deb ataiadi.

Agar (2.1) ko^phad kx karrali a, ildizga, k2 karrali a2 ildizga va 1 
umuman kr karrali xr ildizga ega bo‘ lsa, (2.3) formula

/>„(*)=a0(x -a ,)* (x -a 2)kl...(x -ar)K (2 11

ko‘rinishni oladi, bu yerda kx + \  +...+kf = n.
(2.3) tenglikda a„ a2 a„ ildizlar orasida komplekslari boMishl 

ham mumkin. Kompleks ildizlar uchun o‘rinli boiadigan teorenjiml 
isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. Agar haqiqiy koeffitsiyentli Pn(x) ko‘phad a 4 ih 
kompleks ildizga ega bo‘lsa, u holda u a - ib  qo‘shma ildizga ham cgn 
bo‘ ladi.

Bu teoremaga ko‘ra, ko'phadning (2.3) yoyilmasida komplckii 
ildizlar o‘z qo‘shma juftlari bilan qatnashadi. Bu juftga moi

chiziqli ko‘paytuvchilami ko‘paytiramiz:
(x -  (a + ib))(x -  (a -  ib))=((a -  a) -  ib)({x- a) 4- ib) = (x -  a)2 + b2 »  V  

%
-x 2 -2 ax+a2 +ft2=x2 + px + q, 

bu yerda p=-2a, q=al +b2.

Demak, qo‘shma ildizlarga mos chiziqli ko‘paytuvchilai' 
ko‘paytmasini haqiqiy koeffitsiyentli, diskriminanti manfiy bo‘lgan 
k vadrat uchhad bilan almashtirish mumkin.

Shu kabi

( x —(a  4-ib))k (x—(a—ib))k = ((x -  (a  4- ib))(x — (a — ib)))* = (x2 + px + q)k l

almashtirish bajarish mumkin.
Shunday qilib, yuqorida keltirilganlar asosida quyidagi tasdiqni 

hosil qilamiz.
6-teorema. Har qanday haqiqiy koeffitsiyentli ko‘phad haqiqiy 

koeffitsientli chiziqli va kvadrat uchhadlardan iborat ko'paytuvchilarga 
ajratiladi, ya’ni <P„Cr)ko*phadni

PH(x) =aQ(x-a,)*1 (x -a z)t2 ...(x-ar)kr x 

x(x2 4- PtX+qJ’1 (x2 + p2x+q2)‘*...(xl + p,x+q,)** (2.5)

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bunda a0~ ko4phadning bosh



|j|H lliMvi-iili, a t, а г а„— ko‘phadning mos ravishda кг kr 
|цмц11 lldl/lnri, X2 + p¡x + q. (ï"=1,/) kvadrat uchhadlar uchun 
MÉhMIlllMinl D = p2—4q<0i kt+k2+...+ kr + 2sJ+2s2 + ...+ 2sl =n'i 
f l А , А,....kr, sx, í 2,...,5,—natural sonlar.

ЛM/.w/, />(x )-a :4 + Зх3- X-3  ko‘phadni ko‘paytuvchilargaajrating.

iVrAM. Р4(ж) = *4 +3x3 - x - 3 = x J(*+ 3)-(x+ 3) =

= (x + 3)(x* -1) = (x + 3)(x—l)(x2 + jc +1).

6.2.4. Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish

Ik к itn Qm(x) va Pn(x)ko‘phadning nisbatiga
_ Qm(x) _ bQx" +¿>,xM~1 +...+bm_ix+ba

P„(x) a0x" +alx”~' + ...+an_lx+an
hihhHiii/ funksiya (ratsional kasr) deyiladi.

m •: n bo‘ ¡ganda ratsional kasr to ‘g ‘ri kasr, m>n bo‘lganda
###»/»» t* V7 kasr deyiladi.

Ni)to‘g ‘rí kasrda uning Q„(x) suratini Pn(x) maxrajiga odatdagidek
ll'llMh yo‘U bilan kasrdan butun qismi q(x) ajratiladi, y a ’ni

»/ \ Qm(X)  í \ Г( Х)R(x) = ; = q(x) + ——Pn(x) Pn(x)
||«мц11к hosil qilinadi, bu yerda q(x) — butun qism deb ataluvchi

к * • • •■0 pltfld, — '-—  to‘g‘ri kasr, chunki r(x) qoldiqning darajasi P (x)ning 
PH(x)

tl.i*HHisiclan kichik.
Зх4 — 2x3 +1i- misol. R(x)=—1----- ------ratsional kasrdan butun qismini ajrating.x +2x + 2

Ytchish. Ko‘phadlami bo‘lish qoidasi bo‘yicha kasming suratini 
iiuixrajiga bo‘ lamiz:

3x* -  2xi +1 x1 + 2x + 2 
3xA + 6x3 + 6x2 3x2 -8x+10 

- 8x3 - 6x2 +1 
~8x3 -16x2 -16x 

10x2 + 16x+l 
10x2 +20x +20 

-4 x -1 9
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Demak,

R(x)=3x2 — 8 jc -ь 10 -î—г—
V 2 _i

-4 x -1 9  
x2+2x + 2

Quyidagi to‘g‘ri kasrlarga sodda (elem entar) kasrlar deyiladi:

(x -a )1

Мх + iV ¿ ,  2 л ЛЧIV. —;------------ , (j>2, s eN , P -4a< 0),(x2+px + q)'

bu yerda A, M, N, a , p, q - haqiqiy sonlar.
7-teorema. Maxraji (2.5) ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga ajratilgifl

yoyish mum к in.

Blinda:
1) (2.5) ifodaning ( x - a )  ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga 1 turdagi

----- kasr mos keladi; 
x - a

2) (2.5) ifodaning (x - a )* ko‘rinshidagi ko‘paytuvchisiga I va II
Ai a д

turdagi £ta kasrlar y ig ‘indisi — —- + — -----—— mos keladi;x - a  (x -a )  (x -a )

3) (2.5) ifodaning x2+px+q ko'rinishdagi ko‘paytuvchisiga

III turdagi — - kasr mos keladi;
X + px + q

4) (2.5.) ifodaning (x2+px+q)’ ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga 
Щ va IV turdagi s  ta kasrlar y ig ‘indisi

x -a

II. — — r , (k>2, keN)-,

X2 + px + q (x2 + px + q)2 (x2 + px + q)’
M. x+N. M2x + N, M ,x + N, -------- mos keladi.
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NliiiMiiuy qilib, teoremaga ko‘ra,
Qm(x) A. A. A —-  =— — +— -3— ----- — -+ .. .+
P,(x) x - a  (x - a )  ( x - a )

M .x  + N. M .x  +  N . M ,x  + N ’ ¿.v+ -T-1------ L +7 T i ------ r +...+—r - -̂------- —, (2.6)
x + p x + q  (x + p x  + q ) (x + p x + q )

Im» vtmln A[t AJ,...,At , M „  N,, M 2, N 2i...,Mf, N t -  koeffitsiyentlar.
(2.6) tenglikdagi nomaium koeffîtsiyentlarini topishning turli 

MJHiIIniI mavjud. Masalan, nomaium koefïitsiyentlami topishda 
Ihh'tflislyvntlami tenglashtirish  usulini qoilash mumkin.

Un uüuI quyidagi tartibda amalga oshiriladi:
I (2.6) yoyilmaning o‘ng tomoni umumiy maxraj P(x) ga

Mimlmli .  Natijada =??(*!  ayniyat hosil boiadi, bu yerda 
p.(x) p.(x)

v j  11 — koeffitsiyentlari 
floumium boigan  ko‘phad.

2. Hosil boigan ayniyatda maxrajlar teng boigani uchun, suratlar 
(mm aynan teng bo'ladi, ya’ni (?„(*) = S. (*)•

3. (?„(*) = 5„(x) tenglikda x  ning bir x il darajalari oldidagi 
kin 11itsivcntlar tengiashtiriladi (ko'phadlarning aynan tengligi haqidagi 
n oiumaga ko‘ra);

Natijada tenglamalar sistemasi hosil boiadi va bu sistemadan 
l/lnntyotgan A„ A2,...,At , A N „  M 2, N 1,...,Ms, N, koeffitsiyentlar 
loplladi.

4 -misai. R(x) = —.—~ — to‘g‘ri kasmi oddiy kasrlar y ig indisiga 
x (x  +1)

yoylng.
Yechish. R (x) ning maxrajini ko‘paytuvchiiarga ajratamiz:

x2(x3 + l) = x2(x + l)(x2 -JC + 1)

R(x) n i 1 -teoremaga asosan, sodda kasrlar y ig ‘ indisiga yoyamiz:

n, . A. At A Mx +  N
R (x )= -L+ - j -  + ----- - + —----------.

X X x  + 1 x  - x  + 1

Nomaium koeffîtsiyentlarini koefïitsiyentlami tenglashtirish usuli 
bilan topamiz. Buning uchun tenglikning o'ng qismini umumiy
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■* Aniqmas integra!

• Ratsional funksiyalarm 
integra liai h

• Trigonometrik 
fuîiksiyalarm integrallash

• Irratsional ifodalamï 
integrallash

• Aniq intégral
• Xosmas integrallar

• Aniq integralning 
tatbiqlari

Jsaak Nyuton 
(1642-1727)- 

iagliz matematigi, fizigi, 
rttexanigi va astronomi
Nyuton “Naturel fatsa- 

f r n in g  matematik asm- 
la d” manda butun alam 
tortishisk qanunmi va 
mexamkaning uch qonu- 
nim hayon qiîgttü.

U  matematik attaliz 
asmlarim, Nyaten bin&mî 
formuiasmi, tenglamalar- 
a i yechtshning Nyuton 
asuUfii yaratgm , maie­
matik hisablashlaràa qa- 
torlardm foydalamshni 
ko'rsatgan.

BIR O ‘ZGÀRÜVCM J 
Fü N KSI Y AS1NIN G 
INTEGRAL HISOBI 1

In tégra l h isob — bu matematikan|»y 
intégral tushunchasi, uning xossalari vu 
hisoblash usullari o‘rganiladigan boiimidlr 
Intégral hisob differensial hisob bilan u/.viy 
bogiiq va ular birgalikda maternât ik 
anal izning asosini tashkif qiladi.

Differensial va intégral hisobning asoniy 
tushunchalari, jumladan, differensiallash vu 
integrallash amallari o‘rtasidagi bogianihli, 
ularmning amaliy masalalami yechish^« 
tatbify XVU asming ikkinchi yarmiriit 
INyuton va G.Leybnis tomonidan isiilah 
chiqilgan. Ulaming izlanishlari maternaiik 
anal izning gurkirab rivojlanish davrini 
boshlab bergan.

Intégral hisob yordamida ko‘plab yangl 
masalalar bilan bir qatordam ilgnri 
yechilmagan bir qancha nazariy va amaliy 
masalalami yechish imkoni yaratilgan.

Intégral hisobning asosiy tushunchaluri 
bir-biri bilan uzviy bogiiq  aniqmas va aniq 
integrallardir.

7.1. ANIQMAS INTEGRAL

7.1.1. Boshlangich funksiya va
aniqmas intégral

Berilgan funksiyaning hosilasini topish 
differensial hisobning asosiy masalalaridan 
biri hisoblanadi. Matematik analiz 
masaîalarining turliligi. uning geometriya,
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Êpftrtiiikit, fízika va texnikadagi keng miqyosdagi tatbiqi berilgan 
M»i Itmksiya uchun hosilasi shu funksiyaga teng boigan 
#i*i limk-.iyani topishga olib keladi.

hiuk.siyaning berilgan hosilasiga ko‘ra, lining o‘zini topish 
им .tin .i integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.

I' J(x) funksiya (a;b) intervalda aniqlangan bo‘lsin.
1-Im * r if . Agar (a;b) intervalda differensiallanuvchi 

h o  UmL .iyaning hosilasi berilgan / (x) funksiyaga teng, ya’ni
F\x) = fix ) ( yoki dF(x) = / (x)dx) , xe(a;b)

Ixi lul, Fix) funksiyaga (a;b) intervalda fix )  funksiyaning bosh lan g ‘ich  
fkhhlytisi deyiladi.

Mnsalan: 1) F{x) = xy funksiya sonlar o‘qida /(x) = 3x2 
llnil--»lyuning boshlang‘ich funksiyasi boladi, chunki x eR  da
Б*)' -«Sx1 ;
t )  f'(¡t)*'J\-xi funksiya (—I;l) intervalda /(x)=—, ■— funksiyaning

л/1- x 2

ImuhlnngSch funksiyasi boMadi, chunki x € (- l;l)  da ( J l - x 2)' =—. ^= ..
Vl-дг

I iiiinma. Agar F(x) va Ф(х) funksiyalar (a;b) intervalda /(x) 
ftink’tiyaning boshlang‘ ich funksiyalari bo‘lsa, u holda F(x) va Ф(х) bir- 
l'ii iiltin o(zgarmas songa farq qiladi.

liboti. F{x) va Ф(х) funksiyalar (a;b) intervalda /(x) funksiyaning 
boiih lang1 ich funksiyalari bo‘lsin: F'(x)=/(x), Ф'(х) = fix ).

U holda istalgan xt(a ;b ) da

(Ф(х)-  F(x))' = Ф '(х )-F^x) = /(x)- /(x) = 0
Im'ludi.

Bundan Ф(х) -  F(x) = С yoki Ф(х) = F(x) + С kelib chiqadi, bu 
ytrda C -ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Shunday qilib, fix )  funksiya (a\b) intervalda biror Fix) 
lMijililang‘ ich funksiyaga ega bo‘lsa, uning qolgan barcha 
|innhlang‘ich funksiyalari {F(x) + С I Ce/?} to'plamni tashkil qiladi.

2-ta’rif. fix ) fimksiyaning (a;b) intervaldagi boshlang‘ich 
limksiyalari to‘plamiga f ix )  funksiyaning aniqmas in tegrali deyiladi va 
Г l\x)dx kabi belgilanadi.
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Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,

if(x)dx=F(x)+C, Il ll

buyerda f ix ) - ' integral ostidagifunksiya, f(x)dx — integral osthi 
ifoda; x— integrallash o ‘zgaruvchisi, J — integrallash belgisi dcyiliull

Aniqmas integralni topish, ya'ni berilgan funksiyaning boshlan^'lM 
funksiyalari to‘p lam ini aniqlash masalasi fimksiyani integrallash »1» I* 
yuritiladi.

Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani differensiallitNhgt 
teskari amal boiadi.

Berilgan fix) funksiya qachon boshlangich funksiyaga ega bo'hull 
degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teoremani isbotüll 
keltiramiz).

1-teorema. Agar fix') funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz boi«a ll 
holda u bu kesmada uzluksiz boigan boshlang‘ich funksiyaga. t i"i 
bo‘ladi.

Ko‘p hollarda F{x) funksiya fix) funksiyaning boshlang'uli 
funksiyasi boiadigan (a;b) interval kocrsatilmaydi. Bunday hoUIn 
(a;b) interval sifatida fix) funksiyaning aniqlanish sohasi tushuniladl 
Shu sababli bundan keyin integral ostidagi funksiyalar uzluksiz va ( 1,1 ) 
formula ma’noga ega deb hisoblaymiz.

Masalan, /00 = — funksiya (-qq;0) va (0;oo) intervalda uzluksiz. 
x

Shu sababli uning aniqmas integrali deb

funksiya tushuniladi. y
Boshlangich funksiyaning 

grafigi integral egri chiziq deb 
ataladi.

^ y =  F{x)+C 

^,y = F(x) ,
Aniqmas integral geometrik

jihatdan ixtiyoriy C o‘zgarmasga
bogiiq boigan barcha integral egri  ̂
chiziq lar to‘plamini ifodalaydi.

,y = F(*)+Ca 

, y  = F(x)+Cl
Agar F{x) funksiyaning grafigi 
integral egri chiziq boisa, boshqa

1-shakl.
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ogri chiziqlar uni Oy o‘qi bo‘yicha parallei ko‘chirish
I niilmiiid.i hosil qilinadi (1-shakl).

7.1.2. Aniqmas integralning xossalari

Aniqmas integral quyidagi xossalarga ega. 
r  Aniqmas integralning hosilasi (differensiali) integral ostidagi 

pifllmiynf’.n (¡fodaga) teng:

(J f(x)dx)' = f(x). (d\ f(x)dx = f  (x)dx).

lsboti. F(x) funksiya f(x) fiinksiyaning boshlang‘ich funksiyasi, 
»••ni /*''(*)■» /(*) bolsín, 
i  II holda

(J f{x)dx)' = (F(x) + c y  =F'(x) + 0 = f ( x ) .

( d j  f(x)dx = d(F(x) + C) = dF(x) + dC = F\x)dx = f{x)dx).

liu xossa integral amali to ‘g'ri bajarilganligini differensiallash 
m/iill tskshirish imkonini beradi.

MiiMllun, f(3xa -v5)dx=x3 + 5x + C to‘g ‘ri, chunki (x* +5jc + C)'=3jc2 +5.

2", Funksiya differentsialining aniqmas integrali shu fimksiya bilan 
0‘yy,urinas sonning yig‘indisiga teng:

\dF(x) = F(x)+C. 

lsboti. F'(x)=f(x) boisin.

II holda
jdF(x) = ¡ Fr(x)dx = j f  (x)dx = F(x) + C.

3". Ozgarmas ko‘paytuvchini aniqmas integral belgisidan tashqariga
i lilqarish mumkin:

J kf(x)dx = k jf  (x)dx, k = con st, k& 0.

lsboti. F\x) = f{x) bo‘lsin.
Bundan

J hf(x)dx = f kF\x)dx = í (kF(x))'dx = k(F(x)+C) = kF(x) + C, = k\ f(x)dx 

( ( ,  ■ kC deb olindi).
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4°. C hekli sondagi funksiyalar a lgebraik y ig ‘ indisiniiif* NIlifllMtf 
integrali shu funksiyalar aniqm as integral larin in g  algebraik y i^ ‘ нн11ч1|дн 
teng:

f t f W  ± g(x))dx = if(x )dx  ± I g(x)dx .

Isboti. F'(x)=fix ), G'(x) = g(x) bo‘ lsin.

U  holda
Í (/ (*) ± g(x))dx = ¡  (F'(x) ± G\x))dx = Л  

\d(F(x)±G{x)) =

= F(x) ± G(x) + C = (F(x)+C, )  ± (G(x) + C2 ) =

= \f(x)dx±\g(x)dx, C ,±Ca =C.

5°. A gar J f(x)dx=F(x)+C  bo‘ lsa, u holda л: n ing istalgan jdifTofwM 
siallanuvchi funksiyasi и =u(x) uchun J / (u)du = F(u)+C bo‘ Iadi.

Isboti. x erkli o 'zgaruvchi, / (*) uzluksiz fim ksiya, F(x) funkilyH 
f ix )  funksiyaning bosh lang1 ich funksiyasi bo‘ lsin.
U  holda J / (x)dx = F(x)+С bo‘ ladi.

u= ç(x ) bo‘ lsin, bu yerda q>(x) — uzluksiz hosilaga ega bo'ltyAfl 
funksiya.

Birinchi differensialning invariantlik xossasiga ko‘ ra, 

dF(u) -  F'(u)du = f{u)du
bo* lad i.

Blindan
¡ f (u )d u  = ¡d(F(u))=F(u) + C.

Bu xossa integrallash form ulasining invariantligi xossasi deyiliidi, 
Demak, aniqmas integral integrallash o‘zgaravchisi erk li o ‘zgaruvchi 
yok i erkli o ‘zgaruvchining uzluksiz hosilaga ega  bo‘ lgan ixtiyoriy 
funksiyasi bo‘ lishidan qat’ iy  nazar b ir x il  formula bilan topiladi.

7.1.3. Asosiy integrallar jadvali

Integrallash am ali d ifferensiallash am aliga teskari am al boMgani 
uchun asosiy  integrallar jadva lin i differensial hisobning mos 
formulalarini (differensiallar jadva lin i) qo‘ llash  v a  aniqm as in teg ra tin g  
xossalaridan foydalanish orqali hosil q ilish mumkin.
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Musalatl, d(smu) = cosudu  ekanidan fcosudu  = Jrf(sin«) = sinu + C. 
Q ayida keltiriladigan integrallar a so s iy  in tegra lla r ja d v a li  deyilad i.

A sosiy m tegm U ar ja d v a li

13.

15.

17

19

\uadu =------ + C, (a&— 1);
a  +1

fa"du = —— i-C, (0 < a  1); 
In a

J sin udu = -  cos u + C;
\tgudu = -In | cos« |= C;
f du _
J— —  = tgu+ C ; 

cos u
. du . I u „
J —  = \n\lg-+C; 

stnu | 2
r du . u  „J —i---- - = arcsin—+C;

a
. du 1 u \ -i— t ^ a r c t g - + 0 } a +u a a

i J shudu = chu + C;
, du , &, J —— = tnu + C; 
ch  u

2 . J—  = ln i«|=C; 
u

4. [e“du = e u +C;

6. }cos udu = sin w + C;
8. j  ctgudu = In | sin a  |=C;

4 A c du ~10. J ---- :— = —cfgw + C;
sin^M

12. J— = ln!
COSM

14. J
du + 4u2 ± a2 i + C. 

I i
du16. J—^ — = —  W— -  

u - a  2a \u+a
18. fchudu = shit + C;

20 . f ^  =-cthu+C. 
sh u

+ C;

A sosiy integrallar jadva lid a  integrallash o ‘zgaruvchisi u erkli 
o'/.garuvchi yoki erk li o ‘zgaruvchining funksiyasi (5 - xossaga ko‘ra) 
boWishi mumkin.

Jadvalda ke ltirilgan  form ulalam ing to‘g ‘r ilig ig a  uning o ‘ng 
lomonini differensiallash  v a  bu d ifferensialning formula chap 
lomonidagi integral ostidagi ifodaga teng bo‘ lish in i tekshirish orqali 
l«honch hosil q ilisb mumkin.

Bu integrallardan birining, m asalan 13-formulaning to£g ‘rilig im  
ko‘rsatamiz:

/  . u 1 1 , du d\ arcsin—+C I = —j----- =  -—du= ,----------
t  ^
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7.1.4. Integrallash usuHari

Bevosita integrallash usuli

Integral ostidagi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlur Ыцш1н|| 
va  aniqmas integralning xossalarini qoMIash orqali berilgan into^i >i III I 
bir yoki bir nechta jadva l integraliga keltirib integrallash импМдй 
bevosita  integrallash usuli deyiladi.

M isollar :

Berilgan integralni jadval integrallariga keltirishda differensialninp, 
quyidagi almashtirishlari («differensial amali ostiga kiritish» jarayoni) 
qo‘ llaniladi:

du = d(u + a), a —son; du=—d(au); udu = —d(ux); cosudu =d(smu)\ a 2

sin udu = —d(cosu); —du = d(\nu); —^—du = d(tgu). 
и cos и

Umuman olganda, f'(u)du = d (f(u )).

Bu formuladan integrallami topishda ko‘p foydalaniladi.

Misollar:

= —5 cosa; -  2arctgx +—  + С ;
4

1) f Ь  ä(3x)
\6+9x2 3 16+(3x):
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A\ rc0s x + s in x  , .¿(SU IX-COSX) . . .  . „2) J —------------ d x - J—̂ ------------- -  = ln|sinA-cosxj+C.
sin.x — cosx sinx —cosx

O'rniga qo*yish (o ‘zgaruvchitii almashtirish) usuli

Ko‘p hollarda integraldagi o'zgaruvchini almashtirish uni bevosita 
inttfgrullashga olib keladi. Integra!lashning bu usuli o 'm iga  qo 'y ish  
I" ‘ y,iiruvchini almashtirish)  usuli deb yuritiladi. Bu usul quyidagi 
Ipniamaga asoslanadi.

2-teorema. Biror T oraliqda aniqlangan va differensiallanuvchi
* •  tfi(t) funksiyaning qiymatlar sohasi X oraliqdan iborat boMib, X da 
f{x) funksiya aniqlangan va uzluksiz, y a ’ni T oraliqda / (q>{t)) 
murakkab funksiya aniqlangan va uzluksiz boMsin. U holda

J/(x)̂ =J/(p(0M0<* (1-2)
bo* lad i.

Isboti. X oraliqda F(x) funksiya f(x )  funksiyaning boshlang‘ ichi 
IhVtain. U holda F{<p(t)) murakkab funksiya T oraliqda aniqlangan, 
tlifTcrensiallanuvchi hamda

FX<p( 0 ) = K iv itW iO =
bo'ladi.

Bundan
J fi<P{t))<pXt)dt = J FXq>{t))dt =F(<p(t)) + C =

hisobga olinsa,
\f(x)dx=\f{(p{iWit)dt.

(1.2) formula aniqmas in tegra lda o  'zgaruvchitii almashtirish 
lonnulasi deb yuritiladi.

Ayrim hollarda t = <p(x) o‘m iga qo‘yish bajarishga to‘g ‘ri keladi. 
IJ holda \f{(p{x))(p\x)dx=\f(t)dt bo iad i. Demak, (1.2) formula 
o'ngdan chapga qo‘ llanishi ham mumkin.

1-misol. ¡x-Jx-3dx integralni toping.

Yechish. m'x - 3  = t almashtirish bajaramiz.
U holda x=t2 +3, dx = 2tdt.
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jx Jx —3dx=j(t2 +3)1 2tdt = 2j(t* + 3/*)dt ■

= 2¡t4dt + 6\t2d t=2 • ̂  + 6 - y  + C = | V (* -3 )5 + 2yl(x-3j' + C.

Shu sababli

2- misol. f——— integralni toping, 
xlnx

Yechish. l  + lnx= i2 bo‘ lsin.
Bundan

lnx = i2- l ,  ®=2icfr. 
x

U holda (1.2) formulaga ko‘ra,

r 'Jl. + Inx , c t  • 2tdt t 1dt

= 2/ + lh ( i-1 )2
mm + C = 2Vl+lnx + In

(Vl + lnx)2
l  + l n x - l

+ C<

=>3,̂ 1+ h\x + 2 Inj-V 1 + In jc — l j -  In|lnx| + C.

3- misol. |Vl + cos2 xsin2xdxintegralni toping.

Yechish. l+cos2x= f2 deymiz.

Bundan
~2cQsxsvn.xdx=2tdt yoki sin 2xdx = —2tdt.

U  holda
| a/1 + cos2 x sin 2 xdx = j  t(—2t)dt =

*3 9 -
= -2  • — + C =- —-JO + cos2 x f +C.

3 3 ^ v

Izoh. Ayrim hollarda integrallashning o'zgaruvchini almashtirish 
usuli takroran qo‘ llaniladi, y a ’ni bunda bajarilgan o‘rniga qo'yishdan 
so 'ng shunday integral hosil bo‘ ladiki, bu integralni boshqa o‘rniga 
qo‘yish  orqali soddalashtirish yoki jadval integraliga keltirish mumkin 
bo'ladi.
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Bo ‘laklab integrallash usuli

Ho* laklab integrallash usuli ikki funktsiya ko‘paytmasining 
•IIIlitonsiali formulasigaasoslanadi.

3-teorema. u(x) va v(x) funksiyalar qandaydir X  oraliqda 
plqluigan va differentsiallanuvchi bo‘ lib, u r(x)v(x) funksiya bu 
Dltllqda boshlang‘ich fimksiyaga ega, ya’ni fu'(x)v(x)dx integral 
mnvjud bo‘lsin. U holda X oraliqda w(x)v'(x) funksiya boshlang‘ich 
limksiynga ega va

Ju(x)v'(x)dx = u{x)v(x) -  J v(x)u'(x)cbc (1.3)

ho'ladi.
Ishoti. (y(x)v(x))'=u\x)v(x) + v'(x)u(x) tenglikdan 

u(x)v'(x) = ( k ( x ) v ( x ) ) '  -  v(x)u'(x).

(w(x)v(x))' va «'(x)v(x) funksiyalar X intervalda boshlang‘ ich 
fimksiyaga ega bo‘lgani uchun v\x)u(x) ham X  intervalda boshlang4ich 
fimksiyaga ega bo‘ladi. Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomonlarini 
inlograllasak, (1.3) formula kelib chiqadi.

(1.3) formulaga a n iq m a s in te g r a ln i  b o  'laklab in te g r a lla sh  formulasi 
dcyiladi.

MaMumki,
v'(x)dx = dv, u\x)dx = d u .

Dcmak, (1.3) formulani

[ u d v = u v - jv d u  (1-4)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Bo‘laklab integrallash usulining mohiyati berilgan integralda 

integral ostidagi f{x)dx ifodani udv ko‘paytma shaklida tasvirlash va
(1.4) formulani qo‘ llagan holda berilgan [udv integralni oson 
integrallanadigan Jvdu  integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Bo‘laklab integrallash orqali topiladigan integrallaming, asosan, 
uchta guruhini ajratish mumkin:

1) f  P(x)arctgxdx, j  P(x)arcctgxdx, JP(x)lnx£&, f^x) arcsin xdx, 
f P(x)aiccosxdx (bu yerda P(x) ** ko‘phad) ko‘rinishdagi 1-guruh



integrallar. Bunda d v  = P(x)dx  deb, qolgan ko‘paytuvchilar екп ч In I.и 
belgilanadi;

2) [P ^ x ^ d x , Jp(x)sinfcci&, |P{x) c o s  kxdx k o ‘ r in i .It'lnj'l 

guruh integrallar. Bunda u  = P (x ) deb, qolgan ko‘paytuvchilai dv (Ы 
olinadi;

3 ) J e fasin kxdx, JV*cosA3Ci£t ko‘rinishdagi 3-guruh iflttf||nillAI 

bo‘laklab integrallash ormulasini takroran qo‘ llash orqali lopilmll

4 -  m iso l |arctgxdx  integralni toping.

Y ech ish . J arctgxdx  =
и = a rctgx , d u  = ----- x

l  + x  \ = x a rctgx —j —  ax
I 1 +x

d v —a x .  v= x

= xarctgx  -  i j  ̂ Y ~ ^ -d x  = xarctgx  — ̂ lnjl + x1 j + C. 

%
5 -  m i s o l .  J xexdx integralni toping. 

Y ech ish .

u  = x, d u  = dx 

d v  = e*dx, v = e  t
J x exdx = = xex -  J e'dx  = xex - г *  + С  = e x( x - 1) + С

6 - m is o l .  I  = J sin xe2xdx integralni toping. 

Y ech ish .

7 = Jsinjfe2*«& =
u = e  , du  = 2e dx 

d v =sin xdx, v  = — cosx
= -  e 2x cos x + 2j e 2x c o s  xdx •

u = e  *, du  = 2 e2xdx 
d v  = cosxdx , y=sinx

h  - e lx c o sx  + 2(2*sm x -2 \  e 2x sin xdx) = 

e 2x(2sin x -  cosx) -  41.

Bundan

J  = - e 2l(2sinx -  cosx) + C. 
ST *
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Ko'rsatilgan uchta guruh bo‘laklab integrallanadigan barcha 

llltegrallami o‘z ichiga olmaydi. Masalan, f - ~ -  integral yuqoiida
J  COS X

M lnilgan integrallar guruhlariga kirmaydi, lekinuni bo‘laklab 
luirai allash usuli bilan topish mumkin:

j  Xt& _  
c o s 2 X

u - x ,  d u - d x

dv=- dx =xtgx -  j  tgxdx=xtgx -  In I cos X j +C.

7.1.5. Mashqlar

I. Berilgan integrallami aniqmas integralning xossaSari va integrallar j  ad va) i n i 
|Q'llab toping:

3 x+3

4) l+x2
dx:

5)\

b í e*íi+- v * V* I  COS XJ  

4)[ctglxdx,

ID/
dx 

25 + Ax2

6) Jf sin^+cos-^-1 dx,

8 )f~ —3 sin X

10) f—  л  » ÍH\Q

12)\

cos X —cos2jr 

dx
y¡3+4x-2x2

2. Berilgan integrallami differensiai ostiga kiritish usuli bilan toping:

2) fcos2xsinx¿ír,D P ? - * .* COS X

J l+4x

щ ш1 Sin X

9 ) b ISSU
J - ¡4 - e

4)| S ^
J x+5

6)

'sm-Jx8)J- cfc;

sin 4x\jctg 4x
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3. Berilgan integrallami o‘miga qo‘yish usuli biJan toping:

2) J : 1 'xn+2

3 )  J-\/l6- x 2dx: 

5 )  ¡ x24 x3+3dx\

7)J *  

9)J

4 )/ #X +‘

cos2xdx6)f..;
J 1+sin.rcosjr

(arcsin x f j l - x 2 

dx

* ) f ^  3 x +5

J s - 4 x - x 2 ’ 

l l ) f jc (2 x + 7 )'°dx;

10)/

12)/

dx

V3x2-2 x -\

dx

№ -* )

i4>/
tp2x dx 
Id4x x

4. Integrallami boMaklab integjallash usuli bilan toping:

I) Jxarc/gxdx

3)J.xln.v(ir; 

5)Jx3*<fc; 

7)Jxln(x+l)dr,

9) [ sin In xdx,

II)
J COS X

5. Integrallami toping:

l)jVVl+x2<fe;

3)Je* cos2 (e*)dx.

2) j  arcsinxdx; 

4 )Jx 2e xdx,

6 )/ xsinZxdx; 

o\ rxsinxdx

10) f  e 4x sin 4xdx.

\2')[}narctgxdx 
) !  l+ x2

2)jsin3xsia 5xdx.

-dx. \nxdx
tgx

7)1
dx

6)/

^ jt(4 i-Jn 2jr)

xQ -hSx)’ 
dx
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Mil 10)/ Л
Co« x * хы2х-9

и  Й 0 ;  12) Р 2‘л1 + х* ’ J Ь+е2*

1.1) Juin* I4)jxtg2x2dx,

l5)fxMnl xflEr, I 6 ) f1~jggĝ
» J s in  г

7.2. RATSIO N A L FUN KSIY A L  ARNI 
IN TEG RALLA SH

7.2.1 .Sodda kasrlarni integrallash

6.2 banddan b ilam izki, quyidagi ratsional kasrlarga so d d a  kasrlar 
(leyiladi:

x - a

//. — ^—7 , (A£2, keN );
( x - a ) 4*

///, Afet j L >( ^ _ 4 ^ < 0 ) ;
jr+ / K + Í

/F. —;------------- , ( j  > 2, s eN , p 1 — 4q < 0 ),
(x +px + q)‘

bu yerda A, M, N, a , p, q — haqiqiv sonlar.
I v a II turdagi sodda kasrlar jad va l integrallari orqali topiladi:

¡ ¿ * =А!Ф ^ а ) шА щ х -а Ц С ;  (2 .1)
x —a  x —ct

IT ^ ~  = A\(x-a r d (x - a )=  , f  -.-g+C. (2.2)
’ ( x - a )  -k + l (1 -k )(x -a )

III turdagi sodda kasm i qaraym iz.

[ Mx -\-ÍL_dx integralining suratida kasm ing maxrajidan olingan hosila
* x +px+q
(x2 +px + qY=2x + p n i ajratam iz va natijani integrallaym iz:
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f Mx + N . , 2^2x + P) + N~ ^ ,  M f 2x + /?Í—--------- dk=J-^---- --------------^-éûc = -—J—----- £—£&+ 1
x +px+q X 4-px + q 2 x +  px + q

-----Ш + f t - Ä k
I 2 / * 2+/юс+$ 2 1 I 2 )  2

yoki

J д&+*  ф = л
x + px + q 2 \ 2 )

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallardan birinchisi

jj= in|x2+px+q\.

Ikkinchi integral maxrajida to‘ liq kvadrat ajratamiz va integralni 
quyidagicha hisoblaymiz:

J  - [  *  - f  + 2 g r o g  2X + P
' ] r+P*+4 V +£j\„_£l Ä V

bunda 4^-/72>0, chunki D<0.

Natijada quyidagiga ega boiam iz:

r Mx+N M. , 2 . 2N -M p 2x + p—;---- —— A = —lnbr + oar+g+—/ - - . -  arctg , — +C. (2.3)
W + px+ q 2 J 4 q -P 2 -J^q -P

5x + 111-m isol. / = f—----------- ¿fe integralni toping.
J *2+6*+13

fU  _____  5
dxV ,  - ( 2 x  + 6) + n - - - 6  5 r (2x+6)dx Af

Yechish. / = f - -------------------—dx- - \ ——■ —rr~ 4J
J я:2 + 6* + 13 2 V + 6 jc + 13 J

Bu yerda

х2+6д;+13 2J x2 +6x + l3 x +6* + 13

=^ln\x2 +6x+\3\-4J.

r dx г d(x+3) 1 * + 3j=  f------------- -- f---- -—- J — - —arctg------.
(jc+3)2 + 4 J (лг+З)2 + 2 2  2



h u i l l í n  и

f — ——dx =— Injx2 + 6x + 131 -2arctg- - — + C. 
J jc2+6jc + 13 2 2

IV lurdagi sodda kasming integralini topamiz: 

f Mx + N ^  _ M f (2x + p)dx
■> t+A i — i „V o ^(x1 + px + <¡)’ 2 (x + px + q)‘ 

lrfí*+f ]  

'NMT
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral jadvaldagi 

Inlcgralga keltirib, piladi:

j  = f (2jc + />)¿ife
(x2 + px+qy

1= j  (x1 + px q)~‘ d(x2 + px+q) =-
(l -  s)(x + px + q'y~

Ikkinchi integralga (uni l t bilan belgilaymiz) (x+—] = f almashtirish
V 2  J

bajaramiz va 0 < q = a2 belgilash kiritamiz.

U holda

<"?)/ = f______S . ¿ L____ = f___^ ___= j _ f ( ^ + a 2) -/ 2^  =
' \2 ,v  J (i1 J- Л?-У л2'И) (í2+a2y  a 2i (t +a  y

= —f___- ____I r
r . 1 J  ( t 1 J .  „ » V  /»2 J

t d t
2 J /Л . 2\H Jl i /Л . 2\ia (f + a ) a {t + a )

Bu tenglikning o‘ng qismidagi birinchi integral It ga o‘xshash 
bu4ib, unda maxrajning darajasi s  dan bir birlikka kichik. Shu 
sababli, belgilashga ko‘ra, bo‘ladi. Ikkinchi integralni bo‘laklab
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integrallaymiz:

r t2dt _ L r t-2tdt
J (i2+ a2), - 2 J (iz + a2r

_ l/ - t  , 1 * dt 
2^Cs- l)(i2 + a2)H s  -1  ■* ( i2 + a2)'

2(Ä -l)(i2 + <r) 2(s -1 ) '

Demak. J, integralni hisoblash uchun s  darajani pasaytirish 
formulasini hosil qilamiz:

/ . = 4 /  '  12a2( j - I )  

2 s - 3 K *  (2.5)2 a ( s - i )  1

Shunday qilib, (2 .5) foimuÄa bo‘yicha 7, integralni topamiz, keyin

Iä dagi barcha t n ivx + y  bilan almashtirib va 1, / integrallami (2.4)

tenglikka qo‘yib , IV turdagi sodda kasr integralini topish uchun ifoda 
hosil qilamiz.

(2 .5) formula bo‘yicha I, integralni topish indeksi bittaga kichik 
bolgan /_, integralni topishga, integralni topish esa o‘z navbatida 
J_2 integralni topishga keltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval 
integralni topishgacha davom ettiriladi:

t r dt 1 t
J i ~ 1 Ti-----T= - o r c t g -  + C.s r+ a  a a

Demak, (2.5) formula orqali /, dan /_, ga , so‘ngra /,_2 o‘tiladi va 
hokazo. Shu sababli bunday formulalar keltirish yoki rekurrent 
(<qaytuvchan)  formulalar deyiladi.

2- misol. f—■ — ------~dx integralni toping.
(x + 4x + 8) ö y  6

(x2+4x + 8)2 (x2 + 4x + 8)2 (x2 + 4x + 8)2
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1 ,  d(x+2) 1 r dt
х2+4х + 8 +Ч(х + 2)2+4]2 ”  x2 + 4x+8 + *t2+a2’

(2.5) integraldan foydaïanib ayrim hisoblashlardan so'ng

t 1 t x+2 1 „ x+2L -  — ——-----—+— - a r c t g —=——----------- - + —a rc tg ——
2 2a (t + a )  2ay a 8(*2+4x + 8) 16 2

ekanligini topamiz.

D em ak,

f г 2х+5 ге1х=
(x + 4x + 8)

1 x+2 I x+2 _— I— arctg------ + С =

h u y e r d a  t = x  +  2 ,  a  =  2 .

x2+4x + 8 8(x2+4x + 8) 16 2

x -6  1 _ x+2 _ — ь—a rc tg -------+ C.
8(x + 4x + 8) 16 2

7.2.2. Ratsional kasrlarni integrailash

6.2 banddan va yuqorida aytilganlardan kelib chiqadiki, 

R(x)=—~^ ratsional kasr funksiyani integrailash quyidagi tartibda

amalga oshiriladi:
1) berilgan ratsional kasm ing to‘g ‘ri yoki noto‘g ‘ri kasr ekanini 

tckshirish; agar kasr noto‘g ‘ri b o isa , kasrdan butun qismini ajratish;
2) to‘g ‘ri kasm ing maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratish;
3) to‘g ‘ri kasm i sodda kasrlar y ig ‘ indisiga yoyish;
4) hosil b o ig an  ko‘phad va sodda kasrlar y ig ‘ indisini integrailash.

3- misol. I = [ , X +,------dx integralni toping.x — 2x + 2x
„4 ^

Yechish. R(x) =—------ -------  noto‘g ‘ri kasr, chunki
x -  2x + 2x

m = 4, n = 3 (m> n).

Bu kasming suratni maxrajga bo‘lish  orqali kasrdan butun qismini 
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ajratamiz:
X* +6 x* -2x* + 2x
xA -  2x3 + 2x2 x + 2

2x3-2 x2+6 
2x3 —4x2+4x

Bundan

R(x) = x + 2 +

2x2 -  4x + 6

2x2 —4x +6 
X 3 -  2x2 + 2x

To£g‘ri kasming maxrajini ко‘paytuvchilarga ajratamiz:
X 3 -  2x2 + 2x = x(x2 -  2x + 2).

To'g'ri kasmi sodda kasrlarga yoyilmasi ko‘rinishida yozamiz: 
2x2-4x + 6 A Mx  + N —+■x(x2 -2x+2) X X -  2x + 2

Yoyilmaning noma’lum ko%ffitsiyentlarini topamiz:

' 2x2 -  4x + 6 = A(x2 -  2x + 2) + Mx2 + Nx,

f X2 : A + M = 2,
J #5 -2A + N = ~4,
[ x° : 2 A = 6.

Bundan A=3, M = - 1, N = 2.

Shunday qilib,
_ 3 —x + 2 R(x) — x+2 4—+•X x -2x + 2 

Ko‘phad va sodda kasrlar yigMndisini integrallaymiz:

I=\(x + 2)dx+\—  +f Г Х* 2 <tc=— + 2x+3\n\x\ 
J J x J x2-2x+2 2

-(2x -2 ) + l - 2  2 i о ог2 , xr ,  , 1 f 2x-2, dx =x2-2x+2 2 + 2x+31n|x|—  j—-----------dx +2Jx3-2x + 2
x 1— + 2x+31n| x| ——In I x* -  2x + 21 +arctg(x -1) + C.
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7.2.3. Mashqlar
I. Integrallami toping: 

2x+3Щ К Ш — dx, 2)f-
(x -  2)(x+5) J (x+l)(2x+1)

xdx . . г 8xöx
^ í x + n í * + 2V x + 3V  т а(jr+l)(,x+2)(x+3) * (x+l)(x2 +6x+5)’

— - - - Х~3 <&; 6) [ х\~1 dx-,
1  ' J 4x3- * ’

D jU í f  8)f- 4 t ^ 3
J x*+x2 J x(x2-5x+4)

10> l Æ r

«öto «Ä
m É s ̂ X +X + 1 * X* —1*

15)f - ^ - ;  I6 )f ? *
X —1 ' (x 49)

M «+ 2x+2) J (x-1)(x2+4)3
dx e dx19) f— ------------------------  20) f

J (x + 4x+5)(x + 4x+13)’ (x+l)2(x2 +1)’

21)f ( ? r r

» > j f a f â * Î  24)f3,’ - i o , , u &
J (x2 -Зх+ 3)2 y j x4 + 13x + 36

7.3. TRIGONOMETRIK FÜNKSIYALARNI 
INTEGRALLASH

Trigonometrik fimksiyalami integrallash usullaridan ayrimlari bilan 
tanishamiz. Faqat trigonometrik funksiyalar ustida ratsional amallar 
(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish) bajarilgan ifoda berilgan 
bo‘lsin. Bunday ifodani barcha trigonometrik fimksiyalami sinx va cosx
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funksiyalar orqali ratsional ravishda ifodalash va /¡“(sin щ cos x) 
ko‘rinishga keltirish mumkin.

7.3.1. J/?(sinx,cosx)¿¿c ko‘ rin ish i(lag i in tegra lla r

Ji?(sinx,cosx)i& ko‘rinishidagi integralni tg— = t almashtirish

orqali hamma vaqt t o'zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga 
almashtirish, ya ’ni ratsionallashtirish  mumkin. Shu sababli bu 
almashtirish universa l trigonom etrik  almashtirish deyiladi.

Haqiqatan ham, f/?(sinx,cosx)c¿t ifodadan

* * §  2/ * - * ‘ f  t - . f *  I  Msmx =------ — =----- r , cos x = -— ■---- ------------r> x = arctgt, ax=—
1 + fg2-  1+i 1 + t g 2-  I + i  l+ t \ 

5 2 2

tarzdagi o‘rniga qo‘yishlar yordamida t o'zgaruvchili 
2t *1 -?}  2dt

1 [\+t2 1 + i i  H ? = s m d i

ratsional funksiya kelib chiqadi.

1- misol. I  = f--------- —--------- integralni toping.
■'3sinx + 2cosx+3

Yechish. tg— = t deymiz. U holda
2

2dt
r -  f _L+J?_______- 2 f  — - 2 Í  —____

\  21 ,  1 - i 2 , ,  J /2 + 6/ + 5 (i + 1)(A + 5)3 ------ r  + ¿  ' ----- r  + A
1+/2 1 + Í2

= = A In 11+1 j +B In It  +5|+C. 

Noma’ lum koeffitsiyentlami aniqlaymiz:

Demak,

/=—(ln|f+l|-ln|f+5|)+C=—In
2 2

W f c j í l f f l U
i  + 5 |ig- + 5

2
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' Universal trigonometrik o‘m iga qo‘yish  natijasida amalda 
Ko'pincha ancha murakkab ratsional funksiyalar hosil b o iish i mumkin. 
Munday hollarda yuqorida keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda 
nlmushtirishlardan foydalangan m a’qul:

a) agar R(s'mx,cosx) ifoda sin* ga nisbatan toq, y a ’ni
/?(-sin x, cosx) = —R(sir\ x,cosx) 

lio‘Isa, u holda eos x =t o ‘m iga qo‘yish bu funksiyani ratsionallashtiradi;
b) agar i?(sinx,cosx) ifoda cosx  g a  nisbatan toq, y a ’ni

/{(sin x— cosx) = —R(sin x, eos x) 
hoMsa, u holda sinx=f o‘m iga qo‘yish orqali bu funksiya 
nitsionallashtiriladi;

c) agari?:(smx,cosx) ifoda sinx va cosx larga nisbatan juft, y a ’ni
/?(-sinx,—cosx) = R(s'm  x,cosx) 

bo( Isa, u holda tgx - 1 o‘ra iga qo‘yish bu funksiyani ratsionallashtiradi. 
Hunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

tg2x t2 2 1 1sin X = — - -  =.----- eos x~-------------—=-----r ,
1 + tgx  1+t 1+ tgx  1+t2

, dtx = areígí, dx =-----r .
s 1 + í2

2-misol. l  = f—  005 ------ integralni toping.
sin x -4 s in x  + 5

Yechish. Integral ostidagi funksiya cosx ga nisbatan toq 
funksiya. Shu sababli sinx=f deb olamiz.
U holda

/ = f ———— -= f „ ; : = arctgít -  2) -i- C = arctg(sin x - 2) + C. 
í -4 t  +5 ( t -2 )  +1

3-misoI. /= f— ——r ~integralni toping.
1 -  2sin x

Yechish  Integral ostidagi funksiya sin* ga nisbatan juft 
funksiya. Shu sababli tgx=t o‘ra iga qo‘yishdan foydalanamiz.
U holda



fsin"xcos"xiic ko‘rinishidagi integrallar m va n butun sonlarga 
bogiiq holda quyidagicha topiladi:

a) w>0 va toq boiganida cosx=t o‘rniga qo‘yish integralni 
ratsionallashtiradi;

a) m>0 va toq bo‘lganida sinx = i o‘rniga qo‘yish orqali integral 
ratsionallashtiriladi;

c) m va n sonlar juft va nomanfiy boiganida

7.3.2. fsin'Kos'xife ко‘rinishidagi integrallar

formulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;
d) m + и<0 hamda m va n juft boiganida tgx-t yoki ctgx=t 

o‘miga qo‘yíshdan foydalaníladi. Bunda m< 0 va n< 0 boisa, suratda

qoilab, ratsional funksiyalarni integrallashga keltiriladi;
e) m,n<0 va ulardan bfti toq boiganida sin* va eos* lardan 

qaysi birining darajasi toqligiga qarab, surat va maxrajni shu 
funksiyaga qo‘shJmcha ko‘paytirishdan foydalaníladi.

4-misol. [sin5 xcos^xdx integralni toping.

Yechish. Js in s xcos2x¿fe: (я> 0  va toq, cosx=/) = Isin“ xcos2 jesin xdx =

. 2 1—cos 2x sm x =---------- cos X  =
1 + c o s 2 jc

"22

=-J(l - 12 f t 2dt = -  \t2di + 2 ¡t4dt -\ fd t= - t3 2t5 I

* 1 ^  5 * 7 /ч
-----COS X + —COS X  —  cos X  +  C.
3 5 7

5-misol. I sin4 X cos2 xdx integralni toping.

Yechish. Jsin4xcos2;a& (и,тя£:0 van,m-juft) = J(sinxcosx)2sin2x£¿c =
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sin4x'| sin32x
~T~J 48

+ C =-1  x ------------ --------  + C,
16\ 4 3 I

6-misol. /= f  — — integralni toping.
sin xcos x

Yechish. Bunda « = -4 , m = —2, n + m = - 6<0, ^ = —  1 = 2.. , 2

I )omak,

, r(sin2;c + cos2x)2 . rsin4x+ 2sinzxcos2 jc+cos4x ,
1 =J^-r-T----- iSin A’COS X Sin JCCOS X

c dx _r dx r cos2 x , _ r 2 ,, . v= I — T— + 2j ̂ - 7-  + J . , dx = tgx - Ictgx  -  I c t g  xd(ctgx)  =
COS X sin x sin X

= igac — 2etgx — — c t g 3x + C.

7.3.3. $tg"xdx va J c t g ”xcbc ko‘rimshidagi integrallar

ftgnxdx va J ctg"xdx (bu yerda «>0 butun son) ko‘rinishidagi 
integrallar mos rasvishda tgx=t va ctgx = t o'raiga qo'yish orqali 
topiladi.

Bunday integrallami o‘miga qo‘yishlardan foydalanmasdan, 
bcvosita

2 1 , 2  1t g  x=— -— 1, c t g 2x = — ---- 1
COS x sin X

lormulalar yordamida hisoblash ham mumkin.

7-misol. \tg*xdx integralni hisoblang.

Yechish. 1-iisul. ftgsxdx = \gx—t, dx- ^  I = [ * ^  = ffd t -  * | l+t2| J l+f2 J

r ,  r tdt t4 t1 \cdi\+ t2) tA t2 I ,  ^-  I tdt+ I------------------+ - f  , '  =----- —+-ln I +12 +C =
J J l + i2 4 2 2J 1 + i2 4 2 2

~—tg*x——tg2x -  ̂ ln  | cos2 XI +C = —tg*x— ~ 1° ! cos*  f +£•
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2-usul. ftg5xdx = jtg'x  • t g 2xdx = ftg'x • í  —\----1W  = 
Veos x )

= í  t é *  — 2—  í  tg'xdx = ítg*xd(tgx) -  ¡tgx ■ ( —i -----1 labe «
eos X Veos x J

=- t g 4 X -  í  tgxd(tgx) -  \tgxdx - - t g * x -^ t g 2x -  In ¡ cos x \ +C

7 .3 .4 . JsinwA cos«x£¿c, JsinmAsinnxdx} Jeosmxeosnxdx 
ko‘rinishidagi integrallar

Bu ko‘rinishdagi integrallami hisoblashda

sin mxcosnx = -^(sin(w + n)x+sin(m — n)x),

sin mxsin nx=—(eos(m -  rí)x -  eos(m + n)x),
Л

cósm xcosnx=~(cos (m  + n) x + eos (m -  n)x)

trigonometrik formulalardan foydalaniladi. 

8-m isoI. Icos3x- cos5xí£c in tegra ln i toping.

Yeckish. J  eos 3x • cos 5a dx = ̂  J  (eos 8 a  + eos 2x)dx =

= —í —sin 8x+—sin 2x )+C = -—(sin 8 a+4sin 2a)  + C.
2\8 2 J  16

73.5. Mashqlar

1. Berilgan integrallami toping:

1) f— —— ; 2) f—  *  
5+ 4sm x 2su2sinx + sin2jr

3 )í-------- - -------- ; 4)f *
J 3+5smA+3cosA J 4+2sinx+ 3cosj: ’

r sin xdx _ f3 co s  xdx
J Г  "  ' 7 ”  * ' J  ' 4 :V3—eos je 3 sm x
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H f r V £ ; 8)J-• I 4* flin Y J I

,4 4  .

I + sin x J cos x —sm x

dx0) fiin* jtcos4 xdx\ 10) J
stnxcos X

Il ) f  12)\ctg32xdx;
* 2 t 3sin x—7cos x J

1.1) f am--X(p  ; 14) fcosZxcosSxaEr;
* I + cos x 1

15) flin2 jrcos3x<&; 16) j  cos jc cos 2* cos hxdx.

7 .4 . IR R A T SIO N A L  IFO D A LA R N I 
IN T E G R A L L A SH

lrratsional ifcdalami o‘z ichga olgan ayrim integral lam i ko‘rib 
chiqamiz.

( ax + AV ( ax + 6Y^
\cx+  d  J *1 cx + d )  ’"'J

7.4.1. J/qx,j—— | ——  j ybc ko‘rinishidagi integrallar

J/? x ( - : ^ (^~rat si onal funksi ya,

butun sonlar) ko‘rinishdagi integrallar =i'
cx + d

o‘miga qo‘yish yordamida ratsional funksiyaning integraliga 
keltiriladi, bunda s  = EKUK(nitnlt...).

(  a  a  \
Xususan, J/fl x,(ax+by .(ax+d)"1 m  integrallar ax+b=t‘ o‘m iga

(  a  a
qo‘yish yordamida, x,x"',x”1,...ux integrallaresa x=t‘ o‘miga 

qo‘yish yordamida t o'zgaruvchili ratsional funksiyaga keltiriladi.

1-misol. I =\X +̂ ^ -x-dx integralni toping, 
vl+x

Yechish. Buyerda EKUK(2,3)=6 bo‘ lganiuehun l+ x= f6 tarzda 
bclgilash kiritamiz.
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U holda

■yjl+x =t3, J/l+x = t2, dx = 6t,dt.

Demak,

/ = J 6 ~ p ! ± *1. t f d t  = 6f t2(t'2 - 2 t'+ t2 +1)dt =

1  i IS f 9 f 5 2 i s ~rn -— 2 - + - + — +C = —  (3f12 -10/5+9r2+15)+C =
\15 9 5 3 j  15

= 2^ ^ (3(1 + x)1 -10(1 + x) + 9tji+ x  +15)+ C.

7.4.2. |R(x,■ylca2 +bx + c)dx ko‘rinishidagi integrallar

I R(x,-J ax2 + bx+c)dx ko ‘rinishidagi integrallar E ylem in g  u chta  
o ‘m ig a  q o 'y ish  usuli orqali ratsional funksiyalardan olingan 
integrallarga keltirilad i:

a ) a> 0  bo‘ lganida Jax2 +bx+c=t±4ax  alm ashtirish orqali integral 
ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (E y lem in g b ir in ch i o  'rniga 
qo y ish i) ;

b) c> 0  boMganida Vox2 +bx+c =tx±'Jc alm ashtirish yordamida 
integral ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (E y lem in g ikkinchi
o  ‘rn iga  q o  y i s h i ) ;

c)ax2+bx+c kvadrat uchhad a(x -x ,)(x -x 2) ko ‘rin ishda ko‘pay- 

tuvchilarga ajralgan ida integral ostidagi funksiya -jax2 +bx+c - t{ x -x x) 
alm ashtirish b ilan  ratsionallashtiriladi (E ylem in g u ch in ch i o  ‘rn iga  
qo y ish i) .

------. £  integraln i toping.
l  + V*i + 2 x + 2

Yechish. Bunda a > 0 . Shu sababli >lx2 + 2x+ 2= l-x  ko ‘rin ishdagi 

o‘m iga qo‘y ish  bajaram iz.

U  holda

x2 +2x + 2 = t2 -2 tx  + x2, 2x + 2tx=t% — 2.

2-misol. /=f
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Hundan

t2 - 2  _ t2+4t+4 
2(1+0 _ 2(l + í)

Topilganlam i berilgan m tegralga qo‘yam iz:

/ = f 2(11 0(*a + 2f + 2 ) г t2 +2t+ 2 
J (t2 + 4t + 4)2(1+í)2 J (1 + í)(2 + t f

Integral ostidagi to‘g ‘r i kasm i sodda kasrlarga yoyam iz:

t2+2t + 2 = А В С 
(I + 0(2  + О2 ~ 1 +1 2+t (2 + t f  '

Koeffitsiyentlarni tengîashtirish usulin i qo‘ llaym iz: Â =% Я = 0, С =-2. 

Blindan

X o 'zgaruvch iga qaytam iz:

I = Inll + X  + л/ X 2 + 2x + 2j +I — lull+X + •>/ X2 +2x + 2¡ H------------ .
X  + 2+ yjx2 + 2x + 2

+C.

3-misol. I  = \—j= £ = =  integralni toping.
4xi —Ъх + 2

Yechish. x2 -3x  + 2 = (x - ï)(x  -  2) bo‘ lgan i uchun

шж -  l)(x -  2) = (x -  l)i 

shaklda o‘m iga  qo 'y ish  bajaram iz.

U holda

Blindan

')
t

Topilganlam i berilgan integralga qo‘yam iz:
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I  = Г \  = -2  f = -  InJ (t2- n 2t V - x
If - 11 
f+l

+ C = -ln 1 - 2 t  + Г
r -\ +c.

D astlabki o‘zgaruvchiga qaytam iz:

+ C = -ln|3-2x + 2Vx2-3x + 2|+C.
* « x—2 x—21 - 2  J ---- + -----

Vx-1 x - l
x -2
x - l

Eyler o‘miga qo‘yishlari ayrim integrallarda murakkab
hisoblashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashriing
quyidagi usullaridan foydalanilsa bo‘ladi.

1 .¡R(x,-Jax2 +bx+c)dx ko‘rinishidagi integrallami hisoblashning
kvadrat uchhaddan to ‘la kvadrat ajratish usulida berilgan integral In г
ax2 +bx +с  kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratish yo‘li bilan ushbu
integrallardan biriga keltiriladi:

a) agar a>0 va b2-4ac<0  bo‘ lsa, u holda JR(t, jm 2 + n2t2)dt,
u a i 2 b2-4a c  ® b bu verda n = a, m =----------- . t = x+— :

4a 2 a

b) agar a > 0 va A2 -4 ас > 0 bo‘ lsa, u holda JR(t,>Jn2t2 -m 2)dtt
• ] 2 2 b2 —4ac b bu yerda n = a, m =--------- , t=x+— :

4a 2a
c) agar a< 0 va b2-4ac>0  bo‘ lsa, u holda J R(t^m2 - n 2tl )dl,

• « 2 2 b2—4ac b bu yerda n = -a, m =----------- , t=x+— .4a 2a
Hosil qilingan integrallar mos ravishda t==—tgz, t =—™—, /=— sinz71 nSUlZ П

o‘miga qo‘yishlar orqali J/?(sinz,eosz)ifc ko‘rinishga keltiriladi.

4-misol. ¡^5+4x-x2dx integralni toping.
Yechish. Kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratamiz, yangi t 

o‘zgaruvchi kiritamiz va trigonometrik o‘miga qo‘yishdan foydalanib, 
topamiz:

' x-2=t.\‘>j5 + 4x-x2dx = J^/9-(jc-2)2ife = dx = dt = JV9 - t 2dt=
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f=3sinz, . i----- , .
ЩI ш , I = I л/9—9sin z3coszafe = J9cos zdz = dt = coszoz i1

= ̂ {(l + cos2z)6fe=^| z + ^ ^ J + С =||(z-rsin zVF- sin2 z) + C =

. i| 9 (  . t  t  Г в  _  9 . f f  гг— г  _= z = arcsm-]=— a rc s in -+ -J1 -— + С =—arcsin- + —У9 - 1 +C =
| 3| 3 3 V 9 J  2 3 2

=—arcsin- —-+ —Cx -  2)-j5+ 4x-x2 + C.2 3 2

2.jR(x,^ax1 +bx+c)dx ko‘rinishidagi ayrim integrallami 

hisoblashning boshqa usullarini keltiramiz.
p ix)clx * • •a)J —j= * = =  ko‘rinishidagi integrallar, bu yerda Pn(x)— n- darajali 

л1ахг +bx+c
ko‘phad:

1) n = 0 da J  -;■■■ f  ko'rinishda bo'ladi; bu integral a > 0
yjax -tbx+c

bo‘ lganda jadvaldagi 14- integraiga, a <0 bo‘ lganda jadvaldagi 13- 

integralga keltiriladi;

2) л=1 da j  ~i ̂ x+ ko‘rinishda bo‘ ladi; bu integral suratda
VÖ3C2 +ÄX+C

kvadrat ucbhadning hosilasini ajratisb natijasida ikkita, biri jadvaldagi
I-integraiga va ikkinchisi 1) banddagi integraiga keltiriladi;

3) n>2 boigandaberilgan integraldan keltirish formulalari 
yordamida

j . = Q„^(x)Jax2 +bx+c =
4ах2+Ьх+с -Jax2+hx+c

ko'rinishdagi ifoda hosil qilinadi, bu yerda ß„_,(jc)— koeffitsiyentlari 
noma’ lum bo'lgan n - 1 -darajali ko‘phad, M — qandaydir o‘zgarmas son. 
Runda ko‘phadning noma’lum koeffitsiyentlari va Afsoni oxirgi 
tenglikni differensiallash hamda x ning chap va o‘ng tomondagi bir xil 
darajalari oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtirish orqali topiladi.

b ) f f*  ko‘rinishdagi integral ocx + ß= -
* (ccx+ß)Jax2+bx+c t

405



c )f -------------t  - —  (n eZ ,n> l)  ko‘ rinishdagi integral c a + /? * -
(ax + ß )e -Jax2 +bx+c t

o‘m iga  qo‘yish  orqali 3 ) banddagi in tegralga keltirilad i.

5 -m iso l. f---------- £ ---------- integralni toping.
\ x -2 )4 x 1-Ax+5

Y ech ish  x -  2 = - deym iz. U holda dx=—- ,  x2- 4 x  + 5 = 4 -+ l.
t  t 2 f t

almashtirish yordamida 1) banddagi integralga keltiriladi;

Bundan

f *  f t2 _ г t2dt
(x —2)3Vx2 —4x+5 1 [I  ~ V/2 +1

3 -.i j' + lf  I t?
Demak, b ) banddagi integral hosil qilindi. Bunda n = 2 bo‘ lgani 

uchun 9

J  f f *  = (At+B)4?+\ .

Tenglikning har ikkala  tom on ini differensiallaym iz:

V r +1 v f +1 J t 2+1
yoki

t2 = A(1 +t2) + (At + B)t + M. 

t n ing b ir x il daraja lari o ld idagi koeffitsiyentlam i tenglab, topamiz:

2
U holda

г t2dt t j l  + t2 b  dt t^IuTf j -----
W 1 + t* ~ 2 2 ^ 1  + i 2 2 -In | i + Vl+/2j + C .2

Dastlabki o ‘zgaruvchiga qaytam iz:

г______ àx __ Vx2 - 4 x  + S 1
(x -2 )3Vx2 -4x+ 5  2 (x -2 ) a + 2 to

l + л/х2 - 4 x  + 5
x - 2

+ C.
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\xm{a+bx"Ydx ko‘rinishidagi integral binom inal d iffe r en s ia l 
in tegra li deyiladi. Bunda integral ostidagi ifoda x”(a+bx"y ga 
binom inal d iffe r en s ia l deyiladi, bu yerda m, n, p -  ratsional sonlar.

Binominal differensial integrali uehta holdagina ratsional 
funksiyalami integrallashga keltiriladi:

a) p  butun son bo‘lganida integral x=t* (bu yerda s=EKUK(m,n)) 
o‘rniga qo'yish orqali ratsionallashtiriladi;

b) butun son bo£lganida integral a+bxn =/’(bu yerda s - p  
n

sonning maxraji) o‘miga qo‘yish yordamida ratsionallashtiriladi;
c) m+ + p  butun son bo‘ lganida integralda a+bx" =t‘xn (bu

n
yerda s - p  sonning maxraji) almashtirish bajariladi.

Agar yuqorida keltirilgan shartlar bajarilmasa binominal differensial
elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi, ya’ni integrallanmaydi.

Masalan, J-v/l + x3dx integralning integral osti fimksiyasi binominal
. . w .  1 l m  + l l / w  + 1 5

dirrerensial: m = Qs n=3, p= —. Bunda p= —, ------ = - , -------+P=—
2 2 n 3 n 6

sonlardan birortasi butun son emas. Shu sababli bu integral elementar
funksiyalar orqali ifodalanmaydi.

6-m isol I  = f— f *— integralni toping.
i x3̂ li+7

Yechich. Shartga ko‘ra,
1 m +1 -3 + 1  1 ,m = -3, «=?4i p  = — , —------h p  =------- gMgpst-1.

y  2 n 4 2

c) bandda aytilganidek, almashtirish bajaramiz:

7.4.3. \xm(a  + bxny d x  binominal differensialni integrallash

I+x4= iV , x = (t2- l )  \  dx = - - t ( t 2-V)%
2 xl

U holda

/= J * % +  xAy i dx=- | J ( f  - l ) “̂ "35(/2)“i ^(i2 - t f H  2t ( f  -1 y d t Jg

1 0 ,- f ( t2 - # H  •r Mdt = - -  fdt = - - i  +C2 2s 2 2x2
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Biz integrallashning elementar funksiyalarning keng sinfini qamrab 
oigan muhim usullarini ko‘rib chiqdik. Bu usullar ko‘pchilik hollarda 
aniqmas integralni topish, ya’ni boshlang'ich funksiyalami aniqlash 1 
imkonini beradi.

Ma’ lumki, har qanday uzluksiz fimksiya boshlang‘ich funksiyaga 
ega bo‘ladi. Agar biror f(x) elementar funksiyaning boshlang‘ich 
funksiyasi ham elementar fimksiya boisa, u holda \f{x)dx integral 
elementar junksiyalarda ifodalanadi deyiladi.

Adabiyotlarda keltirilishicha, [4x ■ cosxdx integral elementar 
funksiyalarda ifodalanmaydi, chunki hosilasi -Jx-cosx ga teng boigan 
elementar funksiya mavjud emas. Amaliy tatbiqda muhim ahamiyatga 
ega bo‘lgan elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallarga 
misollar keltiramiz:

fe'^dx- Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);
dx  • • •f—— integralli lojprifm (sonlar nazariyasi);

Jcosx2<fc, J'sinx2iic-Frenel integrallari (fizika);
sin X COS JCJ-----dx, f----- dx -  integralli sinus va kosinus;
X X

¡-—dx — integralli ko‘rsatkichli funksiya.

Elementar funksiyalarda ifodanlanmasa-da,
1 „ 2 • a sinx cos* e* *  i • , ■ , , ,  . e > cos* , smx , -  —, ----- , — tunksiyalammg boshlang ich

funksiyalari yetarlicha o‘rganilgan, x argumentning turli
qiymatlarida u laming qiymatlari uchun mufassal jad vallar tuzilgan.

7.4.5. Mashqlar

1. Berilgan integrallami toping:

J Vl+Jf

7.4.4. Elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallar

2)/ dx
a/x ( 1 + V x ) 3 ’
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4 2 x - l+ \ j ( 2 x - l ) 2 ’

4 x 2-3 x + 2 ’

dx
x-Jx2 + x+i

)f__ - ф
1+V1-2jc-x 

)JV5-*-4x—jc2i£r,

)J
^л/3-2х-х2’ 

__* __s
^с+ ^о1’

(x—iy J—x2+3x—2 

xdx

) jx stf(\+x>)2dx; 

dx

VjT+2x+5

1 0 )1 -7 = * ^ .
i ’K 7 '

i t l ï
■*—ij  W

14)fV ?-i* ;

i6)f— * _
(*- :Wx~£(

20)f~ * ,  
M / 2 -7 -

22) J К
~ 7Г*

24)
xV*

7.5. ANIQ INTEGRAL

7.5.1. Aniq integral tushunchasiga 
olib keluvchi masalalar

Aniq integral tabiat va texnikaning bir qancha masalalarini 
yechishda, xususan, har xil geometrik va fïzik kattaüklami hisoblashda 
keng qo‘llaniladi.

Eg ri ch iz iq li trap etsiyan ing yuzasi haq idagi m asalasi

Tekislikda Oxy to‘g ‘ri burchakli dekait koordinatalar sistemasi 
kiritilgan va \cr,b\ kesmada uzluksiz va manfiy boMmagan y =f(x) 
funksiya aniqlangan bo‘lsin.
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Yuqoridan y= fix )  funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o‘qi bilan, 
yon toroonlaridan x=a v a  x=b to‘g ‘ri chiziqlar bilan chegaralangan 
fíguraga e g r i  chiziqli trapetsiya deyiladi (2-shaklda bu figura —aABb). I 

aABb egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasiga ta’ rif  beramiz.
[a ,b ]  kesmani n ta kichik kesmalarga bo‘ lamiz: bo‘ linish 

nuqtalarining abssissalarini a = x 0 <xt < ...< xi_1<xl < ...< xH_J <xu = b  bilan 
belgilaym iz. bo'linish nuqtalari to‘plamini [a\b]
kesmaning bo‘ linishi deymiz. x, bo‘ linish nuqtalari orqali O y  o‘qqa 
parallel x = x , to‘g ‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g ‘ri chiziqlar aABb 

trapetsiyaning asoslari bo‘ lgan n  ta  bo Макка bo'ladi. aABb
trapetsiyaning S  yuzasi n  ta tasma yuzalarining y  ig ‘ indi siga teng 
bo‘ ladi. n  yetarlicha katta v a  barcha kesmalar kichik
bo‘ lganida har bir n ta tasmaning yuzasini hisoblash oson boclgan mos 
to‘g ‘ri to‘trburchakning yuzasi bilan almashtirish mumkin bo‘ ladi. Har 
b ir [xM;x.] kesmada biror £ nuqtani tanlaymiz, f ( x )  funksiyaning bu 
nuqtadagi qiymati /(£,) ni hisoblaymiz va uni to‘g ‘ri to‘rtburchakning 
balandligi deb qabul qilamiz. ] kesma kichik bo‘ lganida f ( x )  
uzluksiz funksiya. bu kesmada kichik o‘zgarishga ega bo iad i. Shu 
sababli bu kesmalarda fimksiyani va taqriban / (£ ) ga teng deyish 
mumkin. Bitta tasmaning yuzasi /(£,)(*, “ **_>) ë a teng boiganidan 
aABb egri chiziqli trapetsiyaning S  ga  yuzasi taqriban S .teng bo‘ ladi:

S v S '^ fW A x ,,  Щ щ Щ Л (5.1)

(5 .1) taqribiy qiymat у
d  = max Ax, ( i =l,/i) kattalik qancha 

kichik bo‘ lsa, shuncha aniq 
bo'ladi. d  kattalikka {*.} 
boiin ishning diametri deyiladi. 
Bunda л -yoo da rf->0.

в

Shunday qilib , e g r i  chiziqli 
trapetsiyaning S yuzasi deb,
S, to‘g ‘ri to‘rtburchaklar a b
yuzasining bo‘ linish diametri ~0 xa gf xi ^хг xi-\ £ х1хя- 1£я хг

2-shakl.
nolga intilgandagi iimitiga
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йуti Indi, y a ’ni

S = üm5'jj = HmX/(£,)Ax(. (5*2)

Demak, egri chiziqli trapetsiyaning yuzasini hisoblash 
liuumlasi (5.2) ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

B osib  o  *tiigan y o  4 masa ¡asi

Agar moddiy nuqtaning harakat qonuni s= f(t) (bunda t— vaqt, 
,¥- bosib o‘tilgan yo‘l) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, f ( t )  fimksiyaning 
/'(/) hosilasi moddiy nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi v(í) ga 
teng, ya’ni v(0 = /'(0 bo‘ladi. Fizikada quyidagi masalani yechishga 
to‘g‘ri keladi. Moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab v tezlik bilan harakat 
qilayotgan va v tezlik t vaqtning uzluksiz funksiyasi boisin deymiz. 
Moddiy nuqta vaqtning t = a dan t - b  gacha bo‘ lgan biror [a;b] 
oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘ l s ni topamiz. [a\b] kesmani 
a=í0<tl <... < <t,<... < /n_i <tm = b n uqtalar bilan vaqtning n ta 
yetarlicha kichik oraliqlariga boiamiz. Vaqtning kichik í j  
oraligMda v(t) tezlik «deyarli» o‘zgarmaydi. Uni bu vaqt oralig‘ ida 
o‘zgarmas va taqriban v(£,) (£ €[/,_,;*,]) ga teng deyish mumkin. Bunda 
harakat kesmada tekis bo‘ladi. U holda bosib o‘tilgan yo‘l 
bu vaqt oralig‘ida v{L%t, -  ) ga, [a\b] vaqt oralig‘ida -ZM£)Af,M
(Д/, =/, - / M)  ga teng boiadi. Bu taqribiy qiymat d = maxAti (i=l,n) 
kattalik qancha kichik bocisa, shuncha aniq bo‘ladi.

Shunday qilib, s  bosib o ‘t i l g a n y o ‘l  deb, sn yig‘indining ¿?->0dagi 
limitiga aytiladi, ya’ni

s =üm sa = Um v(£, ) А/,. (5.3)

Demak, bosib o‘tilgan yo‘lni hisoblash masalasi (5.3) 
ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan har ikki masalada biror ko‘rinishdagi yig‘ indining I¡mitini 
topishga olib keluvchi bir xil usul qo‘ llaniidi. Tabiat va 
texnikaning bir qancha masalalari yuqoridagi kabi yigindining 
limitini topishga keltiriladi.
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y - /(•*) funksiya [a\b] kesmada aniqlangan bo‘ lsin.
[a,b\ kesmani ixtiyoriy ravishda

a=x0 <xl <...<x¡_, <x, <...<jci_i <xm =b 
nuqtalar bilan n ta qismga bo'lamiz, bunda {xj ga [a;b] kesmaning 
b o 'linishi, d = max(x. -  ( i=1,«) kattalikka bo ‘linish diametri deymiz.

Har bir [xH;x,] kesmada ixtiyoriy £ nuqtani tanlaymiz. Bunday 
nuqtalami belgilangan nuqtalar deb ataymiz. Funksiyaning /(£,) 
qiymatini mos A*, =x. - x f_, uzunlikka ko‘paytirib, bu ko‘paytmalardan

wn-É f& Ax¡ (5.4)M
y ig ‘indini tuzamiz. (5.4) y ig ‘ indiga f(x) funksiya uchun [a,b\ 
kesmaning {x,} bo‘linishidagi Riman integral y i g ‘indisi deyiladi. 

w, y ig ‘indining d -> Odagi limiti tushunchasini kiritamiz.
1-ta’rif. Agar V s>0 soti uchun shunday <S>0 son topilsa va 

\I-wH\<e tengsizlik [a,b] kesmaning diametri d <5 boigan istalgan 
{x, } bo‘linish ida £ belgilangan nuqtalarning tanlanishiga bog‘liq 
bo'lmagan holda bajarilsa, / soniga wn Riman integral yig'indisining 
limiti deyiladi v au  I = Um wn debyoziladi.

2-ta*rif. Agar (5.4) Riman integral y ig ‘indisi d ->Oda chekli limitga 
ega bo‘ lsa, u holda bu limitga [a\b\ kesmada /(x) funksiyadan olingan

aniq (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va }/(x)¿fr kabi

belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko'ra,

J f(x)dx = lim ¿  /(£, )Ax,, (5.5)

bu yerda /(x)— integral ostidagi funksiya, x— integrallash o‘zgaruvchisi, 
a, b— integralning quyi va yuqori chegarasi, [a;b] -  integrallash sohasi 
(kesmasi) deyiladi.

[a\b] kesmada j f(x)dx aniq integral mavjud boisa, y= f(x)

funksiya shu kesmada integrallanuvchi (Riman bo‘yjeha 
integral lanuvchi) deyiladi.

7.5.2. Integral y ig ‘mdi va aniq integral
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Izoh. Oliy matematika kursida boshqa aniq integrallar qaralmagani 
iababli bundan keyin «Riman intégral!»' va «Riman bo‘yicha 
lntegrallanuvchi» iboralarini mos ravishda «intégral» va 
«integrallanuvchi» deb ishlatamiz.

Keltirilgan ta’riflarda a<b boisin deb faraz qilindi. Aniq intégral 
tushunchasini a = b va a>b bo‘lgan hollar uchun umumlasbtiramiz. 

a>b bo‘ lganida 2-ta’rifgako‘ra,

]f(x)dx = -]f{x)d>c. (5.6)

2-ta’rifga ko‘ra, a = b boiganida ((5.5) ga qarang).

J f{x)dx = 0. (5-7)

(5.4) intégral y ig ‘indi berilgan funksiyaning argumenti qanday harf 
bilan belgilanishiga bog‘liq bo‘lmagani sababli, uning limiti va 
shuningdek, aniq intégral integrallash o‘zgaruvchisining belgilanishiga 
bog‘liq bo‘lmaydi:

I
1-misol. \x2dx integralni aniq integralning ta’rifïdan foydalanib 

0
hisoblang.

Yechish. [0;1] kesmada y - x 2 funksiya uzluksiz.
[0;1] kesmani 0 -  % <xt <... < <xl <... <xn_1 < x„ = 1 nuqtalar bilan

uzunliklari =—0 = 1,«) bo‘lgan n ta boiakka bo'lamiz. Bunda n
d -  maxisx.. Demak, d  -»  0 da n ->ao.îjpn 1

I, nuqta sifatida qismiy kesmalaming oxirlarini olamiz:

Tegishli intégral y ig ‘ indini tuzamiz:

S® = Ê/«,)Az, +2t+... + »1)=<-i <=i n n n
_ n(n +1)(2n +1) (n +1)(2» +1)

6n3 6n2
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Blindan
(n + 1X2« +1) 1 limw, =limw„ = lim------<f-»O n-w» «-H0 6 «  3

Demak, ta’rifga ko‘ra,

|x2<3&^fc’
o 3

Endi I, nuqta sifatida qismiy kesmalaming boshlarini olamiz:

* i -1  & Wfat=— • n
Blindan

w f(*.)£x 1 - (и -1 )л (2 и -1 )_ (я -1 )(2 и -1 )
I-i M n 2 n  6n* 6 n 2

yoki

f 2j. i- л i- (и-1)(2и—1) 1r á =  lim*lw=lmi---------------=—.
I  v m - p m i  6 n 2 3

Demak, berilgan integralning qiymati [0;1] kesmani bo‘ lish usuliga 

va bu kesmada £ nuqtani tanlash usuliga bog'liq emas va \x2dx=j .

Aniq integral mavjud bo‘ lishi haqidagi teoremani isbotsiz 
keltiramiz.

1-teorem a. (K osh i teo r em a si). Agar y= f(x )  funksiya [a;é] 

kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda J f(x)dx aniq integral mavjud bo'ladi.

Funksiyaning uzluksiz bo‘ lishi uning integrallanuvchi bo'lishining 
yetarli sharti bo‘ladi. Boshqacha aytganda, [a\b] kesmada uzilishga ega 
bo‘lgan, ammo bu kesmada integrallanuvchi fiinksiyalar mavjud bo‘lishi 
ham mumkin.

2-teorem a. [a,b\ kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish 
nuqtalariga ega bo‘lgan fimksiya bu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

7.5 .3 . A n iq  in teg ra ln in g  g eo m e tr ik v a  m exan ik  m a ’no íari

Egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi masalasiga qaytamiz.
(5.2) tenglikning o‘ng tomoni integral yig ‘indidan iborat. U hólda

414



(5.5) formuladan aniq in tegra ln in g g eom etr ik  m a ’n o s i kelib chiqadi: 
agar f(x )  funksiya [a; 6] kesmada integrallanuvchi va manfiy 
boMmasa, u holda [a:5] kesmada f (x )  funksiyadan olingan aniq integral 
y  = /(*), y=0, x—a va x - b  chiziqlar bilan chegaralangan egri 
chiziqli trapetsiyaning yuzasiga teng.

3 ____ |
2- m isol. JV 9 - x 2dx integralni uning geometrik ma’nosiga tayanib 

hisoblang.
Y ech ish  Bunda x ning -3  dan 3 gacha o‘zgarishida tenglamasi 

y  = -J9 -x 2 bo‘lgan chiziq x2+ y2= 9 aylananing Ox o‘qidan yuqorida 
joylashgan boiagidan iborat bo‘ladi. Shu sababli x=-3, x=3, y= 0  va 
y = J 9 -x 2 chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya 
x2 + y2 =9 doiraning yarmidan tashkil topadi.

9?tUning yuzi S = —  ga teng.

Demak,

2

Endi bosib o‘tilgan yo‘1 masalasiga o‘tamiz. (5.3) tenglikning o‘ng 
tomoni integral yig ‘indidan iborat bo‘lgani uchun (5.5) formuladan 
ushbu xulosaga kelamiz: agar v(t) funksiya [a;b] kesmada 
integrallanuvchi va manfiy bo‘lmasa, u holda v(i) tezlikdan [a;b] vaqt 
oralig‘ida olingan aniq integral moddiy nuqtaning t = a dan t = b gacha 
vaqt oralig‘ida bosib o'tgan yo‘liga teng. Bu jumla aniq in tegra ln in g  
mexanik ma ’n o sin i anglatadi.

7.5.4. Aniq integralning xossalari

1°. Agar integral ostidagi funksiya birga teng boisa, u holda 
b
\dx -b — a

bo4ladi.

Isboti. Aniq integralning ta’rifiga ko‘ra,

fdx = lim y  1 -Ax, = l im y (x. - x , . )  = lim(6- a )  = b - a .J-+0 7  ̂ ' *** ti-»0
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2°. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchmi aniq integral belgisidan tashqariga 
chiqarish mumkin, ya’ni

J k f(x )dx  = k j f  (x )dx , k = const.

Isboti. jkf(x)dx = ljm £  kf (£. )Ax,. = & Hm £  /'(¡* )Ax = k\f (x)dx.

3°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik y ig ‘ indisining aniq 
integrali qo‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik y ig ‘indisiga 
teng, ya’ni

J (/ (x) ± <p(x))dx = J f (x )d x  ± J<p(x)dx.

Isboti. f { f ix )  ± <p(x))dx = HmX(/(£.) ± <?(£ ))Ax, =

= lim^/(£)Ax( ± lm£<p(£)Ax, = J f(x)dx ± J (p(x)dx.

4".Agar [a\b] kesma bir necha qismga boMingan bo‘ lsa, u holda 
[a\b] kesma bo‘yicha olingan aniq integral har bir qism bo‘yicha olingan 
aniq integrallar y ig ‘indisiga teng bo‘ladi.

Masalan,

J f(x)dx = }f(x)dx+J f(x)dx, c&[a\b].

Isboti. a<c<b bo‘Is in deylik. Integral yig'indi [a;Z>] kesmani 
boiish usuliga bog‘ liq emas. Shu sababli c  ni [a\b] kesmani bo‘ lish 
nuqtasi qilib olamiz. Masalan, agar c=xa deb olsak, u holda wn ni ikki 
y ig ‘indiga ajratish mumkin:

= §/ (£ ) = | / (C )^  + |/(£)Ax,.

Bunda d  0 da limitga o‘tamiz:

J f (x )d x  = J /  (x )dx+J f(x )d x

a, b, c  nuqtalaming boshqacha joylashishida ham xossa shu kabi 
isbotlanadi.



Masalan, a<b<c bo£lsa, \f(x)dx = \f(x)dx + ]f(x)cbc boiadi. 

Bundan

J f(x)dx = j  f(x)dx-  J /  {x)dx

yoki integrallash chegaralarining almashtirilishi xossaga ko‘ra, ((5.6) 
ga qarang)

]f(x)dx=]f(x)dx+)f(x)dx.

5*. Agar [a\b] kesmada funksiya o£z ishorasini o‘zgartirroasa, u 
holda funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil 
bo'ladi, ya’ni:

[ia:b] da /(*)>0 bo‘lganda, J f(x)dx^0 bo‘ ladi;

[a\b] da / (x) < 0 boe lganda, [f{x)dx<. 0 bo‘ladi.

Isboti. f{x)>0 funksiya uchun integral yig‘indi wB>0 bo‘ladi, 
b

chunki /(£J> 0 va Ajc, >0. Bundan J/{x)dx ̂  0. Shu kabi Ax, > 0,

/(*) < 0 ekanidan yvn<. 0 va \ f (x)dx <, 0 kelib chiqadi.

6°. Agar [a\b] kesmada f(x ) > q>{x) bo‘ lsa, u holda

| f(x)dx > | <p(x)dx

boiadi.
Isboti. f ix )^ <p{x) dan fix)-(p{x)>0 bo'iadi. U holda 5-xossaga 

ko‘ra }( f  (x) -- (p{x))dx > 0 yoki 3-xossaga ko‘r a ,}/{x)dx - ) (p{x)dx> 0. 

Bundan

\f(x)dx>\y(x)dx.

T . Agar m va M sonlar fix ) funksiyaning [a,b] kesmadagi eng 
kichik va eng katta qiymatlari bo‘ lsa, u holda

m(b -  ä) £ j  f{x)dx < M{b — a)
bo*ladi.
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Isboti. Shartgako‘ra, m< f(x)<M. U holda 6-xossagako‘ra, 

j mdx < J f(x)dx <\Mdx.

Bunda

j  mdx = m [ dx = m{b — ä ), j  M dx=M  j  dx = M (b—a ) .

U holda

m(b - a )^ f  f(x)dx < M(b—a).

Bu xossa aniq integralni baholash haqidagi teorema deb yuritiladi. 
8°. Agar fix )  funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz boisa, u holda 

shunday c e  {a\b] nuqta topiladiki,

J fi.x)dx = ficYJb-a) (5.8)

boiadi.

Isboti. 7-xossagako‘ra,

m{b -a)<  \f{x)dx <M(b-a).

Bundan
¡f(x)dx

m<*—------SJW.b - a  

jf(x)dx
“ —=M deymiz. U holda m<n<M bo‘igani uchun Bolsano-

Koshining ikkinchi teoremasiga ko‘ra, biror ce[a;b\ nuqta uchun 
f{c)= n  boiadi.
Shu sababli

\f{x)dx

yoki

] f{ x )dx  = f ( c X b - a ) .
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8-xossa o ‘rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi,

(5.8) formulaga o  'rta qiymat formulasi, f ( c )  ga f(x) fimksiyaning 
kesmadagi o ‘rtacha qiymati deyiladi.
O‘ rta qiymat haqidagi teorema quyidagi geometrik talqinga ega: 

agar f(x)> 0 bo‘1sa, u holda \f(x)dx integralning qiymati balandligi

/(c) ga va asosi (b -  a) ga teng bo'lgan to 'g'ri to‘rtburchakning yuzasiga 
teng bo‘ladi.

Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

1-natija. [a-,b] kesmada aniqlangan f(x ) funksiya uchun

3 -m iso l y-2x+2  ñmksiyaning [—1;2] kesmadagi o‘rtacha qiymatini 
toping.

Yechish. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremadan topamiz:

bo‘ladi.

2-natija. Agar [a\b] kesmada |/(x)|^£ bo‘lsa, u holda

jí f  (*)c£cj ̂  k(b -  a), (ik = const.)

bo‘ ladi.

b -ü o
Aniq integralning geometrik ma’nosiga

ko‘ra, | (2x + 2)dx integralning qiymati 
-l

3-shaklda keltirilgan uchburchakning yuzasiga 
teng, ya’ni

y \ y = 2x+2

5 = —-(2+1)-6=9.
2 4;I

Bundan /



1. Iiitegrallarni aniq integralning geometrik ma’nosiga tayanib hisoblang: 

1)j  cosxdx ; 2)](3+x)dx;
0 o
1 i------ r  .. i  „  f-x ,a g a r  -2<*<0,

3 )jV l6 -* 2<fc; 4 ) f f(x )d x , f ( x )  = \ 6 _ _
i  f2 I x ,a ga r  0 ¿ x £ 2 .

2. Integrailarai taqqoslang:

1)/, = | cosxdx, 7j = jsimrtix 2) 1, — j^ 2 —x2dx, I j  = jx 2dx.
0 0 -I -1

0   0 7 T
3)/t = |Vl- x i dx, ¡ 2 = J(l-x)efr; 4)/,= Jjccosxdx, I t = jx s in x d x .

-2  -a _ * *~ 2 ” 2
3. Integrailarai baholang:

_  q ,

!)/■ = )-  fc.-Ü 2)/¡ = }vf¡17*;^3-2cosx •{

3 )/,=}VTíV*;

7.5.4. Mashqlar

4. Funksiyalaming berilgan kesmalardagi o‘rtacha qiymatini toping:

1 ) y  = [-2,21; 2 )y= \x t  [—1;1];

3)y=3x+2, 4 ) y = x 1e \  [0;l].

7.6. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

7.6.1. Yuqorí chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral

y =f(x) ñinksiya [a;¿>] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. 
U holda u ixtiyoriy [a,x\ ( a<x<b) kesmada integrallanuvchi bo‘ ladi, 
ya’ni istalgan x&[a;b] uchun

F(x)=]f(t)dt (6.1)

integral mavjud boiadi.



Agar ixtiyoriy te[a\b]da /(í)>0 boisa, u holda F{x) = \ f(t)dt

integral asosi [a;x] kesmadan iborat boigan egri chiziqli trapetsiyaning 
o‘zgaruvchi yuzasi S(x) ni ifodalaydi 
(4-shakl). y

[<a;b] kesmada (6.1) tenglik bilan 
aniqlangan F(x) fiinksiyaga yu q o ri 
ch e g a ra s i  o  ‘z ga ru vch i aniq in tegra l 
deyiladi.

F(x) funksiya \a\b\ kesmada 
uzluksiz va differensiallanuvGhi
bo‘!adi. Shuningdek, bunda F(x) d  a x b x
funksiya uchun quyidagi fundamental 4-shakl
teorema o‘rinli bo‘ ladi.

1-teorema (Nyuton-Leybnis teorem asi). [a\b] kesmada uzluksiz 
f (x )  fimksiyaning yuqori chegarasi o‘zgaruvchi integral] F(x) dan 
yuqori chegara bo'yicha olingan hosila mavjud va u integral ostidagi 
fimksiyaning yuqori chegaradagi qiymatiga teng boiadi, ya ’ni

F'(x) = f}/(Oí*J = f(x ), x e[a ;b]. (6.2)

Isboti. xe[a;6] va x + Axe[a;¿] bo4lsin.
U holda aniq integralning 4-xossasini qoilab, topamiz:

F(x + Áx)= j  f{ t)dt = \ f(t)d t + ] f( t )d t .

Bundan (6.1) tenglik va o‘rta qiymat haqidagi teoremaga ko‘ra,
x+Ax

AF = F(x + Ax) - F(x) -  jf(t)dt= f(c)A x, buyerda ce[x ,x  + Ax].

F(x) funksiyaning hosilasini aniqlaymiz:

F'(x) -  lim—£¡¡r lim = lim/ (c).
Ae40 Am O A x

Ax:->0da x +Ax -* x va e~>x, chunki c€[x,x+Ax].

U holda /(x) funksiyaning uzluksizligidan 

F'(x) = Hm/(c) = /(x)
boMadi.
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Nyuton-Leybnis teoremasi matematik analizning asosiy 
teoremalaridan birí hisoblanadi. Bu teorema differensiai bilan aniq 
integral tushunchalari orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [a\b] kesmada uzluksiz har qanday f(x )  funksiya 
shu kesmada boshlangcich funksiyaga ega bo‘ladi va uning 
boshlang‘ich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o‘zgaruvchi F(x) 
integral bo‘ ladi degan xulosa kelib chiqadi.

/(:c) funksiya ning boshqa bir boshlang‘ich funksiyasi F(x) 
funksiyadan o‘zgarmas C songa farq qilgani uchun aniqmas va 
aniq integrallar orasidagi ushbu bogianish kelib chiqadi:

| f(x)dx  = J + C ,x e [a;b]. (6.3)

7.6.2. Nyuton-Leybnis 1’ormulasi

Aniq integralni integral yig ‘ indining limiti sifatida hisoblash, 
hatío, oddiy funksiyalar uchfcn ham ancha qiyinchiliklar 
tug'diradi. Shu sababli aniq integralni hisoblashning (6.3) formulaga 
asoslangan, amaliy jihatdan qulay bo‘lgan hamda keng qoilaniladigan 
usuli bilan tanishamiz.

2-teorem a (in tegra l h isobn ing a sosiy  teoremasi). Agar 
F(x) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x ) funksiyaning 
boshlang‘ ich ñuiksiyasi bo‘lsa, u holda

\f(x)ck = F (b )-F (á ). (6.4)

Isboti. F(x) funksiya f(x ) funksiyaning boshlang‘ich

funksiyalaridan biri bo‘lsin. U holda 1-teoremaga asosau, J f{t)dt

funksiya ham f{x) funksiyaning [a;b] kesmadagi boshlangcich 
funksiyasi boMadi.

Boshlang‘ ich funksiyalar o(zgarmas C songa farq qilganidan

f/(/)<* = F (*) + C .

Bu tenglikka x = a  ni qo‘yamiz va chegaralari teng bo‘lgan aniq 
integralning xossasini qo‘ llaymiz:

] f ( t )d t  = F(a)+C=0.
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Blindan C = -F (a).

U holda istalgan xe[a;b] uchun

\f(t)dt=F(x)-F(á)

boiadi.
Oxirgi tenglikda x=b dejaniz va t o‘zgaruvchini jc bilan 

abnashtiramiz. Natijada (6.4) formula kelib chiqadi.
(6.4) formulaga Nyuton-Leybnisformulasi deyiladi.

F(b) — F(a) ayirmani shartli ravishda F(x)£ deb yozish kelishilgan. 

Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi

i; (6 .5)

ko'inishda ifodalanadi.

1-misol. integralni hisoblang.
p -V1 + X

Yechish. f , dx- - =h\x+Vl+*2§= 1п|з+-M  -  In 1 = 1п|з + .
¿ V f + Z  1 l io I I I I

2-misol. f———----- integralni hisoblang.
1X  -2x+ 10

Yechish.

t dx i dx 1 x-l|4 1 , . . . m n
Î 7 ^ ï 5 = ! ô ^ F r f = 3 erc,g— \ - ^ - а г о т - Тг.

7.6.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish

3-teorema. y  = f(x ) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz boclsin. 
Agar: 1) x=q>(t) funksiya [<x\ß] kesmada differensiallanuvchi va cp'{t) 
funksiya [a\ß] kesmada uzluksiz; 2) x=<p(t) funksiyaning qiymatlar 
sohasi [a;b\ kesmadan iborat; 3) <p(oc)=a va <p(ß)=b bo‘Isa, u holda

\f{x)dx = J f{(p{t))(p\t)dt (6.6)

bo‘ladi.
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Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra,

J  f(x)dx=F(b)-F(a),

bu yerda F(x) funksiya f ix )  funksiyaning [a\b] kesmadagi boshlang‘ ich 
funk siya lari dan biri. Ф(0 = F(<p(t)) murakkab funksiyani qaraymiz.

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan,

Ф'(0 = F\<p{t))<p\t) = f(<p{t))(p\t).

Demak, Ф(0 funksiya [a\ß] kesmada f(q>{t))(p\t) uzluksiz funksiya 
uchun bosh lang‘ ich funksiya bo'ladi. Nyuton-Leybnis formulas! bilan 
topamiz:

f  fifp{t))<p\t)dt = 0 (ß ) -  Ф (a) = F{<p(ß)) -  F(<p(a)) =

= F(b) -  F(a) = J f{x)dx.
9

(6.6) formula aniq integra lda о  ‘zgaruvchin i almashtirish  formulasi 
deb yuritiladi. Aniq Integralni hisoblashning bu usulida aniq in tegralda  
o  ‘m iga  qo ‘y ish  usuli deyiladi.

Izoh. Aniq integralni (6.6) formula bilan hisoblashda dastlabki eski 
o‘zgaruvchiga qaytish shart emas, chunki integrallash chegarasi o‘m iga 
qo‘y ishga mos tarzda o'zgaradi.

3-misol. f■J~4-x2cbcintegralni hisoblang.
0

Yechish.x = 2siní, 0 < i< y  belgilash kiritamiz. Bu o‘zgaruvchini

almashtirish 3-teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi: 
birinchidan, /(x) = V 4 -x 2 funksiya [0;V3] kesmada uzluksiz,

ikkinchidan, x = 2sinf funksiya 0 ; -
3

kesmada differensiallanuvchi va

x*= 2cos/ bu kesmada uzluksiz, uchinchidan t o 'zgaruvchi 0 dan

*  gacha o'zgarganda x=2sini funksiya 0 dan V3 gacha o ‘sadi vabunda

<p(0)=0 v a  ^ jj= > / 3 .B u n d a  dx = 2costdt.

424



M —_____ t  7 (  \ 2  7C -v3]yl4—x2dx = 4] cos1 tdt = 2$(l + cos2f)dt = 2 t + —sinIt =-----h —ff
o o o v 2 J\0 3 2

4-misol. JW i+ x*A  integralni hisoblang.

Yechish. t=-Jl+x2 o‘ra iga qo‘yish  bajaramiz.

U holda

x -4 t2 -1 , dx~—J^ = , x= 0 da f =1, x= da t=-j2.
V ^ i

[1;V2] kesmada Vf^-T funksiya monoton o ‘sadi, demak o‘m iga 
qo‘yish to‘g ‘ri bajaiilgan.

Bundan

(6.6) formuladan topamiz:

fxyfl+x2dx = \\lt2 -  I t- = fí2<¿í = —
I i 4 ^ - í  1 3

2V2 -1

Izoh. (6 .6) formulani qo ilashda teoremada sanab o‘tilgan 
shartlaraing bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa, 
keltirilgan formula bo‘yicha o‘zgaruvchini almashtirish xato natijaga 
olib kelishi mumkin.

7.6.4. Aniq integralni boiaklab integrallash

4-teorema. A gar «(x) va v(x) funksiyalar w'(x)va v'(x) hosilalari 
bilan [a,b] kesmada uzluksiz bo‘ lsa, u holda

Judv=vvI* - 1 vdu (6-7)

b o iad i.
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra, w(x) va v(x) funksiyalar 

hosilaga ega.
U holda ko ‘paytmani differensiallasb qoidasiga binoan,

(w(x)v(x))' = u(x)v'(x) + v(x)«'(x).
Bundan w(x)v(x) funksiya u(x)v'(x) + v(x)w'(x) funksiya uchun 

boshlang‘ich funksiya b o iish i kelib chiqadi. «(x)v'(x) + v(x)w'(x)
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funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo‘ lgani uchun u bu kesmada 
integrallanuvchi bo‘ ladi.

U holda aniq integralning 3-xossasiga va Nyuton-Leybnis 
formulasiga ko‘ra

J u(x)v'(x)cbc + J v(x)u'(x)dx= «(x)v(x)j*.

Bundan, u'(x)dx = du(x) va v\x)ctx=dv(x) bo'lgani uchun 
* »
Judv = w â -\vdu .

(6.7) formula aniq integralni bo  'laklab integrallash formulasi deb 
ataladi.

i
5- misol. ¡xe~*dx integralni hisoblang.

0
Yechish.

I 9 iL u=x. dv = e  Xdx 1
[xe~xdx—\ , , I=-x e'x\ + fe~xdx=;  ' du = dx, v=—e  10 I

1 _ii I 1 , , 2 •—- -  +1=1 — . 
e  10 e  e  e

7.6.5. M ashqlar

Berilgan integrallarni hisoblang:
2 7

I ) J (* 2 +2x+\)ebt; 2)Jsin4jrcfe;

3) I cos xdx.

5 ) j  c o s 2 xdx;
0

1 -

9) | x-Jl+ x2dx-,

dx 
.sin2 x

4
8) j  (2x3 -¥X)x*dx\ 

o 
\

10)Jcosjcsin3 xdx;



a M
11)1 “ L**; 1 2 ) 1 - 3 = ;

¿ I  + COS* X f P M H r1 3

I3)[i" v  2> 14)fsm3xflbc;■¡3+4x2 {
i

15)1---- ^ xdx 2 ; 1 6 )f^ 5 L fe ;^6-5smx+sm x x
T

17) Jarcsinxfl&c; 18)Jln2;«fo;

19) Jjcsin—dx; 20) J ex sin 2xiit;
0 ^  0

1 ' G
21) J xV\fc; 22)J*lnx<&;

23) jsin >/*<&; 24) J cos(ln x)dx.

7.7. XOSMAS INTEGRALLAR

Aniq integral qaralganida [ f(x)dx integral raavjud bo‘ lishi uchun

ikkita shartning bajarilishi talab qilingan edi: 1) integrallash chegarasi 
chekli [a,b\ kesmadan iborat boiishi; 2) integral ostidagi funksiya [a\b\ 
kesmada aniqlangan va chegaralangan bo‘lishi.

Aniq integral uchun keltirilgan shartlardan bin bajariJmaganda u 
xosmas integral deb ataladi: 1) faqat birinchi shart bajarilmasa, cheksiz 
chegarali xosmas integral (yoki I tur xosmas integral) deyiladi; 2) faqat 
ikkinchi shart bajarilmasa, uzilishga ega boigan funksiyaning xosmas 
integrali (yoki II tur xosmas integral) deyiladi.

7.7.1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar 
( I tur xosmas integrallar)

l - ta ’rif. f{x) funksiya [a;+oo) oraliqda uzluksiz bo‘ lsin. Agar
b

liin J f(x)dx limit mavjud va chekli boisa, bu Iimitgayuqori chegarasi
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c h e k s iz  x o s m a s  in te g r a l  deyiladi va J  f ( x ) d x  kabi belgilanadi:

-f«o h
J f  (x)dx = lim J f(x)dx.

b
(7.1)

Bu holda J f(x)dx integralgayaqinlashuvchi integral deyiladi. 

b
Agar lim |/ (x)dx limit mavjud bolmasa yoki cheksiz bo‘ lsa,

J f(x)dx integralga uzoqlashuvchi integral deyiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas 
integrallar shu kabi ta’riflanadi:

bu yerda c — sonlar o‘qining biror fiksirlangan nuqtasi. Bunda
(7.3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o‘ng tomondagi 
har ikkala xosmas integral yaqinlashgandagina yaqinlashadi.

b b
j  f($dx  = lim J f(x)dx, (7.2)

J f(x)dx = lim | f(x)dx + lim j/ (x)dx, (7.3)

Yechish. a *  1 boisin. 

U holda

J — = lim }— = lira ̂ —f  =— (lim4 x« 1 —a
■HO //y f

Bunda: 1) a< l bo‘lganda, f— =----- (limA1”0 -1) = +oc,, Ta 1 —rti xa \ —a  i-M

2) a> l boiganda, = (iimZ>1'“ -1)= ~ —,\xa 1 - a  \~a



Demak, f— xosmas integral c o l  da yaqinlashadi va 0< a£ l da
I x"

uzoqlashadi.

2- misol. fxcosxdr integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish Jxcosxdx = lim fxcosxdx = lim^xsinxj* — Jsin xa&cj =

= lim (-asin a + cosxja = lim (-asin a -  cos a +1).

0
Bu limit mavjud emas. Shu sababli fxcosxcfc integral uzoqlashadi.

dx . . .3 -misol. [—---------- integralni Yaqinlashishga tekshiring.
-«x‘ +6x+10

Yechish Oraliq nuqtani c  = 0 deymiz.

U holda (7.3) tenglikga ko‘ra,

7  dx____ r dx dx
i  . .2  . r . .  I in  * „2 . , in  *

Bundan

ox2+6x+10 _x2+6x+10 ox2+6x+10

f ———----- -- lim f-----—-=  lim arctgix+3)1° =
i . x  + 6 x  + 10 — i ( x + 3 ) 2 + l  —

= arctg3 -  lim arctg(a+3) = arctg3+—,

f----- —-----= lim f--------;—  = lim arctg{x + 3)1* =
Jx +6x + 10 *-”- Jo(* + 3)2+l *“*•

= lim arctg{b+3) -  arctg3 ------arctg3 .
2

l i  holda
*? dx _ dx _ _ •?  dx 
i x 2+6x+10_ i x 2+6x+10 ox2 +6x+10

„ n n = arctg3 +—+—-  arctg3 = n .

Demak, xosmas integral yaqinlashadi.



7.7.2. Uzulishga ega bo‘Igan funksiyalarning xosmas integrallari 
( II tur xosmas integrallar)

2-ta’rlf. f(x ) funksiya [a\b) oraliqda aniqlangan vauzluksiz bo'lib, 
x=b da cheksiz uzulishga ega bo‘lsin. Agar lim \f{x)dx limit mavjud 

va chekli bo‘lsa, bu limitga uzulishga e ga  bo ‘Igan funksiyaning xosmas 
integrali deyiladi va J/ (x)dx kabi belgilanadi:

J f(x)dx = lim J f(x)dx. (7.4)

Shu kabi: 1) f(x ) funksiya x ning a ga o‘ngdan yaqinlashishida 
uzilishga ega bo‘lsa,

J / (x)dx = lim j  f(x)dx; (7.5)

bo'ladi; q
2) agar f(x ) funksiya ce[a;A] da uzilishga ega bo‘ lsa,

' J f(x)dx -  lim \ f (x)dx + lim J f{x)dx (7.6)

boiadi.
II tur xosmas integrallar uchun yaqinlashish (uzoqlashish) 

tushunchalari I tur integrallardagi kabi kiritiladi.
I //y .

4-m isol. J—j= integralni yaqinlashishga tekshinng.
-ixK/x

Yechish. x = 0 da integral ostidagi funksiya uzilishga ega.
U holda (7.6) tenglikka ko‘ra,

[ = lim f ^^i + lim f-^p= = -31imx 3I •—3Iimx *i 
tx x 'J x  ~ ° ' u c V x  m  L  * *  L

=3 lim e 3 -1 -1  + 31ime 3 = 6| lim e  3 -11 = -foo.

Demak, xosmas integral uzoqlashadi. Berilgan integralga Nyuton- 
Leybnis formulasi formal qo‘ llanilishi xato natijaga olib keladi:

1 dx |1



Ko‘pincha, xosmas integralni (7.1) - (7.6) formulalar orqali 
hisoblash shart bo‘lmasdan, faqat uning yaqinlashuvchi yoyi 
UZoqlashuvclii boiishini bilish yetarli boiadi. Bunday hoilarda berilgan 
integral yaqinlashishga yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchiligi oldindan 
ma’lum boigan boshqa xosmas integral bilan taqqoslash orqali 
tekshiriladi. Xosmas integrallarning taqqoslash alomatlarini ifodalovchi 
teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

1-teorema (I  tur xosmas integralning yaqinlashish alomati). 
[a;+co) oraliqda fix )  va cp{x) funksiyalar uziuksiz va 0< f(x)<(p{x) 
boisin. Uholda:

1) agar J (p{x)dx integral yaqinlashsa, J f(x)dx integral ham

yaqinlashadi;

2) agar | / (x)dx integral uzoqlashsa, J (p{x)dx integral ham 

uzoqlashadi.

5-misol. \e~*2dx integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integral boshlang‘icli 
funksiyaga ega emas. Uni ikkita integralning yig ‘indisi ko‘rinishida 
ifodalaymiz:

J e^dxmie^ctx+ je^ dx .
0 0 1

Tenglikning chap qismidagi integrallardan birinchisi chekli 
qiymatga ega boigan aniq integral. Ikkinchi xosmas fe^dx

integralni yaqinlashishga tekshiramiz.
[l;+oo) oraliqda 0<e”lS <e~x boiadi, va e~x funksiyalar 

uziuksiz.
Bunda

Je~xdx -  lim|e~xdx = lim(-e'"x)|* =——lim— = —.

Demak, bu integral yaqinlashadi va 1-teoremaning l)bandiga 
asosan, Puasson integrali ham yaqinlashadi.

7.7.3. Xosmas integrallarning yaqinlashish alomatlari



r dx6-misol. f----- ----  integralni yaqinlashishga tekshiring.
o e * - c o s x

Yechish. Integral ostidagi iunksiya x = 0 da uzulishga ega.

x e (0;1] da ---- -— ■>—ex -  cosx xe
Bundan

f— = -lim  f— =—limlnxl’ =—(0 -  limln|e|) = +oo. 
t x e  e ^ ° l x  e  "*° e

Demak, f— integral uzoqlashadi va 1-teoremaning 2)bandiga
o xe

asosan berilgan integral ham uzoqlashadi.

2-teorema (II tur xosmas integralning yaqinlashish alomati). 
\a;b) oraliqda f(x ) va <p(x) funksiyalar uzluksiz bo‘lsin va 
0<f(x)<(p(x) tengsizlikni ^janoatlantirsin, x = Z»da f(x ) va (p(x) 
funksiyalar cheksiz uzilishga ega bo‘lsin. U holda:

1) agar j q>(x)dx integral yaqinlashsa, J f(x)dx integral ham 

yaqinlashadi;
2) agar f f(x)dx integral uzoqlashsa, \<p(x)dx integral ham 

uzoqlashadi.
Taqqoslash teoremalari integral ostidagi iunksiya bir xil ishorali 

bo‘lganida o‘rinli bo‘ladi. Ishorasi almashinadigan funksiyalaming 
xosmas integrallari uchun quyidagi alomat o'rinli bo‘ladi.

3-teorema. Agar \\f{x)\dx jj|/(*)|£ftj integral yaqinlashsa, 

Jf{x)dx^f(x)dx^ integral ham yaqinlashadi.

3-ta’rif. Agar \\f(x)\dx Ĵ|/(jc)|c&j integral yaqinlashsa,

[f(x)dx integralga absolut yaqinlashuvchi xosmas integral

deyiladi.
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j  I f{x) J dx j j f  f{x) I integral uzoqlashsa, J / {x)dx f{x)dx\

integralga shartliyaqinlashuvchi xosmas integral deyiiadi.

7 m isai \co**dx integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Integral ostidagi funksiya [l;+oo) oraliqda ishorasini 
almashtiradi.

Maiumki,
! X  j x

wdx1 -misolga ko‘ra, J— integral yaqinlashuvchi.

U holda 1-teoremaga asosan, integral yaqinlashuvchi va

3-teorema va 3-ta’rifga ko‘ra, f ̂ \xdx integral absolut yaqinlashuvchi 

boiadi.

(7.2), (7.3) ko‘rinishdagi ((7.5),(7.6) ko'rinishdagi) xosmas 
integrallar uchun taqqoslash alomatlari hamda absolut va shartli 
yaqinlashish tushunchalari yuqorida (7.1) ko‘rinishdagi ((7.4) 
ko‘rinishdagi) integrallar uchun keltirilgandagi 
kabi kiritiladi.

7.7.4. Mashqlar 

1. Berilgan integrallarni hisoblang yoki uzoqlashuvchi ekanini aniqlang:

3 ) j*m sx dx ;
-=6 ' 2 *

<)T *  ;2 x4x2 , W
433

4-ta’rif. Agar J f{ x )d x  /  J /(*)*&j  integral yaqinlashsa va



7) Je~xsmxdx', 
0 8 ) f c

9 ) l £ s -
1°)}^ 

i \

p !

14) T-

dx
Vinx’

xdx

dx

dx

2. Integrallarai yaqinlashishga tekshiring:

» Ä f  2 ) 'f  , *  
I* W l+x3

4) J s i n ^ ;

h E m i a 6>J- -1

7 ) f Ä i .  J  8 ) [  &
0 V l-co sx  i e -co s*

9)J3+sm^Ä . 1 0 ) } - Ä , ;
j ( * " !)  o \ l-x *

11)  | j 12) J e -1 sin xd*.

7.8. ANIQ ENTEGRALNING TATBIQLARI

7.8.1. Aniq integralning qo‘Ilani!ish sxemalari

x o 'zgaruvchi aniqlangan [a;£] kesm aga bog‘ liq  b iror geometrik 
yok i fiz ik A kattalikning q iym atin i (tekis shakl yuzasin i, j ism  hajm ini, 
kuchning bajargan ishini v a  hokazo) hisoblash talab qilingan bo 'lsin . 
Bunda A kattalik  additiv deb faraz qilinadi, y a ’n i [a;b] kesm aning 
c(=[a;b] nuqta bilan [a;c] v a  [c;b] q ism larga bo‘ lin ish ida A kattalikning 
\a\b] kesm aga mos qiym ati un ing [a;c] v a  [c;b\ kesmalarga> mos 
q iym atlarin ing y ig ‘ ind isiga teng deb qaraladi.
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A kattalikning qiymatini hisoblash ma’lum tartibda (sxema asosida) 
bajariladi. Bunda iklci sxemadan biriga amal qilish mumkin: Isx em a  
{intégral y i g  ‘ind ilar usu li) va II sxema  (  d ijfe r en s ia l usuli).

Isx em a  an iq integralning ta ’ rif ig a  asoslanadi. Bunda:
1°. [a;b] kesma a = x0 <xt <.,.<xi_l <x, <...<xn_l <xn =b nuqtalar 

bilan n ta kichik kesmalarga boiinadi. Bunda A kattalikmos n ta 
AA,, (/=1,«) «elementar qo6shiluvchilar» ga boiinadi:

A = AA, + AA2 +... + AAa ;

2°. Har bir «elementar qo‘shiluvchi» masalaning shartidan 
aniqlanuvehi funksiyaning mos kesma istalgan nuqtasida hisoblangan 
qiymati bilan kesmaning uzunligi ko‘paytmasi ko‘rinishiga keltiriladi:

AA^f{QAx-

AAi ning taqribiy qiymatini topishda ayrim soddalashtirishlar qilish 
mumkin: kichik boiakda yoyni uning chekkalarini tortib turuvchi vatar 
bilan almashtirish mumkin; kichik boiakda o£zgaruvchi tezlikni 
o‘zgarmas deyish mumkin va hokazo.

Bunda A kattalikning taqribiy qiymati intégral yig ‘indidan iborat 
boiadi:

'4asÉ / (^ )Ax,-

3°. A kattalikning haq iq iy  qiym ati bu intégral y ig 'in d in in g  
n oo dagi (bunda A = maxAx. )  lim itiga teng b o iad i:

A = ]im'£Jf{Ç. )Axt = | f{x)dx.

II sx em a I  sxemaning o'zgargan ko‘rinishi hisoblanadi va 
«differensial usul» yoki «yuqori tartibli cheksiz kichiklami tashlab 
yuborish usuli» deb ataladi.

Bunda:
T. {<r,b\ kesmada ixtiyoriy x qiymatni tanlaymiz va o‘zgaruvchi 

[a;x] kesmani qaraymiz. Bu kesmada A kattalik x ning funksiyasi 
boiadi: A = A{x), ya ’ni A kattalikning boiagi nomaium 4̂(x) funksiya 
boiadi;

2°. x ning kichik Ax=dx kattalikka o‘zgarishida AA 
orttirmaning bosh qismini topamiz: dA = f{x)dx, bu yerda f{x)— x
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Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning 

ko'chishga nisbatan invariantlik xossasidan foydalangan holda 

soddalashtiriiadi. Bunda tekis shakl yuzasi (8.3) formulada x va y 

o‘zgaruvchilar (Ox va Oy o‘qlar) ning o‘mini almashtirish yo'li bilan 

hisoblanadi, ya’ni (7-shakl).

S - J (f  2 (*) - f  (x))dx= } (g2 (y) - g, {y))dy (8.4)

2

8-shakl.7-shakl.

3-misol. x=y 2 va x=y  + 2 chiziqlar bilan chegaralangan tekis 

shaklning abssissalar o‘qidan yuqorida yotgan qismining yuzasini 

hisoblang (8-shakl).

Yechish. Berilgan chiziqlaming kesishish nuqtalarini topamiz:

y2= y + 2, y2 -y-2 = 0, yx= 0, y = 2.

Tekis shakl yuzasini (8.4) formula bilan topamiz:

s =  \(y+2- y1)dy=^- +2y- ^\
3 3

Agar egri chiziqli trapetsiya yuqoridan x = y-y/(t), a<t<p  

parametrik tenglamalar bilan berilgan ñmksiya grañgi bilan 

chegaralangan va a-(p{a), b=<p(b) boisa, (8.1) formulada x=(p{t), 

dx =  (p'(t)dî ko‘rinishdagi o4miga qo‘yish orqali o‘zgaruvchi 

almashtiriladi.
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U  holda

S=¡i//(t)tp’(t)di (8.5)

boiadi, bu yerda, a =  <p(a) va b = <p(ß) .

4-misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.

Yechish. Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz. 

Bu doiraning aylanasi x = Rcost, y = Rsint parametrik tenglamalar bilan 

aniqlanadi va doira koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik boiadi. 

Shu sababli uning birinchi chorakdagi yuzasini hisoblayraiz (bunda x

o‘zgaruvchi 0 dan R gacha o‘zgarganda t parametr ^  dan 0 gacha

o‘zgaradi) va natijani to‘rtga ko'paytiramiz. U  holda (8.5) formulaga 

ko‘ra:

Qutb koordinatalar (r- qutb radiusi, <p— qutb burchagi) sistemasida 

berilgan r - r(q>) funksiya (p e [a; ß] kesmada uzluksiz boisin.

r = r((p) funksiya grafígi hamda O  qutbdan chiqqan <p = a  va (p = ß  

nurlar bilan chegaralangan tekis shaklga egri chiziqli sektor deyiladi.

AOB egri chiziqli sektor yuzasini hisoblaymiz. Bunda II sxemadan 

foydalanamiz.

T. Qutbdan chiqqan <p va a  burchaklarga mos nurlar bilan 

chegaralangan egri chiziqli sektor yuzi <p burchakning S  = S(<p) 

funksiyasi bo‘lsin, bu yerda a<q>£ß ( q> = a  boiganda S(a) = 0, (p = ß 

boiganda S(ß)=S).

2°. Joriy (p qutb burchak &<p=d<p orttirma oigan ida AS yuza 

OAB «elementar egri chuziqli sektor» yuziga teng orttirma oladi.

Bunda dS differensial AS orttirmaning d<p -> 0 dagi orttirmasining 

bosh qismini ifodalaydi va radiusi r ga, markaziy burchagi d<p ga teng 

boigan OAC doiraviy sektor yuziga teng boiadi (9-shakl).

S = 4St =  4 J /? sin /(—/? sin t)dt =  4/?2jsin2fc# =

Yuzani qutb koordinatalarida hisoblash
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Shu sababli

dS =  —r2d(p. 
2

3". Oxirgi ifodani <p=a dan q> - ß gacha integrallab izlanayotgan 

yuzani tcpamiz: o

Bundan S = 7Г.

Agar egri chiziqli sektor r} = r.(cp) va г2=г2(ф) ((pe[a;ß] da 

r2 (<p) > rx (cp) ) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan bo‘lsa,

AB egri chiziq y = /(x )> 0  funksiyaning grafigi bo‘lsin. Bunda 

x&[a;b], y-fix) funksiya va ÿ = fix) hosila bu kesmada uluksiz 

bo‘lsin.

AB egri chiziq uzunligi l ni и sxemadan foydalangan hoida 

topamiz.

Г. [a;b] kesmada ixtiyoriy x nuqtani tanlaymiz va o‘zgaruvchi 

[a;x] kesmani qaraymiziz. (* ,/(*)) nuqta M  bo‘lsin.

figuraga uch yaproqli gul 0 

deyiladi (1-ilovaga qarang).

Yechish. r=2cos3ç? egri 

chiziq bilan chegaralangan

5-misoI. r=2cos3ç> egri 

chiziq bilan chegaralangan 

flguraning yuzasini hisoblang.

T

9-shakl.

Uning oltidan bir qismi 

yuzasini hisoblaymiz:

S = -J (r2 {(p) - r2 {(p))d<p (8.7)

bo‘ladi.

7.8.3. Yassi egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash
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AM  voy uzunligi lm X ning funksiyasi boiadi: /= /(* )  (/(a) = 0 va

m =i).

(8.7) tenglikka yoy differensialining to‘g‘ri burchakli 

koordinatalardagi formulasi deyiladi.

Agar egri chiziq x = g(y),ye[c;d], tenglama bilan berilgan boisa, 

yuqorida keltirilganlami takrorlab, AB yoy uzunligini hisoblashning 

quyidagi formulasini hosil qilamiz:

kesishish nuqtalari orasidagi uzunligini hisoblang.

Yechish. y = 0 deb egri chiziqning Ox oq bilan kesishish 

nuqtalarini aniqlaymiz: x, =0, x2 = 2-4Î.

Hosilani topamiz:

2e. X ning kichik Дx = dx kattalikka y
у=/(Л^-'1в

ÿ f  IVbl Ay !

o‘zgarishida dl differensialni topamiz: 

dl =  l\x)dx. M N  yoyni uni tortib 

turuvchi vatar bilan almashtiramiz va 

/'(*) ni topamiz (10-shakl):

He

10-shakl.

x+tsx ъ X

Demak,

<Ä = ̂ /l + (y')2ife. 

3e. dl ni adán b gacha integrallaymiz:

l = Ul + (y^dx. (8 .8)

l=\^\ + {x'yfdy. (8.9)
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Yoy  uzunligini hisoblaymiz:

T  i  . ,  * 1 1 1 /' 3  | 3
\ x 3 +  x  3 i x  =  - \ - x 3 + - x 3
I  / 2 ' , 4 2  J

Agar egri chiziq x = q>(t), y -y/(t), a < t < ¡3, parametrik tenglamalar 

bilan berilgan bo‘lsa, (8.8) formulada x = <p(t), y = y/(x), dx = <p'(t)dt 

o‘miga qo‘yish orqali o‘zgaruvchi almashtiriladi.

Bunda

I = P\J(p'\t)+y/’1(t)dt (8.10)

kelib chiqadi, bu yerda a = q>(a) va b = <p(/3) .

Egri chiziq qutb koord n̂atalar sistemasida r = r(<p), cc<,(p<¡3, 

tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda r(q>\ r\q>) funksiyalar [a;P] 

kesmada uzluksiz' va A,B nuqtalarga qutb koordinatalarida a,f3 

burchaklar mos keladi.

x = rcoscp, y = rsin<p ekanligidan

x\(p) =  r\q>) cos <p - r(q>) sin q>,

y\q>) =  r'(<p)sm q> — r(<p) cos cp.

(8.10)formulaga x'{q>) va y'(x) hosilalarni qo£yamiz va 

almashtirishlar bajarib, topamiz:

l = lylr'(.<p)+r'\<p)d<p - (8-11)

7-misol. r=a(1 + cos<p), a > 0 kardioida uzunligini toping.

Yechish. Egri chiziqning simmetrikligini (1-ilovaga qarang) 

hisobga olib, (8.11) formula bilan topamiz:

/ = 2 f -J a1 (1+cos <p)2 + a2 (- sin <p)1 d<p = 4aJ J 1+C?— dp =
o o * 2

= 4a J cos-̂ fy> = 8a sin H  =8  a.
o 2  2|0



AB egri chiziq y=f(x)> 0  funksiyaning grafigi boisin. Bunda 

xe[a;£], y = /(x ) funksiya va 

/ = / ' ( x )  hosila bu kesmada 

uzluksiz boisin.

AB egri chiziqning Ox o‘q 

atrofida aylanishidan hosil boigan 

jism sirti yuzini hisoblaymiz.

Buning uchun II sxemani 

qoilaymiz.

1". Istalgan x&[a,b] nuqta orqali 

Ox o‘qqa perpendikulär tekislik 

o‘tkazaraiz. B u  tekislik aylanish
. . .  1. • t et Il-SiliUU.

sirtini radiusi y —f\x) bo lgan

aylana bo‘ylab kesadi (11-shakl). Bunda aylanish sirtidan Ox o‘qidagi 

a va x nuqtalardan zOy tekisligiga parallel ravishda o'tkazilgan 

tekisliklar ajratgan sirtyuzi x ning funksiyasi boiadi: S = S(x) (S(a) = 0 

va S(b) = S).

2°. x argumentga Ax = dx orttirma 

beramiz va x + A xe[a;b] nuqta orqali 

Ox o'qqa perpendikulär tekislik 

o‘tkazamiz. Bunda S = S(x) funksiya 

«belbog‘» ko‘rinishida AS orttirma 

oladi.

Kesimlar orasidagi jismni 

yasovchisi dl boigan va asoslarining 

radiuslari y va y+dy  boigan kesik 

konus bilan almashtiramiz. Bu kesik 

konusning yon sirti

dS = n(y + y + dy)<ü = 2 7tydl +  nzfydl ga 

teng. dydl ko‘paytmani dS ga nisbatan 

yuqori tartibli cheksiz kichik sifatida tashlab yuboramiz: dS = 2nydl. 

Bunda dl =Vl + (y’x)2dx ekanini hisobga olamiz: dS = 2ny*jl + (y'J1 dx.

3°. dS ni adan b gacha integrallab, topamiz:

7.8.4. Aylanish sirti yuzini hisoblash

12-shakl.

S =  2n J y^l + (y'xydx (8.12)
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Shu kabi x = g(y), y &[c,d\ funksiya grafigining Oy o ‘q atrofida 

aylantirshdan hosil boigan jism sirtining yuzi ushbu

S = 2n\x^\ + {x'yfdy  (8.13)

formula bilan hisoblanadi.

5-misol. y = 2V*. l£x<,2 egri chiziqning Ox o4qi atrofida 

aylanishidan hosil boigan sirt (12-shakl) yuzini toping.

Yechish. Misol shartidan topamiz: / = - = .
■Jx

(8.12) formula bilan topamiz:

2 I 7 1 \2 2 ____  2 5
S = 2n\24x ^  = 4x +  lift: = 4tt•—(jc +1)3

J

Agar /40 egri chiziq x = q>(t), y=y/{t\ a< ,i< pt parametrik 

tenglamalar bilan berilgan %o ‘lsa, u holda AB egri chiziqning 

Ox (iOy) o‘q atrofida aylanishidan hosil boigan jism sirti yuzi 

quyidagicha hisoblanadi:

S = 2njif/(t)4<p'2(t)+¥n(t)dt = 2k )<p(t)-Jy/’2( 0 + <pn( t ) d t (8.14)

bu yerda a = q>(a) va b = (c = va d = y/(Pt)).

,45 egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r = r(q>), a  <q><p

tenglama bilan berilgan boiganida quyidagi fonnulalar o‘rinli boiadi:

p __ p ----- -
Ox: S = 2rcj rsmqhjr2 +r'2d<p, Oy: S = 2nj rcos<p\r2 +r'2dq>. (8.15)

6- misol. Radiusi R ga teng boigan shar sirti yuzini hisoblang. 

Yechish. Shar parametrik tengiamasi x = Rcost, y = Rsint boigan 

yarim aylananing Ox o ‘q atrofida aylanishidan hosil boiadi. Shaming 

koordinata o ‘qlariga simmetrik boiishini inobatga olib, hisoblaymiz:

S = 2-2jr\Rsmt-J(-Rsmt)2 + (Rcost)2dt =
0

= 4tcR2 Jsin tdt =  - AnR2 cos/|2 = AnR1.
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Hajmni ko ‘ndalang kesim yuzasi bo ‘yicha hisoblash

Hajmi hisoblanishi lozim boigan qandaydir jism (13-shakl) uchun 

uning istalgan ko‘ndalang kesim 

yuzasi S m aium  bo4lsin. Bu

yuza ko‘ndalang kesim joylashishiga 

bog‘liq boiadi: S = S(x), xe[a;è],bu 

yerda S'(x)—[a,b\ kesmada uzluksiz 

funksiya.

Izlanayotgan hajmni II sxema 

asosida topamiz.

1°. Istalgan xe[a;Z>] nuqta orqali z 

Ox o‘qqa perpendikular tekislik 

o‘tkazamiz. Jismning bu tekislik 

bilan kesimi yuzasini S(x) bilan va 

jismning bu tekislikdan chapda yotgan boiagining hajmini V(x) bilan 

belgilaymiz (13-shakl). Bunda V kattalik x ning funksiyasi boiadi: 

V = V(x) (V(a) = 0 va V(b) = V).

2°. V(x) iunksiyaning dV differensialini topamiz. Bu diiîerensial 

Ox o‘q bilan x va x+Ax nuqtalarda kesishuvchi parallel tekisliklar 

orasidagi «elementar qatlam»dan iborat boiadi. Bu differensialni asosi 

S(x)ga va balandligi dx ga teng silindr bilan taqriban almashtirish 

mumkin. Demak, dV =  S(x)dx.

3°. dV ni a dan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

V = \S(x)dx. (8.16)

x2 #  #
7-misol. — +^—4-— = 1  ellipsoidning hajmini hisoblang. 

a b c

Yechish. Ellipsoidning Ox o‘qqa perpendikulyar va koordinatalar 

boshidan x (--a<x<a) masofada o‘tuvchi tekislik bilan kesamiz.

7.8.5. Hajmlarni hisoblash

Kesimda yarim o‘qlari b(x) = bj 1—̂ -r va c(x) = eji — 7  boigan ellips
V a  V a

hosil boiadi.

445



Uning yuzasi

S(x) = 7lb(x)c(x) =  tA c

Uholda

——jcabc.
3

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yuqoridan y =f(x) uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o‘q 

bilan, yon tomonlaridan x = a va x = b to‘g‘ri chiziqlar bilan 

chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning Ox o ‘q atrofida aylantirishdan 

hosil boigan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning ixtiyoriy 

ko‘ndaiang kesimi doiradan iborat. Shu sababli jismning X = x  tekislik 

bilankesiminingyuzasi S(x)^ny2 boiadi.

U  holda (8.16) formulaga ko‘ra,

b

V=n\y2dx. (8-17)

Shu kabi yuqoridan y-f(x) 

uzluksiz funksiya grafigi bilan, 

quyidan Ox o6q bilan, yon 

tomonlaridan x = a va x = b to‘g‘ri 

chiziqlar bilan chegaralangan egri 

chiziqli trapetsiyani Oy o‘qi atrofida 

aylantirishdan hosil boigan jismning 

hajmi quyidagi

o

y

W

formula bilan hisoblanadi:

b

8-misol. y=sfx, y = 0, x =  0, x = 4 

chiziqlar bilan chegaralangan yassi 

shaklning Ox o‘qi atrofida 

aylanishidan hosil boigan jism 

hajmini toping (14-shakl).

14-shakl.



Yechish. Hajmni (8.17) formula bilan topamiz:

0 * 0

Agar egri chiziqli trapetsiya x = <p{y) uzluksiz funksiya grafigi, Oy 

o‘qi, y =c  va y = d to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan boisa,

9-misol. Radiusi R ga va balandligi H  ga teng boigan konusning

Tekis shakl va aylanish sirti yuzalarini, yassi egri chiziq yoyi 

uzunligini. hajmlarini hisoblashga oid yuqorida keltirilgan masalalami 

yechishda aynan bir xil usul qoilanildi. Bunda izlanilayotgan Q 

kattalikni hisoblash intégral yig‘indi limitini topishga keltirildi. Barcha 

masalalarda Q  kattalik biror [a\b\ kesma va bu kesmadagi uzluksiz 

funksiyalarga bogiiq holda o‘rganildi.

j

V=7i\x2dy (Oy) | V= 7n\xydy (Ox) (8.19)

boiadi.

hajmini hisoblang. y

Yechish. Konusni katetlari R 

va H  boigan to‘g‘ri burchakli 

uchburchakning balandlik bo‘ylab 

yo‘nalgan Ox ofcq atrofida 

aylanishidan hosil boigan jism 

deyish mumkin (15-shakl). 

Gipotenuza tenglamasi y = hx 

boisin.

U  holda
z

15-shakl.

Bundan

7.8.6. Momentlar va og(irlik markazini hisoblash
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Shu kabi Q  kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz qiiamiz: 

Г . Additivlikxossasi. [a\b] kesma istalgancha boiaklarga

boiinganida ham Q = Ÿ JQi bo‘ladi, bu yerda Qt — Qning i-bo‘lakdagi

2°. Kichiklikdagi chiziqlilik xossasi. [a;è] kesmadagi istalgan kichik 

kesmada Q, »  kAx, bo'ladi, bu yerda Axi = xl-x,_l.

Quyida keltiri ladigan momentlami, og‘irlik markazi va kuchning 

bajargan ishini hisoblash formulalari ham yuqoridagi singari hosil 

qilinadi. Shu sababli bu formulalarni keltirib chiqarmaymiz va ulardan 

masalalarni yechishda foydalanamiz.

Oxy tekislikda massalari mos ravishda т ],т 1,...,тя bo‘lgan 

A (xi> У i )> А  (хг\уг),..., An (xn: yn ) nuqtalar sistemasi berilgan boisin.

Sistemaning Ox(Oy)o‘qqa nisbatan statik momenti M x (M y) deb 

nuqtalar massalarini ulaming ordinatalariga (absissalariga) 

ko'paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

Sistemaning Ox (Oy) o‘qqa nisbatan inersiya momenti Jx (Jy) deb 

nuqtalar massalarini ulaming ordinatalari (absissalari) kvadratiga 

ko'paytmalari уig‘indisiga aytiladi, ya’ni

Sistemaning og'irlikmarkazi deb koordinatalari bo4gan

Y as si egri chiziqning momentlari va og‘irlik markazi

Oxy tekislikda AB egri chiziq y - f(x) (a<x<b) tenglama bilan 

berilgan bo‘lib, egri chiziqning har bir (x, /(*)) nuqtasidagi zichlik 

y-y(x) ga teng va f(x) funksiya f'(x) hosilasi bilan birga uzluksiz 

bo* Ism.

U  holda AB egri chiziqning momentlari va og'irlik markazming

qiymati;

nuqtalarga aytiladi, bu yerda m = 4£tmi.
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koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniqlanadi:

'*  > A

M x — J yydl, M y = I yxdl ;

Jx = I yy2dl, J  - [yx2dl ;

[yxdl j yydl

¡ ydl J ydl

buyerda y = f(x), y = y(x), dl = ̂ i+y ,¡dx, a<,x<,b.

10-misol. Zichligi y-1 ga ten g boclgan y  = «Jr 2 -хг, 

aylananing momentlari va og‘irlik markazini toping.

Rdx
Yechish. =  bo‘leani uchun dl=—¡=

5 4r

U  holda (8.20) - (8.22) formulalardan topamiz:

м. к f j r  |щ | а =.&г, Ш И
-Я v R 1 — X2 -Я

f JCÄ5& _ Г̂ Г~—îl*
М У =  f " v  = ~ r J r 2 - x 2 \ =  0.

-WÄ -X1 ta

R Dy/y jR i 2
J , = f (Ä2 - x2 ) . = Ä JVÄ2 -x2dx= R]R2cos2tdt =

-R -JR2 —X2 -Л *

я/?

'•I'

j y = =i?j- W l w p  j  +  } 4 ¥ ^ 7 d x  ]= r\ о +
w ä  -*

rar j

2 J

-« -Wâ 2 -л2 я
яй,

xc = 0,
2j? 2i? 

яй я

449

(8.21)

(8.22)

yarim

(8.20)

tcR3

~2~'



Те к is shaklning т о  men t/a г i va ogHrlik markazi

Оху tekislikda [a\b] kesmada uzluksiz bo‘]gan y- f(x) funksiya 

grafigi, Ox o‘q, x = a va x-b to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri 

chiziqli trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning har bir 

nuqtasida y = y(x) zichlik uzluksiz bo‘lsin. U  holda tekis shaklning 

momentlari va og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar 

orqali topiladi:

M x = — jyy2dx, M y = I yxydx. ;

Jy = \yx'ydx\

(8.23)

(8.24)

j yxydx -J yy'dx

Ус = ' (8.25)

\yydx \yydx

bu yerda у = y(x), у - y(x), , a 4x< b .

11-misol. 7  = sinx sinusoida yoyi va Ox o‘qining 0 < x < я- bo*lagi 

bilan chegaralangan, zichligi y =  1 ga teng tekis shaklning og(irlik 

markazini toping.

Yechish Sinusoidaning simmetrikligidan xt= — boiadi. U  holda

w Ir i.  lf-i  . lrl-cos2x , \( sin2x^
Si i у dx=— sm xax =  — ------ax = —\ x ---

' 25 2 o 2« 2 4V 2

j ydx =J sin xdx =— cos xj* =  2, yc = — = —.

Demak,

n it 
Xr = -Щ1 y„ = 

e 2 e 8

7.8.7. Kuchning bajargan ishini hisoblash

Moddiy nuqta o‘zgaruvchan F  kuch ta’sirida Ox o‘qi bo‘ylab 

harakatlanayotgan boMsin va bunda kuchning yo‘nalishi harakat
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yo‘nalishi bilan bir xil boisin. U  holda F  kuchning moddiy nuqtani 

Ox o‘qi bo‘ylab x-a nuqtadan x = b (a<b) nuqtaga ko‘chirishda 

bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

buyerda F(x) fimksiya [a;b] kesmada uzluksiz.

12-misol. m massali kosmik kemani yerdan h masofaga uchirish 

uchun qancha ish bajarish kerak?

Yeckish. Butun olam tortishish qonuniga ko‘ra, yeming

jismni tortish kuchi F = к— ga teng boiadi, bu yerda M  — yeming
X

massasi, x— yer markazidan kosmik kemagacha bo‘lgan masofa, к— 

gravitasiya doimiyligi. Yer sirtida, ya’ni x = R da F=m g  ga teng, bu 

yerda g — erkin tush ish tezlanishi.

Moddiy nuqta (jism) to‘g‘ri chiziq bo‘ylab o‘zgaruvchan v = v(/) 

tczlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsin. Bu nuqtaning í, dan t2 gacha 

vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘lini topamiz.

Hosilaning fizik ma’nosiga ko‘ra, nuqtaning bir tomonga 

harakatida «to‘g‘ri chiziqli harakat tezligi yoidan vaqt bo‘yicha olingan

hosilaga teng», ya’ni v(i)=— - Bundan dS = v(t)dt. Bu tenglikni dan 
dt

t2 gacha integrallaymiz:

b

A = \F(x)dx, (8.26)

U  holda

Bundan

R 2
kM =  gR1, F  =  mg— .

X*

Izlanayotgan ishni (8.26) formula bilan topamiz:

D ^=  mgR---
R + h

7.8.8. Jismning bosib o‘tgan yo‘ii



Izoh. Bu formulani aniq integraln i qo‘llash sxemalari bilan 

hamtopish mumkin.

7.8.9. Suyuqlikning vertikal plastinkaga bosimi

Paskal qonuniga ko‘ra, suyuqlikning gorizontal plastinkaga bosimi

p —g.y  -s -h

formula bilan topiladi, bu yerda g— erkin tushish tezlanishi, 

y— suyuqlik zichligi, S— plastinkaning yuzasi, h— plastinkaning botish 

chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida 

suyuqlikning plastinkaga bosimini bu 

formula bilan topib boimaydi, chunki 

plastinkaning har xil nuqtalari turli 

chuqurlikda yotadi.

Suyuqlikka x = a, x=b, y^=f{.x), 

y2 = fz(x) chiziqlar bilan chega-

16-shakl.

ralangan plastinka vertikal 

botirilayotgan boisin. Bunda 

koord inata lar sistemasi 16-shaklda 

ko‘rsatilganidek tanlangan boisin.

Suyuqlikning plastinkaga P bosimini topish uchun 11 sxemadan 

foydalanamiz.

Bunda:

1°. Izlanayotgan P kattalikning bir qismi xning funksiyasi boisin: 

p = p(x), y a’ni p = p(x) - plastinkaning x o‘zgaruvchi [a;x] kesmasiga 

mos qismiga suyuqlik bosimi, bu 

yerda (p(fl) = 0 va p(b) = P).

T .x  argumentga kx-dx orttirma 

beramiz. Bunda p(x) funksiya AP 

orttirma oladi (16-shaklda dx 

qalinlikdagi tasma). Funksiyaning dp 

differensialni topamiz. dx kichik 

ekanidan tasmani barcha nuqtalari bitta 

chuqurlikda yotuvchi to‘g‘ri 

to‘rtburchak deb hisoblaymiz, ya’ni 

plastinka gorizontal bo‘lsin deymiz. 17-shaki

o

D
y

/  X 
/

/  2

%  
y W\ \n

/ i \
/

/ "
i \
! \ 
í \

A b K B
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U holda Paskal qonuniga ko‘ra,

dp = gy-(y2-yi)dx-x.
s

3°. dp ni x=a dan x = b gacha integrallaymiz:

P = SY)(,yi-ydxdx

yoki

P = gr- J (f2(x) - f{x))xdx. (8.28)

13-misol. Asoslari a va ¿ ga, balandligi h ga teng bo‘lgan teng 

yonli trapetsiya shaklidagi plastinka suyuqlikka с chuqurlikda botirilgan 

(17-shakl). Suyuqlikning plastinkaga bosimini toping.

Yechish. Izlanayotgan bosim (8.28) formulaga ko‘ra,

bo'ladi.

y o‘zgaruvchini x o‘zgaruvchi orqali ifodalash uchun CMN va 

СКВ uchburchaklaming o'xshashligidan foydalanamiz:

у—a_x-e 

b — a h

1 Beriigan chiziqiar bilan chegaralangan tekis shakl yuzalarini hisoblang:

P = gy \yxdx

7.8.10. Mashqlar

3) y = ln(jc+6)> y = 31n*, y = 0, x = 0;

1) y=9-x\ y = 0; 2) y = —x, y = 2x—x7'i 

4) y -lax, y- 0, x=e2-,
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5) x=y1, x=\y+ 2 |; 6) xy=4, x = 5-y,

7)y = x2, y1 - -x, &)y=x2, y = xi, x = -l, x =  l;

9) x = 4cos/, j> = 3sin/, 0<t<2/r;

10) x = 3(t - sin 0, y =3(1 - cos 0  (sikloida bitta arkasi)

11) r = 3-Jcùs2<p; 12) r = 3sin2q>.

13) r*=2+3cosp; 14) r=2q>, bir o’rarai.

2. Berilgan egri chiziqlarning argumentning ko‘rsatilgan oralig‘iga mos 

yoylari uzunliklarini toping:

1) y~ ~ ^ x = 0 dan x=V3 gacha:

2) y-chx, x = 0  dan x=\ gacha;

3) y2 = x3, x = 0 dan x=5  gacha;

4) y - arccos4x - -¡x-x2, x = 0 darux = l gacha;

5) x=-y2-—]ny, y = 1 dan y -2 gacha;

6) x=l-ln(y2-l), y -3 dan y=4  gacha;

t3
7) x = t2, y = --t, koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari orasidagi;

8) x-t2, y = t3, t = 0 dan / = 1 gacha;

9) x = 2(t-sin 0, y = 2(1-cos/) (sikloida bitta arkasi);

10) x = 3(2cosf— cos2f), y = 3(2sin / - sin 2t);

11) r = a(1-cos<p), kardioida boiagining;

12) r—8cos3y ,  ç»=0  dan gacha.

3. Chiziqlarning berilgan o‘q atrofida aylanishidan hosil boigan sirt yuzini 

hisoblang:

1) y2= 4x, x= 0  dan x = 3 gacha, Ox o‘q;

2) x2+y2 =9, Oy o*q;

3)x = 2(/-sin t), y = 2(1—cos/),bitta arkasi, Ox o4q;
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4. R  radius li shar hajmini hisoblang.

X 2 V 2 at* •
5. Asosi ■— + —  = 1 ellipsdan iborat bo‘lgan vabaiandhgi h=3 gateng

16 9

elliptik konusning hajmini hisoblang.

6. x2+y2+z2 =16 shar hamda x = 2  va je=3 tekisliklar bilan chegaralangan 

jism hajmini hisoblang.

7. x2 =1 birpallali giperboloid hamda *  = -1 va x = 2 tekisliklar 

bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.

8. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan tekis shaklning berilgan o‘q 

atrofida aylanishidan hosil boigan jism hajmini hisoblang:

1) x1 = 4-y, y = 0. Ox o‘qi;

2) x1 +y2 = 4  yarim avlana (x>0) va y1 - 3x parabola, Ox o‘qi;

3) y ~ arcsin x, y=  0, x = l, Oy o‘qi;

4) y1- xi, x=\ y = 0, Oy o‘qi;

5) x2 = 4y, x = 0, y = l>Oy o‘qi;

^  x2 v2
6) — + —  =  1, Oy o q i ;
'  25 9

7) x=2(f--sin0, y=2(l-cosi), bittaarkasi, Ox o‘qi;

8) x = y = A  x = 0, y=\Oy  o‘qi;

9) r = 3(1 + COS0), qutbo‘qi;

10) r = 2Rcos<p, yarim aylana, qutb o‘qi;

9. r = 2/?sin <p bir jinsli aylananing og‘irlik markazini toping.

10. x = acos3 /, y = asiait bir jinsli astroidaning Ox o‘qdan yuqorida yotgan 

yoyining og‘ irlik markazini toping.

11. 4x+3>>-12 = 0 bir jinsli to‘g‘ri chiziqning koordinata o‘qlari orasida 

joylashgan kesmasining koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlarini toping.

12. x-Q, y = 0, x+y = 2 chiziqlar bilan chegaralangan bir jinsli tekis shaklning 

koordinata o4qlariga nisbatan statik va inersiya momentlarini, og‘ irlik markazini 

toping.

4) x=V2cos/, y -s ia t,O x  o‘q;

_____________________ 05 ^_____________________



13. y = 4-x2 va y=  0 bir jinsli chiziqiar biJan chegaralangan tekis shaklning 

ogirlik markazini toping.

14. Yarim o‘qlari a = 5 va b = 4 boigan bir jinsli eilipsning koordinata 

o‘qlariga nisbatan inersiya moment ini toping.

15. x2 +y2 = R2 aylananing birinchi chorakda joylashgan boiagining o‘girlik 

markazini toping. Bunda aylananing bar bir nuqtasidagi chiziqli zichligi shu nuqta 

koordinatalarining ko‘paytmasiga proporsional.

16. x = 8cos31, 8 = 4sin31 astroida birinchi chorakda yotgan yoyining koordinata 

o‘qiariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda astro id an ing 

har bir nuqtasidagi chiziqli zichligi x ga teng.

17. Prujinani 4 sm ga cho‘zish uchun 24 J ish bajariladi. 150 J ish bajarilsa, 

prujina qanday uzunlikka cho‘ziladi?

18. Agar prujinani 1 sm ga siqish uchun 1 kG kuch sarf qilinsa, prujinaning

8 im ga siqishda sarf boiadigan F  kuch bajargan ishni toping.

19. Uzunligi 0,5 m va radiusi 4 mm bo‘lgan mis simni 2 mm cho‘zish uchun
Cm

qancha ish bajarish kerak? Bunda /%= E— , E = 12• 104 N /mm2.

20. OgMrligi P = 1,5 T boMgan kosmik kemani yer sirtidan h- 2000 km 

masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak boiadigan ishni toping.

21. Jismning to‘g‘ri chiziqli harakat teziigi v = 2t + 3t1 (m/s) formula bilan 

ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan 5 s davomida bosib o‘tgan yoiini 

toping.

22. Nuqtaning harakat teziigi v=0,t(3 (m/s) gateng. Nuqtaning 10 s 

davomidagi o‘rtacha tezligini toping.

ifodalanadi, bu yerda g - erkin tushish tezlanishi, m - sportchining massasi, 

k — proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashutdan tushish 3 min davom etgan 

boisa, sportchi qanday balandlikdan sakragan?

24. Nuqtaning harakat teziigi v= O.le-0,01' (m/s) ga teng. Nuqtaning harakat 

boshlanishidan harakat to‘xtaguncha bosib o‘tgan yoiini toping.

25. Suyuqlikka vertikal botirilgan asoslari a va b (b> a) ga, balandligi h ga 

teng boigan teng yonli trapetsiya shaklidagi plastinkaga suyuqlikning bosimini 

toping.

26. Asosi 18 m va balandligi 6 m boigan to‘rtburchakli shlyuzga suv 

bosimini toping.

23. Sportchining parashutdan formula bilan
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27. Diametri 6 m boigan va suv sathida joylashgan yarim doira shaklidagi 

veitikal devorga suv bosimini toping. Suv zichligi y = 1000 kg Im3.

7.9 . A N I Q  I N T E G R A L N I T A Q R I B I Y  H I S O B L A S H

Maium ki, agar / 0 0  funksiyaning [a\b\ kesmada boshlang‘ich 

funksiyasi F{x) mavjud bo‘lsa, fix) funksiyaning aniq integrali 

Nyuton-Leybnis formulasi bilan topiladi. Elementar funksiyalarda 

olinmaydigan aniq integrallar amalda taqribiy hisoblash usullari bilan 

topiladi. Bunday usullardan aniq integralning integral yig‘indining limiti 

haqidagi ta’rifiga va geometrik ma’nosiga asoslangan usullami ko‘rib 

chiqamiz.

7.9.1.To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi

b

[a-,b\ kesmada uzluksiz y = /(x)funksiya uchun J/ (x)dx integralm

hisoblash talab qilingan bo‘lsin. Aniqlik uchun barcha x&[a\b\ da f{x) 

funksiya musbat va monoton o‘suvchi deb faraz qiiamiz.

[a;b\ kesmani a=x0<xl < . . . < <xt <...<x ^  <xn=b  nuqtalar bilan

uzunliklari Ax=-— - bo‘lgan wta teng kesmalarga ajratamiz. 
n

Funksiyaning x„, xl,...,xt,...,xn nuqtalardagi qiymatlarini y0, ^  

bilan belgilab, y0 =  f{x0), yx =  f{xx),...,y, = /(*,)>•••,;f„ = / 0 0  lami 

hisoblaymiz va quyidagi integral yigc indi lami tuzamiz:

y0Ax+ yx Ax+ ...+  y, Ax+ ...+ y ^  Ax =sjjkyiÍ&,
1=0

ytAx +  y2Ax + . . .  + yt Ax + . . . + y„Ax =  y, Ax.

U  holda 18-shaklgako‘ra,

j f (x)d x * , ^ ( y , + y .+ ...+ yl+ ...+  y ^ = ^ t , y „  (9.1)
i n  n (-0

+y1+ —+yt + - +y n = — - ¿ jv  (9-2)
i n  n m
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(9.1) va (9.2) formulalar aniq integralni taqribiy hisoblashning 

to ‘g ‘ri to ‘rtburchaklar formulalari deyiladi.

18-shakldan ko‘rinadiki, agar f(x) funksiya [a\b] kesmada musbat 

va o'suvchi boisa, (9.1) formula y 

berilgan integralning qiymatini kami 

bilan, (9.2) formula esa ortigi bilan 

beradi.

Agar \a,b\ kesmada /'(* ) chekli 

hosila mavjud boisa, to‘g‘ri 

to‘rtburchaklar formulalarining absolut

y*\y\\yiyy>

m  (b—aY . . .  w xt> x2 x> m m * * *  
xatoliklari |<5 |<— — — — tengsizlik

1 2 «  18-shakl.

bilan baholanadi, bu yerda M. = maxi/'(x)|.
aSxSb! 1

7.9.2. Trapetsiyalar formulasi

[a,b] kesmani boiishlar sonini avvalgidek qoldiramiz va Ax 

intervalga mos keladigan y = f(x) funksiyaning har bir yoyini bu 

yoyning chetki nuqtalarini tutashtiruvchi N0N X, N lN2,...,Nl_JNn...,Nii_)N ii 

vatarlar bilan almashtiramiz. Bunda berilgan egri chiziqli trapetsiya n ta 

to‘g‘ri chiziqli trapetsiya bilan almashtiriladi (19-shakl).

Bu to‘g‘ri chiziqli trapetsiyalar har binning yuzasi — — —Ax

(/=],«) ga teng. Bu yuzalaming barchasini qo‘shib, trapetsiyalar 

formulasmi hosil qilamiz:

(9-3)

Bu formulaning xatoligi |£ |<——  ‘—  tengsizlik bilan
12«

baholanadi, bu yerda M 2 = max|/'(x)|.

7.9.3. Simpson formulasi (parabolalar nsuli) 

fa,b] kesmani

nuqtalar bilan uzunliklari h = — - boigan n = 2m ta teng kesmafarga 
2m



ajratamiz va har bir ketma-ket kelgan M 2m_2i M 2nA> M 2m nuqtalar orqali 

parabolalar o‘tkazamiz. Egri chiziqli aM0M 2mb trapetsiyaning yuzasini 

parabolalaming M 2t_2i M 2wva M 2l_l(i = l,m) ouqtalarini tutashtiruvchi 

yoylari bilan chegaralangan 2m ta paraboiik trapetsiyalar 

yuzalarining yig‘indisi bilan almashtiramiz.

M 2m_2, M 2m_{, M lm nuqtalar orqali o‘tkazilgan parabola tenglamasini 

y = Ax2 + Bx+C  kocrinishda izlaymiz. A,B,C koeffitsiyentlami 

parabolaning berilgan uchta nuqtadan o‘tishi shartidan topamiz. 

Hisoblashlar qulay boiishi uchun koordinatalar boshini o‘qlaming 

yo‘nalishini o‘zgartirmasdan [x2i_2;x2J  kesmaning o‘rtasiga 

joylashtiramiz (20-shakl).

Mi

y* y,\ y«

O x0 xl x2 x,_j x, x„ x

19-shakl,

S

O x0 x2 *2,-2 X . ,  x ^ x ^  X

20-shakl.

Parabolaning (-h;y2l_2), (0;y2M), (h;y2i) nuqtalardan o‘tishi shartidan 

yv_j = Ah2 -Bh + C, y2;_t = C, y2. = Ah2 +Bh + C  kelib chiqadi.

Bundan

2 n 2 h

Endi 2i -paraboiik trapetsiya yuzini aniq intégral orqali hisoblaymiz:

h* ( x* x2 }
S2I-](Ax 2 + Bx + C)dx= L 4 y  +  B—  + G cl (2Ah +6C).

Formulaga A,B,C koeffitsiyentlarning qiymatlarini qo'yib, topamiz:

Sv = —-(y21—2 + 4>ÏM + y2i)> № *« •
6/72
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Parabolik trapetsiyalaming yuzlarini qo‘shib, izlanayotgan 

integralning taqribiy qiymatini beruvchi formulani hosil qilamiz:

J /  (x)dx W +Угш+ му,+у3+-+Уг.->)+ Ш г + У< +  - + У2т-г)) • (9.4)

(9.4) formulaga Simpson formulasi (yoki parabolalar formulasi) 

deyiladi.

Bu  foraiulaning xatoligi \5n \<,̂ ~ — ^-tengsizlik bilan baholanadi,
2880/1

bu yerda M A =max|//r(;r)|.

e dx
1-misol. J-- -integralni taqribiy hisoblash usullari bilan

ol + X

(n = lOda) aniqlang.

Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

%

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

У 1 0,9901 0,9615 0,9174 0,8621 0,8 0,7353 0,6711 0,6098 0,5526 0,5

1) (9.1) va (9.2) formulalar yordamida to‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli 

bilan topamiz:

} ---r *  0,1(1+0,9901 + 0,9615 + 0,9174+ 0,8621 + 0,8 + 0,7353 + 0,6711 +
o l  +  дГ

+ 0,6098 + 0,5525) = 0,1 • 8,0998 = 0,80998 (ortig' i bilan),

i ¿j
J---Г» 0,1(0,9901 + 0,9615 + 0,9174 + 0,8621 + 0,8 + 0,7353 + 0,6711 +
ol +  ЛГ

+ 0,6098 + 0,5525 + 0,5) =  0,1 • 7,5998 = 0,75998 (kami bilan).

2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz:

j  t~t *  °’{ i f * + 0,9901+ 0,9615 + 0,91 74 + 0,8621 + 0,8 + 0,7353+ 
o l + x  v  2

+0,6711+0,6098+ 0,5525 = 0.1 7,8498 = 0,78498.
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1 -— 7  = (l + 0,5 + 4(0,9901 + 0,9174+0,8 + 0,6711 + 0,5525)+
o l + X

+ 290,9615 + 0,8621 + 0,7353 + 0,6098))=0,78539 

Berilgan integralni aniq qiymatini topamiz:

M l  *  =  f  = 0,787571.

Taqribiy hisoblashlaming nisbiy va absolut xatoliklarini aniqlaymiz:

3) Simpson formulasi bilan hisoblaymiz:

To ‘g‘ri to‘rtburchaklar 

(kami bilan)

To ‘g‘ri to‘ rtburchaklar 

(ortig’i bilan)
Trapetsiyalar Parabolalar

3 ,3 % 0.026 3 ,1 % 0.024 0 ,0 9 %  0.0003 0 ,0 4 % 0,0003

Berilgan integralning Maple paketida yechimini beramiz.

1) To ‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli bo‘yicha:

>  restant:

>  >rith{Sti(tlmi[Calculus/]) :

tx~ 0 .J, method ~ ieji

1579799420518583

1950414208136225

0.8099814972

. x—& i,\. method — right k

5929114840447087 

7801656832544900

0.7599814972

2) Trapetsiyalar usuli bo‘yicha: 

Calculus if)  :
Approximate!»̂  ■

12248312522521419

15603313665089800

> waifmi

0.7849814972

3) Simpson formulasi bo‘yicha:

>  with{Studen^C'alculmfl} :



>  Ag>pmszmM«ftil\ *»-- g№£“ 0 “ ■¥&#»©«);
I U  +xJ }

598858531583831I774901484536676836463 

7624903642650463520301694141655283000

>  eva!f{%);
0.7853981632

7.9.4. Mashqlar

1

1. \e~x dx aniq integralni 0,001 aniqlikda taqribiy hisoblang: I) to‘g‘ri
0 '

to‘rtburchaklar usullari bilan; 2) trapetsiyalar usuli bilan; 3) Simpson formulasi 

bilan.
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JÄVOBLAR

Matritsalar

2. A = 3 X + 4Y+5Z. 3. а - 2, b =-4. 4. 1 x 30,30 x 1,2x 15,15 x 2,3x 10,10 x 3, 5 x 6,6x5.

5.Í 3 7 “« U  
И  3 4 /

10. x = 3,y =

* 7 6'

1S. -1  10

В  sj

-12  0'

19. -9 0

n 2 4

' 3 -12) '0  1 -2' '2 - v  -1 2  '

-13 5 7. 3 - 7 6 8. 5 - 3—V 3

23 J 2  -3 -7 0 - 2- v,

V f  10
f o и -2 -4^1

L. 3x5 12. L 13. .  о 14- - 2U i ü f , 8
7 2 j

'  ш

o - U4o o)C
-l 0 

ÖJ1 1

Determineintlar

l. A"detii. 5. 1. 6. 1)-2; 2)-125; 3) 1; 4) 8. 7.1)-12; 2)-243; 3) 64;

4)4 . 8 .-x2. 9 -b(a+b). 10. sin(a -/?).sin(ä + ¡0). 11. 2sraa. 12.-47. 13.-18.

14.¿>*(¿>-2). 15. 4л. 16. -2smasin/?sinj'. 17. -tga-tgß. 18.(a-b)(a-c)(b-c). 

19. a(x- y)(x -z)(z- y). 20. аг(а+ЪЬ). 21. -xyz. 22. 0. 23. cos2a. 4. 63.

25. 100. 26. 2a-8b+c+5d. 27. -6.

Matritsalar ustida almashtirishlar

. f-1  А lf-5 -6^
3 . ad—ЬсФ 0. 7 . ß,Z3. 8 . =1 1 9. 1);2)3). 10. L

и  « 3^—2 -3j

11.
22

4) A = -

4 -

1
12. 1) Л =

шщ

f t

V i )  » ч :  i )

-9 14 -3> ' 1 0
-4 8 - 2 Í3. 5 1 0 . 14. 0. 15. -10.

1 3 -4 0 0 l j
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10 -2
\

-3 8 14 -10l
1 ï

' o 0 4 - 4 '  

-4 6 -3 5
-6 2 2 17. - -4 -1 2 18. - 

8 0 - 4  6 - 2
-2 0

\

2 -1 -1

К

1

l 2 " 4 2> l4 2 “ 5

-4 0 2 

2 0 - 1  

-5 1 3

-1

1

-2,
«  ■>(; $  » •G 1

VO 
О

О 
'-1 1

1 0 0̂ '3 1 2' ; 1 0 0
Í2

0 5 2'

3) -3 1 0 0 3 2 ; 4) mavjud emas; 5) -3 1 0
°

3 2 3

\
3 h ,0 0 4 2 2 1>Io 0 2 7y

1 0 0 0 o' f2 -3 41
2 i 0 0 0 0 2 1

6) 3 2 1 0 0 0 0 0 . 21. 3 . 22.2. 23. 2. 24 3.

3 0 0 1 0 0 0 0

I
4 3 0 0

#
0 "9

9

Chiziqli tenglamalar sistemasi

l.Birgalikda emas. 2. Birgalikda, aniqmas. 3. Birgalikda, aniq. 4. Birgalikda emas.

5. a:, =-1, x2 =-2, x3 - -3. 6. x, = 2, x2 =-2, %-=!.

7, x, =1, x2 --1, x3 = -1, x4=l. 8. X] = 2, x2 =-\ x3 = -2, %  = l.

9. Xj =2, x2 = c+1, x3 = 2c-L x4 = c. 10. X, =-5c2-13c,-3, x2 = 5c2-8c,-1,

x3 = c,, x4 = c2. 11. X, =3, x2 = 0, x3 = 6. 12. X, =1, x2 = -I, Xj = 0.

13. X, =3, x2 =4, Xj =—6. 4.14. X, =-5, x2 =-4, x3 =0.15. x, =-5, x2 = 1, x3 =3.

16. X, = —11, x2 = -6, x3 = —3. 17. x, = —1, x2 =3, x3=2. 18. x, =3, x2 = —3, x}=l.

19. x, =3, x2 =2, Xj =1. 20. x, =1, x2 = 1, Xj =-1. 21. x, = 3, x2 =-2.

22. x, = 3, x2 = -2. 23. x, =X x2 =2, x3 = 0. 24. x, =1, x2 = -2, x3 = 2.

25. x, = —2, x2 = L, Xj = 2. 26. x, = 0, x2 = —, x3=0, a (a-l)(a+2)^ 0.
a

27. x, = —c, x2 =0, x, -c. 28. x, = -15c, x2 =llc, x3 = 14c.

29. x, = 7c, x2 = —11c, Xj = —5c. 30. x, — x2 = x3 =0.31. x, =x2 =x3 =x4 =0.

32.x, =-2c,x2 =7c,Xj =0,x4 =3c. 33. fl,0-|-^\ (0,1,0,-!). 34. (1,0-2,3),(0,1£2).
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16

= -3.

l .ä lb . 2. 22. S.AÑ = ? ^ - .6 .K M  = ñ-2m. 7.
3 |a| \b\

8. -^(fl+fe), — (5-6). 9. m = ijî. 10. m = \, n = -3. ll./7p(4£ ̂ 2-Jl 

TJp,AD=-^2> Tip,DC = V2 , ПриAC = 0. 12« TIp¡AB = 3, ДР|вСsq Пр~СА — —Ъ 

Пр,л5=Ъ, Щ Ш - - §, /7р,ё£ = -|.1.13.{±;-1}. {I.

{ l 'î ’î}' 17‘ 5 = 2* + г ’ ^ = ~2~* 1.18. d = 25-3¿ + -

19. ) {— 7;17;—12}; 2){|;-|;|}.20. 1 ) { - М *  2) {7;-3;2>21. ia+ ¿ M >  ,= ,4

22.Ä  23. M{±JÍ\±S\±&). 24.й = {г^2л/2;-2} 25. fi(5;-3;-3}. 2б.Ж-3-1;-3}.

27. l)¡¿2?ie=í—  2 ) Л В 28.  ä° = L 2 .6.3l
71 1 [25 5 25J 1 \ 13 13 13j 1 7’ 7 ’7j-29'a

m  г í4* 36Л  ai «  J 'I  13^ _ VÏ3Ô ,
i ~ T ’  Г  Г  p ~  2  3 ® *  ^ 2 ’ T /  2  ^ ( — 3 ; — 5 ) .

35. (-2;1). 36. 0(-3;-7) .37. ЛО = 76.

Vektorlarni ko ‘paytirish 

1. 2. -19. 3.1)112; 2)252. 4. l)-89; 2)86. 5.1) «  = i ;2) «  = 2, m = 3.

6- f  7* f  8* T  9* § *  1 0 .1 ) f .  2)n. 11. 1 ) § ;  2 ) ^ .  12. 10 (/iÂ.6.).
2 2 4 3 3 13 13

13. jf = 2T-3J. 14. x = l7+5j+k. 15.1)12?°; 2)132. 16. I) |(yA); 2) 66&(уЫ

17. & Д  18. ±15. 19.1){9;9;-3}; 2){63;63;-21> . 20. 1) 9^2; 2) y .

21. h = - t̂=(u.h.).22, M  = {—8;—9;—4}; M  = {1;—4;—7}. 23. 28, cosa , cos/? = -—, 
V13 7 7

oosr=|. 24. a  = -9. 25.or =-,/? =  2. 26. 1){3;2}; 2){-2,3}. 27. {-6;-24;8>.

28. 1) yo‘q; 2) ha. 29 .1) a  = I ; 2) a=-3. 30 .1) V=14(h.b.),h = Vl4(«A);2)

И = 2(ЙЛ),Л= ъЛ(и.Ь). 31.1) o‘ng uchlik, V= ЩИЪ) ; 2) chap uchlik, V = 27(A.è).

Tekislikdagi to‘g ‘ri chiziq

l .l ) * = ~ ,a  = 4 ,6  =  3; 2)* =  I , a  =  -2,ô =  | ;  3)* =  | , a  =  5,ô = - | ;

Vektor lar



4)¿ = -j,a=^,¿=-^. 2. 1)3х+4у+6 = 0; 2)Зх+у+9 = 0; 3)x+2= 0;

4)x+y- 5 = 0. 3. 2va3..4.1)A/0(l;2),p = 450; 2)М о(2;-1),р = 900;

3)M 0 e0,<p=O; 4)A/0(2;2),ç> = 45°. 5. l)wj = - 6,«*3va m = 6, и#-3;

9. Зх+2у-11=0. 10. x-5y+2=0. 11. 12x+9y-17 = 0. 12. 5x-y+3 = 0 , 

x+5y+ll = 0. 13. 3x+y-4 = 0 , x + 5 y + 8 = 0 , Зх+у + 10 = 0 , x+5y- 6=0.

14. Л/(4;4),р = ̂ .  15. 3x-3y-8 = 0 .  16. Зх+4у-12=0.

17. x+2y- 7 = 0, 7x+2y—37 = 0, 5x-2y+l=Q. 18. y = 2x

19. x —y + 7 = 0, 7x+4y—6 = 0, 6x + 5y+9 = 0. 20. 2x+y+9 — 0, x-y—3 — 0.

21. 29л—2y+33 = 0. 22. 2x - 3y+8 = 0. 23. 29(yh). 24. ^(«.¿). 25. 6л/2(и.й).

26. л—2 = 0, 3x—4y + 10=0. 27. .y—3 = 0, 4x+y+5  = 0.8. (—12;5).

l.l)(x+l)2 -t-(y-3)2 =36; 2)(x+3)2 +(y-5)2 =50; Э)(х+2)2 +СИ-4)1 =2; 

4) (x - 4)2 + (y+4)2 = 16, (x-20)2 + {y+2D)2 = 400 ; 5) (x-2)z + (у + 1)2 = 1.

R- 4. 3. 1) ay lanada; 2) ay lana ichkarisida; 3) ay lanada; 4) aylana ¡chkarisida.

Tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlar
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15. \ 16. A/(3;0). 17. 16x2 + 2 5 / =400.

| * = i < «  2 ) j * = ' C0SÍ' rn,  , 19. Í4;l\ (3-Д)..
\.y = 4smf,íe[0;2tf]; |y = 12sm<,í е[0;2я]. ^ 2 /

20. 1)^1-— = i; щ Л Ж щ  3 )¿ - í l= l ; 4 ) ¿ ~ ¿ « 1 .
9 16 144 25 16 9 25 24

21. i ) — - ¿ - = í ;  2) — =1;  3 )— - ¿ -  = 1; 4 )— - ¿ -  = 1 .22 . — .
24 8 8 4 12 27 24 18 3

23. л/2. 24. x2-j/2=6. 25. — ~ ¿  = l. 26. y = -~— — . 2 7 ./  = -— .
4 12 x-2 '  9x'

28. ) * = “ У  +x>'; 2) y = ¿ x 2-x+3.29. 1)Л(-4;1), y = l; 2)A(2;3), x = 2.
i O 2 I.U

9
30. 1) X2 - y2 =l-giperbola; 2) y2 = —x -parabola; 3)giperbolaning pastgi yarim

tckislikdagi tarmogM; 4) giperbolaning chap yarim tekislikdagi tarmog‘i.

«i v' 2 x'2
33. 1— + — =1. 3 4 .-- y'2 = l. 36. x-3v+12 = 0.(Ko‘rsatma. urinma

4 9 2 v

tcnglamalari: ~ - + ^-  = \-ellips, ^ 7— = l -giperbcla, 
a b a b

yya = p(x+x0)~ parabola). 37. 4x + >»-4 = 0. 37. 2>/5x-3,y + 4 = 0 . 38. 2x—.y-16 = 0.

Ô«//? koordinatalurda chiziqlar

l . ^ 2 ; | j ^ 2 ; ^ j  2.Л(1;-Л), ^ - I ; ^ j . 3 . 7  b. 4.5 = 1 ^ sin(^-ç»,). 5. 4

6. 64 y.b. 7. I)*2 +Í^- |J  i 2> H J  +У2 = f  ;3) (x2 * # f  = 2xy,

(  3Y  

r U  У

12. 12(&vi>). 13. jc+y+5 = 0vajtfy-5 = 0. 14. — (u.b).

4 )(* , +>'l)3= 4(*2->'i); 5) x2 = 4(1—>»); 6) y1 = 3(3 + 2x); 7)
1_.

25 16 64’

8. 1) 2) ,  = --- !--- ;3) r = -^~?; 4)
15 9 3 sin!}) 2cosç> —sin<¿> eos

r% — ; 5) r = 2acos<p; 6) r2 —— ;7 ) r  = --^ -- ;9) r =
cos2^’ sin2p’ i_l.cos2©’ l--ces>

25 9
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9.1) el lips; 2) giperbola; 3) parabola; 4) ellips.

Tekislik

I. 2x—y+3z—14 = 0. 1. 2x—3y+4z+20 = 0. 3. 2x~Зу+5г+Ю = 0.

4. x+3y-4z—2l = 0.5.1) 2y+3z = 0; 2) y+l = 0; 3) 2—4 = 0;

4) x+z-3 = 0; 5)22x+14y-5z = 0. 6 .1) 2x-z = 0; 2) x-3=0; 3) y +3 = 0;

4) x+3z+4 = 0 ; 5)Sx-y+6z=0. 7. Л(-3;0;0),fí(0;-6;0),C(0;0;2). 1).

8. a = —I5,b = —Í0,c — 6. 9. x+y+z- 4=  0. 10. x+3y+z—15 = 0.

II. l)x+3y-z-6 = 0; 2) X—y 2= 0 . 12. дс+_у+г-б-о

13. x+.y-2z = 0. 14. x-2y-3z+3 = 0. 15. l)2x-Sy+z~\5 = 0;

2)2x+4y+9z-21 = 0 . 16. x-y-2z + 5 = Q . 17. ^ + _ i i _ + JL = |.

I ~T "б

9 i  6 , л X y z , . 7  6 6 42
-—X--- ,j/+- - z- l =  0 .18. — 7 + ' r + S ' = l» - 7 Г Х + Г " ^ + — z --- =  0 .
11 11 11 -6 7 <4 11 1Г  и  и

19. 1)45°; 2)90°; 3)90°; 4) arecos(0,4). 20. )W = - Í„ = _11. 2)m = 3,n = -4
5 2

21. l)m=13;2)iw = l. 22. 1) a)x-2,y-3z-4=0j b)2x+3y+z-% = 0; 

2)á)2x+3y+4z-3 = 0; b)4x+y-7z+19 = 0; 3)a)5x+7y+3=0: b)y-z+7=0; 

c) 5x+7z—46=0. 23. 7x+14y-2z+6=0.24. x-y + z+l = 0.

25. x+2y+4bz-2=Q \&x+2y--j5z-2 = 0. 26. l)A/(-2;l;2); 2)A/(2;-l;l). 27.4(b). 

28. Af(-15;0;0)va Л/(1;0;0). 29. 2x-y-2z = 0va 2x-y-2z-U= 0. 30. 8(AA).

Я
31.-2. 32.-3 33.^-.6

Fazodagi to*g‘ri chiziq

i i\*-l ^~1 z+2 . 2 _ y+3_ z+1. ^4x - 2  _ y+1 z + 2 
'  2 = 3 ~ -1 ’ 0 ~ 1 0 ’ 3 1 ”  -2 ■

.  x- 2_jH- 3_z- 2. 9ч *- 2_>>+3_z- 2. i y x-2 y+3 z-2 

' 4  1 3 * 2  3 -1 ’ -11 "  6 -7 ‘

í. = Z-lz2 4 x+l^y-2_z-f3 5Л) í*+4y-7 = 0 Гз*-2у-7 = 0, 

-1 2~ 0 ' ’ 1 ~ Л  -1 ' ’ \x+ *-1 = 0; '[2y+3z + l = 0.

6. ÍZÍ=2L^=£±1. 7.1) x=13í,y = l+19f,z = 2+2&; 2) x=í,y=l-3í,z=-2/> 
-5 -3 4
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13. — i-=̂ — = — -.14.1) parallel; 2) ayqash. 15. 2) q > .
1 3 2 4 6

16. 1) parallel; 2) to‘g‘ri chiziq tekisligida yotadi. 17. 1) A/(3;2;l); 2) M(2;4;6).

18. 1) =£±i; 2) Д У Д З Н ь  19. 1) m=3, /i=-23; 2) «  = 12,
’ 1 -2 0 7 1 -1 1

П--12. 20.1)2x-3y+4z-l=0; 2)4x-y-2z-7 = 0: 3)z+l=0.

21. 3x+Sy+2z-9 = 0 .  22. (—2;G;—3). 23. M(2;3;4). 24. 5x-2y+2z + 5 = 0.

25. 8x+2y-9z-+12 = 0. 26. l ) ^ ( n A ) ;  2) ~-(u.b.).

Ikkinchi tartibli sirtlar

1. l)(x-3)2+0>+l)1+(z-l)2=21; 2) (x—3)2 +0>+5)2 +(z+2)2 = 56.

2. 1) 2)А/(3;-4;-5),Л=5- 3. 1) x2 + /  +z2 =9.

4.x1+z2= 1 0 y .5 .^ ^ - + — =1. 6. 7 .1)4 /- x4+4z2=0,
'  9 25 16 9

xl+yl . 2ч x2 ,y2+z2 _  в_ t 3)Zl+i!±£l=1
2 16" 25 * 25 16 “ 64 16

•i—iZ_+£_ = i. 8. дг2+у2-г2 =0. 9.1)m*0 va иг--; 2)/и = 0. 10. 1) ellips;
64 16 4

2)giperbola; 3) parabola; 4) nuqta. 11. y2 +z2-2x2=-6(ikkipallali giperboloid).

12. 1) M,(3;4;-2)Jtf2(6;--2;2); 2) M(4;-3;2). 13. 1) ikki pallali giperboloid; 2)sfera;

3) elliptik paraboloid; 4) aylanish ellipsoidi; 5) giperbolik silindr; 6) giperbolik 

paraboloid; 7) ikki pallali giperboloid; 8) doiraviy silindr.

Haqiqiy sonlar

1. l)/ir*ii = {4}, AvB = {1,2,3,4,5,6}, Л/В = {1,2,3}, B/A={5,6};

2) = {1,4,8}, Ли В = {1,2,ЗА5,6,7,8,9}, A/B = {3}, В/Л = {2,5,7,9};

3) Ar\B={4), AuB  = {-5;3,4},A/B = {—5}, BIA = {3}.

2. l)<4r\5 = 0, Ax j B = N. З.ЛпЯ-ЬагсЬа logaboiinadigan sonlar.

6. 1) Л = {1,2,3,4}; 2) A = (1,2,3). 7. 1) 2 )0 ; 3){-Ю}; 4)b*,2}.



8. 1) 2) (3;4); 3) [-«;~1]; 4){-l,0}; 4){-co,2}. 9. 1) 0,-5; 

2) 0, mavjud emas.

Sonli ketma-ketliklar

1. l)x =—-—* 2)x„ =^r; 3)x„ = cos/m; 4)x„ =3+2(-I)". 2.1); 2); 4); 6).
'  ’ 3n-\ »!

3. 2), 5)-monoton, l),3).4),6)-qat’iy monoton. 6.1) --; 2) 0; 3) so; 4)8; 5) 4;

6)2; 7 ) i ;  * )- | ; 9)0; 10)1; 11)-|; 12)-i; 13) «c; 14)»; 15)1; 16)0;

17)-3; 18) i ;  19) j , 20)i; 21) 0; 22) -±-, 23) §  24) -L; 25)-I; 26)2;
* 2 6 4  2 3  36 2

27)1; 28)1-; 29) ey; 30) e\
3 e

Bir o ‘zgaru vchining funksiyasi

1. l)(-oo;-2)u(-2;+oo); 2) (-«>;-3)y(-3;-2)u (-2;-kc); 3) [-2̂ 2]; 4) (-2;l)vj(l;+»);

5)4) (-oo;2)u(9;10]; s ^  8) [ " 2 ’̂ )  {2>;

10)(2;+oo); 11)0; 12)(231; 13)(10;+oo); 14) (2«?r;(2n+!)*),» e 2; 15) Jo;|\

16) i3;6)u(6;7]; 17)i-|;^j; 18) [-5;0)u(0;l]; 19) (-«>;!)u(l;2)u(2;+«.);

20) H;2). 2. 1) [-2;+»); 2) [2;+«); 3) [-7;-3]; 4) \r^2^\ ; 5) [0;-**); 6) (131;

7) { №  8) 9) [ - | ^ |  10) {-«^{1}; 11) 12) (0*2]. 3.1)3;

1. lTi

1)— 1=-; 3) 4)^y. 4.1) da kamayadi, ^;+wj da o‘sadi;

2) (-oo.+co) da o‘sadi; 3) (-oo;0) u  (0;+oo) da kamayadi; 4) (-»;+<») da 

kamayadi. 5. l)toq; 2)juft; 3)juft; 4) umumiy ko‘rinishda; 5) toq; 6) toq;

7)jxift; 8) toq; 9)toq; 10)juft 6. 1) M  = n,m = k; 2) M  = 4,m = ~4;

3) M  = V2,ot = -V2; 4) M  = & ,m  = -j5; 5 )M  = l,/w = | ; 6) M  = l,m = Q,

7.1) chegaralangan; 2) qat’iy monoton; 3) qat’iy monoton; 4) monoton.

472



it . jr o \ 5 -  9 )1 2 * ; 1 0 )6 * .
8.1)6*; 2 )| ; 3)4*; 4)- ; 5)*; 6 )2* ; 7 )^1  ^ з ’ '

9 .1  ) y  = * y - ;  3 ) y  = 3 ^ ;  4 ) y  =  |a r c s i n | -

ю. 1) л м )- ь - н  ~ Л и )- < *+Г : 2) /fe « )= s“ W  ^ WHsml|;3)

/0г(*))=5-х, g (/w )=  -Ï-; 4) f(g(x))=x’, g(f(*))s3X- 
3x-l

13. A:C;D. 14. A,B. 15. l)y = x2 + l; 2)— +£- = 1.
7 ’  9  4

Funksiyaning linùti

2 ./(хо-0) = 2>/(ав+0) = 3;2)/(ло-0) = 0,/(хо+0) = +л>»3) /(Л° " 0 “

3 Í\ lj i  \ 4t /*Чл

Д*о+0) = 0; 4)/(х0-0) = j , f(x0 + 0) = 1. 5. 1)8; 2)ft 3)-î /J  ; з ’ 

у )- !; 8)i; 9)—1; 10)+«>; ll)-2; 12)-* 13)-|; H H  15)0; 16)+<°;

1 7 ) ~ ;  18)2; 19)0; 2 0 ) ^ ;  2 1 )2 ; 22 )0 ; 23)1; 2 4 ) - | i  25) | ; 2 6 ) | ; 2 7 ) ^

2 8 )— ; 29)0 ; 3 0 )0 ; 3 1 ) - ;  3 2 ) - ;  3 3 ) -1 ;  3 4 )—; 3 5 )« '* ; 3 6 ) e ’ 3 7 )  +00; 38) 0;
8 к ж 2

3 9 )в2; 4 0 )в -‘; 4 1 )  е ;  4 2 ) в“2: 4 3 )в; 4 4 )е ; 45)1; 37 )3 ; 4 6 ) ^ ;  4 7 )4 ; 4 8 )  1.

6. 1)|; 2)|; 3)—1; 4)to3; 5)1; 6)5; 7 ) ^ ;  8)2; 9)|; М ф  U)fc 12)2;

13)—; 14)—In—; 1 5 ) - —; 1 6 ) - - ;  1 7 ) - ;  1 8 ) -9 ;  1 9 )3 ; 2 0 )—; 21)0 ,
*2 2 5 4 2 2 '  ' *

22) ln 2; 23)-1; 24)-.

Funksiyaning uzluksizligi

4. 1)—3,3; 2)—1- 5. 1) ikkinchi tur uzilish nuqtasi; 2) birinchi tur (bartaraf 

qilinadigan) uzilish nuqtasi; 3) birinchi tur uzilish (sakrash) nuqtasi; 4) ikkinchi 

tur uzilish nuqtasi; 6. 1) x=0 birinchi tur (bartaraf qilinadigan) uzilish nuqtasi; 2)

x=Y+«*(*ez) birinchi tur (bartaraf qilinadigan) uzilish nuqtasi. 7. 1) *=-3da

ikkinchi tur uzilishga ega; 2) uzluksiz. 8. 1) [4,5] da uzluksiz, [0̂ 2] da
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x= 1-ikkinchi tur uzilishga ega, [~3;1]da x=-3,x = 1-ikkinchi tur uzilishga ega; 2) 

hech bir kesmada aniqlanmagan. 10.1)toa;2) m.

Funksiyanirtg hosilasi va differensiali

1 Л ) л *) = ж т  3 ) / 'w = - ^ ; w * * *

2. l)-3; 2)-4; 3)4; 4)-|. 3. l)-3, 3; 2)0, 2; 3)1, -2x+3; 4)-l, 1.

4. /, = 1, = 3. 5.1)/ = 2c, 2)/ = 1c. 6. I=\2a.

Differensiallash qoidalari va formulalari

1. í)y'= Í2x3-X2; 2 ) у '  = х 5 + 12x3 - 2 ;  3 ) /  = — т= -+ 7хл/хт— ¡ = ,
xy/x xK’x2

% | Д ж |  5 ) y = 2 ^ ï z ü ± i 3 î ± l .  6 )y = 2 ^ I .
,y  2fx  X1 w  , f j

(Imc—l)z x(\ax-e) (1-cosjr)1 l-sin2.x

И 12) /  = ■ **+2 7 ; 1 3 ) /  = -í— ^- т-Ï; I4)y  = - _ i _ ;
sin 2дг (crcosx+srax) \xshx-chx) sh 2x

1 5 ) / = - — ; 1 6 ) У  =  — p r r ;  Д ) / — 7  *  . ;  1 8 ) / = - ™ ! = » ;
xln X xln 10 V4-3x 2-Jx—x

19) v' =  -2sin 2x; 2 0 )y ' =  — — ; 2 1 )y '  = arcsin x; 22)y’=
'  х * - 9  e +1

2 3 ) /  = f ^ ;  2 4 ) / Л ;  2 5 ) /  = (1-®ЗДг; 2 6 ) / = -<*->■ sin 3* 2 7 ) / , j E r î ;

2 8 ) /= — — ; 29) / = — - Ï ; 3 0 ) /  = í í ± Í ^ . 2 . 1) / = -- 2)
° ° s*  л /бх- 4- х2 (хг+2)2 (1+*)

/=--> 3) y '= — -1 • 4)y'=— i —.. 3. 1)2,0125; 2)1,009; 3) 0,9942; 
x л/4-x je +9

4)27 ,351. 4. 1) 2 ,0 3 ; 2 )  0 ,9 7 ; 3 ) 0 , 3 1 ;  4 )1 ,0 1 . 5 . l ) ^  =  inx<fc; 2 ) ^ = l z ^ í <&;

3)¿fy =  -2sin4«Éc; 4)<fy =  3asin2 xcosxdx, 5)dy = -smjrô““ 1 ta3tZr;

6)ф  = -3ígxln2 cosaafr. 6. l)yw = 24x(5x2 -3); 2)y* = e2*(2cos.v-1 Isinx);
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3 ) У  = -- — ; 4) у"- —. 7. l)sin— •; 2)nsm— 3)-n(n-l)sm—  ; 4)п(л-1).
(1+х2) X 2 2 2

« ,ч . Ьгх . х2 + у Ml“ *). âv,/ 2x+j»sin(xK).

*• ')  >■ г ь  4 )у — ^ Г '

5)У=- _г_. 6)y=-ÍÍ2atSBZ. 9. 1 )1 ; 2 )--4)-VT«T
еу + х xcosy+sinx 4/ asm I 4f

10. 1)Зх-Зу+2 = 0, 3x+3y+4 = 0; 2)x + >»-» = 0,

x - у - яг = 0; 3)5x-y-4 = 0,x + 5y-6 = 0; 4)5х + 4у-25 = 0,20х-25у+64 = 0;

5)х->» = 0, х+>-4 = 0; 6) 4х + 2>>-3 = 0, 2х-4у+1 = 0.

Differensial hisobining asosiy teoremalari

1. l)c = ̂ ^ ;2 ) c  = — ; 3) yo‘q; 4) yo‘q. 2.1)c=-~;2)c = ln(e-l); 3)c = e-l;
3 4 3

4) ,= I . 3. 2) ( f f )  4. l)c = f ; 2)c Л . 6. 1)-,; 2) i ; 3) 1;

4)0; 5)0; 6 )2 ; 7 )| ; 8)— ; 9) 3; 10)-3; 11) 0; 12) 0; 13) 1; 14)e; 15)*«;
2 4

16)e~°', 17) 1; 18) 3e. 7. 1) P(*) = 19-ll(x+2)-(x+2)J+(x+2)5;

2) P(x) = 4 + 13(x-2)+12(x-2)2 +6(x-2)’ +(x-2)4;

8. 1) 2+-j(x-3)—^-(x-3)2 + ттг(*-3)*— * X,~3'--- , c = xo + 0(x-xo), O<0<1;
4 64 5!2 128Va + c)7

2) & . * * * *  0<9<1.
2 4 8 16 с

r2 „ 3  xn -i»+l

9. 1) / ( x )  = x + — + — + ...+ —Í— +=— (вх + п+1)ел, 0 < 0  < 1;
" w  1! 2! (rt—1)1 /i!

2 4 „2«  „2**1 fit _
2) /(x)=l+— ----— — » O<0<1. 10.1)0,587; 2)0,868;

J W  2! 4! (2л)! (2л+1)! 2

3) 1,395; 4)1,004. 11. 1)1; 2) ±-, 3) 1; 4)-1.
24

Funksiyalarni tekshirish va grafiklarini chizish

1. 1) (—oo;l) u  (5;+oo) intervalda o‘sadi, (1;5) intervalda kamayadi, fm  =  /(1) =  7, 

fM - /(5) = -25; 2) (-oo;-l)u(2;+oo) intervalda o‘sadi, (-1;2) intervalda kamayadi,

7 10 V
/  =/(-1) = - ,/ал = /(2) = --; 3) (02) u  (2;-*») intervalda o‘sadi, (-°o;-2)u(2;0)

6 3
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intervalda kamayadi, / min = /(0 ) =  0; 4) (~2;2) intervalda o‘sadi, (-oo;-2)u(2;+oo)

(  1 I ^
intervalda kamayadi, = / ( 2 ) =1, = /(-2) =  -1; 5) — intervalda

V, v2 v 2J

o‘sadi, intervalda kamayadi, /„ „  = /^LrJ=-|,

/mm = = 6 )(-oo;-l)u(0;1) intervalda o‘sadi, (-l;0)u(l;-wo) intervalda

kamayadi, / „ ,  = /(-1)= 2, / m 2 = /(1 )= 2 ,/^ =  / ( 0 )=0; )(-®;l) intervalda 

o‘sadi,(l;-H») intervalda kamayadi, = / ( ! ) =  8) (0;+oo) intervalda o‘sadi,
e

(-oo;0) intervalda kamayadi, / шЬ1 =  /(0 ) = 1; 9) (0;+«c) intervalda o‘sadi, (-oo;0) 

intervalda kamayadi, / min =  / ( 0 )  =  0 ;  1 0 ) ( e ;+ o o )  intervalda o'sadi,

(0;l)u(l;e) intervalda kamayadi, /„*, =  /(е )» « ; 1 1 )(|У У г  ! intervalda o ‘sadi,
3 .

io;yjui-^;2?rj intervalda kamayadi,

/в» =  у-л/З; 12) intervalda o ‘sadi, intervalda

kamayadi, /„ „  - /ктг ]= '
112/

n+6-JS+l2 5зг-бУэ+12

12 U p /  12

2 .  1)Л/ = 2, w = -2; 2 )M  = 17, m = -10; 3 ) M = — , /я = -?Г~3 ;
7 7 7 12 б

4)А/ = е\ m = 0. 3.v = 24 (tez.birl.). 4.^Æ (eni),^£>(bo‘yi). 5.^,-^.

6.S' = 24 (yuz birl.). 7. Я  = Кл/2. 8. Я =*№ - . 9 . a  =- . 10. 13,5 so‘m.
V it 3

11. 1) (-co;0)u(2;+oo) intervalda botiq, (0;2) intervalda qavariq, Л/, (0;0), Л/2(2;-4) 

egilish nuqtalari; 2) (5;-kc) intervalda botiq, (-a>;5) intervalda qavariq, M(5,7) 

egiiish nuqtasi; 3) (-oo;0)u (0;+eo) intervalda botiq, egilish nuqtasi yo‘q;

4) (3;+oc) intervalda botiq, (- oo;3) intervalda qavariq, M(3;\) egiiish nuqtasi;

5) (-1;-н») intervalda botiq, egilish nuqtasi yo‘q; 6)(—l;l) intervalda botiq, 

(-oo;-l)u(l;+oo) intervalda qavariq, A/,(-l;ln2), A/2(l;ln2) egilish nuqtalari;

7)i-oo;--^rlu^- ;̂-HJoj intervalda botiq, intervalda qavariq,

Мл — L;-|» Щ -7=;-) egilish nuqtalari; 8) (-1;0)и(1;-н») intervalda botiq,
V 3 ’ 4 У  2W 3 ’ 4j 

(-oo;-l)u(0;l) intervalda qavariq, Ä/,(-l;2), A/2(l;-2) egilish nuqtalari.

12. 1 ) x =  ±1, у = 0; 2)jc = 0, y = l (x -> -ко da), y = — 1 (jc-»-oo da), 3)у=0:;
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4) у =  х + 1 (^-»+00 da), у = —X +  1 (х-»-оо da). 5)
à 2

X — —2, y — 0 (x  —> —oo ¿la)', 6 )  ï  =  0, y  =  0;

7) x = 0, y =  3x, 8) x=X  y = x + ^  (x->+°o da), y = -x-~ {x-»-«o da).

Hosilalarning geometrik tatbiqlari 

1- 1) 4; 2) 2; 3) а + * * * Д  4 )- J - , 5  5) 6) 1 . 2. 1) Ц-- 2)
Щ

3 ) 2 ;4 ) S f § P -  3- 1 ) ( е д - ,2 ) [ |+Ц  4. 1 ) , ! = ^ ’; 2 ) , г =А({-1)>;

3)Г 4 » ’; 4) +„> 5.1)

3) J  =2»,* = !; 4) 6. 1) ё Ш М
7 36 25 2 3 6

8

2x+3y+6z-ll = 0 : 2>~- ^ = --- =  ̂ ^ ,3jc+6y +12z- 70  =  0;
1 2 4

3) - 3- 4 = 0> 4> 2* + * -3 =°-

7. l)5ift; 2) 13îâ.

Tengl amalar ni taqribiy yechish 

X. 1) -2,2583; 2) 0,6823; 3) 2,5062; 4)-0,8879.

Kompleks sonlar

1. x = 2, y = -1. 2, x = 5, y =  10. 3. x = —1, y  = 21. 4.x = —, y = —.

5. 1) z, =-3 + 4i, z2 =-3-4г; 2) z, = —г, z2 = -i; 3) Zj = /, гг =-3/; 4) z, =5i, z2 = ¿

6 . 1) * = a  to‘g‘ri chiziq; 2) y = b  to‘g‘ri chiziq; 3) markazi 0(0;0)nuqtada bo'lgan va 

r, Æradiusli aylanalar orasidagi halqa; 4) <p va y/ nurlar orasidagi sektor;

5) 3) markazi 0(0;0) nuqtada bo'lgan va r, Æradiusli aylanalar orasidagi halqaningç»

va y/ nurlar orasidagi bo‘lagi. 7.1 ) - 2+  2л/3г =  4Í cos + г sin j = 4 e 3 ;
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4) 2 + 2i = 2л/2| eos—+ /sin —| = 2V2Íe4 ,5)1 —/ = V2| cosf—— 1+/siní——1] = V2e 4 ; 
l 4 4 ) A ) { а д

6) -3-2i =  ->^3^cos^arc/g-^-^+/sin^arcig-j-^j =  -sÆ3e

7)1 -ч/З/ =  2^cos^-yj+i'sin^— = 2e 3 ;

8)-л/2- 4b  =  2^cos^-^j+/s in ^ - ^ j  = 2e" T '.

8. l )z ,+ z , = —3 —», z, - z2 =  —7 +  7»‘, z, • z, = 2+26», —  = -- -— —i;z¡¡ 10 10

2)  z, + z 2 = — 1—i, z, — z , = —5 —7i, z, -z , = 6 —17i, —  =  —— + — i. 9 .  1)  5л/2 ; 2 )  5л/2 ;
Zj 13 13

3) л/5; 4 )10 . 10.  l ) | - j i ;  2 )- |- |i; 3)24»; 4)48». 11 . l)Rez = l , I m z  = J h

1 4 3 47 292) R e z  =  0, I m z = —; 3 ) R c z = —,Im z  =  — ; 4 ) R e z  = ------ ,Im z  = -------.
1 8 5 5 5 5

12.  l ) z ,  •z1 =  - 4 + 4ч/3», — = л/3  — i; 2 ) z , - z 2 =  Зл/З + 3», —  =  - 6»; 3) z , - z 2 = - 16, z 2 z2

— = 4 /; 4) ? ,  z2 = - 4 + 4 ® ,  —  =  4 + 4# » .  13 . 1) 16(1 +  /); 2)  - 1; 3 ) 2 ,3(1—/); 4 )
%  Z2

- 32(1+ # i ) .  14 . 1)  ±(л/з-»); 2) /, ~ ~ i ,  3 )  ± ( V 3 + / ) ,  ± ( 1 - V 3i ) ;

4) ^ c o s ^ ^  + í s m ^ L l ,  *  = 0 ,Ш Л
7 I  20 20 /

Ko‘phadlar

1. 1) P + Q  = x5 +5x3 -x2-x+4,P-Q = -x5 -x3 -x2 +x+4,

P Q = 2x8-x7 +6x6+xs-2x4 + 13x3-4x; 2) P+Q=4x* +x3-5,

P  - 0  = _2x4 - xJ + 2x2 - 5, P ■ Q =  3x8 + x7 + 2x6 + xs -16x4 - 5xJ + 5x\

2 . 1)  Л =  х +  1,  r  =  - x + 2; 2 )Л =  х+3, r  =  - 6x 2- 5x + 8;

3)  R = 3x2 - 5, r = -2\x2 +17X+34; 4)  Ä = 2x2-3x+5, r = 19x-29. 3 . 1) 73;3)*-4;

2 )л/3 — * = 2 ^ c o s ^ - + isin^-^jj =  2e ®*;3) - ^ + ^ /  = V ^ c o s ^  + »sin^j =  V3e *|l
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3)96; 4)84. 4. а = Ъ,Ь=-\с = \. 5 .1 )  a=2,b = l,c = l. 6. 1) (х-2)(х+2)(х2+4);

2) х(х-9)(х+9); 3)5(х-1)(х-2)2(х-3); 4) (х-3)2(х-1)(х2+х+1).

x х 2 х + Г  X X 2 х 2 + 4 *  X 3 (х -1 )  3 (х + 2 )

4) -J-S---- J—^— . 8. l ) ^ --L + 3 — 2 ) - —
х - х + 1  x  + Х + 1  x  x 2 x  х + 1  x х - 2  х + 3

, ч 2  7  3 2  1 13 )  М Н В  4 ) — +— г+-
X  X  X — 1 Х +  1 X  Х + 1  Х? - Х  +  1

Integrallashning asosiy usullari 

1. l)-51ncosx—2arc(gx+-^-+C;2) х̂~ ^  +21д|х+3|+С; 3)— ^ = = —e*—ln|x| +C;

3 ■ 2*
4)3arc/gx-2arcsinx+C; 5)2x+------- + C : 6)x-cosx+C; 7)ex + igx+C:

3*(hi3-ln2) * * '

8)-cigx+cosx+C; 9)-c<gx-x+C; \0)-ctgx+C; 1 l)^arc/g— +C ;

12)-Latcsin^ ix~lK c. 2. I) j f c 2x + C ;  2 ) -icos’ x + C ;  3— 3Jarctg*2x + C ;)  
л/ 2 V5 4 3 16

4) -̂ -̂ /ln‘°(x+5) + Ç ; 5 )е” *+С ; +C; 7)-- i_+C ;8 )- 2cos> Æ +C ;
lu э 4sin x

9 )  arcsin ̂ - + C ;  1 0 ) ~j\jctg4x+C. 3 . 1) 2 1 n ( l+ e * ) - x + C ; 2 )  ^1п(х6 +1) +  C ;

3)8arcsin~+|x-\/l6-x? +C ; 4 )^ '(х 4 + 4)? + C ;  5 )| (*3 +  3 ^ x 4 3 +  C;

6) la|2+sm2x|+C; 7 ) - ^ ^ ^ i +C ; 8)21n|x2 + 5|-V5arrtg-j=-+C; 9)

arcsin * + - + C; 10) -1=1п|зх-1+^9х2 -6х-з|+С- ЦЧ * Í(2x+7) 7(2x+7)‘ ^ _

3 1 1  1 7 4 ^  12 11 J ’

12) 2 arcsin л/х + C; 13)— ln-
12

x 2 + l

e2x _3¡

14) l n x - t o 2 | l n x + 2 1 n 2 |+ C .

4 .1 )  ^ —arctgx-^-+C; 2 )xarcsinx + yjl-x2 + C ; 3) f i b ,  i r i - f l + r -
2 2  2  4 ’

AX

4 )  e,y(x2 - 2x+2)+C ; 5 )  -^-(xln3-l)+C;
In 3

6)isin2x-ixcos2x + C;7)-(x2-l)ln|x+l|--ix(x--2)+C 8) — --- -tgx+C;
4 ¿ z  2 co s  x  2
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9) ^(sinln IXI -cosIn | x |) + C; 10) —e4x(sin4x-cos4x)+C; II) tgx(iatgx-\)+C;

12) arctgxQnarctgx-ï)+C. 5. l)-^-(l+x2)2Vl+xJ -|(l+x2)Vl+x2 +C;

2) —sin2x--^-sin8x+C; 3) — (2 + sin(2ex)+C; 4) e~3*(3x+l) + C;
7 4 16 4 9

5) ln|sinx + cosx|+C; 6) —^ln|l—In2 |x||+C; 7) 3j+C;

8) ^arctg^-+C\ 9) xtgx+ In ¡ cosx | +C; 10) ^arctg ■-—+ C; ll)ee44pt+C;

12) 4ъ+е1к +C; 13)-x--sin3x+G; 14)^/gx2-^x2+C;
2 6 2 2

15)— xs(9ln2x-61nx+2)+C; 16)2~COSX+C.
27 smx

Ratsional funksiyalarni integrallash

1. l)ln|x2 +3x-10|+C; 2)In 11 +C; 3) -î-ln- , + C;
'  1 Æ 7 I  '  2 |(x+lXx+3) I

4 ) -1 п р ^ Н + — +CÍ 5)ln 
2 jx + 5 | x+1

х’(х-1)

x + 1
+C:

6)^+to|x|-^ln|2x-l|~ln|2x+lj4C;
4 16 16

7) 2x1 ~3-f-lnl—̂ —I + C; 8)5x+-ln|x|--ln¡x-l|+^ta|x-4|+C;
X (X+1| 2 3 6

">НйЬ
12)-Ini (* + 1 — )+ 4 =  a r c t g +С; 1 3 )^ + x 2- x + 4 ^ £ ^ t ^ + C ;

,J' T "  " ■ л/з 

,4)i (3 í l |íí l+^ ] ) +C;

16)— f—Í— -+arcig—l+C; 17)— r~—---+ arctg(x +1) + C;
54^x +9 5 3j 2(x +2x+2)

18) lnIx-l|+-í-jí— +arctgx\+C-, l9)-arctg(x+2)~arctg^^+Ct J 
2V.X +1 )  8 "  э
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о л \1 ,_ ( * + 1 ) 2 I  -,*ч \fx(3x2 +S) Ш }  „
' т  — 2— i— TT, +  С, 21 ) — -̂ -=-- + 3arcigx + С ;
4 х2 + 1 2(х+1) 8^ (х +1) ’

î,>*{ï3)*”4'î*c

Trigonometrikfiinksiyalarniintegrallash

5tg—-}-4

1 .  1 )  | a r c / g - - - - 2 - - - - Щ + 2 ! n | ^ | f ) + C ; ’  3 )  j t a | 5 # § + 3 j + C ;

/£*+2

ty—p-arctg— ^r-+C; 5)arccos COjL-+ С; 6)-^-- —i—+C; 7) 2arc№-(sin x) - sin x+C;
v3 v3 v3 sin x sin x

8) “ InH— sin2x+C; 9) — fx -—sin 4x+^sin3 2x1+C;
4 |I-(gx 4 16^ 4 3 )

10) ln \tgx\ +^tgzx+C; 11) ~ln¡ 7I+C; 12) -i(2in I sin 2x I +e/g2 2x)+ C; 
<gx+l 4 4

!_ (  shx\ 1
13) *j2arclg\—=-\-x+C; 14)— (3sin 7x+ 7sinЗх)+C;

1«  1 [1 . „  1 . _ I . V  ,, sin2x sin4x sin6x
15)— — sin3x-- sin Sx— sinx + C ; 16)—н---- ч---- + ----+c

'г\Ъ 10 2 J 4  8 16 24

Irratsionalfunksiyalarni integrallash

1 . 1 )  2 V x - 3 V x  +  6 ^ /x - 6 1 n ( l  +  ̂ /x )  +  C ; 2 ) ------ V - -------^ = + C :
'(l+V^)2 l+VT

З ) 2^ .• ( 3 0 + x ) 2 -10(1+ x ) + ^ / l + I + 1 5 ) + C ; 4 ) 6 ^ (x + l ) 2 

5)<Æirî-3<&rî + 3l n ( ^ î +l) + C; 6 ) 1 ^ 0

7)In 12 X - 3 + 2 V*2 - 3 x + 2  l+C; 8)ln\х+\+т1х*2х+5 \ +C; 9)lnx~1+^x2 +3r+1'
Х +  1+л/х2 +Х+1:

+ C;

10)ito
4 - X + 2V 4 - 2X - X 2 ¡

+C; U )ln



12) ln|l+jp+Vxa+-3f+l |+----•}■■■■ -- +C;
x+2+vx2 + 2x+2

13) -arcsinf-— 1 +—(ï -2)^5+4x - x2 + C; 14) -Vx3 -4-21njx+Vx2 - 41+C;
v 3 y 2 2

17)- V3-2x~x* -arcsin^^j+C;

18) - 2V6x -jc2 -8  + 9 arcsm(x - 3) + C; 19) 2 3| lnl-^J +—^=1+C;
|l+-vx| l+vxJ

20) - ^ ~ p î + C ;  2l)^(l+x3)s | ^ - - | j + C ;  2 2 ) | ( ^ - 3 )^ /Î T W + C ;

2 3 ) Æ +ft24)-2| ^ J

/I/1Â7 integral

1-1)0; 2)8; 3)4jt; 4) 4. 2. 1)7, >/^2)7, >/2 ; 3) 7, </2; 4) /, </2. 3. l) - |< /2 <*;

2)4s73 ¿ 4^7- 3) 2 ¿7, £6; 4) | *7 4 <3. 4 .1)|; 2)±; 3)8; 4)<?-2.

Aniq integralni hisoblash

I)9; 2 )| ; 3)1; 4)1; 5) £; 6 ) 1 ^ ;  7)ta±; 8) 9 ) i ^ i ;  10) i ; ll)ta

12)^ ' 13)lf-; l i J p N 9*  15)ta|; 16)1-|; 17)|--1; 18)«-2; 19)4;

20)i|e* +2I ; 2 1 ) ^ p ;  22)^ji; 23)2; 2 4 ) ^ i .

Xosmas integrallar

1. l)-j; 2) -4; 3) uzoqlashadi; 4) uzoqlashadi; 5)^; 6)^+-jln2; 7)-̂ ; 8)2;

9 ^ ;  10)̂ -; ll)l4y; 12) uzoqlashadi; 13) uzoqlashadi; 14)n . 2. 1) a > i  da

yaqinlashadi va 0<a £1 da uzoqlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) yaqinlashadi;

4) yaqinlashadi; 5) uzoqlashadi; 6) yaqinlashadi; 7) uzoqlashadi;

8) uzoqlashadi; 9) yaqinlashadi; 10) yaqinlashadi;
I I ) absolut yaqinlashadi; 12) absolut yaqinlashadi.



Aniq integraUarning tatbiqlari

1.1)36; 2)|; 3)l+61n|; 4)«2+l; 5)|; 7)-; 8)-; 9)12*; 10)27*;

11)9,12) 13)I<17*+48); 14) -^1. 2. iyV3+iln(2+V3); 3)

Щ-; 4) 2; 5)|+|ln2; 6)l+ln|; 7)4>/3; 8)-̂ (13л/13-8) 9)16; 10)48,

1 l)4a(2—>/з); 12)2*+3^3. 3.1)-^*; 2)36*; 3|^~*; 4)*(2 + *). 4. — *K\5.12*.

6.-^*. 7 .36*. 8.1)-^^*; 2 )- ^^; 3)-^-; 4)-^*; 5 )32*; 6)100*; 7)40**; 8)—* ;

9)72*; 10) -1яй*.9.С(0;Л). 10. С 11* м * =10у’ М у =Y y’ С (f*2)

12.М, =М, =|, 1х-1у =|, С 13- с f°>f)14-7* =80я»/У =125».

15. С {-R\-R\. 16. С  fs;— *  I 17. 5 m i  18. 0,32 Ют.. 19. 7,68*. 20. 22-109 J. 
U  ’ 3 j  V 32 ;

21. 150 т. 22. 25 m/s. 23. ^ ^ 1 8 0 + ^ у в

26. 324 Т. 27. 175.4 &V.



Ayrim  chiziqlarning grafiklari va tenglamalari

Paskai chig‘anog‘i

, — 2̂jc/ 

f r §

r = b+acos<p (a>b) /■ = a(l+ cosq>) (a>0) r = aq> (a > 0)

Kardioida Arximed spirali

r - a-Jcos2<p (a > 0)

§ N # f  -a*(x»-/)=8

Bemulli limniskatasi Uch yaproqli gul

r = as\a2<p (a > 0)

To'it yaproqli gul

2m x

U
x = a(i - sin /).

= o(l - cos/), a > 0

Yarimkubik parabola Astroida Sikloida
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