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С$3  БОШИ

Ушбу у к у в  кулланма педагогика институтларп пя 
уни-верситегларининг физика ва математика фа куль тс i - 
лари талабалари учун муаллифларнинг „Алгебра ил 
сонлар назарияси“ у к у в  кулланмаси I кисмининг я ш о -  
мидир. Бу кулланма янги дастур  буйич'а ёзилган булиб, 
унда бутун сонлар ^ал-касида булиниш назарияси, т а<s- 
косламалар назариясй, \алка, бутунлик со^алари, илеал- 
лар, бир номаълумли куп^адлар, куп номаълумли куп- 
^адлар, рационал, х ^ и к и й  ва ^комплекс сонлар май- 
донн устидаги куп ^дЛ ар ,  алгебрайк ва трансцёндент 
"ёёнгаигмиляр каои тушунчаларга катта эътибор берил- 
ди; Хар бир параграфда назарияни чу кур узлаштириш 
учун мисоллар келтирилди.

Ушбу укув  куллаимани с'инчиклаб укиб, фойдали
масла^атларини берган Узбекистан Фанлар Академия
сининг мухбир аъзоси, физика-математика фанлари док-
тори*. профессор LLI. А. Аюпов, Узбекистан Фанлар 
Академиясининг В. И. Романовский номидаги матема
тика илмий-текшириш института катта илмий ходим- 
лари, физика-магематика фанлари номзодлари, доцент- 
лар М. А. Бердикулов ва И. А, Аллаков, Хоразм 
Д авлат  университета алгебра кафедра си мудири, фи- 
зика-математика фанлари номзоди, доцент И. Абдул- 
лаевларга у з  миннатдорчилигимизни из^ор этамиз.

М уал л аф л ар
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I б о б .  БУТУН СОНЛАР ^АЛКАСИДА БУЛИНИШ
НАЗАРИЯСИ

1-§. Бутун сонлар ва  улар устида амаллар

Натурал сонлар т^пламида ушбу
Ь +  я  — а  (1)

тенглама факат а > Ь  булгаида ва фацат шундагина 
х=*а — Ь ечимга эга булади ^амда у  а  ва b сонлар- 
нйнг айирмаса  дейилади. Бошцача айтганда, а > Ь  
булса, (I )  тенгламанинг ечими бир жуфт (а; Ь) нату
рал сонлар ёрдамида аницланади. Агар а<Ь булса, ( 1) 
тенглама натурал сонлар тупламида ечимга эга эмас. 
Натурал сонлар тупламиии шундай кенгайтириш ке-. 
ракки, у  кенгайтмада ( 1 ) тенглама доимо ечимга эга 
булсин. Шу масалага батафсил тухталиб утамиз.

Фараз килайлик,
b х — а  ва d +  y= £

теигламаларнинг ечимлари мавжуд булиб, улар устма- 
уст тушсин. Бу иккита тенгламанинг ечимлари топил- 
ган деб фараз килиб, биринчи тенгламанинг иккала 
томонига d  ни, иккинчи тенгламанинг иккала томони- 
га эса Ь ни цушамиз:

d  +  b + x — d-{-a t b d  у  ”*b с.
Бу тенгламалардан куринадики, агар х ва у  лар биз 
кураётган кенгайтманинг битга элементи булса, у л- 
да бу кенгайтмада

d =  (2)
тенглик бажарилиши керак. Фараз цилайлик

b + х *=* а  ва d +  -у «= с
теигламаларнинг ечимлари мос равишда (а\ Ь) ва (с\ d) 
жуфтликлар ёрдамида аникланган булсин. У ^олда

(b-\-d)-\-(x-\-y) *=а + с  (3)
тенглама ^осил булади. Бундан х ва у нинг х +  у  йи- 
риндиси b-\-d)  жуфтлик ёрдамида аникланар
экан.

Энди мос равишда (а\ Ь) ва (с\ d) жуфтликлар ёр
дамида ани^ланувчи х ва у  элементларнипг х у  ку-



пайтмаси цандай жуфтлик ёрдамида аникланишини из» 
лаймиз. Бунинг учун b+x*=a, d-\-y*=&c тенгламалар- 
ни ^адлаб купайтирамиз. У *олда

bd +  dx  -f- by  +  xy  =  а с
тенглама ^осил булади. Бу тенгламанинг иккала цис- 
мига bd ни кушиб, куйидаги тенгламани ^осил цила- 
миз:

bd  +  dx  +  bd  +  by +  xy  =  а с  +  / d, 
d(Jb “J“ x )  -f* b d  y)  -j- xy  = clc “f" bd) 

ad  + be  +  xy  =  a c  +  bd
Демак, x>y купайтма (a c  +  bd, a d  +  bc) жуфтлик 

ёрдамида аникланар экан.
Маълумки, натурал сонлар туплами N тартибланган 

тупламдир, яъни ^ар кандай (а ;  Ь) натурал сонлар 
жуфтлиги учун а=Ьу а>Ь , а<Ь  муносабатлардан бит- 
таси ва факат биттаси уринли булади.

1 - т а ъ р и ф .  Агар а =  Ь, а > Ь  ёки а <СЬ муноса- 
батлар уринли булса, у  ^олда (а ; Ь) жуфтлик мос ра
вишда ноль , мусбат  ёки манфий жуфтлик  дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар a-\-d  =  b + c  тенглик уринли 
булса, у  золда (а; Ь) ва (с ; d) жуфтликлар эквивалент 
жуфтликлар  дейилади.

Бопщача айтганда, бу таърифга кура
(V#* Ь9 с , d^ N )  (a + d<=b +  c)=>({a\ b)on>{c\ d)).

Биз (a ;  b) ку.ринишдаги барча жуфтликлар тупламини 
Z оркали белгилаймиз. 2- таърифга кура Z тупламда 
эквивалентлик муносабати аникланган.

Маълумки, эквивалентлик муносабати шу м.уносабат 
аникланган тупламни эквивалентлик синфларга ажра- 
тар эди (I кием, I боб), яъни 2 -таърифдаги эквива
лентлик муносабати каралаётган (а; Ь) жуфтликлар *о- 
сил килган эквивалент синфлар туплами фактор-туплам 
деб аталар эди. Шу фактор тупламнинг элементларини 
бутун сонлар деб кабул киламиз.

3 - т а ъ р и ф .  (а ; Ь) куринишдаги жуфтликларнинг 
*ар бир эквивалентлик синфи б утун  с о н  дейилади.

Бошкача ййтганда (а, Ь) жуфтликка а — Ь бутун 
сон мос куйилади, Ушбу /г-►((« + л; а )} акслантириш 
натурал сонлар туплами /V, бутун сонлар туплами Z 
нинг кием туплами эканини курсатади. N тупламдаги 
Кушиш ва купайтириш амалига Z  тупламда аниклан-
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ган кушиш ва купайтириш амаллари мос келади. Ха- 
Никатан,

/1 +  ^ 4 ( (а  +  /1 +  /й; а)}, п -т  ^  [(а +  /г*//г; а ) ) .
Шундай килиб, ( а  +  я ; а )  жуфтликлар синфига, бу 
синфнинг аникланишига асосаи, п натура л сон мос 
куйилади. (а ; а) жуфтликлар синфини ноль билан бел- 
гилайлик. Аммо ( а п :  а)  +  (а\ а  + п) ** (&; k) булга» 
ни учун (а. а +  п) жуфтлик а)  жуфтликка ца-
рама-царши элемент  дейилади па—п каби белгилана- 
ди дамда —( — /г) =/г деб юритилади.

Шундай килиб, бутун сонлар туплами натурал сон
лар туп л амин миг кенгайт'масидаи иборат булиб, бу 
тупламда ( 1 ) тенглама доимо ечимга эга булар экан.

4- т а ъ р и ф.

мупосабпт билап аиикланувчи \а\ сон а  бутун соннинг 
модули  дейилади.

13 у ту и сонлар туплами тартибланган тупламдир. Бун
да тартиб муносабати куйидагича киритилади.

Иагурал сонларнинг табиий тартиби сакланади, яъ
ни хар кандай натурал сон учун п > 0 , —п<0  булади. 
Ихтиёрий п  ва /г натурал сонлар учун п > к булса, у  

'^о 1ла — я < — k деб кабул килинади. 1
Агар (а Ь) жуфтликни а — Ь билан алмаштирсак, 

бутун сонлар усгидаги амаллар куйидагидан иборат 
булади:
1. ( У  п ,  k £ N )  ((—п)  + (  — k)  =  — ( n  +  k ) y ,  I
2. i n > 0 , &>0, ra>fe)=M(—k) + «  =  « + ( —k)= t i—k))\ |
3 . (n> 0, k>0, k>ti)^{  ( -/ ? )+ «-=  n + ( - k ) = —(k -n ) ) i
4 . i V z £ Z , 0 £ Z )  (0 +  г =  г +  0 =  г); • 1
5. n - ( —k)-=( — n) k =  — nk\
6 . ( — / ! ) • ( — k )  =  nk\
7. z -0 => 0-г =  0*. | j

2-§ ,  Бутун сонлар) ^алцасида булиниш 
муносабати ва у-нинг хоссалари ,

1 - §  да куриб утганимиздек, бутун сонлар т^пла- 
мида

( 1 )
6



тенглама доимо ечимга эга булади Лекин бутун сон
лар туплами булиш амалига нисбатан ёпик булмаган- 
лигидан бу тупламда

Ь‘Л =  а  (2 )
тенглама ^ар доим ^ам ечимга эга булавермайди. Ма- 
салон, 2 7  тенгламани тугри тенгликка айлантирув- 
чи бутун сон йук. Лекин шундай а  ва b бутун сонлар
мавжудки, улар учун — нисбат доимо бутун сон бу

лади. Масалан,
а) £ = ± 1  булса, у золда - = = ±  а  булади;

\ б) а т 0 булнб, /?«/-0 булса, у ^олда — =  0 булади; 
и % ь

и) a —bk булиб, А бутун сои ва Ь=/= 0 булса, у цол-
д п  — б у т у н  с о н  б у л а д и .о

1 - т а ъ р и ф .  Агар а , Ьф0 сонлар учун
а  =  bq

щартни цаиоатлантирувчи q бутун сон мавжуд булса, 
у >;олда а  с он  b с он га  булинади  ёки b с он  а ни б ул а 
ди  дейилади.

Агар а  сон b га булинса, у 5̂ олда а/b ёки а\Ь ку- 
ринишларда белгиланади. Куп лолларда ajb булса, b 
сон а  соннинг б ул ув яи си  ^ам дейилади. (3) тенглик- 
даги а булинувяи,  Ь булувчи , q эса б$линма  дейилади.

1 - т е о р е м а .  Агар а=£0 ва b =£0 булиб,  а = bq 
тенгликни цаноатлантирувш  q с он  мавжуд  б у л с а  
у  я гонадир  | ш  *

И с б о т и .  Тескарисини фараз киламиз, яънй (3 )  
шартни каноатлантирувчи камида иккита ва турли qx 
на q2 сонлар мавжуд булсин, яъни a ~ b q u a — bq2 
тенгликлар уринли булсин. Бу тенгликлардан bq y = bq2 
тенглик кёлиб чицади. Бундан b(qt — q2) = О булади. 
Лекин b =/=-0 булганидан ва Z да нолнинг булу.вчиси 
булмаганлигидан щ  — q2 *==0, ЩЩЩ келиб чицади. Бу 
эса килган фаразимизга зид. Демак, q булинма ягона 
экан.

Бутун сонлар тупламида киритилган, булиниш му^ 
цосабати куйидаги хоссаларга эга:

1°. (\ fa^Z ,  а=£0) (0[а)\
2°. (Va£Z,  а=£0) (aja)  (реф лексивлик);
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Зэ. ( V a £ Z )  (a/1);
4°. ( V a ,  b, c£Z, сфО, Ьф0) (а/b /\blc=>alc) (тран-

зитивлик);
5°. ( v a ,  b£ Z, a=^0, £=£0) (a/bAb/a)=>b = ±a\
6°. ( V a ,  6, e£ Z , c=£0 ) (a/c=*-a£/c); , •
7°. (V£/ афО, (/= l ,r> )  b J a A b Ja  Д . . .  A^r/a

б^либ, x , ,  л:2, . . , x r ихтиёрий бутун сонлар булса, у 
холда (6, л:, 4 - ^2лгг +  • •. +  br.K,r)ja булади.

Виз бу хоссаларлан охиргисини исбог ^илайлик. Бу'-, 
линиш таърифига асосаи

bt -  aqt (/ =  I,г)- <4)

(4) теигликлардан *ар бирини мос равишда хл га  ку- 
пайгириб, натижаларини ^адлаб цушсак,

г г

2  ^-5*— « 2  1i==j ,.3
г

тенглик ^осил булади. Охирги тенглик 2 &ixi нинг a
i=»l

сонга булинишини курсатади.

3-§. ^олдицли булиш

Биз юкорида а  ихтиёрий бутун сон, Ь эса натурал
сон булганда — нисбат ^ар доим бутун булавермасли-ь
гини эслатиб утган эдик. Лекин куйидаги теорема до
имо уринли булади.

Т е  ой е м а ( к о л д и к л и  б у л и ш ) .  Хар цандай  
a£ Z  ва b£ N учун  шундай я гона  q^Z ва я г она  ман~ 
фиймас г  б утун  сон  топиладики , улар учун  ушбу

щ щ ш м  Ш щ
0 </■<£. , ( 2 )

муно са батлар  уринли б ула ди .
И с б о т и .  bq  сон b нинг а дан катта булмаган энг 

катта карралиси булсин. У ^олда bq^Ca ва a <bq + Ь 
муносабатлар уринли булади. (Архимед аксиомаси).

Бу икки богланишдан b q ^ a < b ( q - \ -  1) муносабат 
келиб читали. Бу куш ченгсизликнипг я;зр бир кис ми
га ( —bq) ни кушсак, 0 <Са ~ bq <.Ь генгсизлик ^о^ил
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о у л л д 11. Бу ерда a — b q ^ r  белгилаш киригсак, (1) ва 
( . )  муносабатлар уринли булади.

Энди q ва г  ларнинг ягоналигини исбот цилайлик, 
Фцраз килайлик ( 1 ) ва ( 2 ) ни каноатлантирадиган 
у , (7 , /(/) на г,(г,=£г) мавжуд, яъни

a =  tql +  ru (3)
О <  г, <  £ (4)

муносабатлар бажарилсин. ( 1 ) ва (3) дан &7 +  г  =  
м  Ьцу Н- г 1 ёки г —r A =  b(q — qx) тенглик ^осил булади. 
Охирги тенгликаан ( r  — r^jb  келиб чицади. Лекин 
| г • г, | < b булганидан ( г —■ r })[b муносабат ЩШШ ва 
ф.'п, л г r —r^—Q булгандагина бажарилади, яъни г, =  г 
келиб чицади. г  — rx=* b(q — qx) тенгликдан r x=*r ва b 
нинг натурал сон эканлигини эътиборга олинса, у д о л -  
да г/— 1«*0 , яъни q ^ q  эканлиги келиб чикади. Демак, 
( 1 ) ва (2 ) муносабатларни каноатлантирувчи q ва г  
соплпри ягона экан. Агар Ьф  О ихтиёрий бутун. сон 
булса, у  х;олда ( 1 ) ва (2) муносабатлар \Ь\учун урин
ли булади.

4- §. Евклид алгоритми ва унинг татбици.
Сонларнииг энг катта умумий булувчиси.

Узаро туб сонлар

1- т а ъ р и ф .  а  ва b бутун сонларнинг иккаласини 
|рй буллдиган сон шу сонларнинг умумий булувчиси  
дейилади.

Пин фацаг натурал булувчилар билангина шурулла- 
нам из, Умуман a ,  b^Z  сонлар бир нечта умумий на
турал бУлувчиларга эга булиши мумкин., Бу умумий 
булувчилар тупламини биз Da ь оркали белгилайлик. 
Масалаи, а  =  24, Ь 18 булсин, у  ^олда Dn  18 =
- Ш  2 ,3 ,  6 }.

2 - т а ъ р и ф .  а вг.Ь натурал сонлар умумий булув- 
чнларининг энг каттаси шу сонларнинг энг катта уму - 
мий булувчиси  дейилади.

а ва b сонларнинг энг катта умумий булувчиси кис- 
Кача ЭКУ Б деб ёзилиб, у  (д; b ) куринишда белгила- 
нади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар (а ;  /?) =  1 булса, у  х;олда а  ва b 
натурал сонлар у заро  т уб  с онлар  дейилади.

Берилган сонларнинг ЭКУБини топиш учун аввало 
*ар бир соннинг булувчилари тупламиии аниклаймиз.
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Агар А туплам a£N  соннинг булувчилари туплами, 
Ь эса N соннинг булувчилари туплами булса, Da ь=

эканлиги равшан.
А[\В кесишманинг энг катта элементы берилган а  

ва b сонларнинг ЭКУБ булади. Чунки А ва В  туплам- 
лар чекли булганлигидан, Da ъ туплам зам чекли бу 
лади, *ар цандай чекли туплам эса доимо энг катта 
ва энг кичик элементга эга.

1 - т е о р е м  a. (а/£)=Н (Da b — Db) А ( (а\ Ь)=*Ь)\.
И с б о т  и. а  ва b сонларнинг х;ар бир умумий 6 jr- 

лувчиси b ни \т  булади а/b булгани учун Ь ни бу- 
лувчи ^ар бир сон а  ни *ам булади. Шунинг учун 
Da ь= О ь. Лекин b сонни булувчи сонларнинг энг кат-
таси b нинг узидир. Шунинг учун (а\ b) =  b,

Фараз цилайлак, а  гон b га булинмасин. У ^олда 
колдикли булиш ^ацидаги теоремага асосан цуйидаги 
тенгликлар системасини ёзиш мумкин:

Гп—2 — Гn—\Qn—1 “Ь Гп* ® ^  ^  ^п—1»
Гп—1 в  ГпЦп»

( 1 ) системанинг унг томонидаги тенгсизликлар сис- 
темасига эътибор берсак, куйидаги муносабат, к у з га  
ташланади:

бу ерда r t (/ = 2 ,п) ларнинг барчаси натурал сонлар. 
Лекин натурал сонлар куйидан чегараланган, шунинг 
учун бирор rt номердан бошлаб гп+[=  О булади.

( 1) тенгликлар системасининг биринчисига асосан а  
ва b нинг ихтиёрий умумий булувчиси г 2 ни булади 
(2- §  даги 7-хоссага к-) ва аксинча а = г 2 — 67 , га асо
сан г 2 ва b нинг ^ар цандай умумий булувчиси а  сон
ни булади. Демак, 'фа, ь г *Щ '  г,)=И(а; b) — {b\rz-f\%

( 1) системадаги иккинчи, учинчи ва ундан кейин 
келадиган тенгликлар х;амда 1 - теоремага асосан

а  =  bqx +  г2, О <  г 2 <  Ь,
Ь =r. r 2q2 +  г3, 0 < г3 <  г2> 
г 2 =  г3<?3 +  г4, О < г 4 < г 3,

(1)

Ь т 2 г3 . . .  г  1 г  л О,

/■2, Щ— • •
(а; Ь) — г„. (2)
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Иicкита соннинг ЭКУБ ни бу усулда топишни би- 
piiinii булиб Евклид курсатгани туфайли бу усул одат- 
(iiii Ииклпд алгоритми деб юритилади.

Г ’) га асосан Uа, ь e  Drn ва (а\ Ь)=гп булгани учун
цуИп /I,мги хулосани ёза оламиз:

«/ па h сонларнинг умумий булувчилари туплами 
Д (|/, шу сонлар ЭКУБ нинг булувчилари туплами
б и л и  устма-уст тушади ва бу сонларнинг ЭКУБ Ев
клид алгоритмидаги нолдан фарцли знг охирги цол- 
дикца тенг булади. Бу хулосани кискача куйидагича 
Й5Ш in мумкин: (D#, ь М  *>)) А ((<*;

М и с о л .  76501, 29719 сонларнинг ЭКУБ ни топинг. 
Куйидаги кетма-кетликлар системасини ^осил цила- 

миз: ; ■ € :;Щ р  ’ '
76501 =» 29719* 2+  17063,
2 9 7 1 9 -  17063-1 + 12656,
17063 = 12656-1 +  4407,
12656 = 4407*2 +  3^42,
4407 = 3842 • 1 +  565,
3842 «  565-6 +  452,
565 =  452*1 +  113,
452 Щ 113*4.

Демак, (76501; 29719) ^  113.
И а т и ж а .  а  ва b сонларнинг ЭКУБ d  булса, у  ^ол- 

да шундай а  ва v  бутун сонлар топиладики, улар учун 
аи  4- bv  =  d  тенглик бажарилади.

И с б о т  и. (1) системадаги охирги тенгликдан ол- 
диигисини, яъни Гп-2  =  Гя-1 (fn’\“r n тенгдикнй олайлик. 
Бундан

г п- 2 — г n—iQn == d  ( r n =  d)  (3)

тенгликни ^осил киламиз. г л- 3 =  г п~^п- 1 +  г п~\ тенг
ликдан г п~{ ни топйб, унинг кийматини (3) га цуямиз. 
Натижада г я_ 2 — (г а-з — fn-Wn-xWh *  яъни

гя_2( 1 +  Чп-хУп) — Гп-ъЯп ш d  (4)
тенглик зосил булади. г «_4 =  r n-zQn^ +  г я_2 тенглик- 
дам г п~-2 нинг кийматини (4) тенгликка куямиз. Шу 
жараённи давом эттириб энг охирида au-\-bv=~d тенг
ликни хосил киламиз.

Хусусий ^олда (а ; 6)=1 булса, у  ^олда au+bv=*\ 
булади.
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Узаро туб сонлар цуйидаги хоссаларга эга:
1 °. ( (а ;  с) — 1 ) А *)—1)=Ма;  Ь\ с)  — 1 (бунда сфО);  
2°. (аЬ/с) А ((а ;  с) =  1 )=>£/с (бунда с ф 0);
3й. (Vn£/V)((a ;  6) =  1) =* ( (ал; £») -  1); J

Г .  д а ;  i ) . - 1

5°. ({alb)A(a/c)/\(ib; с )  » l ) )= H a/fo ) .
5- хоссани ис'ботлайлик. Хакикатан, а/£ булгани 

учун a=*bb (k^Z)  тенглик уринли. У долда а/с дан 
bk/c булади (Ь\ с)  =  1 булгани учун 2 - хоссага асосан 
k[c, яъни k =  c t  ( t ^ Z )  тенглик уринли. Демак, а  *■ 
= bk==b(ct) =  (bc)t,  яъни a*=*(bc)t булиб, бундан а//?£ 
муносабатнинг бажарилиши келиб чикади.

Колган хоссаларни исбоглашни укУвчига тавсия ци- 
ламиз.

5 -§ .  Энг катта умумий булувчининг баъзи хоссалари

Агар Евклид алгоритмини ak ва bk сонларга татби^ 
этсак, 4 - §  нинг (1) сисгемасидаги тенгликларнинг дар 
бир дади k марта ортади. Шунинг учун

(ак; bk) = (a; b k (k£Z)  ( 1)
булади. Бундан, куйидаги хоссалар келиб чикади:

1°. Агар берилган сонларнинг дар бири узгармас 
сонга купайтирилса, уларнинг ЭКУБ дам шу сонга ку- 
паяди.

2°. Агар а  ва b сонларнинг дар бири бирор d  сон
га булинса, уларнинт ЭКУБ дам шу сонга булинади, 
яъни

В  f t  i i j ш  (2)
Щ а ) d ( '

тенглик Гринли булади. -
И с б о т  и. ( 1 ) га асосан куйидагиларни ёза оламиз:

<«‘>-(7  • « ■ f ' M M ) *  ■

Бунлан тенглик. келиб чикади.\ d d J d
Хусусий золда (a ; b ) = d  булса, (2) дан (—а ;

\(а, Ь)
- | = 1  келиб чикади.

(а; Ь)
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1-т е о р е м а .  Агар ( (а ;  с )  — 1 Л (ab/c)) =s> bjc, яъни  
(а ;  с )=  1 булиб\ ab купайтма с  га б улин са , у %олда  
b с он  с  га булинади.

И с б о т и .  (а; с )  =  1 нинг иккала цисмини b га ку- 
пайтириб, куйидагига эга буламиз: (ab\ Ьс)=̂ Ьщ Теоре
ма шартига кура ab\c ва Ьс сон с  га каррали булгани 
\,чун Ьс/с. У долда 1-хОсса ва (1) тенгликка асосан 
(ab\ Ьс)1с. Лекин (ab\ bc )—b булгани учун Ь/с.

Биз юкорида, асосан, иккита соннинг ЭКУБ ни то- 
пиш билан шурулландик. Бу тушунчани п  та натурал. 
соннинг ЭКУБ ни топишга дам татбик этиш мумкин 
п  та a t , a 2, . ;  .* а п соннинг ЭКУБни (аи а ъ  . . . ,  ап) 
оркали белгилайлик.

2- т е о р е м а .  Ихтиёрий  a ,  b, с  натурал сонлар  
учун  ( а ;  Ь; с )  = ( (а ;  Ь);.с) тенглик уринли б улади .

И с б о т и .  (a\ b ) —d u (d ii c )  =  d 2, (а\ b\ c)=*d 
белгилашларни киритамиз. Белгилашларга асосан a jdu 
b\du d j d 2, c t d ф Булардан a/d2, bjd2t c/d2 келиб чика
ди. Д ем ак ,  d 2 сон а у bt с  сонларнинг умумий б^лув- 
чиси ва d  сон бу сонларнинг энг катта умумий булув
чиси булгани учун

муносабаг уринли, Евклид алгоритми натижасига асо
сан d x=**akx-\-bk2, d 2^  d {kb Jr c k i булади. Бу ерда 
k ^ Z  (i =  1, 2, 3, 4).

Юцоридаги тенгликлардан
d 2 =  ki (akl 4- bk21 +  ^*4 =  aktk3 +  bkaft3 +  ckt. (4) 

(6 ) тенгликка асосан

муносабат келиб чицади. (3) ва (5) муносабатлардан 
flf2= d  тенглик келиб чикади. Демак, (а ; Ь\ c) =  (aj Ь)\ с) 
экан'.

Фараз килайлик п та

натурал сон берилган булсин. Бу сонларнинг ЭКУБ ни 
топиш учун биз аввало (a , ;  a 2) =  d t ни, сунгра ld 2\ 
а з ) = ^ 3, a^  = d^ an)~~dn ларни топа- 
МИЗ. У холда Da, Щ....ап — Щц а3, а,.....*„= . - -  вд =
"=Ddn булгани учун (аи а2, , , а п) — dn булади:

1 - т а ъ р и ф .  Агар (а , ,  а2, —  , а п)*=\ булса, у х;ол- 
да а 1э а2, . . т>а п сонлар у з а р о  т уб  с онлар  дейилади.

d/d2 (3)

d 2/d (5)

(6)
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2 - т а ъ р и ф .  Агар а , ,  а 2, . . . , а й сонларнинг ихтиё
рий иккитаси узаро туб булса, у  долла улар оюуфт- 
оюуфти билон у з а р о  т уб  ёки жуфтлама у за р о  т у б  
с онлар  дейилади.

Агар (6 ) кетма-кетликдаги сонлар жуфт-жуфти би
лан узаро туб булса, улар узаро туб булади. Ленин 
тескариси турри змас. Бу тасдикнинг тугрилигини юко- 
рида келтирилган мисол тасдиклайди. Чунки, (3; 4; 
9) == 1, лекин (3;9) — 3.

6- § .  Энг кичик умумий каррали (булинувчи)

^ар бири нолдан фарцли булган а  ва А бутун сон- 
. лар берилган булсин.

1- т а ъ р и ф .  а  ва b сонларнинг иккаласига былина-» 
диган сон шу сонларнинг умумий карралиси  (б ули - 
нувяиси)  дейилади.

а  ва b сонларнинг умумий карралилари чексиз куп 
булади.

2- т а ъ р и ф .  а  ва b сонлар умумий карралиларининг 
энг кичиги шу сонларнинг энг  кияик умумий карра 
ли си  дейилади.

а ва Ъ сонларнинг энг кичик умумий карралиси 
кискача ЭКУК деб ёзилади. а  ва b сонларнинг ЭКУК 
\а\ Ь\ куринишда белгиланади.

М и с о л .  Агар а  == 12 ва Ь =* 16 булса, у  долда 112; 
16] = 4 8  булади.

Энди биз иккита соннинг ЭКУБ ва ЭКУК орасида- 
ги борланишни карайлик. Фараз цилайлик, т сон а  ва 
b сонларнинг бирор умумий карралиси булсин. Уму
мий марралининг таърифига асосан т/а ва т/b. т/а 
булганидан

m*=ak (&£Z). ( 1 )
Бундан ak/b деган хулосага келамиз. (a ;  b) — d, яъни 

b = b xd  ва {ах\ Ьх) ~ \  булади. ak/b ^ a xkd/bxd\ 
axkd/bxd  =>a xk/bx% лекин (ax\ bx) »  1 булгани учун k/bx 
булади. Демак,

k = bi t =  - t  ( t£  Z) (2)
d

(2) ни ( 1 ) га ц^йсак
ab



досил булади. (3) куринишдаги дар бир сон а  ва b сон* 
ларнинг умумий карралиси булади.

а  ва h сонларнинг ЭКУК ни топиш учун (3) тенг- 
ликда / =  1 деб олиш кифоя. Демак,

( 4 )
а

ва
т=* \а\ b\-t ( i£Z).  (5)

Иккита соннинг ЭКУК куйидаги хоссаларга эга:
Г .  Иккита соннинг ЭКУК шу сонлар купайтмасини 

уларнинг ЭКУБ гя булган нисбатига тенг.
2°. а  ва Ь сонларга булинадиган дар бир т сони 

шу сонларнинг ЭКУК га дам булинади ((5) га асосан).
оо [я; ь] . [а\ Ь] ^$ щ ------i  ва i сонлар узаро тубдир, чунки улара

мос равишда — ==* Ьх ва — = a t булганидан Ьх ва а,d d
лар узаро туб.

4°. Узаро туб сонларнинг ЭКУК шу сонлар купайт- 
масига тенг, яъни ( (а ;  й ) = 1)=^([а| Ь\

5°. Агар k > 0  булса, у  долда \ak\ bk]=k\a; b\.
6°. Агар a/k ва bjk булса, у  долда а b 

~k' k
[а\ Ь]

Иккитадан ортик сонларнинг ЭКУК ни топиш маса- 
ласи иккита соннинг ЭКУК ни топишдаги каби дал 
этилади. п  та а х% a 2, . . . , a n сонларнинг ЭКУК ни | ах\ 
а 2; . . .  ; а п\ 1:уринишда белгилайлик.

Т е о р е м а .  Ихтиёрий  а,  Ь, с  натурал сонлар  
учун  [а\ Ь\ с\ = [[а; Ь\; с\ тенглик уринли б улади .

И с б о т и .  fa; b\ с\*=*т, | а\ ь\ *= ти \тх\ с\ = т2 
белгилашларни киритамиз. Белгилашларга асосан, т2/ти 
т^с  булади. Бу муносабатлардан т2\аЛ т2/Ь, т2/с му
носабатлар .досил булади, яъни т2 сон a ,  b , с  сонлар
нинг булинувчиси булади, шунинг учун

т2/т (6)
муносабат уринли.

Иккинчидан, т/а, т/b ва mjmx булгани учун
т/т2 (7)

муносабат уринли. (6) ва (7) муносабатларга асосан 
т2~ т  булади.

Фараз килайлик
а х, a2i •»• § â i

15



натурал сонлар катори берилган булиб, а 2]=//% 
[т2\ %] . . . , [ я г „ _ 1, а п\=*т п булсин. ЭКУК нинг
2 - хоссасига асосан а х ва <я2 га булинадиган д а р  бир 
сон уларнинг ЭКУК га  ^ам булинади. Бошкача айтган
да  a t ва а 2 нинг умумий карралилари шу сонлар ЭКУК 
ларининг умумий карралилари билан устма-уст  туша-
ДИ, ЯЪНИ '  ̂ : " }■' Щ Н

(2>2, • , • , Ĉfi\ === |^2» #3» • • • * @п\ 
вва* И з ,  ^4» ^5» • • • » &tl\ ш [^Л—1» ~ Ш'П

булгани учун jai§ a 2; • ; % ]  булади,
Н а т и ж а .  Жуфглама узаро туб сонларнинг ЭКУК 

шу сонлар купайгмасига тенг, яъни \аи а 2, . . • ,  а п\ =■
=* • # 2  • * *

7-§. У злукси з  касрлар

4 - §  даги (1) тенгликлар системасининг биринчи 
тёнглигини Ь га ,  иккинчисини г% га ,  учинчисини г 3 га  
ва  ^оказо энг охиргисйни г п га булиб, куйидагиларга 
эга буламиз:

а  I Г 2  I  | 1
т  Ёг 91 +  т  =  <?1 +  т .b b b

Ь . г 3  , 1
— =  <72 +• ~ = 9 2 + 7 ' »Г3  г а Га

г ,

£л - 1

'"/г
<?«■

Бундан
а , 1 , 1  , 1

— — щ  -f- — =  <7i +  --------- — <7i Ч-------------- I—  —• • ♦b b r3 1
Я2 + #2 4* .r 2  . r 4

? 3 + -
-■ ■ 4 

тенгликлар ^осил булаяи. Лгар —1 =Qi+̂ + —  нисбат-
r i+i Щ|#т

ларни 4 - §  даги (I )  системадан топиб, юкоридаги ифода- 
ларга цуйсак, — нисбат куйидаги куринишни олади:



аи.

1q 2 -j_------- — -
(1)

Яг +

1

а
Ь

нисбатнинг (I )  куриниши уни узлуксиз (чекли зан

жирли) касрга ёйиш дейилади. Занжирли каср куйи- 
дагича зам  бёлгиланади:

еки

а

а
ь

— (<7ь Яъ> <7з> • • • * Чп)

Qx + “ " +  7  +  -** +  Т .  
Яч Яг п

Яъ • • . <(1п л аР занжирли касрнинг т ^ л щ с и з  б улан -  
малара  дейилиб, улар натурал сонлар ва qn> 1 була
ди. с/, эса — рационал соннинг б ут ун  цисми, дейи- ь
лади

Куйидаги уч ^ол булиши мумкин:
а) а  >  Ь булса, щ >  0 булади;
б) а < £  булганда эса, 9 t = 0  булади;

ав) а < 0  булса ,  — нисбатниь ь
(k

куринишда ёзиб оламиз. Бу ерда — тугри  мусбат ка
г

булади. Натижада куйидаги ёйилма зосил булади:

“7 =  •— £ Н----- “  ( —A '  q2, ?з, . .  . ,  ^/г).
о.. г. ■; . л»$

1- э с л а т м а .  Хар кандай .бутун сонни бир булакли узлук<й»| 
каср деб караш мумкин.

Масалан, 5 =» (5). —  шаклдаги (а  >  1) каср эса икки бу л
а

ли узлуксиз каср деб царалади.
2- э с л а т м а. Агар энг сУ'нгги qn цисмий махражга ^еч к

а
дай шарт цуйилмаган б^лса, —  рационал соннинг узлуксиз каср-

b
га ё й и ^ а с и  иккита ^ар хил куринйшга эга булади.

J. Агар q n >  I булса ,  у  д о л д а  ~  ^ { д ^ д ъ  * * > Я»)  ёйилмаЬ
я юна булади.
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2. Фараз цилайлик <7 Л>  I шарти кУйилмаган булсин. У *олда 

qn — ( qn — 1 ) +  г  тенгликка асосан (<?,,

ни ёзиш мумкин. Бу ерда }гнг томондаги ёйилмада б^лаклар сони 
чапдаги ёйилма б^лаклари сонидан биттага ортицдир.

М и с о л .  ~  =  2 + --------- ----------“ (2, 3, 1, 4, 2).
42 л 1

з + — —  1
"ZX 1

2

Энди соннинг бутун ва каср кисми устида тухта- 
либ утайлик. Колдикли булиш теоремасига асосан *;ар 
цандай a£Z  ва т £N лар учун

а =  mq  +  г  (0 < Х / 7г) (2)
каби богланиш мавжуд  ва ягона эди. (2) нинг иккала 
кисмини т  га булиб цуйидагини ^осил киламиз:

4 ± ~ q + l  (0 < L < l \  Щ  (3)
т  ' т  \ т  }

Демак, q сони — каср сондан кичик булган бутун сон-
т

ларнинг энг каттаси экан. Бу усулда аникланган q сон
— рационал соннинг бутун кисми дейилади ва у q — 
т

— каби белгиланади. — — <7 =  — сон эса -  раци-
m l  т  т  т

онал соннинг каср кисми дейилиб, у  ~ = |  — 1 каби
т {т у  •

белгиланади.
М и с о л л а р . 147

17 - 8 ,
/1471 =  11 
117/ 17’

{-г7} - г / '- 7да “ °’75' '4>-<Чг?К'
а соннинг бутун кисмини (3) коида асосида аник- 

лаш с оннин г  б утун  цисмини ажратииг  деб аталади.
Агар а ^ацикий сон булса, унинг бутун кисми ку- 

йидаги шарт асосида ажратилади:
£ < а < £ + 1 , б у е р д а  & = [ а ] .

Дар к андай а ^ацикий сон учун куйидаги тасдиклар 
рост: ........

(ос.) =  а — [а], а =  [д ],+  {<*}., 0 <  {ос} <  1.
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8 -§ .  Муносиб касрлар ва уларнинг* хоссалари

Биз юкорида ^ар бир рационал сонни чекли зан- 
жирли' касрга ёйиш мумкинлигини куриб утдик. Энди 
масалани аксинча куямиз. Дар бир чекли занжирли 
каср бирор рационал сонни ифодалайдими? Бу масала-
ии зал этишда — рационал соига муно си б  касрлар

ь
деб аталувчи

si =  <7i> 8з =  +  —» 8з “  <?i Ч------- (1)q3 1

касрлар му^им а^амиятга эга.

8д ■* Qi Л---------- гЖ

<73 +
§з

#а4-
<7з4- •

1
• + -

Яп

булгани. учун бу муносиб каср рационал соннинг
узи булади, bk муносиб касрдан 8^+i муносиб касрга 
утиш учун bk даги qk ни <7* +  - ^ — билан алмаштириш

лозимлиги ( 1 ) дан куриниб турибди. Исталган муно
сиб касрни дисоблаш учун р^о*=1 , Qo^O* 
Qj = 1  белгилашлар киритиб куйидагиларни ёзамиз:

8 ,  = ,  £ 1  == ^Еь,
1  . < ? 1

б — п _l_ _L ЯчЯ\ 4- I ЯчЯ\ 4- 1 _  ЯчбУi+ g^o о ?  а
1 Яч Яч #2*1 4-0 ЯчЯ\ + Qo Qs

(яч + т  + d ?  о \ Яъ1Яз/__________ Йз(Уч<=>9̂  1 4- с^ о ) 4- с& \
f М  п  1 п  Я$(Я$&1 4“ Qo) 4* QiЯч + ~  Qi 4- Оо

Я з
Я Ж + Ф \
ЯъЯч 4* У1 Q3 

Математик индукция принципига асосан цуйидагини
еза оламиз:

g ^  ^ «>-2 2̂) 
k Qk Я/tQ ь-\ 4- (?л-2  £



Бу ерда

| <&k “* 4k^h-\  +  С^Л-2» v - ^  f
• I Qk  "  <7*Q*-1 +  Qa-2.

(2 ) богланиш муносиб касрни ^исоблаш учун хиз- 
мат циладиган рекуррент формуладир. Куйидаги с х е 
ма исталган d3Pk ва Qk сонларни ^исоблашга имкон 
беради:

Я\ <72 Л • • • Як •  • • Яп

Л С& 1= <#2 <2̂ 3 • • • <&k •. • S yn

Qa *0 о « 0 Q, — 1 Qa Qa Qk • . • Qn

1- M И СОЛ. 
ТОПИНГ.

(2 , 3, h  4, 2 ) га мос рационал СОННИ

2 3 1 4 2

d / к \ 2 ^ « 3 * 2  +  
+  1 = 7

<# 3 0  1-7+ 
4 -2  =  9

^ 4 = 4 . 9  + 
+  7=43

< # 5-2 -43+  
+ 9 =  95

Qk 0 1 Q i =  3*1 + 
-f- 0 =  3

Qr — 1*3 +  
+  1 = 4

0 4 =  4*4 +  
• +3 = i9

Q5 = 2*19 + 
+4 — 42

Д емак ,  берилган узлуксиз каср учун

8 = 1  8 =  L  ь ^ ' М  6 == — Ь = —
1 1 * 2 3 • 8 4 4 19’ 5 42е

Бундан (2, 3, 1, 4 ,  2 )=

Энди муносиб касрларнииг баъзи хоссаларини кур- 
сатиб утамиз.

1 °- Фараз килайлик, ^k «  S*kQb-\ — dffk-\Qk бул
син. (3 )  тенгликлардан фойдаланиб, Ал ни куйидагича 
ёзамиз:

&k W kQk- l  ~~ G^A-lQ* «= (^ (# ^-а +  6^ - 2) Qa-i —
i +■ Q/г—2 ) s=s

=? — (<S^_iQa_2 — G^A-^QA-l) =  —■

Дем.ак, — /дл_ 1»  яъни барча
Д/ лар бир хил абсолют цийматга эга.^Лекин,

А| — lQ0—Ql^ 0  — 1 . 1 «= — At са ( —I) 1
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булганидан *ар  кандай 1 <  k <  я  учун

Д ^ *  =  * Q a - i  -  Я ь^ к- 1 - ( -  1 ) V  Д * -  ( . - 1) * .  ( 4)
(4) формула (?*)«=» 1 эканини курсатади . Ха Кика-
тан, (<?у k; £?*) = <2 >  1 десак ,  (4) нинг ^нг тонони *ам  
d  га булиниши лозим эди. Лекин ( —1)* сони d  ^  1 га  
б^линмайди.

2". 8 (5) 

Дакикатан, bk — 8^
Qk Qk- 1

« .  ^ $ * - 1  ~  < # b - \ Q k  =

®k9k-1 Qifib- 1

Бундан

■ ( 6 )  
Э с л а т  м а. Хар кандай иррационал сонни дам у злуксиз  каср- 

ларга  ёйиш мумкин. Бирор а иррационал сон берилган булиб, [а] =

-в qx булсин. У долда а  сонни я *=* q{ -|- — куринишда ёзиш мум-
I ах

кин. Бу ер да  я 1 > 1  ва  иррационал сон булгани учун  [«j] = д 2 Д®й- 

миз.  Н атижада  a t «  q 2 -j- — булиб, а 2  иррационал сон. У долда
а2

1
<* ** Я\ 4 * ----------j—  булади. Бу жараённи а2, а3, . . *  иррационал

Я 2 + а2
сонларга нисбатан такрорлаб,

а  — f t  +

?з 4- •

4*
Яп 4* .

га  эга  буламиз. Ш ундай килиб. иррационал соннинг узлуксиз  
касрга  ёйилмаси чексиз кун б ул ак ка  эга  экан, деган хулосага  ке -  
лам из.

2 - м и с о л .  V28 ни узлуксиз касрга ёйинг.
]/28 =  5 4— , а > 1  булгани учун



д _  , 3 _  3 (/ 2 8  + 4) У 28 +  4 _ о  | 1 
/ 2 8  — 4 12 4. if ’1- - - i - - - - Z « ± i _ 3+ i .  г'

/ 2 8  -  4 3 v

v =  —J - ---- =  7/ 28 +  5, v s= 10 -j——, [x =  —^ ----- -=a*
/ 2 8 —5 f* 1^28 — 5

Бу ерда a каср такрорланади, яъни даврий каср ^осил 
•булди. Натижада куйидагига зга булдик:

У± 8 = 5  +
з  +

2 +
3 -f- 1

ю +

9-§ . Туб сонлар

1 - т а ъ р и ф.  Факат иккита турли натурал булув- 
чига эга булган натурал сон туб  сон  дейилади.

2 - т а ъ р и ф.  Натурал булувчилари сони иккитадан 
ортик булган .натурал сон мураккаб сон  дейилади.

Бу таърифларга кура 2, 3, 5, 7, 11, 1 3 , . . .  сонлар 
туб сонлар, 4, 6 , 8, 9, 10, 12, . . .  сонлар эса мураккаб 
сонлардир. 1 сони туб сон ^ам, мураккаб сон ^ам эмас. 
Чунки 1 сони туб ва мураккаб сонлар таърифларини 
цаноатлантирмайди. Туб ва мураккаб сонларнинг баъзи 
хоссаларини куйида караб чицамиз.

1°. a>  1 мураккаб соннинг 1 дан фаркли эиг кичик 
натурал булувчиси р  булса, у ^ояда р  туб сон булади.

Хакицатан, акс ^олда р бирор q ( \ < q < P )  булув- 
чига эга булиб, p/qAa/q^ a/q ва q < p  б улар эди. Бу 
эса р  нинг энг кичик булувчи эканига зиддир.

2°. Дар кандай натурал а  ва р  туб сони ё узаро 
туб, ёки а  сон р  га булинади, яъни (V#, Р(£^, р — 
туб coh)=*l( (a ; р ) =  1, \а/р).
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Ис б о т и .  р  туб соннинг натурал булувчилари 1 ва 
р дир. Шунинг учун (а\ р)=*р ёки 1. Агар (а, р) р  
булса 4 -§  даги 1-теоремага асосан alp. Агар (а , р)=> 1 
б^лса, а  ва р  лар ^заро туб.

3°. Агар ab купайтма бирор р туб сонга б^линса, 
у  *олда купайтувчилардан камида биттаси р  га були- 
нади, яъни

(Va, Ь£Л/) (abjp)  => (а/руЬ/р).
Дакикатан, агар а /p ,  яъни а  сон р  га булинмаса, 

у  золда 2- хоссага асосан (а; р) W 1 булади. У долда
5-§  даги теоремага асосан Ь/р.

Бу хоссани математик индукция принципидан фой- 
даланиб купайтувчиларнинг сони уч ёки ундан ортик 
булган купайтмага нисбатан ^ам куллаш мумкин. Бун- 
дан куйидаги натижа келиб чикади.

Н а т и ж а .  Агар купайтма р  га булициб, унинг бар- 
ча купайтувчилари туб сонлардан иборат булса, ку
пайтувчилардан бири р  га тенг булади.

10-§. Арифметиканинг асосий теоремаси

1 - т е о р е м а. Бирдан бошца ихтиёрий натурал 
с он  туб  сон ёки туб сонлар купайтмаси шаклида 
ё зилади , агар бу купайтмада купайтувчиларнинг 
урни эътиборга олинмаса , у  цолда  бу купайтма 
ягона булади .

Ис б о т и .  а>  1 булганда ушбу

а = рх •р2 • • 'Рп (Pi—туб сон, i= 1 ,п\ я >  1 ) ( 1 )

купайтманинг мавжудлиги ва ягоналигини курсатайлик.
Ихтиёрий натурал сонни (1) куринишда ёзиш бу 

сонни т уб  сонлар купайтмасига ёйиш  дейилади.
Маълумки, ^ар кандай натурал соннинг 1 дан фарк- 

ли энг кичик натурал булувчиси туб сон булади (9-§,
1- хосса). Демак,

а ^ р ^ а у (2)
тенглик уринли. Агар (2) да а х туб сон булса, у  дол
да теорема исбот булади Агар а х мураккаб сон бул
са, унинг рч туб булувчиси булиб, у  долда а х̂ р 2*а̂  
булади. Буйдан а =рх * р2 • а7 тенглик досил булади. 
Агар а2 туб сон булса, у  долда теорема исбот булади.
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Агар а 2 мураккаб сон булса, б у  жараённи а п =**1 
булган долгача дав  ом эттирамиз, яъни куйидаги тенг- 
ликларни досйл циламиз:

a = * p r a it 
а х= р 2' а 29 
а 2 ■» р3-аЯ9

' an- i = p nran " Л ■ v

Бу тенгликларни цадлаб купайтирсак, а = » / v / v  • *рп 
(1) ёйилма досил булади Энди (1) ёйилманинг ягона- 
лигини исбот цилайлик. Фараз килайлик а  сон (1) дан 
бошца '

a = q , - q r - -q s (3)
ёйилма» а дам эга булсин. ( 1 ) ва (3) ларнинг чап то- 
монларининг тенглигидан

Рх'Рч' * 'Рп *  Ял'Яъ' • 'Qs (4)
тенгликни досйл циламиз. (4) нинг чап томонидаги дар
бир pi (/ =  l,/i) туб  сон, унинг унг томонини булади.
Лекин барча q , i j= z\ fs) лар дам туб сондир.

9 - §  даги натижага асосан q} ларнинг бири бирорта р г 
га ва аксинча p k ларнинг бири бирорта qt га тенг б у 
лади. Д ем ак ,  (1) ва (4) ёйилмаларнинг дар бири тенг 
сондаги туб купайтувчилардан тузилган. .

Улардаги бирор туб сон ёйилманинг маълум томо
нида иккинчи томондагига нисбатан купрок катнашсин 
десак ,  у  долда (4) ёйилманинг иккала томонини р  га 
бир иеча марта цисцартириб, унинг бир томонида р  
м авж уд ,  иккинчи томонида э с а /? кятнашмаган долга 
келамиз. Бунинг булиши мумкин эмас. Демак , (1) 
ёйилма ягона экан.

( 1 ) ёйилма да  баъзи бир купайтувчилар узаро тенг 
булиши дам мумкин. Фараз цйлайлик, (1) да  р х туб 
сон а, марта, р 2 туб  сон а2 марта ва д. к. pk туб  сон 
ak марта цатнашсин, У долда (1) ёйилма

(5 )
куринишда булади. (5) куриниш а  сонининг кан они к  
ё й илм а си  дейилади.
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П  §• Туб сонлар туплами

Т е о р е м а .  Туб с о н л а р  туплами  я е к с а з д и р „ 
Куйида бу теореманинг икки хил исботини берамиз. 
1 Теореманинг Евклид исботини келтирайлик. Фа

раз килайлик туб сонлар сони чекли булиб, улар усиш 
тартибида жойлашган р и Р ч ^ - ^ Р п  куринишдаги туб 
сонлардан иборат булсин.

- _ Q n ^ P r P r ' - P n  + 1

сомни оламиз. Бу соннинг энг кичик булувчисини р т 
десак ,  у албагта туб  сон булади (туб сонларнинг 1- 
хоссаси) ва v p t ларнинг биронтасига дам тенг бул-
майди. р т сон pi  §f =  1 л )  туб сонларнинг бирортас ига- 
дам тенг була олмайди, акс долда Qn ва /V /V  ‘/V 
ларнинг р т га булинишидан 1 нинг ^ам р т га булини- 
ши келиб чицар эди. Бу эса мумкин эмас. Демак ,  фа- 
разимиз нотугри экан.

Qn тУб с он булса, У долда Qn>  p t ( =  \л)  ва ян- 
ги туб сон досил булади. Бу долда дам фаразимиз йо
ту  гр и „ Д емак ,  туб сонларнинг сони чексиз, яъни туб 
сонлар туп ./га ми чексиздир.

Евклиддан сунг  туб  сонлар назариясини ривож- 
лангиришда энг катта муваффациятларни кулга  ки- 
ритган математик Эйлердир. Эйлер математик анализ- 
ёрдамида туб соклар сони чексиз куп эканини курсат- 
ди. Шундан сунг сонлар назариясида янги сода—ана
литик сонлар назарияси юза!а келди.

2. Теореманинг Эйлер исботини келтирайлик. Ч ек 
сиз камаювчи геометрик прогрессия ^адлари йигинди 
сини топиш формуласига асосан ихтиёрий р  туб сон' 
учун куйидаги тенгликни ёза оламиз:

— Ц -  =  1 +  - + - а + . . .  ( о
1 Р Р 2

Р
Теоремани. тескаридан исбог килайлик. Туб сонлар со 
ни чекли булиб, улар р ъ V. булсин.  Х|ар бир p t
(4= \%k) учун ( 1 ) каби куйидаги к^горни ёзиб оламиз:

' — 1 + 1  +  - , + , . .  ( / = й ) .  ( 2)
1 - - 1  *  Щ.

Pi

( 2) нинг у иг томони яцинлашувчи к.атордан иборат ва
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чекли сондаги якинлашувчи каторларни дадлаб купай* 
тириш мумкин. Математик анализдан маълумки, ку- 
пайтиришдан досил булган катор ( юкоридаги тасдик- 
ларда) яна якинлашувчи булади. Натижада куйидаги 
тенглик досил булади:

Бу ерда йигинди манфиймас a t, а.>,. . . , ak ларнинг м ум 
кин булган барча комбинациялари буйича тузилади.
(3) нинг у нг томонидаги махраж мураккаб сэннинг 
каноник куринищидан иборат булиб, р и P i , . . . , P k  лар 
эса уйинг туб булувчиларидир. Фаразимиз буйича Щ 
лардан бошка туб сон йук. Демак, (3) нинг унг томо
нидаги махраж умуман барча натурал сонларни ифо- 
далайди. Хосил булган якинлашувчи катор дадларини 
махражнинг усипш тартибида жойлаштириб (булар бар-
часи мусбат булгани учун шундай кила оламиз), 

0 0

-- каби гармоник каторга эга буламиз:
т=  I

0 0  k 

S b n v Vm=i i—1 I ------
Pi

(4) га асосан, гармоник катор якинлашувчи булиб,
k

унинг йигиндиси чекли J~ J -----—— сонга тенг. Лекин

t=*L Pi
математик анализдан маълумки гармоник катор узок- 
лашувчи эди. Биз карама-каршиликка учрадик Бу эса 
туб сонлар сони чекли деган фаразимизнинг нотурри 
эканини курсатади.

12- §. Эратосфен галвири

Туб сонлар тупламининг чексизлигини, биз юкори- 
да курсатганимиздек, Эйлер ва Евклид исбот килган. 
Агар берилган а  сон етарлича катта булса, унинг туб 
ёки мураккаб эканини аниклаш мудим масалалардан 
биридир. Бу масалани дал эгишда куйидаги георема- 
нинг модияти катта.
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Т е о р е м а. а  натурал соннинг эн г  кичик т у б  б у 
лувчиси Y а дан  катта эмас.

И с б о т и .  Фараз цилайлик р х туб сон а  нинг энг 
кичик булувчиси булсин. У долда а*=рА»ах булиб,
а х>Р\ булади. Бундан а = р АаС^р\ ёки р х <  Vа.

Бу теорема п  дан катта булмаган туб сонларнинг 
жадвалини тузишга имкон беради. Бу усулни бириичи 
булиб грек математиги ва астрономи Эратосфен (эра- 
мизгача 276—193 йиллар) курсатган. Бу усул цуйида- 
гичадир: п гача булган барча натурал сонлар ёзиб бо- 
рилади. Бу цагорда туб сонлар таърифини цаноатлан- 
тирувчи биринчи сон, яъни 2 ажрагиб олинади. Сунгра 
бу катордаги 2 дан бошка 2 га булинадиган сонлар учи- 
рилади. 2 дан. бодща биринчи учмаган сон 3 дир. Ке- 
йин 3 ни колдириб, 3 га булинадиган сонларни учира- 
миз. 3 туб сон. Бу икки жараёндан сунг учмай колган 
биринчи сон (2 ва 3 дан таищари) 5 дир. 5 ни колди- 
риб, 5 га булинадиган сонларни учирамиз. 5 туб сон.
Бу жараённи п  лан катта булмаган р  туб сонгача 
давом эттириб р  га булинадиган сонларни учирамиз. 
Натижада учирилмай долган сонлар п дан катта бул
маган туб сонлар булади. Бундай усул билан танлаб 
олинган туб сонлар жадвали „Эратосфен галвири* но- 
ми билан маълумдир. Рз  усулини Эратосфен дастлаб 
Куйидагича ишлатган.

У п  гача булган/барча сонларни мум билан коплан- 
ган тахтачага ё.зиб чикдан. Натижада тахтача галвирга 
ухшаб колган. Тахтачадаги тешилмай долган уринлар- 
даги сонлар туб срнлардир. Эратосфен уз  усули билан 
минггача булган туб сонлар жадвалини тузган. Дозир- 
ги вактда электрон дисоблаш машиналари ёрдамида 
исталган сонгача булган туб сонлар жадвалини тузиш 
мумкин.

М и с о л .  2 дан 100 гача бу'лган натурал сонлар ора- 
сидаги туб сонлар жадвзлини тузинг.

Бунинг учун 2 дан 100 гача булган сонларни кет* 
ма*кет ёзиб чицамиз.
2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 165 17/ 18, 
19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 
49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 
64, 65, 6 6 , 67, 68 , 69, 70, 71, 72, 73,. 74, 75, 76, 77, 78, 
79, 80, 8 1 , 82, 83, 84 ,  85, 86 , 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 
94, 95, 96, 97, 98, 99, 100.



Дастлаб 2 сонини олиб, кетма-кетликдаги 2 дан 
бошка барча жуфт сонларни учирамиз, У долда куйи* 
даги кетма-кетлик досил булади:
2, 3, 5, 7, 9, И , 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 
33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61, 
63, 65, 67, 69, 71, 73, 75, 77, 79, 81, 83, 85, 87, 89, 91, 
93, 95, 97, 99.

Энди мазкур кетма-кетликдан 3 нинг узидан бошка 
унга булинадиган сонларни учирамиз. Натижада, ушбу
2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 1/, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 
43, 47, 49, 53, 55, 59, 61, 65, 67, 71, 73, 77, 79, 83, 85, 
89, 91, 95, 97
кетма-кетликка зга буламиз. Юкоридаги мулодазалар- 
ни 5 га нисбатан б аж ар сак ,в
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 
53, 59, 61, 67, 71, 73, 77, 79, 83, 89, 91, 97
кетма-кетлик келиб чикади. Ва нидояг сунгги кетма- 
кетликда 7 нинг узидан бошка унга булинадиган сон
ларни учирсак, .
2, 3, 5; 7, И, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 91, 97
кетма-кетликни досил киламиз. Бу кегма-кетликиинг 
барча элемецтлари туб сондардан иборат экани уз- 
узидан маълум. Демак, 100 гача булган натурал сои- 
лар орасида 26 та туб сон бор экан.

13- §. Сонли функциялар. Натурал сон 
натурал булувчилари сони ва йигиндиси

1 - т а ъ р и ф .  Аникланиш содаси ё кийматлар сода- 
си, ёки дар иккаласи дам бутун сонлар туплами бул
ган функция с онли  функция  дейилади.

1. Берилган а натурал соннинг натурал булувчила- 
рй сонини т(я) оркали белгилайлик Маълумки, (10-§ ,
(5)) дар кандай п >  1 натурал сонни

t i=pTpl%- - - p l k ( 1 )
шаклда ёзиш мумкин эди. ( 1 ) шаклдаги соннинг барча 
натурал булувчилари

■ ' d=p\'pl ' - - -P*k (2)
куринишга эга булади, бу ерда 
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О < Р, <  а , 0 <  <  ог2.......... о <  Рл < и*. ■ (3)
п соннинг барча булувчиларини топиш учун (2) д а 

ги % ларнинг мумкин булган барча цййматларини ка- 
раб чикиш керак. >̂ ар бир (3£, (3) га асосан, а£+  1 та 
киймат цабул килади

Р, ларнинг дар хил цийматларига мос келувчи кий- 
матлар сони (at '+  1)(«2 +  1) • • • (a* +  1) га тенг. Демак, 
т(л) = (а, -(- 1 (а 2+  1 ) • • • (ak +  1 >.

1* м и с о л .  гг ==*504 нинг натурал булувчилари сони
ни топинг.

504 «=* 23 • З2 • 7 булгани учун х^5Э4) = т (2 3 • З2 • 7) =» 
* = ( 3 + 1 ) ( 2 + 1 )  14- 1) ,  t(504) =  24 эканини топамиз.

2 . Биз о-лдинги баняда п сонииинг барча натура л 
булувчилари сонини ифодаловчи функцияни топдик.

\ Энди шу натурал булувчиларнинг йигинди'и кайси 
формула оркали берилишини текширамиз.

п  сонининг барча натурал булувчиларининг йигин-
дисини о[п) ёки J j d  оркали белгилайлик.

• ia
^уйидаги купайтмани карайлик:

(1 +  р х +  р\ +  |м +  p i 1) ‘ ( I +  Рч +  p i  +  •••-}- р/] • • •

• • *(1 + Pk ^rpk +  • • • +  /?£*)= • *plk- (4)
0i> Рам» ‘Р£

Бу ерда дар бир §* 1Д) бир-бирига богликсиз ра- 
вишла 0 дан а, гача кийматларни ьабул килади. Гео
метрик прогрессия дадлари йигиндисини топиш форму- 
ласидан фойдаланиб (4) йигиндисини куйидагича ёза
миз:

V  I  О. Ш  И В  Р 2 + 1 - 1  . P> +1- 1 ШУ  Ж Щ Щ Ж  = --------— • —------ ------------------- —.(5)
й, *  р 1  Ps P k '
Иккинчи томондан (5) нинг чап юмонидаги ^ар бир 
Ш =  0 <р(< аг) п  соннинг булувчисидир. п сон
нинг *ар бир булувчиси />?'•/#•••/>* куринишда бу
лади. Демак, (5) тенглик п сонининг натурал булувчи
лари йигиндисини ифодаловчи формула экан, яъни

Л®» + 1  _ 1  fla2 + l _ 1/ a, a., a u\ P
0(П) =  3 ( Р / - Р 2 ' - - - Р к к ) =  ------- — ------ --------------—Pi — 1 p 2 — 1

p > + - i
• • * ----------------•

Pk -  1
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2- м и с о л .  504 нинг барча натурал булувчилари 
йигиндисини топинг.

9З-Н 1 п2-И —. 1 7I+I_1
о(504) =  с(23 * З2 • 7) =  —— — гД г— ----- - /  -  1560,

2 - 1

а(504)
3 — 1 

1560.
7 — 1

14-§ Туб сонларнинг тацсимот цонуни

Биз 11» § да туб сонлар сонининг чексиз куп эка
нини курсатиб утган эдйк. Лекин туб сонларнинг на
турал сонлар катор и да кандай жойланишини урганищ 
мудим масалалардан биридир. Маълумки, (12- § га ка- 
ранг) 1 дан 100 гача натурал сонлар орасида 26 та 
туб сон бор. 101 дан 200 гача натурал сонлар ораси- 
даги туб сонлар сони 21 та эканига бевосита текши* 
риш йули билан ишонч досил килиш мумкин.• ^уй^да
ги жадвални тузамиз:

...Дан ...гача туб сонлар сони

Г 100 26
101 200 21
201 300 16
301
4Ш

400
505

16
17

501 600 14
601 7С0 16
701 ш 14
801 900 15
901 1000 14
1601 20U0 • 168.
2001 3000 127
3001 4С00 120
4001 5000 . 119

■ 50) t 6000 114 $
6001 70 0 117
7001 8000 107
8001 9000 ПО
9001 100J0 112

Бу жпдвалга асосан туб сонлар турли 10) ликлар ора
сида турлича жойлашган. Иккита натурал сон орасида 
жойлашган туб сонлар сонини бирор аналитик усулда 
ифодалаш, яъни уларнинг сонини ифодаловчи форму- 
лани топиш масаласи билан жуда куп математиклар 
шурулланган. Улар орасида биринчи булиб Гаусс им-
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перик (тажриба) усулида берилган х сонидан катта 
булмаган туб  сонлар сони

Г —5— dx  J  i n *
2

функция ёрдамида аникланишини курсатиб берди. Биз 
бу масалага кейинрок алодида тухталамиз. Хозир эса 
сонлар назариясининг ривожланиши учун мудим ада- 
миятга эга булган баъзи масалалар устида тухталиб
уТМ О КЧИМ ИЗ. i •:

1. К а м и д а  б и т т а  т у б с о н н и  у  3 и ч и г а  
о л у в ч и  и н т е р в а л н и  а н и ^ л а ш .  1845 йилда 
француз математиги Бертран Жозеф Луи (1822—1900) 
(2а> 7)  булганда а  в а 2 а —2сонлар орасида камида бит
та туб сон ётади деган фикрни айтган. Бу тасдикни 
1852 йилда П. Л. Чебишев исбот килди. Дебов эса п? 
ва </г+1)2 сонлар орасида камида иккита туб сон мав
ж уд  деган фикрни айтган.

2 . Э г и з а к  т у б  с о н л а р .  Натурал сонлар като- 
рида шундай р  ва р  +  2 сонлар топиладики, уларнинг 
иккаласи дам туб сон булади. Бундай сонлар одатда 
э ги зак  т у б  с онлар  деб юритилади.

Масалан, Щ 13; 17, 19; 29, 31; 41, 43; 59, 61. Бун
дай эгизак туб сони чексиз куп деган фикр мавжуд, 
лекин бу фикр дозиргача исбот этилмаган.

3. Г о л ь д б а х  п р о б л е м а с и .  Христиан Гольдбах 
(1690—1764) бутун математик даётини Россияда утказ* 
ган олим, Петербург Фанлар Академиясининг аъзоси. 
У 1742 йилда Эйлерга ёзган хатида куйидаги тасдикни 
келтирган эди: 6 дан кичик булмаган дар кандай на
турал сонни  учта туб сон йигиндиси шаклида ифода- 
лаш мумкин. *Бу проблемани дал этиш учун матема- 
тиклар карийб 200 йил уриндилар. Уни 1937 йилда рус 
математиги академик Иван Матвеевич Виноградов дал 
килди, яъни шундай р0 ток сон мавжудки ундан кат
та булган дар кандай ток сон учта туб сон йигинди- 
сидац иборат булади.

4. Т у б  с о н л а р д а н  и б о р а т  к и й м а т л а р н и  
К а б у л  к и л у в ч и  с о н л и  ф у н к ц и я л а р .  Сонлар 
назарияси билан шугулланган деярли дар бир матема
тик x^N  булганда киймаглари факатгина туб сондан 
иборат булган f (x)  функцияни излаш билан шугуллан- 
ган. Леонард Эйлер (1707—1783) Петербург Академия-
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еининг академиги (Швейцариялик) л£{1 ,  2,,..,15| бул
ганда f(x) =*х2 4- х  4- 17, х£ .(0 ,  1, 2 , . . . , 4 0 }  булса, 
f (x)  =  хг — х 4- 41 функцияларнинг сонли цийматлари 
факатгина туб сонлардан иборат эканини курсатди. 
Бундай xoccara x£[Q:9 1, 2 , . . ,  , 28) булганда 2л:2 4 - 29; 
х£{0, I, 2 , . . . , 3 9 )  булганда х2 + х + 4\ в ал :£ {0 ,  1, 
2 , . . .  1 79} булганда хг — 79л; 4-1601 каби функциялар 
дам эга булади. Бундай функцияларни куплаб тузиш 
мумкин. Лекин, умуман рлганда, биринчи булиб X. Г о 
л ь д б а х  томонидан айтилган куйидаги мулодаза урин- 
ли (исботсиз келтирамиз).

Т е о р е м а .  Агар х £ А/ булса ,  барча цийматлари  
фацатгина т у б  сонлардан иборат булган  бирорта  
%ам f(x) функция  мавжуд  эмас.

5. М у к а м м а л  с о н л а р .
1 - т . а ъриф.  п  натурал соннинг узидан бошка нату

рал булувчилари унинг хос булувчилари  дейилади.
.п  учун хос булувчиларнинг йигиндиси о(п) — п  га 

тенглиги уз-узидан равшан.
2 - т а ъ р и ф .  Агар а  ва Ь натурал сонлар учун а 

нинг хос булувчилари йигиндиси Ь га ва Ь нинг хос 
булувчилари йигиндиси а га тенг булса, бундай сон
лар ду ст  с онлар  дейилади.

Таърифга асосан, куйидагиларии ёза оламиз:
((о(а) — а*=*Ь) д  (о(й) — b =» а))=> (а(а) =* о(/;) e f l  +  4),

1-м и со  л. 220 ва 284 сонлар дуст сонлардир.
3 - т а ъ р и ф .  Агар п  натурал соннииг хос булувчи

лари йигиндиси п соннинг узига тенг булса, п мукам
мал сон  дейилади.

Бу таърифни кискача куйидагича ёзиш дам мумкин:

( я £ А )  ( а  ( п )  — л ) Д ( с ( л ) «  2 я )

рост булса, п  мукаммал сон дейилади.
2- м и с о д .  6 = 1 +24-3, 28 = 1 4 “ 2 4 ' 4 4 - 7  4~ 14 бул

гани учун 6 ва 28 сонлар мукаммал сонлардир.
Электрон дисоблаш машиналари ёрдамида дозирги 

кунда бир цанча мукаммал сонлар топилган.

15-§. Туб сонлар тацсимотининг 
асимптотик цонуни

14- § да биз туб сонларнинг турли юзликдаги тур- 
лича таксимотини куриб утган эдик. Туб сонлар нату-
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рал сонларнинг у ёки бу оралигида кандай жойлани- 
шини текширищ билан жуда куп математиклар шу- 
рулланган. Бу масалани янада аникрок баён этамиз.

х дан ортик булмаган туб сонлар сонини ор- 
Кали белгилайлик. XIX аср математиклари функ-
циянинг деч булмаганда такрибий аналитик куриниши- 
ни топиш учун ж уда  катта , иш килишган. Улар агар 
тс, к) нинг аник куринишини топиш мумкин булмаса, ' у  
долда унга х  нинг барча кийматларида ж уда  якин бул
ган f ix )  функцияни топиш масаласини дал килишга 
урийишган. Бунинг учун f (x )  функцияни шундай таи
ла ш лозим эдики, ic(*) ва }(х) ларнинг нисбати, яъни

нисбат х нинг етарлича катта кийматларида 1 га
а р
интилищи талаб килинган, яъни

l i m—  => 1 (IIХ+ оо f{X)
уринли бутшти лозим эди. ( 1 ) тенгликни каноатланти- 
рувчи функциялар одатда асимптотик эквивалент  
функциялар  деб юритилади ва у кискача тс(л;)~/(л:) 
куринишда белгиланади.

Лимитнинг таърифига асосан (1) ни тс(д:) =  f (x)  -Ь 
+  R(x) каби ёзиш мумкин. Бу ерда R(x) функция 
х-+оо да f(x\ га нисбатан чексиз. кичик микдордир,

и R(x) ~  ̂яъни ш п —— =  0 уринли.Х-*~ оо t (X)
1808 йилда француз математики Андриен Мари Ле~ 

жандр (1752—1833) туб сонлар жадвалини текшириб, 
те(^),нинг- такрибий империк формуласини топди. Унинг 
фикрича х  нинг етарлича катта кийматларида гс(я)
функция такрибан ------  га тенг экан, бу ерда р==

1ПАГ—гр
— 1,08366. ^згармас сон. Шу даврнинг узида немис ма~X
тематиги Гаусс к(х) учун Г d t  функцияни олиш

J in t■г
мумкии деб айтди. Бу интегрални элементар функция
лар оркали ифодалаб булмайди. Шунинг учун интег 
рал  ли логарифм  деб аталувчи куйидаги интеграл би
лам алмаштирилади:

Li х
1-И)'
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1 -— dt  ва Li x нинг фарци Li 2 « 1 ,0 4 .  Лопитал цо-
t J ^ *
2

идасидан фойдаланиб цуйидагиларга эга буламиз:

lim (  Г — 8— ^ =  l i mf — : - -  ~ М  —
Х-*-оо ^  J  In t  In X J  x + 0t> \ l n *  In? JC J

I n *  1 «= l i m --------------  1 .
X-*-oo In X  — 1

Демак, Лежандр ва Гауссларнинг ic(*) учун топган 
функциялари бир хил \

Иш ^ 1  =  1 , п ш  -  -■W  — 1
Х -ю о X  ДГ-+- оо °°—  f  at

X

2

«саби асимптотик бадога эга. Бошкача килиб айтганда
л *

/ \ х , ч ' С dt
1ллг J  In t

2

Бу формулалар туб сонларнинг асимптотик цону -  
ни  деб аталувчи цонун буйича тацсимотини курсатади. 
Лекин Лежандр ва Гаусслар бу конуннинг дацикатан 
Уринли эканини назарий томондан асослаб бера олма- 
дилар.

16-§. Чебишев тенгсизлиги

Туб сонларнинг тацсимотини назарий томондан тек- 
ширган математиклардан бири рус математиги П. Л. Че- 
бишевдир. У бу масалада катта муваффациятларга эриш- 
ди. Туб сонларнинг таксимоти дацидаги натижаларни 
П. Л. Чебишев узининг 1849 йилда ёзилган „Берилган 
сондан катта булмаган туб сонларнинг сонини топиш** 
ва 1852 йилда ёзилган „Туб сонлар дакида“ деган асарла- 
рида баён этди. Биз бу ерда П. Л Чебишевнинг „Тубсон
лар дацида" деган асарининг баъзи бир натижаларини 
эслатиб утмокчимиз. Юцорида биз Бертран масаласи 
т)грисида тухталиб утган эдик. Бу масалани Бертран- 
нинг узи ва ундан кейинги математикларнинг деч бири 
дал эта ол.мади. П. Л. Чебишев 1852 йилда эълон цил-
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inn ш прп/ia г» у масалани ту л а очди. Бундан ташкари
II Л. Чебишев шу асарида к(х) ва бошка сонли функ- 
пмя./шрпипг хоссаларини текшириш учун кучли эле- 
мгип!|> методларни курсатиб берди. У х нинг етарли- 
чп катта кийматларида ъ(х) ни бадолаш учун цуйида-
III гепгсизликлар уринли эканини исбот килди:

0,92129 < ^ - < 1 , 1 0 5 5 5
X , .

1 пл:
||<И '■ ■*| ' ■- *

0,92129 —  <  (̂лг) <  1,10555 —
In* In**

Лаабиётларда бу тенгсизликлар Чебишев тенгсиз- 
Лимарн деб юритилади. Юкоридаси тенгсизликларнииг 
ИСОотиии келтириб утирмасдан, унинг геомет^ик тал- 
Кинини баён этамиз.

1)у тенгсизликларга асосан, х етарлича катта кий-
Xмигни кабул килса, ъ(х ) : —  функциянинг графиги

In*
■*0,92129 ва у 2 в  1,10555 параллел тугри чизиклар ора
сида ёгади.

II. Л. Чебишевнинг туб сонлар таксимоти тугриси-
даги ишлари унинг замондошларига катта таъсир кил-
ди. II. Л. Чебишевнинг кулга киритган муваффакият-
лари *акида сузлаб инглиз математиги Сильвестр
(1814 — 1894) 1881 йилда куйидаги фикрни билдирган
эди: „Сонлар назарияси содасида янада янги ютуклар-
га ^ришиш учун, акл-заковати буйича Чебишев олдий
одамлардан кандай юкори турган б^лса, Чебишевдан
шундай даражада юкори турадиган одам тугилишини
кутиш мумкин". Буюк немис математиги Ландау (18/7

1938) узининг туб сонлар таксимотига багишлаган
бир асарида Чебишев тугригида шундай деб ёзади:
„Г.иклиддан сунг „Туб сонлар масалалари“ни дал этиш
учун тугри йул танланган ва мудим муваффакиятлар-
iiii кулга киритган олим бу Чебишевдир*4.

II. Л. Чебишевнинг ютуклари туб сонлар таксимо-
тииинг асимптотик конунини исбоглаш учун, яъни
it ге(* )  u •IIin —  нинг мавжудлигини курсатиш учун етарли

* ♦ 0 0  * ; " . . .  t  ■ . ' ! ; * \Л
In х ' ;

•маг эли. Лекин у  шу масалани дал килишга уринган: 
шар лимит мавжуд булса, у  1 га тенг булишици исбот
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Килди. Неиис математиги Риман 1859 йилда бу маса-
0 0

'лани дал этишда комплекс аргументли S(s)«  S -  функ
И=» i

циядан фойдаланиш мумкинлигини айтди. Риман Узи* 
нинг бир канча асарида S(s) функцияиинг ажойиб хос- 
саларини курсатиб берган булса-да, у  узининг бу ме- 
тоди буйича туб сонларнинг таксимотига оид бирорта 
дам арифметик натижани кулга киритмаган. 1896 йил
да француз математиги Ж. А. Адамар ва бельгиялик 
математик Валле-Пуссенлар бир-бирига боРЛВД булмаган
долда нинг лимита мавжудлигини курсатишди.

х
\пх ::'i

Улар, уз ишларида Риман методидан фойдаланишиб, 
шундай натижага эришдилар.

Туб сонлар тацсимотининг элеэдентар (комплекс 
функциялар назариясидан фойдаланмасдан) исботини 
1949 йилда даниялик математик А. Сельберг ва вен- 
гриялик математик Эрдешлар курсатди. З^озирги куйда 
бу конуннинг энг содда дисобланган усули рус мате- 
матиклари А. Г. Постников ва Н. П. Романовларнинг 
§<алацларига мансубдир.

17-§. Санок системалари

Урта мактаб математикасидаги барча дисоблйшлар 
унлик санок системаси асосида ургатилади. Умуман 
олганда унлик санок системасининг яратилиши матема
тика фанининг ривожи у^ун катта адамиятга эга бул- 
ди. Кишилик тарихида унлик санок системасидан таш- 
кари 12 лик, 60 лик, 7 лик, 5 лик, ,2  лик ва доказо 
санок системалари бор. Бу санок системаларининг дам- 
маси битта умумий принцип асосида курилади, яъни 
Куйидаги теорема уринли:

Т е о р е м а ,  т сони 1 дан катти натурал с он  б у 
либ, М «  {0 , 1 , 2 , 1 } туплам б ерилган  б ул 
с и н . У ц олда  %ар кандай а  натурал с о н  учун  уш б у

а  =  а0 +  а {т  +  щгп? + . . .  +  агтг =
=  а 0т° +  CLxmx 4 - •.  • 4 - urmr (at £ М) ( 1 )

ёйилма мавоюуд ва у  я гонадир
И с б о т и .  Аввало (1) ёйилманинг мавжудлигини 

курсатамиз, Исботни а  нинг индукцияси асосида олиб



(и I)mi ми », I * a < m  булганда a  (- 111 б^либ, a=am°  тенг- 
nw\ r.it.i иалийтгаи тенглик булади. Фараз килайлик (1) 
ЙОилмя а  дан кичик булган барча натурал сонлар учун 
Vpnнлп булсин. Унда колди^ли булиш теоремасига 
ЯСОбйИ

а  =  mq +  а0 (а0£ М) (2)
Мйнжуд б^либ, q < а  булади. Фаразимизга асосан (1) 

ми -Ir'i.i а  дли кичик барча натурал сонлар учун мав
жуд,  До мак,

q а { +  а 2т +  • • • +  агтг~' (3)

и и ммм дам мавжуд. (3) ни (2) га куямиз, У ^олда

а  =  т(аА +  а2т  +  • • • +  а гшг~х) +  а0 =
=  а 0 4т а хт  +  *• • • + а гтг . ■ - •

Демпк, (1) ёйилма а  сон учун хам уринли экан. Ма* 
тгм.мнк индукция принципига асосан, ( 1 ) ёйилма ^ар 
щамдай натурал сон учун ^ам мавжуд булади.

1 - т а ъ р и ф .  а  натурал соннинг ( 1 ) куриниши у ни 
т ни иг дараэюалари б у й и ш  ёйииг дейилади.

Эмди ( 1 ) ёйилманинг ягоналигини исбот ^илайлик. 
Пупппг учун индукция принципидан фойдаланамиз. 
а < т  учун ( 1 ) ёйилма уринли, чунки а< т  шартда а  
сои М тупламнинг факат битта элементига тенгдир. 
Фараз килайлик, а  соннинг узи учун (1) каби ёйилма- 
дан бошка яна битта куйидаги ёйилма мавжуд булсин'

а  *= а'от°+ щ т  +  #2 я*2 +  • • • +  а г,гпГх =»
~а'о ^  т{а[-\-а[пь ••• +  а Гутг “ М*

Бу тенгликни
а^=ао +  Щ\ (4 )

шаклда ёзиб оламиз. Колдивди булишнинг ягоналиги
га асосан, (2)ва (4) дан куйидагиларни ёза оламиз:

а 0 ао, (q =  Я\) +  • • • +  а гтТюХ —
=  CL\ -j- а^ш -|- • • • -f* йг Щ * •

Ленин q<a  ва qx< a  булганидан индукция принципига 
асосан, г, « г ,  ва (/ =  1,г). Демак, (1) ёйилма-
нп иккита булсии деб цилган фаразимиз. нотугри, яъ
ни ( 1 ) ёйилма ягона.
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Бу теореманинг мо^ияти шундаки, унинг биринчи 
кисми ( 1) ёйилма коэффициентларини ^исоблашнинг 
рекуррент богланишини беради. ( 1 ) ёйилманьнг ягона- 
лиги эса, ихтиёрий натурал сонни т лик санок систе- 
масида ёйиш учун асос булади. т лик санок система- 
сида ёзилган сон кискача ( а ^ г - г  • •а4аь}т каби белги
ланади. Бу ёзувда ^ар бир ракам узининг тутган ур- 
ни билан характерланади. Масалан, 222 да 2 дан учта 
учрайди. Лекин улардан энг унг томонда жойлашгаий
2 та бирликни, унгдан иккинчиси иккита унликни, 
яъни йигирмани, учинчиси эса иккита юзликни билдира- 
ди (бу ерда унлик санок системаси кузла тутиляпти). 
Агар биз т  лик система билан иш курганимизда эди 
юкоридаги учта иккилар мос равишда унгдан 2 , 2т, 
Ут* ни билдирар эди.

2- т а ъ р и ф .  бирор т  асосга нисбатан курилган са
нок системаси позицион  саноц  си стемаси  дейилади.

Позицион булмаган санок системалари зам бор. Ма
салан, рим ракамлари билан иш куриладиган система 
позицион булмаган санок системасидир.

Хозирги вактда электрон ^исоблаш машиналари 
асосан иккилик санок системаси асосида ишлайди. т = 1  
булганда М = j ), 1 } булгани учун бу санок система- 
сида ^ар кандай сон факатгина иккита 0 ва 1 ракамла
ри* ёрдамида ёзилади. Масалан, 119 сонини олсак, 
унинг /га =  2 нинг даражалари буйича ёйилмаси, 119 =  
■= 1 • 2° +  1 • 2 +  1 *22 +  0 • 23 +  1 • 2 4 Н- 1 • 25 +  1 . 26 булиб, 
бу соннинг куриниши ( 1 1 1 0 1 1 1  )2 каби булади.

3 - т а ъ р и ф .  Бирор т  асосли санок системаси буйи
ча ёзилган сон си стематик с о н  дейилади.

18-§. Систематик сонлар устида амаллар

Систематик сонлар устида баъзи бир амалларни ба- 
жаришдан олдин, уларни куйидагича ёзиб оламиз:
а <*=*а0т° +  а хт> +  * • • +  агтг  +  0*тг+х +  0 • тг+2+

со
’= '2 i a r m r . ( 1 )

В
Демак, бирор />г номердан бошлаб барча a t лар нол- 
га тенг экан. Шундан сунг исталган натурал сонни 
бир канча куринишда ёзиш мумкин. Масалан, 111 =  
=  0 1 1 1 = 0 0 1 1 1  =  . . .  сонларнинг барчаси иккилик санок 
системасида узаро тенгдир.
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/МАИ tn лик санок системасида берилган иккита 
• опии кV»1 ппи амали устида тухтаб утамиз.

00 ' I. ■ ,

а  = 2  a imi9 0 <  а { < т %
t=о

1=0
в^лгпндл с***а\Ь ни т  лик санок системасида кандай 
куринпшда ёзиш мумкинлиги билан шугулланамиз.

п шшт а0 +  а }т +  а2т 2 +  • • • +  а гтТ +  • • • . (3)
Ь вв== Л~ -f- • .* • -J- b r m r • ° *~ (4)

oy /наии учун
с  ■» а0 +-^о"Ь(а хЛтЬ^)т +  (а2 +  Ь2)тг +  • • • +  (щ +  bj)№i* +

+  ( # ж  + \)т + +  f-i-v-tB (аг Н~ br)mr -(-••• (5) 
r>Vлиди. Иккинчидан ^ар кандай с  соннинг т  нинг да- 
рпжали буйича

с  = Cq “I- е хш ~f“ C\tti* -j" * * * H” c rmr -j- • • • (6 )
каби ёйилмаси мавжуд ва ягонадир.

Биз битта с  сон учун (5) ва (6 ) каби икки хил ёйил- 
мага эга булдик. Бу икки ёйилма умуман устма-уст 
тушмай колиши мумкин. Бошкача килиб айтганда, 
Куйидаги икки ^ол юз беради:

1. ( a £+^</w)=>-(a,+ftf*=^) (/=»0, 1 , 2 , . . . )
2 . o k\ bk >  т булса, c k = d k булади, бу ерда dk сон 

a n + bk ни т  га булгандаги колдик. Демак, иккинчи 
*олда c k коэффициент учун a k +  bk йигиндини т  га бул
гандаги колдик олинар экан. Бундай х;олда ak + bk=*
= d k-\-m тенглик уринли булганидан (5) ёйилмадаги k 
ва &-j-l ^адлар куйидагича булади:

(ak +  bk)mk +  (ап+1 +  bk+x)mk+l —
*= (dk +  m)mk +  (au+i +  bk+i) rn+l m  &

= d ktnk-\- (cik+\ +  ^л+i +  \)mkJt.
Лекин ал+i ва Ьь+\ лар коэффициентни аникловчи 
кушилувчилардир. Бошкача айтганда, ak+bk^ m  бул
са, k + \ коэффициентга 1 бирлик кушилар экан. Юко- 
ридагиларни умумлаштириб, куйидаги теоремани ёза
миз: . 'V ■ V , \

Т е о р е м а ,  т лик саноц  си стемасида  (3) еа (4) 
ёйилма лар орцали берилган а ва b с онлар

а  + Ь*=*с = с 0 + с хт +  с %т} +•••• +  c rmr +  • * v  (7)
39



йигиндисининг коэффициентлари ц уйида ги  р ек урр ент  
формулалар ёрдамида аницланади:  агар а0-{- Ь0<̂ т 
б у л с а , s0=*0 акс  ц ол да  = 1 Оеймиз . е/ = 0 =̂=> +  
ч- bi- 1 +  s/_i < т, et =  1 -<==> а/-! +  £/-i +  £/-i>/ra uiapm- 
лардсь £г Ни ашщлаймиз .

Агар
V Щ +  +  #2 <  /Я (8)

б у л с а , у  ц ол да  C/ = a/ +  £/ +  e* ага/?
e/ +  0* - f £ r >  ^  (9)

булса ,  у  ц ол да  c t ^ d b a t + bt +  ef — rn (/±=0, +oo) 
б у л а ди .

Исбслни i нинг индукцияси асосида олиб борамиз. 
/== 0 да (5) ёйилмадаги а 0 Ч- j§| учун 'куйидаги иккита 
дол булади:

а) я 0 +  й0 < т булса, у ^олда <?0 = а 0 +  £0 булади;
б) а0 + Ь0^ т  булса, а0 +  т булгани учун 

с, коэффициента 1 кушилади. Демак, i= f 0; да (8 ) ва 
(9) шартлар 57РИНЛИ* Фараз килайлик бу рекуррент 
формулалар коэффициент учун уринли булсин. У 
*олда I коэффициент агЬ^гИ г га тенг булиб, бу ерда 
di-1  +  +  ®/-i <  т ёки a*-i +  /^_i + £/_i >• /тг шартга 
караб 6  ̂=  0 ёки 5f =  1 булади.

1-м и с о  л. Бешлик санок системасида (342)5 ва 
(134)5 сонларнинг йигиндисини топинг.

Амалий машгулотларда бирор т  асос буйича сонни 
Кушиш учун жадвал тузиб олинади. яг =  5 булганда 
бу жадвалнинг куриниши цуйидагича булади:

1 ' 2 v 3 4

1 2 3 4 10

2 3 4 10 11

3 4 10 И 12

4 10 И Ш 13

яъни 1 +  1 = 2 ,  1+2 =  3 , -1+ 3  =  4, 1+4 =  10 (0 +  1-5), 
3 + 1 = 4 ,  3 +  2 =  10, 3 +  3 =  11 (1 +  1-5), 4 +  4 = 1 3  
(чунки 8w =  3-5° + 1*5). Демак, (342)5+(134)5=  ( 1031)Б
40



/\ () 111 > 11111 имлл M бир хонали сонларни айириш,. ку* 
ШМШ жплпалига асосан бажарилади. Куп хонали сон- 
ни|ч|и itПи|>I!mi :кп т = 1 0  булган ^олдаги сонларни айи-
I * и I м г.) ухшлйди.  Агар камаювчининг бирор хона бир- 
jww it лПрилурчининг тегишли хона бирлигидан кичик 
булги, мшлювчидан битта чапдаги хонанинг бир бир-
■ in, я i.iiii т унлан унгда жойлашган хона ракамига
■ шилмб, е|нгр$ айириш амали бажарилади. Масалан,

1 )7 — (2651 )7 ни бажаринг. Аввало унгдаги биринчи
и.ммпги сонлар тенг булгани учун 1 — 1 = 0 .  Энди 

ИККИНЧИ хонасига утамиз. Лекин 2 с  5. Шунинг учун 
in дли учинчи хонанинг асосга тем г булган битта бир- 
• III мин иккинчи хонадаги сонга кушамиз ( 7 +  2 ==9).

Ill и с у н г  9 — 5 =  4. Энди учинчи хонада 2 колди, 
'к кии 2 < 6  булгани учун унгдан туртинчи хонанинг 
битта бирлигини учинчи хона сонига кушамиз (7-fr2=  

ь. Шундап сунг 9 — 6 =  3 ва ни^оят 4 — 2 =  2. Д е
мак, (5321 )7 — (2651 )7 =  (2340)7. Хак^катан, (2651 )7 +
• | (2340)7 =  (5321 )7.

Купайтириш. Ихтиёрий а  натурал сонни т  лик с а 
нок системасида ( 1 ) каби ёйилмасига ей и б олгач, улар- 
пи купайтириш урта мактабда учраган куп^адни . куп- 
.^адга купайтиришдаги каби бажарилади.

Агар коэффициентларни купайтириш пайтида к у 
пайтма санок системасининг асосидан катта б}Мса, у  
*олда купайтмани асосга булиб купайтма уриига кол- 
дик олинади ва у  булинма шу сондан кейин келади- 
ган хона ракамига кушилади.

Купайтириш амали ^ам асосан жадвал ёрдамида ба
жарилади. Масалан, асос g =  6 булганда купайтириш 
жадвали куйидагича булади:

«*» * 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 10 12 14

3 0 3 10 13 20 23

4 0 4 12 20 24 32

5 0  , 5 14 23 32 41
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Бу жадвалдан фойдаланиб (352),• (245)6 купайтмани 
топайлик:

у  (352)в 
А (245),

(З124’в
(2332),

(1144),
( 145V44),

Исталган системада ёзилган сонларни булиш, худди 
т  »  Ю булган холдаги булишдек бажарилади.

2 - м и с о л .  т = 6 булганда (145244), ни (245), га 
булинг:

_ 14 5 2 4 4 ,  245,
- 1223в 3526
_ 2254,

2201,
_534,

534,

0 6

19-§. Бир санок системасидан бошца санок 
системасига угиш

Асоси т  га тенг булган санок системасидан доимо 
бошка бирор g  асосга эга булган санок системасига 
у.тиш мумкин. Бунинг учун т  системали сонни аввало 
унлик санок системасидаги сонга айлантириб, сунгра 
охирги сонни g  системадаги сонга айлантириш керак.
v

Унлик системада берилган сондан g  лик системага 
(g  <  Ю) утиш учун берилган сонни g  нинг даражала- 
ри буйича ёзиб оламиз. Шу ёйилмадаги коэффициент- 
лар (даражаларининг пасайиши тартибида олинади) g  
асосга нисбатан ёзилган соннинг ракамлари булади.

1 - м и с о л .  3287 ни еттилик системасида ёзинг. 
Бунинг учун куйидаги кетма-кетликни бажарамиз:

3287 — 7-469 + 4 ,  ,
469 =  7-67 +  0,

6 7 = 7 - 9  +  4,
9 =  7-1 + 2 .
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Д о м п к ,  У287 сои цуйидаги ёйилмага эга экан:
Н'Н7 — 7(7-67) +  4 = 7®-67 + 4  =  72(7-9 +■ 4) +  4 «

-  78-9 +  72-4 +  4 = 73(7 +  2) +  7а • 4 +  4 =
-  7*. 1 +  78 • 2 +  4• V +  0 • 7 +  4 • 7° — (12404) 7, : V

3287 =  (12404),,
Юкоридаги кетма-кет булишни цуйидаги усулда зам 
бпжярнш мумкин:

_ 3287 7
28 _469 7

I 2 _  _67 7
- А 2-  _ 4 9  63 —5" I 7

р 7  /IO -----  ---~ I-----

Охирги булинма ва цолдиклар (#вг сунгги колдикдан 
бошлаб) дан тузилган сон биз излагая сон булади.

Энди бирор т  асосли системадан унлик системага 
утиш масаласи билан шурулланамиз (/тг<10)

берилган булсин. Унгдан биринчи хона бирлиги учли 
системада ^ам узгармайди, яъни а 0*=а0. Унгдан иккин
чи хонанинг бир бирлиги унлик системада ахт циймат- 
га, учинчи хона бирлиги а 2пг1 ва ^оказо, г + 1  хона 
бирлиги эса а гтТ кийматга эга. Демак, Nm сон унлик 
системада куйидаги ёйилма буйича ёзилади:

Юкоридагиларга асосан, цуйидаги цоидани ёза оламиз: 
m асос буйича берилган сонни унлик системада ёзиш 

учун унгдан иккинчи ракамдан бошлаб ^ар бир сонни 
шу ра^ам жойлашган хона кийматига купайтириб, 
уларнинг й и р и н д и с и н и  топиш керак.

2 - м и с о л .  (25‘Ю2)7 сонни унлик системада ёзинг. 
Биринчи хонадаги сон 7°= 1. Демак, 2-1 = 2. Иккин

чи хонадаги сон 7. Демак, 0-7 = 0. Учинчи хонадаги 
сон 7*= 49. Демак, 4 9 -3 =  147. Туртинчи хонадаги сон
73 = 343. Демак, 343*5=1715. Бешинчи хонадаги сон
74 =2401. Демак, 2401 -2 = 4802. У *олда 2 + 0 + 1 4 7  +  
+  1715 +  4802 = 6666.

I

Mm = (агаг~\ * а уа0)т

N т —а0 +  а хт +  а^т* +  • • • + artnr .
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Амалий машгулотларда тп асбсли системадан унлик 
системага утиш учун юцоридаги жараён тескариеидан 
бажарилади, \ яъни энг юкори хона бирлиги (мисоли- 
мизда 2) асос бирлиги (мисолимизда 7) га купайтири- 
либ, кейинги хона бирлигига кушилади, яъни 7 * 2  +  
+  5 ==19. Досил булган натижа я на асосга купайтири- 
либ, натижа кейинги хона бирлигига кушилади ва до- 
казо. Шу усулни дозирги мисолга куллайлик:

— ■ ' р р + 5 —19>
1 9 - 7 + 3 =  136,

136*7 +  0 =  952,
952*7 +  2 ==6666.

3 - м и с о л .  (35201) 6 = ни бажаринг. Бошкача айт
ганда олтилик системасидан туртлик системага утинг. ‘ 

Аввало юкорида айтиб утганимиздек, олтилик сиcv 
темадан унлик системага утамиз:

3 * 6 + 5 = 2 3 ,
■ 23*6+2=140,

140*6 +  0 «=840,
840-6 +  1 = 5041 ,

Энди унлик системадан туртлик системага утамиз;

Демак, 5041 — ( 1032301)4 булиб/ (2(5201), щ (1032301)* 
булади. Агар берилган асос . 10 дан катта булса, у  
долда янги сим вол лар киритйшга тугри келади. Маса
лан, царалаётган асоснн 16 десак, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ;
7, 8, 9 рацамлардаи .тащцари ПО), (11), (12), (13), (14), 
(15) сиЖюдлар (рацамлар). киритилиб, 0 дан |§ гача 
булгам сойлирнм 0, 1; 2, 3, Й 5, б. 7, 8, 9, (10), 111), 
(12), (13), (14), (15), 10 каби Jfet оламиз.
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4- м и с о л. (1257-3),о ни 16 асос буйича ёзинг
1 ч и ш.

12573 тт 16-785 +  13, 
785 = 16-49 +  1,
49 = 16-3 + 1.

Бу ерда 13 сони берилган 10 асосдан катта булган» 
лиги учун уни (13) символ билан алмаштириб, цу- 
йидагига эга буламйз:

Фараз килайлик бирор g  асосга нисбатан ёзилган 
т сони берилган булсин. Биздан шу т сонини 10 лик 
системадан фойдаланмасдан туриб, исталган h асосга 
иис^атан ёзиш талао этилсин.

Аввало h сонни g  асосда ёзамиз, кейин куйидаги 
амалларни бажарамиз:

а) т  сонни h га булиб, ^олдик £0 сонни .топамиз, 
яъни т ~  hQi + b0 дан Ь0 топилади;

б) Ь0 колдикни к асосга утказамиз ва Ь0 сон h асос* 
ли соннинг охирги разами.булади;

в) <7, сонни h сонга булиб, цоЛ'ащ Ъл сонни топа* 
миз, яьни Фл «  hq2 +  bv дан bx топилади ва уни h асос
га утказамиз;

г) бу жараённи булинма qt сон h дан кичик бул- 
гаича лавом эттирамиз;

д) т  соннинг h асосли биринчи разами, охирги бу* 
линма cji булади. Ундан кейинги ракам охирги колдиц 
ва шу тартибда колди^лар олинади. Бу сонлар т сон» 
нинг h асосли ракамлари булади.

5 - м и с о л .  37248 сонни олтилик ва унбирлик систе- 
ма лари да ёзинг.

а) |г =  8 тза h =  6; h =  6 *=» 68. *

(12573)10 - ( 3 1 1  (13))1в.

37248 6з
5168 / 6,

_ 6 7 8
6 g

_ 7 8

8

Н е  I 6 вщ4 4 8
448 48— 4в
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6 ) g  = 8 ва h = l l j  h = 11 = 13g. 

13837248 
26s 
U 28 
102g 

_ 1048 
102,

266s
268

13,

6»= 6„

2 „

_ 208 138
Щ Is5532 Hut
58= 5и

1__1
1

Демак, 27248 = 1562,,.
Биз юкорида исталган бутун сонни т >  1 натурал 

асос буйича ёзиш мумкинлигини к^рсатдик. Бу фикр 
исталган каср сон учун ?{ам т^рри эканини баён цила- 
миз. Фараз цилайлик, бизга 1309,26 унли каср (Ю асос- 
га нисбатан) берилган булсин. Бу сонни 10 нинг да 
ражалари буйича куйидагича ёзиб оламиз:

1309,26 = 1 • 103 +  3 • 10* +  0 • 1 0 4 -  9 • 10° +
+  2 • 1 0 " 1 +  6 • 10~2.

Агар каралаётган каср бошка асос буйича берилган 
булса, у  ^олда уни унли асос оркали ёзиш мумкии.

Масалан, (1254,7632)8 — 1 • 83 +  2 -  82 +  5 - 81. +
+  4*8° +  7 • 8““а 4- б • 8”  ̂+  3 • +  2 * 8  ' ейилмада те- 
гишли амаллар бажарилса, ^осил булган сон 10 асос- 
га  нисбатан ёзилган булади.

Уз-узидан маълумки каср сонларнинг барчзси ^ам 
чекли унли каср шаклида ёзилавермайди. Бу ^ол ис
талган санок системаси учун ^ам уринли.

Лекин я на шундай ^ол юз бериши мумкинки, бир 
санок системасида чекли ёйилмага эга булган рацио- 
нал сон бошка санок системасида чексиз даврий каср-
га ёйилиши мумкин ва аксинча. Масалан, — сони ун-

лик системада 0 ,3 3 3 . , .  каби чексиз даврий ;унли каср- 
га ёйилса, олтилик санок системада чекли булади,

яъни ( —) = 0  • 6 +  2 ■ б’ 1 — (0,2)6. Худди шундай 
10

/—) =  0,1 булгани долда { —) = (0,0333.. .)6 булади. 
\10/i о \ Ю/ю

Умуман айтганда юкоридагиларга асосан исталган

-2 -з -4
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рациомал М совини т асос буйича куйидаги куриниш- 
да ёзиш мумкин:

/Ида —и — 1  • • • а 0, ^ — 1  &-тг2 • • •

Бунда ak, att-щ  . Щ а0 лар М сонининг бугун кисми- 
пи, а _ р а_ 2, . .  #t a_s л ар эса унинг каср кисмини ифо-
далайди.

20-§. Арифметик прогрессияда туб сонлар

Кулланмамизнинг 1 1 - §  ида натурал сонлар тупла- 
мида чексиз к^п туб сонлар мавжуд  эканлигини кур- - 
сатган эдик. Энди куйидаги иккита арифметик про* 
грессияни карайлик:

1, 4, 7, 10, 13, 16, 19,
3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, . . . .

Агар бу прогрессияларнинг ^адларига эътибор бер- 
сак, уларнинг бир канчаси туб сонлардан иборат экан
лигини курамиз. Бир неча ^адлари туб сонлар булган 
арифметик прогрессияларни доимо тузиш мумкин. Шу- 
нинг учун бизни (а ; d)  =  1 булганда а% a -\ -d , а -{-2d,
. . ,, a-\-ndt . прогрессиядаги туб сонларни топиш 
масаласи кизиктиради. Бу масалани зал этиш учун бу- 
тун дунё олимлари узок вацт уринишди. Ни^оят \з 
замонасининг буюк математикларидан бири булган Ле- 
жен Дирихле (1805— 1859) мазкур масалани тула-ту- 
кис )$ал килади.

1 - т е о р е м а  ( Д и р и х л е  т е о р е м  а с  и). Агар (а ; 
d)  = 1 ва N булса ,  у  ц олда  у  му май %ади а \  nd  
куринишда булган  про гр е с си яда  чексиз к уп  т у б  с о н - 
лар булади.

Бу теоремани исботлаш учун математик анализ ва 
фуикциялар назариясининг мураккаб усулларилан фой- 
даланишга тугри келгани туфайли биз уни исботлаб 
утирмасдан унинг куйидаги баъзи бир махсус кури- 
нишга эга булган прогрессияларини цараб утамиз:

2- т е о р е м а ,  \n-\-\ куриниигдаги т у б  
с онлар  чаксиз куп.

1 дан катта ^ар кандай k натурал сон учун k\ жуфт 
сон булади. У ^олда (Al)2'+ 1 ток сон булиб, унинг 
энг кичик б^лувчиси ^ам ток туб сондир. Бу ток туб 
сон ё An -f 1, ёки 4п +-3 куринишга эга булади, бу 
ерда п мусбат бутун сон.
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Агар энг кичик туб булувчини р  десак, p > k  бу
лади'. Акс з(олда, яъни р  <  k шартни каноатлантирган- 
да эди (1 • 2 • 3 • . . .  • k)2 +  1 = p t  (t — мусбат бутун 
сон) тенгликда цавс ичидаги купайтувчилардан бири р 
га тенг б^либ, бундан 1 нинг р га булиниши келиб чи- 
цади. Бунинг булиши мумкин эмас, чунки р  туб сон 
эди. Айтайлик р  = Ап -(- 3 к^ринишдаги туб сон бул
син. У холда (£!)* = а  десак, (a2n+1 + 1 ) /а +  1 =  
«=((£!)2(2я+1) +  l)/(£l)a +  1 келиб чи^ади. Лекин 2{2/г 4-
4-1 )= 4я  4  2 =  (4л+3) — 1 ■=»/?— 1 булганидан ва
4 - 1  /р га кура (kl)p + k\/p бажарилади.

Охирги муносабат ((61)р 4  k\)/р Гринли эканини бил- 
диради.

((k\)p — k\)/р муносабат Уринли. (Исботи 26-§ даги 
Ферма теорёмасидан келиб -чикади.) Демак, (((ft!)/' +  
+  Ь\)!р) M (k\y  -  Щ р  дан ((k\)p + k\) — ({k\)p — k\) =  
»=2&! булиб, 2k\Ip булади.

Охирги муносабатнинг булиши мумкин эмас, чунки 
2 £! жуфт сон булиб, р  эса k дан катта ток туб сон. 
Демак, р  туб сон 4-^+1 курииишга эга экан. Шундай 
*{илиб биз хар бир п >  1 натурал сонга битта Ап 4 1  
кУринишдаги туб сон мос келишини к^рсатдик. Бу туб 
сон (£!)* + 1  нинг энг кичик туб булувчисидир. Лекин 
натурал сонлар туплами чексиздир. Демак, Ап 4  1 ку- 
ринищдаги туб сонлар хам чексиз куп экан.

3- т е о р е м а. Ап +  3 ( V п £ N) куринишдаги про- 
гр е с сияда  т у б  сонлар чексиз куп.

Теоремани исботлашдан олдин куйидаги иккита тас- 
дикни келтирамиз:

’* 1) Уз-узидан маълумки 2 дан катта б^лган хар бир 
туб сон ток сон булади. Акс холда у иккига булин- 
ган буларди.

'2.) Бундан танщари Ап 4 1  шаклдаги хар кандай ик
кита соннинг купайтмаси яна Ап +  1 куринишда . була
ди, чунки

(4а 4- 1)(4& +  1) ==» 16ab 4  Аа 4  Ab +  1 =
=  4(4а& + а  +  Ь) 4  1 _  Ak +  1,

бу ерда k =s Aab 4  а  +  b.
Энди 3 - теоремани исботлайлик. Фараз килайлик 

Ап + 3  к^ринишдаги туб сонлар сони п та булиб, улар 
Pi, Рг, . . рп бу'лсин. Бундай холда куйидаги ифода- 
ни тузамиз: т  =  4 Ш • р2 • . . .  • рп) — I =  4 р |  • 'р2 X
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X» • • • Рп 1) +  3. Бу ерда факат куйидаги икки д;ол 
ЮЗ бериши мумкин:

а ) т — туб сон;
б) т *— мураккаб сон.
я) т туб сон б^лса, уни q оркали ^елгилайлик^ У 

ЦОЛда 4 (р у • р 2 • . . .  • р п — 1) +  3 булгани учун q 4* 
•/ Pt (t = 1, п) булади. Демак, р х- /?2 • . . .  • рп — 1 = 
** десак, у долда q 4пх + 3 куринишдаги сон туб 
соп экан. Бу э^олда фаразимиз нотугрй.

б) т мураккаб сон булсин. Бундай ^олда т = 4 X 
X (А • •- • • • • Рп  — 11 +  3 соннинг туб булувчилари- 
пинг барчаси ^ам 4п + 1 шаклдаги сон булавермайди. 
Акс ^олда т нинг узи ^ам 4/г+1 куринишдаги сон 
буларди. Шунинг учун т нинг камида битта туб бу
лувчиси 4/г +  3 куринишда булиб, у  р х% р 2> . . ., р п 
ларнинг бирортасига хам тенг эмас, акс ^олда, А(рхХ
X  Р г  * . • .  • P k • • • • ■• /̂ л ) — 1 — <71 • < / 2  • - • • * .?*■• • • • 
булганда эди — 1 сони р* 2=3 4/гй +  3 га булинган 
б^лар эди.

Шундай килиб, -биз икки х;олда зам р и р 2, . . р п 
лардан фаркли 4/г +  З куринишдаги туб сонни з^осил 
Килдик. Бу эса фаразимизга зид.

Демак, 4/г +  З куринишдаги туб сонлар чексиз, куп 
экан.

Л е м м а ,  бn - j - b  куринишдаги, %ар цандай натурал 
сон  камида битта  6/тг + 5 куринишдаги, туб  булув - 
чига э га  булади .

Ис б о т и .  2 ва 3 га булинмайдиган зар кандай на
турал сон ё 6/ +  1, ёки 6/ +  5 куринишдаги сонга бу- 
линади. Иккинчи томондан 6я +  5 нинг барча булув
чилари факатгина 6t +  1 куринишдаги сон булавермай- 
ди, акс золда (6^  + 1 )(6/2 +  1) *= 36^ /2 +  6/t +  6/2 +  
+  1 *4 6 • t2 +  t x +  i2) +  1 — 6/ + 1 буларди.

Демак, 6я  +  5 куринишдаги натурал сон камида 
битта 6т +  5 куринишдаги туб булувдига эга экан.

4--т е о р е м а. 6п +  5 куринишдаги туб  сонлар чек- 
си з  куп

И с б о т и .  Ихтиёрий k натурал сонни оламиз Агар 
k«  1 булса, 6 - 1 ! — 1 = 5 =  6 * 0 + 5  тенглик бажари
лади.

Фараз килайлик k > 1 булсин. У ^олда k « * ]  + т 
каби езиш мумкин булганидан 6й1 — I — 6 ( 1 + т)\ —
— 1 =  6 — 6 +  6(1 +т)  1 -  1 — 6 « 1  +  т ) \ -  1 ) +  5= 6/+  
+  5, 6й| — 1 ■" 6/ +  5.
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Демак, k дар цандай мусбат бутун сон булганда 
дам 6А| — 1 доимо 6/ + 5  куринишга эга экан. 6/ +  5  
куринишдаги сонларнинг 1 дан фарцли энг кичик мус
бат булувчиси р  туб сон эканлиги леммадан маълум.

66! — 1 «= 6 (1 • 2 • 3 • . . .  • k) — 1 — pt  булганида» 
(бу ерда t бутун мусбат сон) р  > k эканй келиб чнца- 
ди.

Демак, дар бир k натурал сон учун k дан катта ва 
б/г +  5 куринишга эга р  туб сон мавжуд экан. Нату
рал сонларнинг чексиз куплигига биноан 6/г +  5 кури
нишдаги туб сонлар зам чексиз к^п дегав хулосага 
келамиз.
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II б о б .
ТАККОСЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ АРИФМЕГИКАГА

ТАТБИЦИ

21-§ .  Таццосламалар ва уларнинг хоссалари

Маълумки, колдикли булиниш ^акидаги теоремага 
«сосан цщ  цандай иккитаа ,  т >  0 бутун сон учун 
шундГай ягона щ ва г сонлар топиладики, ушбу

а =  mqx +  г  ( 1)
Щ тенглик бажарилади, бу ерда 0 </г<яг.

Бирор q2 бутун сон учун
b =  mq2 +  г  (2)

тенглик уринли булган b сонни олайлик. ( 1 ) в а , (2) 
тенгликлар а  ва Ь сонларини т га булганда бир хил 
коллик колишини билдиради.

Т а ъ р и ф.  Агар иккита бутун а  ва b сонни, т на
турал сонга булганда *осил булган колди^лар узаро 
тенг булса, у  фШЩ а ва b сонлар т модуль буйича 
тенг цолдщли  сонлар  ёки т модуль буйича таццос- 
лан увш  сонлар  дейилади.

Агар а ва b сонлар т модуль буйича таккосланса, 
у  *олда куйидагича белгиланади:

a =  b (m od т)> (3)

(3) ни а  ва Ъ сонлари т  модуль буйича узаро так- 
косланади деб уцилади. Энди (1) дан (2) ни айирай- 
лик, у  }рлда a  Ц  b =* т щ  — q2) ёки

a  — b =  mt ( t Щ Щ — q2) (4)
тенглик ^осил булади.

Юкоридаги муло^азаларни якунлаб куйидаги хуло- 
саларни чи^ариш мумкин:

1 . т модуль буйича таккосланувчисонларнинг айир- 
маси т сонига ёулинади.

2. Агар a ^ b  + mt булиб, Ь ни т га б^лгандаги 
колдик г  га тенг булса, а ни ^ам т га б^лгандаги 
цолдиц г  га тенг булади.

Хакикатан, b ^ m q i + r  ни a =  b + mt га куямиз. 
У ^олда a  — mql + г  +  mt == т Хя\ +  О +  г =  Щч +  
яъни а  =  /п̂ 2 +  г  булади, Демак, a ^ m q ^ r  булиб,
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а  ни т га булгандаги колдик дам г  га тенг экан. 
Шундай килиб, а  зн 6 (mod яг) таккосламани а  — & =* 
~=mt ва а ==6 +  //г< тенгликлар билан бир хил дейиш 
мумкин.

Агар а  =  mq + г  б^лса, у долда уни а =  г  (mod/я) 
каби ёзиш дам мумкин.

3. Агар aim  булса, у  долда а  =  0 (mod/п) булади.
Таккослама куйидаги хоссаларга эга:
1°. Таккослама эквивалент бинар муносабат.
а) а=~а (mod/тг), чунки а  — а  =  0 булиб, 0 сон т 

га булинади. Демак, таккослама рефлексивлик хосса
сига эга.

б) a =  b (mod т)  ёки a  — b ~ m t  булсин. Бундан 
b —a =  m ( —t) тенгликни ёзиш мумкин. У долда b —
— а  =  0 (mod т)  ёки b =  a (mod т). Демак, таккосла
ма симметриклик хоссасига эга.

в) Агар a =  b (mod т)  ва й==£ (mod яг) булса, у 
долда a  =  £(mod/tt )  булади. Хакикатан, 4 =  b +  m tu 
b ~ с  +  mt2 тенгликларни дадлаб к^шсак, a  — с  *= mt  
тенглик досил булади. Бунда t =  /, +  t2. У долда a s  
=  (m odт)  булади. Демак, таккослама транзитивлик 
хоссасига эга. Эквивзлентлик .ва бимар муносабатлари 
таърифига кура, таккослама эквивалент бинар муноса
бат экан.

2й. Бир хил модулли таккосламаларни дадлаб кУ* 
шиш (айириш) мумкин. Хакикатан дам,

а х =  6 , (mod/Ti)*
• а 2 =  b2 (mod т),

• • - -9 • • • • ф

ak =  bk (mod tn)
булса, у  долда уларни

а х т» Ьх +  m tx> 
а 2 =  b2 +  mt2%
• • • • • • •

'щЦ (5)
каби ёзиш мумкин. Бу тенгликл.арни дадлаб кушиб 
(айирибI

+ й2 + . . .  ± ak*= Ьх ± Ь2 ± . . .  ± bk + т (tx -f*
4* h . +  • • • + * f t )  / 1

ёки
a x ± a 2 ± . • .  ± ak =  bx ± b2 ± . t . ± bk ± mt  (6 )
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тенгликка эга буламиз. ,(6 ) ни |
(i\ ± <*2 ± • • • ± ak =  b\ ± Ь% ± . . .  ± bk (mod т)

куршшшда ёзиш дам мумкин.
Ь  и а т и ж  а. Та^косламанинг бир кисмйдаги сонни 

иккинчи цисмига карама-^арши ишора билан утказиш 
мумкин.  Хакицатан,

а  + b с  (mod т)  (7>
таккослама берилган булса, унга — #£== — a  (mod т)  
таккосламани кушсак, Ь = с Ы a  (modvra) таккослама 
досил булади.

2 - н а т и ж а .  Тацкосламанинг ихтиёрий цисмига мо^ 
% дулга каррали сонни цушиш мумкин. Хацицатан, Шт 
| ^  b (mod/тг) та^кослама берилган булса, бу та послам  а га 

mk =  0 (modm) таодосламани .цушсак, а-\~тк =  
(mod/ft) таккослама досил булади.

3°. Бир хил модулли таадосламаларни дадлаб ку~ 
майтирищ мумкин. Даь;ицатан, (5) даги тенгликларни 
дадлаб купайтириб, ш% . . .  • ak~ bt • fr2* . . .  *bk 4- 
-\-mA тенгликка эга буламиз. Бунда

А =  ЬлЬфь . . .  bkt2 + b1bzbi bktt +  . . .
булиб v ’ ■" 'v- .

a xa2 . .  . ak =  blb2 . .  . bk (mod m)  (8)
таккослама уринли.

Н а т й  ж а.  Таккосламаларнинг иккала кисмини (мо-‘ 
дулни узгартирмай) бир хил мусбат бутун даражага 
кутариш мумкин.

Хакикатан дам, ЬХ̂ Ь 2=̂  . . .  а 1 ==а2*=з
■*» . . . ^*ak~ a  булса, у  долда (8 ) га кура 
=  0  (mod т)  таццослама досил булади.

4°. Модулни узгартирмаган долда таккосламанинг 
иккала цис-мини бир хил бутун сонга купайтириш мум
кин. ‘ •

Дакицатан, а =  b (то^/га)таад'осладоани k =  k (mod tn) 
таццослама билан дадлаб купайтириш натижасида akzss 
=  Ь./г ( mod/я) га  эга буламиз.

5°. Агар х=ву  (modm) булса, у  долда ихтиёрий 
бутун коэффициентли §ф §  ва f ( y )  купдадлар учун 
f ( x)  = f ( у)  (mod т)9 яъни

а 0хп + а ххп~1 +  . . .  +  &Хщ а0у п +  a xy n̂ 1 +
+  . * , +  ап (mod т) (a{^ Z)

тавдослама уринли булади.
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И с б о т и .  х =  у (m od/тг) булганидан 3 - хоссадаги 
«атижага асосан

xk =  yk (mod/я). (9)
(9) нинг иккала кисмини 4- хоссага к^ра an-k га 

купайтирамиз. Натижада dn-kxk =  an-kyk (modт) (k =« 
«= 0, п) таккосламалар ^осил булади Булардан эса 2- 
хосса ёрдамида куйидаги таккосламани топамиз:

а0хп +  а 1хп~Ч -  • • •  + а л^ а 0уп-\-а^уп- 1 +
+  . . .  +  ая (mod т).

6°. Агар бир вактда al ^ b l (modrri) (Z*»l, n\ ва 
j c ^ y  (mod tn) таккослама лар уринли булса, у *олда

а0хп +  а , х"-1 +  . . .  + a n=E b0yn +  b1y n~i +
+  . . .  +  bn (modт)

таккослама уринли булади.
Н а т и ж а .  Таккосламада катнашувчи кушилувчини 

}гзи билан тенг колдикли булган иккинчи сонга ал- 
маштириш мумкин. ^акикатан, a-\-b  =  c (mod/и), bzai 
s s d  (mod яг) булса, у ^олда а +  d с (m od/тг)' була
ди.

Таккосламани даражага нисбатан кУ^лаш мумкин 
эмас. Масалан, 3 =  8 (mod 5) учун 23ф 2 8 (mod 5) бу- 
ла^и. Чунки 23 =  3 (mod 5) ва 28 =  1 (mod 5), аммо 1 ф  
ф  3 (mod 5).

7°. Таккосламанинг иккала кисминй модуль билан 
^заро туб булган купайтувчига кискартириш мумкин.

И с б о т и .
ad =  bd (mod т) ( 10)

б^либ, (d; т) =  1 булсин. (10) таккослама (ad — bd)/m 
муносабатга тенг кучли. У ^олда ( a - b ) d l m  дан (d\ 
М) «  1 булгани учун (а — Ь)/т ёки a =  b (modт) бу
лади.

Агар (tn\ d ) = k  булиб, £ > 1  булса, у золда бу 
хосса уринли эмас.

Ми с о л. 5 *4 =  7 *5 (mod 15), (5; 15) =-5=£1 бул- 
гани учун бу таккосламанинг ^ар иккала томонини 5 
га булиб, 4 ф 7  (mod 5) хулосага келамиз.

8°. Таккосламанинг иккала кисмини ва модулини 
бир хил бутун мусбат сонга купайтириш, таккослама
нинг иккала кисми ва модули умумий купайтувчига 
эга булса, у зол л а бу таккосламанинг иккала кисми 
ва модулини умумий купайтувчига булиш мумкин.

54



И с б о т и .  a) a =  b (modт) тацкослама берилган 
булсин. а =  b +  mt тенгликнинг иккала кисмини d бу- 
туи сонга куиайтирсак, ad Щ bd +  mdt ёки ad =  

■bd (mod md) таккослама досил булади.
б) ad == bd (mod md) берилган булсин. У долда бу 

таккосламани (ad-bdy/md  ёки ( a —b) djmd каби ёзиши- 
миз мумкин. Бундан а — Ь/т, яъни a = b  (modт) так* 
кослама келиб чикади.

9°. Агар таццослама бир неча модуль буйича урин
ли булса, у долда бу таккослама шу модулларнинг 
энг кичик умумий карралиси буйича дам уринли бу
лади.

И с б о т и .  a =  b (mod//2t ), a =  b (mod пг2) булсин. 
Таккослама таърифига асосан а  — b айирма бир вацт- 

да тх ва т 2 ларга булинганидан бу айирма т «* [тх\ 
т2\ га дам булинади, яъни a m b  (mod т) булади, Бу 
мулодазадан, агар таккослама ти тъ . . . ,  тп буйича 
Уринли булса, Т щ [ши тъ . . . ,  тп\ буйича ^ам урин
ли булади, деган хулосага келамиз.

10°. Агар таккослама бирор т модуль буйича урин
ли булса, у долда шу таккослама модулнинг ихтиёрий 
булувчиси буйича дам уринли булади.

Хакикатан, агар a ^  b (mod т) ёки a, — b*=mt бу
либ т =  mxd  булса, у долда а ~~ b =* mxdt дейиш мум
кин. Бундан a—b= m x(dt) булади. Демак, а  =  Ь(тоАтх) 
экан.

11°. Таккосламанинг бир кисми ва модулининг энг 
катта умумий булувчиси билан унинг иккинчи кисми 
ва модулининг энг катта умумий булувчиси узаро тенг 
булади. '

Хакикатан, a =  b (mod т) дан а =  b -\-rnt ёки а — 
—. rnt щ b тенгликларни ёзиш мумкин.

(а; т) ==? d ва (b\ т) =  dt булсин. Айтайлик, а =  da% 
ва т Ш йтх булсин.

axd — m{dt Щ b нинг чап кисми d  га булинганидан 
b дам d  га булинади. d  сон b ва т сонларнинг уму* 
мий булувчиси экан ва

dijd Щ *  §  (11)
b =  byd, булсин, У ^олда а =  bxdx +  m2dxt тенгликдан 
о /d, ва rf, сон а ва яг сонларнинг умумий булувчиси 
б^лгани учун

К  (12)
булади. ( 11) ва ( 12) ларга кура dx —d  булади.
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22-§. Чегирмаларнинг тула системаси. Чегирмалар 
синфларининг аддитив группаси ва залцаси

Барча бутун сонларни бирор мусбат т бутун сонга 
б^лишдан 0, 1, 2, . . . ,  т — 1 колдиклар ^осил була- 
дй. Хар бир колдикка сонларнинг бирор синфи мос 
келади.

1- т а ъ р и ф .  т га б^линганда бир хил колдик бе- 
радиган бутун сонлар туплами т модуль буйича че•

* гирмалар синфи дейилади.
т модуль буйича чегирмалар синфларини

^0* Yli ^2» • • •» Cm— 1 (1)
куринишда белгилайлик.

Булинмч ва цолдицнинг мавжудлиги ва ягоналиги 
^акидаги теоремага асосан чегирмаларнинг т модуль 
б^йича ^ap хил синфлари умумий элементга эга бул- 
майди. Демак, бутун сонлар туплами узаро кесишмай- 
дигйн синфларга ёйилади.

Сг синфнинг элементлари mq +  г шаклга эга булиб, 
q га зар хил бутун цийматлар бериш натижасида бу 
элементларнинг барчасини зосил килиш мумкин. Ма
салан, т =  10 булганда 3 цолдик зосил киладиган сон
лар 10^ +  3 куринишга эга ва <7 «®0, ± 1, ± 2, . . . де- 
сак, {. . . ,  —27, —17, —7, 3, 13, 23, . . . }  синф зосил 
б^лади.

Иккита бутун сон т модуль буйича таккосланувчи 
б^лиши учуц улар шу модуль буйича битта синфнинг 
элемента булиши кераклиги уз-узидан маълум.

2 - т а ъ р и ф .  Чегирмалар синфининг ихтиёрий эле- 
иенти шу синфнинг чегирмаси дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  т модуль буйича тузилган зар бир 
чегирмалар синфидан ихтиёрий равишда биттадан эле
мент олиб тузилган элементлар туплами т модуль бу
йича чегирмаларнинг тула системаси дейилади.

$ Масалан, т =  10 модуль буйича \Qq, 1 0 ^ + 1 ,  . . ., 
10^ +  9 синфлар зосил булади. Шуларнинг зар бири- 
дан ихтиёрий равишда биттадан олиб тузилган, 20,31, 
112, 13, 24, 135, .6 , 147, - 2 ,  —31 сонлар системаси 10 
модуль буйича чегирмаларнинг тула системаси була- 
Аи.

Чегирмаларнинг манфиймас энг кичик т^ла систе
масида |0, 1, 2, . .  т — 1) туплам олинади. Баъзи 
лолларда абсолют циймати буйича энг кичик чегирма-
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tti 2ларнииг m жуфт сон булса, 0, ± 1,"‘± 2, ±  —— t
* ^  J

— ; т ток сон булса, 0, ± 1* ± 2, . .  щ ±  —-— кури-
нишдаги сйстемаси олинади.

Юкоридаги муло^азаларга асосан, куйидаги хуло- 
сага келамиз:

Берилган сонлар туплами бирор т модуль буйича 
чегирмаларнинг тула системасини зосил килиши учун 
Куйидаги иккита щартни каноатлантириши керак экан:

1. Улар т модуль буйича ^ар хил синфларнинг 
элементлари булиши керак.

2. Уларнинг сони т га тенг булиши керак.
1- т е о р е м а  (чизикли форма ^акида). Агар (а, т )=

-* 1 ва b ихтиёрий бутун сон булиб, х  узгарувяи т 
модуль буаияа чегирмаларнинг тула системасини• 
ташкил этса, у х^олда ак +  b форма %ам т модуль 
буйича чегирмаларнинг тула системасини ташкил 
этади.'

И с б о т и .  Хакикатан, ^осил булган сонлар систе< 
маси:

И  т та сон дан иборат, чунки л: нинг урнига т та 
*ар хил киймат (т модуль буйича чегирмаларнинг ту-- 
ла системаси) куйилади. ,

2) Хосид,булган сонлар т модуль буйича ^ар хил 
синфга тегишлиди-р. .

Тескарисини фараз килайлик, яъни улар ^ар хил 
синфга тегишли булмасин. Бошкача айтганда, х  нинг 
иккита ^ар хил х1 ва щ  кийматларида ахг +  Ь, ах2-\- 
+  £ лар т модуль буйича такк°сланувчи, яъни ахх-\- 
-j- b |Л | ах2 +  b (mod т) булсин. У ^олда ахх э  
ax^ (m odm )  таккосламага эга буламиз. Аодмо {а \т )^ \  
булгани учун бу таккосламанинг ^ар иккала кисмини 
а га кискартириб щ ^ х 2 (mod т) таккосламани ^осил 
Киламиз. Лекин бундай булиши мумкин эмас, чунки 
теорема шартига асосан х  узгарувчи т модуль буйи* 
ча чегирмаларнинг тула системасини ташкил этар эди, 
яъни хАф х 2 (mod/ra). Демак, фаразимиз нот^рри бу
либ, ах +  Ь форма т модуль буйича ^ар хил синф- 
нинг элементларидан иборат зкан,

Энди (1) чегирмалар синфлари тупламини Zjm op**, 
кали белгилайлик. Zjm тупламда кушиш ва к^пайти- 
риш амалларини куйидагича аниклаймиз:

Сг +  С, =  Сг, Ct - C , =  Ct. (2>



Агар (2) да i +  i K m  булса г =  /  +  / ,  агар i + J ^ m  
булса, г * * /  +  / — /и, агар /  — у > 0  булса, t == i  — F 
а г а р  i — i  <  0 булса, * =  w +• /  — /  булади.

Таккосламалар хоссалари ва (2) тенгликларга кура
ихтиёрий С* ва Су синфлар учуй уларнинг йигиндиси 
С г ва айирмаси С* синфлар мавжуд.

Бутун сонларни ь$шиш амали коммутатив ва ассо- 
циатив булгани учун чегирмалар синфларини кушиш 
амали ^ам коммутатив ва ассоциатив булади.

С0 чегирмалар синфи кушиш амалига нисбатан ней
траль элемент булади, яъни Q  +  С0 =  С) тенглик урин- 
-ли. — Q  с и н ф ^ г а ш ф г а  карама-карши синф булади, 
яъни С) +  (—С,) =  С0 тенглик уринли.

Бу муло^азалардан куйидаги теореманинг уринли 
экани келиб чикади.,

2 - т е  о р е м  a. <Z//rc, - К  — >  — алгебра группа б$- 
лад и .

4 - т а ъ р и ф .  <Z//rc, + ,  —>  группа т модуль бу
йича чегирмалар синфларининг аддитив группам  д е 
йилади.

1 -м и с о л .  Z/4 туплам аддитив группа ташкил ки- 
лишини курсатинг.

Модуль /тг =  4 булгани учун Q  =  | . . . ,  —4, 0, 4,
•_2 • 1 * sa=a I* • •» 3, 1, 5, . • С 2 *=*“ {. . —2, 2, 6 , • ,  .}f

бУлиб,J y  синфларучун С, +
i t  IT ^ _ ̂ 2 +  с3 =  Ct , С3 +  С3 =  С2, С3 — Cj =  С2, 
C t — С2=5 С3, . . .  тенгликлар бажарилади. Бу тенглик- 
лардан кушиш амалининг коммутатив ва ассоциагив-
лигини курсатиш мумкин. У золда Z/4 =  (С0, Си С2> 
С3} туплам аддитив группа ташкил килади.

( 1) даги чегирмалар синфларини купайтириш амали

С г С ^ С ,  (3)

куринишда аникланади, бунда t  * /  < т  булса, i • /  =  /, 
i  • булса, i • j  ~  mq + 1> яъни I *== i • j  — /я# була-
ДИ.

Таккосламалар_хоссалари ва (3) тенгликка асосан,
ихтиёрий Сг ва Су синфларга бир кийматли Сг синфи 
м о с . куйилади.

Чегирмалар синфларини кушиш ва j купайтириш 
амаллари шу чегирмалар синфларидаги сонлар устида
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мос амалларни бажариш каби булади. Чегирмалар синф- 
лари устида кушиш ва купайтиришнинг коммутатив- 
лик, ассоциативлик ва кушишга нисбатан купайтириш- 
иинг дистрибутивлик хоссалари уринли.

С, синф купайтириш амалига нисбатан нейтрал эле
мент булади, яъни Ct • Ct =  Q  тенглик уринли.

Бу мулозазалардан куйидаги теореманинг уринли 
экаии келиб чикади:

3 - т е  о р е м  a. <Z//rc, + ,  —, % 1 >  — алгебра ком- 
мутатив %алца булади.

5 - т а ъ р и ф .  < Z / m , 1 >  залка т модуль
буйича чегирмалар синфларининг х<алцаси дейилади.

2 - м и с о л .  Z/4 туплам залка ташкил этишини кур* 
сатинг.

Z/4 тупламда купайтириш амали куйидагича була-
Ц  ди:

С з • С2 =  %  Ct • Сз = : С3* А  • Сз =  %  . • •
Купайтириш амали коммутатив ва ассоциатив (текши- 
риб куринг).

Дистрибутивлик хоссаси бажарилади. Хакикатан,

(С2 +  С ^ - С ^ _ С ^ С , ^ С 2> с 2 - с 2 =  с 09 
| С3 • С2 =  С2, /

С'2 j_C2 +_С3 ^ 2  =  с 2 булга ни учун (С2 +  С3) • С2 =  С2 X 
X  С2 +  С3 • С2 булади.

Z/4 тупламда айириш амали бажарилади (текшириб 
куринг).

v емак, Z/4 туплам залка экан.

23- §. Чегирмаларнинг келтирилган системаси, 
модуль билан узаро  туб булган чегирмалар 

синфларининг мультипликатив группаси

Таккосламаларнинг 11- хоссасига асосан т модуль 
буйича узаро таккосланувчи сонлар т модуль билан 
бир хил энг катта умумий булувчига эга эди. т . мо
дуль буйича таккосланувчи сонлар битта синфнинг 
элементларидан иборатлигини биз юкорида курсатган 
эдик. Демак, синфнинг битта чегирмаси модуль билан 
узаро туб булса, бу синфнинг барча элементлари зам 
т билан узаро губ булади.

Шунинг учун т модуль билан узаро туб булган
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чегирмалар синфи тугрисида гапириш мумкин. Бу синф- 
лар туплами сонлар назариясида му^им роль уйнайди.

1- т а ъ р и ф .  т модуль билан узаро туб булган .бар- 
ча чегирмалар синфларидан биттадан элемент олиб 
тузилган туплам чегирмаларнинг т модуль буйича 
келтирилган системаси дейилади.

Чегирмаларнинг келтирилган системасини. шу че
гирмаларнинг тула системасидан ^ам тузиш мумкин. 
Бунинг учун тула системада модуль билан узаро туб 
-булган чегирмаларни ажратиб олиш кифоя.

Масалан, {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ,8 ,9 }  туплам, 10 мо
дуль буйича чегирмаларнинг тула системаси булгани 
холда 1, 3, 7, 9 эса 10 модуль буйича чегирмаларнинг 
келтирилган системасидир. Худди шундай 1, 3, —3, 
—1 зам 10 модуль буйича чегирмаларнинг келтирил
ган системаси булади- Чегирмаларнинг келтирилган сис
темасидаги элементлар сонини аниклаш учун Эйлёр 
функцияси деб аталувчи куйидаги' у(т)  функциядан 
фойдаланилади:

2 - т а ъ р и ф .  Агар куйидаги иккита шарт бажарил- 
са, <р (т) сонли функция Эйлер функцияси дейилади:

1. ср (1 )  =  1;
2 . ср(/п) функция т дан кичик ва т билан узаро 

туб булган сонлар сони.
Берилган сонлар системаси т модуль буйича че

гирмаларнинг келтирилган системаси булиши учун ку
йидаги учта шарт бажарилиши керак:

1. Сонлар системасйнинг элементлари <р (т) та бу
лиши' керак.

2. Сонлар системасидаги ихтиёрий иккита сон т мо
дуль буйича таккосланмаслиги, яъни т модуль буйи
ча ^ар хил синф элементлари булиши керак.

3. Сонлар системасидаги ихтиёрий сон т модуль 
билан узаро туб булиши керак.

I - т е о р е м а  (чизикли форма ^акида). Агар ах чи- 
зицли формадаги х  узгарувяи т модуль буйича че- 
гирмаларнинг келтирилган системасини ташкил эт~ 
са ва (а; т)*=*\ булса, у щ лда  ах х<ам т модуль 
буйича чегирмаларнинг келтирилган системасини 
ташкил этади.

Теоремани исботлаш учун а х > лар ^ам юкоридаги 
учта шартни каноатлантиришини к^рсатиш лозим.

1. ах  сонлар сони <р Щ) та булади. Чунки х  нинг 
урнига биз кетма-кет f  (т) та сон кУям из.
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2. 22- §  даги чизикли форма ^ацидаги теоремага 
асосан ах  +  b сони т модуль буйича турли синф эле
мента эди. Демак, ах  лар ^ам турли синф вакиллари 
оулади, чунки х  сони ^ар хил синфлардан олинган ва 
(а; т) =  1.

3. Теорема шартига асосан, (а; л/г) =  1 ва х  узга- 
рувчи т модуль буйича чегирмаларнинг келтирилган 
системасининг элемента оулганидан (х\ т) =» 1 була
ди. Демак, (ах\ т) =  1 экан.

Э с л а т м а. * ва ах  че! ирмалар т модуль буйича алохида 
чегирмаларнинг келтирилган системасини ташкил киле а-да, х  нинг 
бир хил цийматларида улар турли синф элементлари булади.

Хакицатан, (л; /и) — 1 булгани учун а х  =  х  (m odm ) таккосла
ма фацат ва фацат а =  1 (mod т)  булгандагина рост булади. Агар 
л- ва ах  ларнинг т  модуль буйича энг кичик мусбат чегирмалари 

\  олинса, бу система бир хил элементлардан иборат булади. Бу сис- 
з темаларнинг мос элементлари (урин нуцтаи назаридан) т модуль 

буйича турли синф элементлари б^лааи.

1- м и с о  л. а  =* 5, т =* 14 булсин. У золда (б; 14) ~ 
=  1 булиб, т модуль ‘буйича чегирмаларнинг келти- 
рилган системаси х  =  1, 3, 5, 9, И ,  13 дан иборат бу
лади.

т =  14 модуль буйича Ъх ни ^исоблаймиз:
5 i s =  5 (mod 14),
5 3 == 1 (mod 14),
5 5 =я 11 (mod 14),
5 9 == 3 (mod 14),
5 11 =  13 (mod 14),
5 13 =  9 (mod 14).

Демак, 5х  ни 14 га булгандаги цолдиклар мос равиш- 
да 5, 1, 11, 3, 13, 9 б^лар экан. 1, 3, 5, 9, 11, 13 ва 
5, 1, И ,  13, 9 системалар бир-биридан факат сонлар
нинг турган урни билан фарь; килади, холос. Бу сон
лар купайтмалари эса узаро тенг,

2- т е о р е м а ,  т модуль билан узаро туб чегирма
лар синфлари туплами купайтириш амалига нисба
тан абель группа ташкил цилади.

И с б о т и .  Gm туплам т модуль билан узаро туб 
чегирмаларнинг барча синфлари туплами булсин.

т модуль билан узаро туб чегирмалар синфлари
нинг ихтиёрий иккитасининг купайтмаси яна модуль 
билан узаро туб чегирмалар синфи булади.
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Gm даги синфларни купайтириш амали коммутатив* 
лик ва ассоциативлик хоссаларига эга.

С, синф купайтириш амалига нисбатан нейтраль эле* 
мент булади.

Ихтиёрий синф учун тескари синф мавжуд
лигини курсатамиз. От =■ (С,, С2, . . ., С {т)) булсин. 
Бунда ср (//г) — Эйлер функцияси.

а и а2, . . м #<р(ю) л зр т модуль буйича чегирмалар»
нинг келтирилган системаси ва c t i £ C t (£•— 1, 
булсин.

1- теоремага асосан at • а и at • аъ . . at • а  (1Я) лар
зам чегирмаларнинг келтирилган системасини ташкил 
килади. Улар орасида т модуль буйича 1 билан танкос- 
ланувчи apk  элемент мавжуд, яъни a t ♦ ak ^ \  (mod/rc> 
уринли. • _  ___ •

У золда  Ct • Ck =  Ct тенглик уринли булиб, Ck синф 
Ct синфга тескари синф булади. Демак, <<3ОТ, • ,  *“ * >  
алгебра абель группаси экан.

3 - т а ъ р и ф .  Gm> •, группа т модуль билан 
узаро туб чегирмалар синфларининг мультипликатив 
группаси дейилади.
• 2- м и с о л .  /я®» 6 модуль буйича (Ct, С&} туп

лам мультипликатив группа булади.
Дакикатан, купайтириш амали куйидагича аникла- 

нади: .

Су • Cj === C\i С, • С5 =  СЬу Сь • (75 =  с*.

Бу тенгликлардан куринадики, С, ва С5 синфлар узи-
га-узи тескари синфлар, С\ синф эса нейтрал элемент 
булади. Демак, ассоциативлик хоссаси бажарилади 
(текшириб куринг).

24- §. Эйлер функцияси ва унинг хоссалари

Т а ъ р и ф .  Натурал сонлар тупламида аникланган /  
функция учун (т\ п) =  1 булганда

f i tn • п) =  f (т) - / ( / г )  - ( 1)
тенглик бажарилса, у золда /  функция мультипли
катив ф унщ ая  дейилади.

Т е о р е м а .  Эйлер функцияси мультипликатив 
функциядир.



И с б о т и .  (1) ни исботлаш учун  1 дан пт гача бул
ган сонларни куйидаги жадвал шаклида ёзиб оламиз:

I ' 2  . . .  k . . .  т
m-f-1  т -\-2  . . .  m +  k . . .  2 т (2)

<л —1)ю-Н —I )/тг 4-2 . . .  ( n - \ ) m - \ - k  . . .  ( п - \ ) т - \ - т = п т

у (пт)  ни ^исоблаш учун (2) жадвалда п • т билан 
мечта узаро туб сон борлигини аниклашимиз керак.

Бирор сон п • т билан узаро туб булиши учун у 
шу сонларнинг зар бири билан у зар о  туб булиши ло- 
зим. Шунинг учун (2) дан аввало т билан узаро туб 
булган сонларни ажратиб оламиз. Ажратилган сонлар 

% орасидан эса я билан узаро тубларини танлаб оламиз. 
Жадвалнинг тузилишига асосан, зар бир устун эле- 
ментлари т модулга нисбатан тенг колдицлар синфи- 
дан иборат Шунинг учун зар  бир устуннинг барча 
элементлари т модуль билан бир хил энг катта уму
мий булувчига эга, бу элементлардан биттаса т билан 
Узаро туб булса, шу устуннинг барча элементлари ^ам 
т билан узаро туб булади. Демак, т модуль билан 
«узаро туб устунлара туррисида гапириш мумкин. т 
билан «узаро туб устунлар" сонининг <?.(т) га тенгли- 
ги уз-узидан куриниб турибди. Энди жадвалнинг их
тиёрий бирор устунини оламиз. Мисол учун

т +  k9 2т +■ 6, . . . .  (п — 1) т +  k (3)
ни карайлик. Бу устуннинг элементларини х  узгарув- 
чи О, I, 2 , . . «, (н — 1) кийматларни кабул ^илгандаги 

чизикли форманинг кийматлари деб караш мум- 
кин. (т ; п) =  1 булгани учун (3) кетма-кетлик k га 
боглик булмаган золда  п модуль буйича чегирмалар
нинг т^ла  системасини ташкил килади. Демак, (3) да- 
ги ti билан узаро туб сонлар ср (п) дир. Шундай ки- 
либ, (2) да т замда п лар билан узаро туб сонлар 
сони 9 (л) • <?(т) та экан. гг замда т билан узаро туб 
сон т • п билан зам узаро туб булади. Демак,

(р (п • т) =>у(п) • <р(/я).

Бу хоссани чекли сондаги узаро туб сонлар купайт- 
маси учун о^ам умумлаштириш мумкин.

у ( т)  Эйлер функциясининг зисоблаш формулалари 
Куйидагилардан иборат.
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а) tn =  р туб сон булсин. У з;олда a <  р  б^лса, (а;
р)г= 1. Бундай сонлар 1, 2, 3 ...........р — 1 булгани учун
<?(Р) =  р — 1 буладиь

1- ми с о  л. р =  7 булсин. 1, 2, 3’, 4, 5, 6 сонларнинг, 
^ар бири 7 билан узаро тубдир. Шунйнг учун ? (7) — 
*=6 булади.

б) т =  р* булсин. ср (/?“) ни )?исоблаш учун 1 дан рп 
гача сонларни куйидагича.ёзиб оламиз:

1, 2, 3, . . . ,  р а. (4)

Бу ^атордаги р, 2р, | . . ,  рл~1 • р  сонларнинг барчаси р  
га б^лингани учун р  билан Узаро туб эмас. р  га бу’-
линадиган сонлар сони р*~' тадир. (4) цаторда эса р "
та сон бор. Демак, (41 да р  билан ^заро туб сонлаг> 
сони

? (/^“) =  Ш  — / _1 =  ̂ а_1 (/? — 1), яъни
v { p * ) ~ p « - \ p - \ )

та экан,
в) т => р*1 * /Л  • . . .  • /А  булсин. Эйлер функциясн1 2 А

мультипликатив функция булгани учун

<р (/И) =  <р (рМ  . <р (/?“») . . . .  . <р

тенгликни ёзиш мумкин. Хар бир к^пайтувчи учун б) 
ни куллабу куйидагига эга буламиз:

М х

х • • •  • ( '  I )

(1 _  Л ) .  ...
ёки

<Р (/га) — / Л - 1  ( /7 ,  -  1 )  • у»"1-1  ( f t  —  1 )  • Щ  ' p \ k~ \ p k — \ ) .

2 - м и с о л .  ср(360) ни топинг.
360 -  23 . З2 • 5. У *олда *  (360) — Щ (2 — 1) . 3 (3 —

— 1)(5 — 1 ) — 96, яъни ср (360) *=® 96.
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25- §. Берилган соннинг барча булувчилари буйича 
тузилган Эйлер функциялари цийматларининг 

йигиндиеи

Фараз килайлик, т сони d  та булувчига эга бул
син. Бу булувчилар буйича тузилган Эйлер функция
лари цийматлари йигиндисини ^  9 (Щ каби белгилай-

mid
ЛИК.

V  <р (d ) нинг т га тенг эканлигини курсатамиз. Ай-
mjd

тайлик
т =  Pi' • р% р\ь (1)

булсин. Бу ерда р и р г, . . p k лар т нинг турли туб 
булувчиларидир. т нинг барча булувчилари d  =  p^'X
X р 1' ’ ■ • • ' P\h кУринишдаги сонлар булади. Бу ерда

о <  Pi O i .  О <  р2 <  а2) . . „ 0 <  <  ай.

а, =  а3=  . . .  =  ак =  0  булганда т нинг булувчилари
1. Р% • • ч лардан иборат. Демак, бундаги Эй
лер функциялари кийматлари йигиндиеи 1 + 9 (^1) 4- 
4  9 (Р\ ) 4  . . .  4  ¥ [Р]Щ булади. <р | § |  |  9 (р\*) • . . .  ,Х
X  <р ( /Л )  =  <Р (j»?‘ • рЬ • ж ’ Plk) булгани у ч у н У  <р(d)=-ft * ,<ШВд

m/d
— ( 1 4  <р(А)4 4  . • • 4- ?(,»“')) • (1 4  4  <?lPi)+ 
4  . .  . 4  v ( P “/ ) )  • • • • • (1 +  ?(Р/,)  4 сР ( Р р 4  • • • 4 -  
+  <Р (/>?)) булпди. Лекин (1 4  9 (рк) 4  . .  • 4  <р (>“*) =

-  £ +  (Р„ -  1 )f+ (Pi  -  р„) 4  . . ;  4  # § ; - P \ f ‘) =  р?  • 
Демак, V < р ( d ) - p ' i '  • ри • . . .  • р*ь — т ,  яъни 2 <Р(^)==а

m/d m/d
=  //г.

2б-§. Эйлер ва Ферма теоремалари

1 - т е о р е м а  (Эйлер теоремаси). Лга/? ( а ; / г а ) = 1  
б^лса, у холда

a*<m>ss 1 (mod т) (1)

тац^ослама уринлидир.
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И с б о т и .  23-§ даги чизицли форма ^ацйдаги I -  
теоремадан фойдаланамйз. ах формани олиб, ундаги х  
урнига от модуль буйича ч’егирмаларнинг келтирилган 
системасидаги сонларни кетма-кет куйиб чикамиз. Че- 
гирмаларнинг келтирилган системаси энг кичик мусбат 
чегирмалардан иборат булсин. Агар х  узгарувчи г „  га,
• • •» fk (k =  <р (от)) каби чегирмаларни кабул килса, ах  
форма ^ам мос равишда г\, г'2, . .  ., г'к (£ =  <р(от)) каби
чегирмаларни кабул килади. Демак,

a r ( =  rj (mod от), 
аг.2~ г ‘г (modот),

ark =  ar'k (mod от).

Бу такцосламаларни дадлаб купайтирсак,
ak • г, • га • . .  i • rk =  r[ • г' • . . .  • г'к (mod от) (2)

тацкосламага эга буламиз. Бунда г, • г2 . . .  rk купайт
ма билан г\ • г'2 . . .  г'к купайтма узаро тенг ва улар- 
нинг з(ар бири модуль билан ;узаро туб, чунки (rt; т)=~
— 1 эди. (2) нинг иккала кисми г, • г2 . . .  гл ™ r\ X  
Х г '  . . .  г'к ларга кискартирилгандан с^нг куйидагига 
эга буламиз:

ak~ \  (mod от). (3)
Лекин й*я(р(от) эди. Шунинг учун =  1 (m odт.) 
булади.

1 - м и с о л .о т  —8, а= > 5  булсин. (8; 5) — 1 булиб. 
g?(8) щ  j (mod 8) булади.

<р (8) =  <р (28) =  23" 1 (2 -  1) =  2* • 1 -  4,
54 =  625 =  1 (mod 8), 54 =  1 (mod 8).

2- т е о р е м а  (Ферма теоремаси). Агар а сон р сон
га булинмаса ва р туб сон булса, у %олда а р~1 а* 
5= 1 ( mod р) таццослама уринли, булади.

И с б о т и .  а сон р  сонга булинмаса ва р туб сон 
булса, у ^олда (а; р) =  1 булади. Бундан Эйлер тео- 
ремаеидаги таккосламада от == р олинса ва <t(p)=p~~
— 1 эканидан

ар- i =  i (mod/?) (4)
таккослама келиб чикади. (а; р) — 1 булгани учун (4)
щ



на иг И к кили кис ми ни а га купайтириш мумкин. У зол- 
mi м' ii (mod/;) таккослама ихтиёрий а учун тугри 
АУ мм н и,

Шш И С О Л, а — 8, р  =  11 булсин. 8 = —3 (mod 11)
flU /и НИНАМИ

810 =  ( ~ 3 )10 (mod 11),
( —3) = = 9 =  —2 (mod 11),

(—3)10 =  (—2)5= — 3 2 =  1 (mod И).
Да мак, 810 =  1 (mod И) булади. 
о'* 1 I (mod/г) танкослама бажарилса, у долда зар 

Доим я  туб сон булмаслиги мумкин.
М<п план, а =  2, /г =  341, ф (341) =  300 булсин, У 

4<м >м 2ЯИ> =1 (mod341) таккослама уринли. Лекин 341 
I* |щ и к пГ> сон, яъни 341 =  11 • 31. Аммо 210=  1 (mod341) 

ншш учун 2340 =  1 (mod341) булади.

27- §. Бир номаълумли биринчи даражали 
таодосламалар

1 тя ъ р иф. Ушбу
ax =  b (modw) (1)

куринишдаги таккослама бир номаълумли биринчи да- 
iюжали тащослама дейилади (бу ерда а ва £ — бу-
1 ум сонлар, т — натурал сон).

2 - та  ъ р и ф .  Агар (11 таккосламада х  =  х х булган-
- mi a \'i £ b (mod т) таккослама тугри б^лса, у золда 

СОН (1) тащосламани цапоатлантиради дейила-
ди.

Т е о р е м а .  Агар (1) тащосламани x t сон цано- 
пт -jii/ширеа, у %олда (1) тащосламани xx +  mt (t — 
оугпмн сон) сонлар системаси цаноатлантиради.

^икикатан, берилишига кура ахл= Ь  (modт) так
кослама тугри. xx-\-mt сонлар системасига тегишли 
ихтмРрий х2 сонни олайлик. У золда х2 =  хх (mod/ft) 
вулиб, бундан 21- § даги 5-хоссага кура /  (х2) ^  
т /  (л,) (mod т) таккослама келиб чикади. Бунда f (x  1) щ
* ()(mod //г) ни эътиборга олсак, / ( * 2)= 0  (mod т) таккос- 
лимага эга буламиз, яъни х2 сон ( 1) таккосламани ка- 
иоатлпнтиради. Демак, хх -j- mt сонлар системасидаги 
цар бир сон (I) таккосламани каноатлантирар экан, 

х у +  mt сонлар системаси хг ёки [хх\ синф зам деб 
юригилади.
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3 - т а ъ р и ф .  Araj) х х сон (1) таккосламани цаноат*
лантирса, у *олда х х синф ( 1 ) таккосламанинг еяима 
деб аталади.

( 1) таккосламани каноатлантирувчи сонларни 0, 1* 
2 , . . . ,  т — 1 сонлар ичидан кидириш керак.

( 1) таккосламани ечишнинг куйидаги иккига ^оли- 
ни курайлик:

Ь  (а\ т) т 1 булсин. Агар (1) таккослама ёчимга 
эга булса, бу ечим т модуль буйича чегирмаларнинг 
бирор синфи булади. Маълумки, чегирмаларнинг тула  
системасидаги ^ар бир чегирмага битта синф мос келар 
эди. Демак, (1) да х  сон чегирмаларнинг т^ла систе- 
масини кабул килар экан. У ^олда чизикли форма ^а -  
кидаги теоремага кура а х  ^ам чегирмаларнинг тула 
системасини кабул килади. х  нинг бирор х 0 киймати 
топиладики, натижада ах0 чегирма билан Ь сон битта 
синфга тегишли булади, яъни ax0^ b  (m od /я) булиб, 
х ^ х 0 (m o d tn) булади. Бу ечим, юкорида айтилгани-
дек, х 0 ёки [*0] куринишларда ^ам белгиланади.

2 . (а ; tn) d >  1 булсин. ( 1) таккосламани унга 
тенг кучли ах  — Ь =  ту (х% у £  Z) тенглик куриниш- 
да ёзамиз. Бундан ох  — ту — Ь булиб, (а\ m) =  d  га 
кура a/d  Л  m\d =$> Ь/d. Демак, агар b / d  *олда, яъни Ь 
сон d  га булинмаса, (I)  таккослама ечимга эга бул- 
майди.

Фараз килайлик, Ь сон d  га булинсин, яъни b ^ d b x 
б /лсин.  Таккосламаларнинг хоссасига асосан (1) нинг 
иккала кисмини ва модулини d  га булиб, куйидагини 
^осил киламиз:

а хх^=Ьх (modW|). (2)

(2) таккослама ( 1) такк°сламага тенг кучли эканлиги- 
ни курсатамиз. х х — (2) таккосламанинг ихтиёрий ечи- 
ми булсин. а хх х^ Ь х (mod тх) таккосламанинг иккала 
кисмини ва модулици d  га купайтирамиз.

daxx x ẑ dbx (mod dmx ) ахг = b  (modm).

Демак, x t — (1) таккосламанинг ечими экан. х 0 — (1) 
таккосламанинг ихтиёрий ечими булсин. ax0^ b ( m o d т) 
таккосламанинг иккала кисмини ва модулини d  сонга 
буламиз. У ^ол^а atx 0==bx (m o d тх) таккослама ^осил
булади, яъни ,л;0 — (2) таккосламанинг ечими экан. Д е 
мак, (I) ва (2) такк°сламалар тенг кучли экан. (ах\
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р Л ш  I оулгппиднп ( 1) золга асосан (2) таккослама тх 
мину »и. Л^ймча куйидаги ягона л0 ечимга эга: зг ш

 •  . ///,) Ски x~XQ-\-m{k (k £  Z). Бу ечим (1) ни зам
ЦИИМШЖТирйди, лекин ( 1) нинг ечимлари шу билан

• if) т .  Пгрилгаи таккосламанинг ечимларини т 
мн \ чI. буйича топиш учун куйидагиларга эътибор бе- 
IIJtMIMI

х и х^-\-ти . . . ,  x t +  (d — \ ) m t (3)

« •П ф м ш ф н и н г  j^ap бири т1 модуль буйича тенг кол- 
диц/шр булиб. mxd — m модуль буйича эса турли синф- 
,И ТШГИШЛидир Шу турли синфларнинг элементлари

х х + m t, х 1 +  2т1, . . x t +  (d — l ) m t (4)

дни иборат. Х^кикатан, (4) нинг зар  кандай иккита 
1ЛСМП1ТИ т модуль буйича таккослаиувчи эмас. (3) 
СйИфнинг (4) га кирмаган з?ар бир элемента учун (4) 
дп шуидай элемент топиладики, уларнинг айирмаси 
т \ i l ~ m  га булинади. Шунинг учун улар битта синф- 
нннг элементлари ^исобланади. Демак, (о; m) =  d  ва 
(/>; tn)— d  булса, (1) таккослама (4) оркали аникла- 
пунчи d та ечимга эга экан. Юкоридагиларга асосан 
цуйидеги хулосани ёза оламиз:

1. Агар (a; m) =  1 булса, (1) нинг ечими мавжуд ва 
ягонадир.

2. (а\ m) =  r f >  1 булганда
а) bid булса, (1) нинг ечими мавжуд эмас;
б) b / d  булса, (1) таккослама d  та ечимга эга.
М и с о л л а р .  1. Z x ~ 7  (mod 11) таккосламани ечинг.
(3; 11) =  1 булгани учун ечим ягона булади. 11 мо

дуль буйича чегирмаларнинг системаси 0 , + 1, ± 2, 
± 3 ,  ± 4 ,  ± 5  дан иборат. Бевосита текшириб куриш 
билан х = — 5 (mod 11) ечим эканлигига ишонч хосил 
Киламиз.

2. 5х  =  7 (mod 15) таккосламани ечинг.
(5; 15) =  5, лекин 7у.5 булгани учун бу таккослама 

ечимга эга эмас.
3. 9 я  =  6 (mod 15) таккосламани ечинг.
(9; 15) ==3 ва 6/3 булгани учун таккослама учта 

ечимга эга. Хакикатан, таккосламани
За: =е 2 (mod 5) -

шаклида ёзиб оламиз. (3j 5) —> 1 булгани учуй бу так
кослама 5 модуль буйича ягона x ^ —l  (m o d 5) ечим-
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га эга. У холда берилган таккосламани —1, —1 + 5 ,
— 1 +  2 * 5  сонлар канеатлантира-ди. Шунинг учун х^з  
н= — 1, 4, 9 (mod 15) берилган таккосламанинг ечимла- 
ри булади.

28- §. Бир номаълумли биринчи даражали 
таццосламаларни ечиш усуллари

Ушбу
a x ^ b  (mod/га) (1)

к^ринишдаги бир номаълумли биринчи даражали так- 
^осламаларни ечишнинг бир канча усуллари мавжуд.

1. Си н а ш  у с у л и .  Бу усулнинг мо^ияти шунда- 
ки, (1) так послам адаги х  уРнига т модулга кура че
гирмаларнинг тула системасидаги барча чегирмалар 
кетма-кет цуМб чикилади. Улардан кайси бири (1) ни 
тугри таккосламага айлантирса, ушачегирма катнаш- 
ган синф ечим хисобланади. Биз 27- § даги иккита ми- 
солни шу усулда ечдик. Лекин коэффициентлар етар- 
лича катта б^лганда бу усул унча кулай б^шайди.

2. К о э ф ф и ц и е н т  л а р н и  ^ з г а р т и р и ш  у с у -  
ли .  Амалий машгулотларда таккосламаларнинг хосса- 
ларидан фойдаланиб, (1) да номаълум олдидаги коэф* 
фициентни ва b ни щундай Узгартириш керакки, нати- 
жада таккосламанинг унг томонида хосил булган сон 
ах  ^аднинг коэффидиентига б^линсин.

1* ми с о  л. 7 л : = 5 . (mod 9) таккосламани ечинг.
7х — 5 +  9 (mod 9),

7j c s  14 (mod9).
(7* 14) ==7 ва (7; 9) — 1 б^лганидан х  =  2 (mod 9) 

ечим келиб чикади.
2 - м и с о л .  17л: = 2 5  (mod28) таккосламани ечинг.

17л: +  28л: =  25 (mod 28),
45л: =  25 (mod 28).

Бундан 9л: =s 5 (mod 28),
9л; =  5 — 140 (mod 28) =  —135 (mod 28),
9л; =  —135 (mod28),- x  = —15 (mod28),

x  = 1 3  (mod 28) ечим хосил булади.
3. Э й л е р  т е о р е м а с и д а н  ф о й д а л а н и ш  у с у -

л и. Маълумки, (а; т)= 1  булса, у ^олда a'p(m)= 1 (modт,)
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П ц о сл ам а  уринли эди. Бундан (mod т)
Цццосламйии ёзиш мумкин. Охирги таккосламлни ах =
■ i ( m o d /n )  таккослама билан солиштириб, л:==а'Р1т)~ 1Х 

( Ь (mod т) эканига ишонч хосил киламиз-Мисоллар
|ЧИШда а*(т)~1 • b ифодани т. модуль буйича энг кичик 
МусЛпт чегирмага келтириш лозим.

3- м и с о л. Зх Ц  7 (mod 11) таккосламани ечинг.

, x = 3 f(U)_1 Щ  (mod 11), <р ( 11) =  10,
За =  9 =  —2 (mod 11), З4 =  4 (mod 11),

Шам 12 =  1 (mod И ) б^лганидан л: =  39 - 7 =  2 8 ш  
«all (modИ),  х = 6  (mod 11) ечим хосил булади.

Таккосламанинг модули етарлича катта булса, ку* 
йидш’и усул анча фойдалидир.

4. У з л у к с и з  к а с р л а р д а н  ф о й д а л а н и ш  
у с у л и.

Ушбу
а х  =  6 (mod m) (1)

таккослама берилган булиб, (а; т) =* 1 ва а ~>0 бул- 
син.

-  касрни узлуксиз касрга ёйиб, унинг муносиба
касрларини * - (k =  1, п) каби белгилаймиз. *■ 

fft Qk
Кисцармас каср б^лганидан п=  т, Qn — а булади, у
*олда 8- § даги nQn_ л_х Q„ =  (— 1 lw тенглик 
mQ , — <$?п_ха, =  (—1)” шаклни олади. Охирги тенг- 
ликдан а $ ? п_х =  — (—1)й +  ^Qn-\ ё*и а ^ п_ygg  
■в ( _ ) i n-1 (m odт) хосил булади. Охирги таккослама
нинг иккала кисмини (— 1)п~ • Ь ва купайтириб,

а ( —-I)"-1 • b ^ a - i ^ b  (medwt) (2)
таккосламага эга б^ламиз. ( 1) ва (2) ни солиштириб,

х з ( - 1)ы ^ ,  (mod от) (3)

таккосламани хосил киламиз. Бу ерда <£?п_х сон —Л
касрнинг (л — 1)- муносиб касрининг суратйдан ибо
рат. (1) таккослама ягоца ёчимга эга булгани учун (3) 
ечим к( 1) нинг ечими булади.
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4- м и с о л. 285л: = 1 1 7  (mod 924) таккосламани ечинг. 
(285; 924) «  3, 177/3

булганидан таккосламанинг модули ва иккала кисмини
3 га булиб, ушбу

95л: =  59 (mod 308)
0  308таккосламани ^осил киламиз. Энди —  касрни муно-

сиб касрларга ёямиз. Бунинг учун кетма-кет б^лишни 
куйидагича бажарамиз:

308 =  95 • 3 +  23,
95 =  23 • 4 +  3.
23 — 3 • 7 +  2,
3 =  2 • 1 +  1,

2 = 1 - 2
й\ “ 3, q2 =  4, <73 =  7, qK =  1, qb =  2,

8 -§  да баён килинган усулга асосан куйидаги жадвал- 
ни тузамиз:

Qk 3 4 7 1 2

<S& k I 3 13 94 107 308

Демак, == ^ 4  =  Ю7 экан. Бундан
х  =  (—1 )* • 107 • 59 (mod 308)

ёки
*  =  153 (mod 308).

У )?олда берилган такКРСлама ечимлари куйидагилар 
булади:

.х  =  153, 461, 769 (mod 924).

29-§. Туб модулли кщори даражали 
тавдосламалар

Таккосламаларнинг 10- хоссасига асосан, ^ар кандай 
мураккаб модулли таккосламаларни доимо туб модул
ли таккосламаларга келтириш мумкин эди. Энди биз 
туб модулли таккосламалар билан шурулланайлик,
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I и ъ р и ф .  / ( х ) =  а0хп +  atxn- ] +  . . .  +  ап- \ x  +  ah 
и У и\пд ciiQZ ва m >  1 булиб, а0/ т  булса, у золда
ушбу

/  (л:) == 0 (mod т) (1)
Тй1<к<к лама п — даражали бир номаълумли таццос- 

1ч Uti дейилади.
( 1) таккосламани тугри  сонли таккосламага айлан- 

ТИрунчи Хо +  £  Z) синф ш у тащосламанинг 
<•44 ми лейилади. x 0 +  mt синфининг битта элемента 
булган х0 сон т модуль буйича тузилган чегирма'лар-
II1111 г т^ла системасиг^а тегишлидир. Ш унинг учун т 
модуль буйича тузилган т^ла системанинг чегирмалари
( 1) ни каноатлантирса, бу таккосламанинг ечимлари со- 
ни -уш шунча булади.

Ечимлари туплами устма-уст тушган таккосламалар 
Одитда пьет кугли  таццосламалар деб  аталади.

Лгар (1) таккосламанинг иккала кисмига ихтиёрий 
| ф ц а д  кушилса, у золда зосил булган таккослама (1) 
таккосламага тенг кучли таккослама булади. Агар (1) 
таккосламанинг иккала кисми т модуль билан Jteapo туб 
булган k сонга купайтирилса* у золда зосил булган 
таккослама (1) таккосламага тенг кучли булади. Агар
( I ) таккосламанинг иккала кисми ва модули k натурал 
Сонга купайтирилса, у золда зосил булган таккослама 
берилган таккосламага тенг кучли таккослама булади.

Фараз килайлик, бизга коэффициентлари Z  сонлар 
^алк*и’ига тегишли бир номаълумли п- даражали так- 
мм /him/I берилган булиб, унинг модули туб сон дан ибо- 
рпг булсин, яъни

/ (л ) — о0х п +  ахх п~1 +  . . .  +  ап-\Х  +  ап == 
s 0  (mod/?)

(/» ту ft СОН <!{)/р) булсин.
А и и I 111 0ID 4B (I — 0, п) коэффициентларни р мо- 

му /к м кура hi Mi),in )Т киймат буйича энг кичик колдиц- 
<111• Пи mu .-riM.'iniIириб оламиз. Масалан,

•Л'м ’ | 17 г  1 3 е= 0 (mod 11)
in i,i, '*( мимпни ’ ’■ > • • (mod 11), 17 =  —5 (mod 11)* 13 =  
m'J, (moil 11) ('улгпип учун

;ix“ -  бл» * 2 0 (mod 11) (2)
куримишда *V’in hi мумкин. (r/0; p) «■ 1 булганидан

a 0y 1 (mod/?) (3)
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таккосламй доимо ягона ечимга эга булади. (3) так- 
КОсдаыави у га виебатам ечиб, бу тоюилган ечимга (2) 
нинг иккала цццышк »у»айт*и$ввк, х" олдидаги коэф
фициент 1 га т«иг булиб колади. Хакщатан, (2) так
косламанинг иккала кисмини З у ^ 1  (mod 11) таккос
ламанинг ечими булгам у ?г=4 (mod 11) га купайтирсак, 
у х3 2х3 +  ЗиеО (mod 11) кУрнишни олади. Умуман 
олганда куйидаги теорема уринли:

1- т е о р е м  а. Даражаси п ( п > р )  га тенг булган, 
р туб модулла таццослама даражаси р — 1 дан кат- 
та булмаган тащосламага тенг куя ли булади.

И с б о т и .  ^олдикли булйш ^ а ц и д а г и  теоремага асо
сан, п £  N  ва р — 1 £А / лар учун куйидаги тенгликни 
ёза  оламиз:

п =  (р — 1) • k +  г  (1 <  Г < / ?  — 1).
Биз б у  ерда колдикни 0 дан р —,2 гача олмасдан 1 

дан р — 1 гача олдик, чунки р  — 1 модуль буйича че
гирмаларнинг тула системаси сифатида 0, 1, 2, . .  
р — 2 ёки 1, 2, 3, . . . .  р — \ системани олиш мумкин. 
Б ундан  ташцари Ферма теоремасига асосан,

х  =  хр (mod р)
таккослама Уринли. Бу таккосламанинг иккала кисми
ни кетма-кет

V - 1  „(Р— 1) (j»-l)-2+(/— 1) „(р-1)(*-1)+ (Г-ЛЛ ) л  р Л |  • t <| Л

га купайтирамиз; Унда куйидаги такцосламалар зосил 
булади:

х г =  1+r (mod/?), 
х ( р - 1) 1+r _ x (p - \ ) . ' i+ r  (mod/t7) f

x{P- W - l ) + r _ _ x <P- l ) k l - r  (mod/p)#

Агар бу таккосламаларни >{адлаб купайтирсак ва з?о- 
сйл булган таккосламанинг иккала кисмини умумий 
купайтувчига булсак, у зрлда

V  — x (p-1)' ft+r (modр), 1 < г < / ? — 1 (4)
таккослама з^осил булади. п =  (р — 1) • k -f- г ва (2) так- 
косламага асо*ан

х.п =  хТ (modр), 1 <  г <  р — 1 
га эга буламиз.
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М и СОЛ. JC19 +  Зх17 -  Зх11 — х 5 +  Зл:2 — 1 =  О (mod 7) 
МКК<н'ляма берилган булсин. Бу ерда 7 — 1 = 6  булга- 
IHI учун юкоридаги таккосламани

H F *  х  +  Зх6 — Зл:6 — х 6 +  Зх1 — 1 =  О (mod 7) .

Аки
хъ — Зха — х  +  1 =* 0. (mod 7)

Шнклда ёзиш мумкин.
2- т е о р е м а. Туб модулла п- даражали таццос* 

АН ми еяимлари. сони п тадан ортац эмас.
И с б о т и .  Фараз килайлик, (2) таккослама берил- 

ran булиб, х  =  х, (mod/?) унинг ечими булсин, яъни
щ  /(•*!) — О (mod/?) (5)

таккослама уринли булсин. У яолда Безу теоремасига 
асосан

V  Д х )  « { х - х ^ / , ( * )  + / ( * i )
булади, бу ерда Д (х) даражаси я — 1 дан катта бул> 
магам кУп^ад, /  (Xj) эса р  га цолдиксиз булинадиган 
Сои. (5) га асосан (2) таккосламани

Г  f { x ) ^ ( x - x 1) f i (x) (mod/?) (6)
кУрннишда ёза олаииз. (2) ва (6) дан (х — хг) / л (х) =
■  О (mod/>) таккослама яосил булади.

Агар /, (х) Ш 0 (mod р) таккослама бирор х  =
■  X] (mod/?) каби ечимга эга булса, х  нинг барча бутун 
Кийматларида айнан бажарилувчи

/  (х) =  (х — х 2) (х) (mod/?)
Тйккосламага эга буламиз. Энди юкоридаги фикрларни 
/ ,  (х) га нисбатан куллаш мумкин. Бу жараённи да
ном эттириб, куйидаги иккита тасдикдан бирн доимо 
ростлигига ишонч хосил киламиз:

1. k кадамдан сунг умуман ечимга эга булмаган 
(// — к)- даражали

t  fk( x ) ^ 0  (mod/;) (7)
та к кос л а мага эга буламиз.

2. а0 (х — х ==Q (modр) куринишдаги биринчм да
ражали таккосламагЁ эга буламиз.

1-);олда (2) таккосламани
/ ( л ) ^ ( л ;  — х 1)(х — х2) . . .  тШШШШШ (modр) (8)
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к^ринишга, 2-^ о л д а  эса
f (х)==а0(х — ■*,)(.* — x t ) . . .  (х — хп) (m odр)  (9)

к^ринищга келтирамиз. 1-^олд а  (2) таккослама л-,, х г, 
. . . ,  Xk лардан бошка ечимга эга булмайди. Хакика- 
тан, л: =  лгА+1 (mod/?) ечим мавжуд б^либ, хк+г^ х и
•*2. . . . .  x k (mod/?) булса, у *олда

/*(**+,) — О (mod/?)

таккослама рост булади. Бу эса (7) таккосламанинг 
ечимга эга булмаслигига зиддир.

3- т е о р е м а. Агар п- даражали туб модулли тац- 
цосламанинг ечимлари сони п dan ортиц булса , у 
^олда унинг барча коэффициентлари р га булинади.

И с б о т и .  Фараэ килайлик, х и х ъ . . хП1 х п+\ лар
(2) таккосламанинг ечимлари булсин. f (х) =  а0хп+
+  аххпХ +  . . .  + ап купзадни t ( x )  =  а0 (х — *,) (х —
— х2) . . .  (х — xh) +  b ( x  — Х х) { Х — х 2) . . . (х — Х п - \ )  +  
+  . . .  +  / ( х — х х) т  куринишда ёзиш мумкин. Бу
ерда хь (/ =  1, п) таккослама ечимлари. b, . . ., /, т 
лар купзадлар тенглиги таърифга асосланиб топилади.

х  «  x t булса, f (х t )=* т булади ва т/р,  чунки f(x^)/p 
х  =  х2 булсин, у золда / ( х2) =  / ( х2 х, )  Ч--т га эга 
буламиз. Бундан f ( x 2)/p ва т/р булгани учун 1(х2 — 
~~ *1 )1р булади. Лекин х2 — X i k p  дан l /р булади. Шуи- 
дай давом эттириб, х = * х п+1 киймат берамиз.

f  ( Х п+1) а 0 (-^/1+1 Х п+ 1 • (Лл+1
— х п) (mod р)

таккосламадан а0/р.
а и а2> . . ., ап лар а 0> Ьь . . / ,  яг сонларнинг ал" 

геб р а и к  йириндиси булгани учун улар зам  р  га бул и 
нади.

Э с л а т м а. Мураккаб модулли таккослама учун 1 -теорема 
Уринли булмайди.

Масалан, x i — Ьх - f  6 =  0 (mod 6 ) таккослама- х  = 0, 2, 3, 
5 (mod 6) лардан иборат туртта ечимга эга.

4 - т е о р е м а  (исботсиз). Бош коэффициенти 1 га 
тенг булган гг ( п > р )  дараж али  /(00  =  0 (m odр)  
таккослама р  та ечимга эга б у  лит учун f ( x )  на 
х р — д: га булишдан хосил булган г ( х )  цолдщ куя- 
Хаднинг барча коэффициентлари р га булиниши за- 
рур ва етарли .
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30-§. Квадратик чегирма ва квадратик 
чегирмамаслар

Икьинчи даражали бир номаълумли таккосламалар- 
чп очи!» икки номаълумли иккинчи даражали тенгла- 
Мвларни бутун сонлар тупламида ечиш масаласи билан 
улииП богликдир.

1- т а ъ р и  ф. Ушбу

ах2 - \-b x -\-c '=  0 (m o d /д) ( а / т )  ( 1)

куринишдаги таккослама иккинчи даражали (квадра
тик) бир номаълумли таццосламг дейилади.

( 1) ни доимо
* ах1 +  Ьх +  с =  ту (2 )Щ

ишклда ёзиш мумкин. (2 ) эса иккинчи даражали икки 
номаълумли тенгламанинг хусусий золидир.

Т е о р е м а .  (1) куринишдаги квадратик таццосла- 
мани цар доим

x*s~d  (mod mt) (3)

куринишга келтириш мумкин.
Хацикатан, таккосламанинг хоссасига асосан (1) 

нинг иккала кисмини ва модулини 4а  га купайтира* 
миз, у долда

4а2х* +  4abx +  4ас т  0 (mod 4та)
бки

(2ах +  Ь)2, — А2 +  4ас ш 0 (mod 4та),
2 ах  +  b — у

десак, охирги таккослама

у2 б== Ь2 — 4ас (mod 4та) (4)

куринишга келади. Низоят,  Щ-— \а6  =»d r 4ma*«=mi 
белгилаш киритиб,

у2 =  d  (mod тх) (5)

таккосламани зосил киламиз. ( 1) нинг зар бир ечими
(4) ни зам  цаноатлантиради. Лекин (4) нинг зар бир 
ечими (1)  нинг зам ечими булавермайди. (4) нинг 
ечимлари орасидан ( 1) нинг зам ечими буладиганла-
рини ганлаб олиш учун х Ш га эътибор бериш
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лозим. Агар шу нисбат бутун сон булса, (4) ни кя- 
ноатлантирувчи ечим (1) нинг хам ечими булади.

Амалий машгулотларда (1) дан (5) га ;утиш учун 
юкоридаги барча жараёнларни бажариш шарт эмас. 
Унинг урнига, таккосламанинг чап кисмини бирор ифо- 
данинг тулик квадратига келтириб олиш лозим.

М и с о л л а р .  1. 4л8 — И х  — 3 =  0 (mod 13). 1 1 s  
= 2 4  (mod 13), 3 =  16 (mod 13) булгани учун 4ха — 24х—
— 16=  0 (mod 13) булади. (4; 13) =  1 булгани учун охир
ги тавдосламадан

Xs — 16х — 4 =  0 (mod 13),
(х - З ) 8-  13 =  0 (mod 13),

(х — 3)8 =  0 (mod 13), 
х  =  3 (mod 13)

келиб чицади.
2. Зхг +  7х -f 8 =  0 (mod 17),

+  24л: — 9 =  0 (mod 17), 
x 2- j-8x — 3 =  0 (mod 17),

(x -f- 4)8 ш  19 (mod 17),
(x +  4)s =  2 (mod 17),

(x  +  4)8 =  2 +  34 (mod 17), ,
<t +  4 s ± 6  (mod 17), яъни 

X  +  4 Ш 6 (mod 17), 
x  +  4 =  —6 (mod 17).

Булардан x, =  2 (mod 17), x 2 =  ~  10 (mod 17) келиб чи- 
кади.

(5) к^ринишдаги таккосламалар одатда икки хадли 
таккосламал-ар деб аталади.

2 - т а ъ р  и ф Агар (а\ /га) =  1 булганда х 8 =  а  (mod/га) 
таккослама ечимга эга булса, а га т модуль буйича 
квадратик кегирма, акс з^олда а га /га модуль буйияа 
квадратик яегирмамас дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар (а;/га) =  1 булганда х " = а  (mod да) 
таккослама ечимга эга булса, а га /га модуль буйи
ча га- даражали кегирма, акс холда га- даражали яе~ 
гирмамас дейилади.

гаг, модуль мураккаб сон булса, у холда (5) та!{- 
кослама куйидаги уч хил таккосламага келтирилади:

1. х* =  й  (mod/?) (р — ток тУб сон);
2. х 2 =  с? {гаойрЪ) (р — ток туб сон, р > 1),
3. х а г= d. (mod 2“) (а >  1).



31-§. Тоц туб модулли иккинчи даражали 
таодосламадарни ечиш

У шОу
x“ =  a(modjp) ((я;/>)=- 1, (2; /?) == 1) (1)

иккм х,адли иккинчи даражали таккослама берилган 
булиб, унинг модули ток туб сон булсин.

Агар а =  0 (mod р) булса, берилган таккослама х'г ^  
O(niodjP) куринишда булиб, бу таккосламанинг ечи

ми л  Ез 0 (mod р) булади. Шу з^олда ва фа^ат шу хол- 
дагиня берилган таккослама ноль ечимга эга булади.

Модуль ток туб сон булгани учун (1) таккослама- 
пшг ечими модуль буйича чегирмаларнинг келтирилган 

системасига тегишли булади.
1 - т е о р е м а .  Агар х  =  ( m o d р) (1) нинг ечими 

Лфлса, х== — x t (mod/>) ^ам (1) нинг эчими булади.
И с б о т и .  jcj =  (—x ,)2 (m o d г) уринли. Демак х х (1) 

ии каноатлантирса, (— x t ) ^ам ( 1) ни каноатлантиради.
Маълумки, таккослама ечимининг аникланишига 

пгосан л;ар бир ечимга битта синф мос келади. Биз х х 
на — Ху лар р  модуль буйича турли синф вакиллари 
•канини курсатишимиз лозим.

Тескарисини фараз килайлик, яъни хх ва — xt лар 
р модуль буйича битта синфга тегишли булсин. Унда
(дг, ■* — Xi(modp))=J- (2л:, = 0(mod^))=>(A:1 =  0(mod/?)),

чунки ( 2 ; / Р )  =  1. Лекин охирги таккослама (а;/?)«=1, 
деган шартга зиддир. Демак, xt ва ( — х,)  лар р  модуль 
буйича турли синфларга тегишли.

Туб модулли иккинчи даражали таккосламаларни 
модуль етарлича кичик булганда синаш усули билан 
ечиш максадга мувофикдир. Бунинг учун р  модуль 
буйича чегирмаларнинг келтирилган

± 1» ± 2, ±  3 , , . . ,  +  (2)

системасидаги j^ap бир чегирмани кетма-кет ( 1) га 
цуйиб утирмасдан х  ни 1, 2, 3, . . .  лар билан
алмаштириш кифоя. Бундай з^олда чап томонда

сонлар ^осил булади.

I 2, 2’ , З2, . .  ., (p- f ± J  (3)
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2- т е о р е м а .  (3) сонларнинг %ар бири р  модуль 
буЫча турли синфларга тегишли булади.

И с б о т и .  Тескарисини фараз килайлик, яъни 1 •<
булганда £2==/2 (mod/?) булсий.

k2 — Щ 'т 0 (modр) =>■ I k /) (k — I) =  0 (mod р). J
О <k- { -1  < р  ва О < /  — £ < / ?  булгани учун охирги 
таккослама бажарилмайди.

1- н а т и ж а .  р  модуль буйича тузилган чегирмалар-
Р — 1нинг келтирилган системасидаги чегирма квадра- 

тик чегирма, Р—̂ ~ таси эса квадратик чегирмамас 6jf«
щ ,

лади.
М и с о л .  11 модуль буйича энг кичик мусбат квад

ратик чегирмаларни топинг.
Бу чегирмаларни топиш учун куйидаги хисоблаш- 

ларни бажарамиз.
U.~  1 _  5 булганидан 1, 2, 3, 4, 5 ларнинг квадрат- 

ларини кзраб чи^амиз: 12 =  1 (mob 11), 22 =  4 (modi 1), 
32 =  9 (mod И), 42 =  5 (mod 11), 5s =  3 (mod Ц).

Демак, 11 модуль буйича квадратик чегирмалар 1, 4, 
9, 5, 3 лар булиб, квадратик чегирмамаслар эса 2, 6, 
7, 8, 10 лар булади.

2 - н а т и ж а .  Агар (1) таккослама ечимга эга б^лса, 
у з^олда у факат 2 та ечимга эга булади.

3 - т е о р е м а  (Эйлер критерийси). Агар (а, р) — 1 
р-1

булиб, а 2 = 1  (mod/?) уринли булса, (1) тацц ос ла
ма иккита еяимга эга булади,

р —1
а 2 =  — 1 (mod р) (4)

уринли булганда эса (1) таццослама бирорта %ам 
еяимга эга булмайди.

И с б о т и .  Ферма теоремасига асосан, аР~г=. l(mod/?) 
таккослама рост, р ток сон булгани учун аР~1 — I s

Р — 1 Р — 1 Р — 1 Р — 1
=  ( а 2 — 1) (а 2 + 1) уринли Бундан (а *: — 1 ) ( а 2 +  
+  1) =  0 (mod/?) таккослама косил булади. Охирги так-

р —

косламага асосан, а 2 — 1 ва а 2 + 1  купайтувчилар- 
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дан камида биттаси р га булиниш и шарт,. Бу иккала 
кушайтувчи бир вактда р  га булинмайди, акс золда 
уларнинг айирмаси булган ±  2 зам р  га б^линган бу
ларди, лекин р  ток туб сон булгани учун 2 X р.

р - i

Агар а квадратик чегирма булса,a -2 =  l(mod/?) була
ди. Хакикатан, бундай >{Олда х  нинг шундай киймати 
ыавжудки, бу циймат учун {х\ р) =  1 булганда а з а

р - i  р - i

ш л , (пк^/7)булади.Бундана 2 = ( х 2) 2 (modp)=>xp~l ŝ 
“  I (mod/?) б^либ, 1-натижага асосан р  модуль буйи
ча Р̂ г— та квадратик чегирма мавжуд. ( 1) таккослама 
туб модулли булгани учун унинг ечимлари сони так-
цослама даражасидан, я ъ н и д а н  ортик була ол-

2
майаи. Демак, (I) барча квадратик чегирмалар учунги-
на уринли булади. У з?олда (а\р) =  1 шартни каноат-
лантирувчи квадратик чегирмамас а лар ва факат шу- 

р - 1

лар учун а  2 l (m o d р) уринли булади.

32- §. Лежандр символи

Ушбу
л:а =  а  (mod/?), (а;р) — 1 (1)

гаккосламанинг модули етарлича катта сон булганда 
>йлер критерийсидан фойдаланиш унчалик кулай эмас. 
•ундай лолларда Лежандр символи деб аталувчи ва

каби белгиланувчи символдан фойдаланилади. 

Т а ъ р и ф .  Куйидаги шартларни каноатлантирувчи 
ууА  символ Лежандр символа дейилади:

• 1, агар а сон р ток туб модуль буйича квад- 
_  ратик чегирма булса; 

р )  — 1, агар а сон р ток туб модуль буйича квад
ратик чегирмамас булса.

 ̂ символ а сондан р буйича тузилган Лежандр
символи деб аталади, бу ерда а Лежандр символининг 
сурати, р  эса Лежандр символининг махражи дейи
лади.
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М и с о л ,  ^ j  1» чунки Эйлер критерийсига асо-
i9— 1

с а н ,7 2 = 1  (mod 19) булгани учун 7 сон 19 модуль

буйича квадратик чегирмадир. 5 сон 17 модуль буйича 
квадратик чегирмамас булганлигидан — 1 була-  

ди.
Р-1 р -Х

Маълумки, а  2 =  1 (mod/?), а 2 щ  — 1 (mod/?) 
эканлигига караб, а квадратик чегирма ёки квадратшс 
4ei ирмамас буларди. Демак, Лежандр символи ва Эй
лер критерияларига асосан, куйидагини ёза оламиз:

р - 1
== а  2 (mod/?).

Энди Л еж андр  символининг куйидаги баъзи бир хос~ 
саларини куриб утамиз:

l:|,’# s i t  (m o d p )= ^  )ж{ ~ )* ^

Хакикатан, битта синфнинг элементлари берилган* 
модуль буйича ё квадратик чегирма, ёки квадратик 
чегирмамас булади, Бунга асосан, (3) нинг тугрилиги 
келиб чикади. Бу хоссадан фойдаланиб, *ар канда&
k £ Z  учун куйидагини ёза оламиз: ~р ~̂~}9

булгани учун^~^«*^~^ булади.

2°. Ш -  1.
\  Р

Хакикатан, л 2 =  1 (mod/?) таккослама доимо ечимг» 
эга булиб, л: =  ±  1 (mod/?) унинг ечимидир.

3° . ( у ) = (— 1 ) Х . ‘ Н и

(2) таккосламага асосан куйидагини ёза оламиз:
Р~Л

(— 1) 2 (mod/?)т
р - 1

Лекин (— ) ва (— 1) 2 ларнинг киймати ± 1  дан фарц-
р
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ли эмас. Шу билан бир вактдэ р то^ туб сон булга-
ми учун 1 ва — 1 лар шу модуль буйича таккосланув-

£—1
чи б^ла олмайди. Демак, j ва ( — 1). Щ лар бир ва*

Кгда 1 га ёки — 1 га тенг булади.
Н а т  и ж а. р  =  4m 4- 1 шаклдаги сонлар учун — 1 

квадратик чегирма, р =  4т 4- 3 шаклдаги сонлар учун 
эса — 1 квадратик чегирмамас булади. .

]Какикатан,

4%

И с б о т и .  (2) таккосламага асосан куйидагини ёзиш 
нумкин:

/7—1 /7— 1 р - 1

Зки

(а-Ь)  2 = а  2 • Ь 2 = ( 7 - ) ’

р-Л р—\
а ‘ Ь 2 ■) (mod/?) таккосламанинг иккала

«Кисми а  ва b лар р  модуль буйича квадратик чегир
ма ёки квадратик чегирмамас б^лса, 1 га, а ва b лар- 
нинг бири р  модуль буйича квадратик чегирма, иккин- 
чиси эса квадратик чегирмамас булса, — 1 га тенг. Шу-
нинг учун ) ==' ( ~ ) ‘ ( ~ )  тенгликни ёза оламиз. 
Б у  хоссадан куйидаги натижалар келиб читали:

1 / а2\ л /а • Ьг1 - н а т и ж а .  (— ) =  1, \ j( а \) е т |
шBS я . s р . ШШЯ

2 - н а т и ж а .  Ж уфт сондаги квадратик чегирмалар 
-ёки квадратик чегирмамаслар купайтмаси доимо квад
ратик чегирма булади. Ток сондаги квадратик чегир
мамаслар купайтмаси яна квадратик чегирмамас була
ди,

83



Хр !
Биз бу хоссани исбот цилиб утирмасдан ундан ама~ 

лий машрулотларда фойдаланишнинг баъзи бир томен-  
лари ни курсатиб утамиз.

а) р ~ 8 т ±  1 шаклдаги туб сон булсин У з о л д а
ра -  1 __ (8 т ±  1)а -  1 

2

= 8т* ±  2т О (mod 2) 
8 8

булгани учун ^— J = l .
р 2 —  1б) р =  8т ± 3  шаклдаги туб сон булса, ------ =*-8

(8/й ± 3)а —_1_ _  g^2 ^  1 _  1 (mo(j 2) булади. Де~
8

мак, р  =  8т ±  3 шаклдаги сон булса, 2 сон р  модуль
буйича квадратик чегирмамас булади, яъни ( —W — К  

. ‘ '  \/> /
6 . Узаролик конуни.
Агар р ва q лар зар  хил ток туб сонлар булса,

<5 >
тенглик уринли булади.

Бу хоссани зам исбот килмасдан унинг амалий маш- 
гулотларда кулланилишини курсатамиз. Бунинг у ч у в
(5) нинг иккала кисмини га купайтирамиз:

ш ш & З ш  <в>
бу ерда ^  j =  1.

(6) тенгликка асосан, р ёки q ларнинг камида бит-
Р - 1 1

таси Am -j- 1 шаклдаги сон бул:а, (— I) 2 2 =  1 бу
либ, j =  J ^осил булади.

Агар р  ва q ларнинг з^ар бири 4т 4 -3  шаклдаги туб  
сон булса, у *олда (— 1) нинг даражаси ток сон булиб,

Ш - - Й
булади,
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М и с о  л. я 2 == 426 (mod 491) таккослама ечимга эгами? 
13у саиолга жавоб бериш учун J Лежандр сим-

полним тузамиз. 42б =  2 > 3  *71 шаклдаги сон булгани 
учун 4- хоссага асосан куйидагича ёзамиз:

l . ( ^ j ) = = — 1, чунки 491 =  3 (m o d 8).

чунки 491 2= 3 (m o d 4), 7 1 = 3  (mod 4), 491 щ 65 (mod 71), 
б ее l (  mod 4), 13 = 1  (mod 4), 13 =  5 (mod 8).

1 ^ ) -  ( - 1 )  • ы — 1 —  1 , »
ни учун берилган таккослама- ечимга эга эмас.

33-§. Бошлангич илдизлар ва курсаткичга 
тегишли сонлар

Эйлер теоремасига кура (а; т)=* 1 булганда

Ф т == 1 (mod т) ( 1)

таккослама уринли. ( 1) таккосламанинг иккала кисми
ни &-даражага кутариб

a w(e)— 1 (m o d /га) (2)

га эга буламиз. (1) ва (2) ни умумлаштириб куйидаги 
хулосага келамиз: агар (а; яг) =  1 булеа, зар доим 
шундай у натурал сон топиладики,

а ? .0  1 (mod т) (3)

таккослама уринли булади ( ( 1) га асосан).
Биз ушбу кулланманинг биринчи кисмида натурал 

сонлар системасини курганда Хар кзндай натурал сон
лар туплами доимо энг кичик элементга эга эканини
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курган эдик. Шунга кура (3) таккосламани, каноатлан- 
тирувчи натурал сонлар тупламининг энг кичик элемен- 
ти мавжуд. Уни 8 ор^али белгилайлик, яъни 8 =  т 1п т  
булсин.

1- т а ъ р и ф .  Агар (а;/и) =  1 булганда
a 5= l(m o d / re )  (4)

та^^ослама Гринли булса, у з^олда 8 сон а сонинанг т 
модулга кура курсаткича ёки т модуль буйича а 
сонига тегишли курсаткия дейилади.

Бу таьрифга асосан, 8<<р(/и) булади.
2- т а ъ р и ф .  Агар (а; т )=  1 булиб, 8 =  <р(/я) булса, 

у ^олда а сон т модуль буйича бошламия илдиз де
йилади.

т модуль буйича бирор а сонига тегишли курсат- 
кични топишни куйидаги мисолларда кУриб утамиз:

1-м  и с о  л. т = 7  модуль буйича 2 ,3 ,5  сонларга те
гишли булган кУрсаткичларни топинг.

а) а — 2 булсин, <р (7 )=  6 булгани учун 21,2а,23,24,25,2в 
даражаларни 7 модуль буйича кУриб чикамиз:

2 г  2(mod 7),
22 s= 4(mod 7),
2е == I (mod 7).

Демак, таърифга кУра 2 сон 7 модуль буйича 3 кУр- 
саткичга тегишли.

б) а  =  3 булсин. У ^олда
3 ss3 (m o d 7 ) ,
3* з= 2(mod7),
3s ва -  1 (mod 7),
34 =s4(mod7),
35 =  5(mod 7),
3е s i  (mod 7).

Демак, 3 сонининг 7 модуль буйича курсаткичи 6 
га тенг экан.

в) а =  5 булсин. У ^олда
5 s=5(mod7),

52 Ш 4(mod 7),
53 =  20== — l(mod7),

54 == 16 s= 2(mod 7),
Ъь--щ 24 Ы 3(mo‘d 7),

56 =  l(m od 7).



Ьундан 5 сонининг 7 модуль буйича курсаткичи зам 
<> га тенг. б) ва в) ларда ср(7)==*6 булгани учун 3 ва 
В еонлари 7 модуль буйича бошланрич илдизни ташкил 
|?ади. Демак, битта модуль буйича зар хил бошланрич 
илдпзлар мавжуд экан.

1 - т е о р е м а. Бирор т модуль буйича тузилган 
битта синфнинг чегирмалари ту мооуль буйича бир 
лил курсаткичга тегишли булади.

И с б о т и .  Теоремани тескаридан исбот килайлик, а 
нп ах чегирмалар т  модуль буйича битта чегирмалар 
Сиифидан олинган булсин.

а Щa^modm) булиб, at s==l(mod rri) ва а}1 в  (lmod т) 
дам да 5 =й= булсин. Ани клик учун & < 8 1 (ёки 8 > 8 ,) 
деб оламиз^ 8 <  8 t булиши мумкин эмас, чунки а 8 =  1 

ft (m o dщ  ва a =  ax(modtn) лигидан охирги таккослама-
р  щ . g  . /

ни 8 даражага кутариб, a s= ai (mod яг) га эга буламиз. g 8 
У золда a ss l.(modт) эканидан а \=  1 (m odт) булади.
а,  сон 8Х курсаткичга тегишли булгани учун, таъриф
га асосан, 8t < ; 8  га эга буламиз. Бу эса 8 < 8 , шартга 
зид. Энди 8 > 8j деб фараз киламиз ва a = .a x(modm) 
нинг иккала кисмини 8 , даражага кутарамиз:

a bi =  eft (m o dт) =>• a v Щ 1 (mod т).
а сон т модуль буйича 8 курсаткичга тегишли булгани 
учун

8 < 8*
( S < 8 1) A ( 8 1< 8) = ^ 81 =  8#

Демак, агар бирор а сон т модуль буйича бирор & 
курсаткичга тегишли булса, а билан т модуль буйича 
тенг колдиклар синфининг барча элементлари зам шу 
курсаткичга тегишли булади, яъни берилган модуль 
буйича битта курсаткичга тегишли булган сонлар синфи 
туррисида гапириш мумкин.

т модуль буйича 8 курсаткичга тегишли булган зар  
бир а сони т билан jteapo туб бу лиши лозим, акс зол
да, яъни (а; т) = d  >  1 булса, a T= l ( m o d /7 i )  та-ккос* 
лама уринли булмайди.

Агар а сони т модуль буйича бошлангич илдиз 
булса, у зо лд а  биз бошлангич илдизлар синфи закида 
фикр юритамиз.

2- т е о р е м а. Агар (а; т) — 1 булганда
a 5 =  l(m od  т ) (5 )

8?



булса, у %олда
а°, а \  . . .  , а ь~1 (6)

сонлар системаси т модуль буйича узаро таццослан- 
майди.

И с б о т и .  Исботни тескарисини фараз килпш усули 
билан бажарамиз. Фараз килайлик, k ва /  лар ихтиё
рий натурал сонлар булганда ak^ a l (mod т) таккосла
ма рост булиб, бунда & — 1 > / > £ > 0  булсин. (ак\ т)=*
=  1 булгани учун юкоридаги таккосламанинг иккала 
К и с м и н и ' г а  булиб

al~k=  1 (mod т) (0 <  /  — k <  8)
таккосламага эга буламиз. Лекин бу таккосламанинг 
уринли булиши мумкид эмас, чунки а  сон т модуль 
буйича & курсаткичга тегишли.

I - н а т  и ж а. &в=  <р(т) булганда (3) система т модуль 
буйича чегирмаларнинг келтирилган системасини таш- '  
кил киладл,

^акикатан, 1. (6) системада f ( 0 )  та элемент мав
жуд;

2. (а ; т) =  1 =ф- (яг; т) »  1;
3. ак элементларнинг ^ар бири 2-теоремага асосан, 

т модуль буйича турли синфларга тегишли. Б у  учта 
шарт (6) нинг келтирилган чегирмалар системасини бил- 
диради.

2 - н а т и ж а .  Агар т модуль туб сон булса, яъни 
т = р  булиб ва а  сон р  модуль буйича бошлангич ил- 
диз булса, у ^олда (6) катор

а 0. а \ . . .  , аР~2 (7)
куринишда булади.

2 - м и с о л .  7 модуль буйича 5 бошлангич илдиз 
учун (7) куринишдаги системани тузинг.

1 = 3 ° ,  3, З2, З3, З4, З5 ни тузамиз ва зар  бир дара- 
жани 7 модуль буйича энг кичик мусбат чегирмалар 
билан алмаштирамиз. Улар куйидагилардан иборат (1- 
б мисол):

1, 3, 2, 6, 4, 5.
^акикатан, бу система 7 модуль буйича чегирмалар

нинг келтирилган системасидан иборатдир.
3 - т е о р е м  а. а сон т модуль буйича Ь курсаткия- 

га тегишли булса , у х°АОа ушбу
а т=  а?1 ( mod т) (8)
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пкщцосламанинг уринли булиши учун .
Tf—I ^ m o d  8 ) (9)

тащосламанищ уринли булиши зарур ва етарлидир .
И с б о т и .  1) З а р у р и й  л и г и ,  а сон т  модуль бу 

йича 8 курсаткичга тегишли ва a T =  a Tl (mod tn) таккос
лама уринли булсин. У зюкда ? ва Yi ларни куйидаги- 
чо ёзиб оламиз:

Т =  89 +  гу Ti I -  5 <7i +  r\ (0 < r  <  8 , 0 <  г, 8 )

ва г  « г ,  эканини курсатамиз. 7  ва ?i ларнинг бу кий- 
матларини (7) га  куямиз. У ^олда

a*Q+r ==a6<7l+ri (mod т)=> ( а ь) 4 • а г = ( а 5) * • a r,(modm)*

Лекин а 8 = 1  (mod т)  булгани учун охирги таккослама 
аг !Е= аг 1 (mod т) куринишни олади.

Ю корида куриб утилган 2 -теорем ага  асосан охирги 
таккослама факатгина г ==г ,  б^лгандагина уринли бу
лади. Д емак ,  г  =  г j  ва t  =  Ti (m o d /» ) .

2. Е т а р л и л и г и .  а = 1  (m o d /ггJ ва t  =  Ti (m o d 8 ) 
таккосламалар уринли булсин. Иккинчи таккосламани 
тенглик ёрдамида куйидагича ёзиш  мумкин:

Т +  г, 7 t — 8 ^ 1  +  г  (0 <  г  <  8 )
а сон т модуль буйича 8 курсаткичга тегишли бу л -  

ганидан

((alp =  1 (m o d tri)) Д  (ahpl = 1  (m od /» ))  =4 - (аь ) q =
=  (а8) Чх (mod tn) => abq • aT =  abQl • ar (mod m)=>- 

=> a S/7+̂  3 = a 8̂ ,+r (mod /») => = a Tl f mod /»).
3 - н а т и ж а .  т =  0  ( m o d 8 ) булганда ва факат шу 

^олдагина 1 (m od/»)  таккослама уринли булади.
Хакикатан, агар ? ^  (mod 8 ) ва десак,

а т ==а0 == 1 (modz/г) ^осил булади. Бошкача айтганда
7 / 8  бажарилса, a T= l ( m o d / » )  булади.

4 - н а т и ж а .  а соннинг т модуль буйича 8 курсат- 
кичи <р (/») нинг булувчиси булади. (Агар а бошлангич 
илдиз булса, 8 курсаткич ср (р) = р ~  1 ни булади ) Ь
курсаткични топиш учун а°9 а1, . . .  \ аь~1 системадаги 
барча даражаларни я;исоблаб чикиш ш арт эмас, унинг 
урнига даража курсагкичи ср (т) ни буладиган дараж а-  
ларни ^исоблаймиз.
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Масалан, 7 модуль буйича 5 сон тегишли булган 
курсаткични топиш учун <р(7)®6 булганидан i, 2, 3 
ва 6 курсаткичларни текшириш кифоя.

3- м и с о л .  17 модуль б^йича 7 сони тегишли булган 
курсаткични топинг.

9(17)=» 16 булиб, 16 нинг булувчилари 1, 2, 4, 8, 16 
булади. Шунинг учун куйидагиларни ^исоблаймиз:

71 =  7 (mod 17), V  г  -  2 (mod 17),
71 ss 4 (mod 17), 78 в  -  1 (mod 17),

716 ss l(mod 17).
Демак, 7 сони 17 модуль буйича бошлангич илдиз 

экан.
5 - н а т и ж а .  Агар а сон т модуль буйича 8 курсат

кичга тегишли булса, ak сони шу модуль буйича
-------курсаткичга тегишли булади.
(М ,

И с б о т и .  аг сон т модуль буйича т курсаткичга
тегишли булсин, яъни 1 (modtft) бажарилсин. 3- 
натижага асосан, охирги таккослама факат =  0 
(m o d 8) б^лгандагина уринли булади.

Таккосламаларнинг хоссасига асосан охирги таккосла
мани куйидаги куринишда ёзамиз:

T = 0 / m o d — —1 V № Щ)
6- н а т и ж а .  Агар ( 8; к) =  1 булса, у ^олда ak сон 

Ь курсаткичга тегишли булади.
4- ми с о  л. 3 сони 7 модуль буйича 6 курсаткичга

О Отегишли. Чунки 3* =  81 сони ------- — —. =  3 булгани
(6; 4) 2

учун 7 модуль буйича 3 курсаткичга тегишли булади. 
Хакичатан,

81 s= — 3 (mod 7), 812 =  2 (mod 7), 81s =  1 (mod 7).

34- §. Курсаткичга тегишли синфларнинг мавжудлиги 
ва сони. Туб модуль, буйича бошлангич илдйзнинг

мавжудлиги

Айтайлик, бирор а сон 8 курсаткичга тегишли бул
син. Чегирмаларнинг келтирилган системасидаги сон- 
лардан шу 8 курсаткичга тегишли б^яганларини топиш 
билан шуэддланамиз. Маълумки, р  модуль буйича 8
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кУрспткичга тегишли чегирмалар
' У э 1 (mod/?) (1 )

тяккосламаларнинг ечимлари ичида ётади. (1) таккос- 
лиманинг ечимлари эса чегирмалари

I  а°, а1, а \  . . .  , ак............ а 8-1 (2>

дан ва р модуль буйича тузилган си нф лар дан иборат.
Хакикатан, 1) (akf  = ( а 8) * ш  l(mod р) булгани учун

(2) система (1) ни каноатлантиради.
2) (2) цаторнинг дар бир элемента 33-§ даги 2 - те* 

оремага асосан, р  модуль буйича турли синфларга те- 
гишлидир.

|  3) (2) да бу чегирмалар сони 8 га тенг,
( 1) таккосламада модуль туб булгани учун унинг 

ечимлари сони 8 дан ортик эмас. Энди биз топилган 
ечимлар ичидан курсаткичга тегишли булганларини 
излаймиз.

Маълумки, 33-§ даги 1- теоремада бир хил курсат
кичга тегишли булган чегирмалар синфи дакида ran 
борган эди, яъни дар бир синфнинг барча чегирмалари 
битта курсаткичга тегишли булиб, бу курсатгйч <р(т) 
нинг булувчисидан иборат буларди. Энди масалани ак- 
синча куямиз:

<Р(т) нинг дар бир булувчиси т модуль буйича ту- 
вилган бирор синфнинг курсаткичи буладими? }^ар кан- 
дай т модуль буйича бошлангич илдиз. мавжудми? Бу 
саволларга куйидаги лемма ёрдамида жавоб бериш 
мумкин.

Л е м м а ,  р туб сон ва 8 сон р  — 1 соннинг булув- 
чиси булсин. р модуль буйича чегирмаларнинг кел- 
тирилган синфлар системасида 8 курсатгичга тегиш• 
ли синфлар сони <р(8) та булади.

И с б о т и .  Маълумки, р  модуль буйича чегирмалар 
келтирилган системасиниыг дар бир чегирмаси битта 
курсаткичга тегишли (33-§ га каранг) ва ^ар бир че- 
гирмага эса битта синф мос келади.

р  модуль буйича тузилган чегирмаларнинг келтирил
ган системасидаги чегирмалардан берилган курсаткичга 
тегишли булган чегирмалар сонини ф(§) деб белгилай- 
лик. Бунда куйидаги икки дол булади:

а) Ь курсаткичга тегишли булган чегирма мавжуд 
эмас, яъни ф (8) =  0;
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б) келтирилган система нинг камида битта чегирма
си 8 курсаткичга тегишли, яъни ф(8) > 0 .

Биз б) ^олни атрофлича цараб чицайлик. 33- §  даги
6- натижага асосан (8; k) =  1 шартни каноатлантирувчи 
барча ак лар 8 курсаткичга тегишли булади. <2) цатор- 
даги (8; k) =  1 шартни каноатлантирувчи чегирмалар 
сони ср(8) булади. Чунки k узгарувчи 0, 1, 2, . . .  , 
Ъ — 1 ларни кабул килади. Бу кетма-кетликла 8 билан 
узаро туб чегирмалар сони ф (8) дир. ср(8) эса 8 мо
дуль буйича тузилган чегирмаларнинг келтирилган сис
темасидаги чегирмалар сонидан иборат. Демак, ср(8) =  
-<|>(8).

М и  с о  л. 19 модуль буйича 4 сони тегишли булган 
курсаткични топинг ва 19 модуль буйича курсаткичга 
тегишли булган чегирмаларнинг келтирилган система- 
сныи тузинг.

Аввало, бевосита ^исоблаш усули билан 4 сони 19 
модуль буйича кайси курсаткичга тегишли эканини то- 
памиз. 4 нинг барча даражаларини текшириб утирмай, 
унинг факат 1 ,2 ,  3, 6 , 9, 18 даражаларини текширамиз 
(33- §t 4- натижа).

4 =  4 (mod 19), 42 в  16 (mod 19), 43 =  7 ( m o d l9 ) ,
46ш  11 (mod 19), 49=  1 (mod 19).

Демак,  4 сон 19 модуль буйича 9 курсаткичга тегиш- 
ли экан.

Энди 19 модуль буйича курсаткичга тегишли бул
ган сонларни излаймиз. Леммага асосан бундай сонлар 
сони ср(9) « 6  та. 1, 2, 4, 5, 7, 8 система 9 модуль буйи
ча чегирмаларнинг келтирилган системасидан иборат- 
дир.

Де*мак, биз излагая сонлар 4, 44, 45, 47, 48 лар бу
лади. Бу сонларни 19 модуль буйича энг кичик мус
бат чегирмалар билан алмаштирамиз ва уларни усиш 
тартибида ёзиб, 4, 5, 6, 9, 16,* 17 систёмага эга буламиз.

Т е о р е м а ,  р туб модуль буйича тузилган р  — 1 
соннанг %ар бир 8 булувчиси ср (8) та синфнинг кур - 
сатгичи булади . Хусусий цолда ср (р  — 1) та бошлан- 
гич илдизлар синфи мавжуд.

И с б о т и .  Фараз ки лайлак Ьи 82, . . .  , 8̂  лар р  — 1 
нинг булувчилари булсин. р  модуль буйича тузилган 
1, 2 , 3, . . . , />— 1 чегирмалар келтирилган системаси- 
нинг барча элементларини шу сонларнинг хар бири 
тегишли булган к^рсаткичлар буйича гуру^ларга ажра-
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гиб чик&миз. У холда 8.j га тегишли сонлар сони ф(8,); 
Л, га тегишли сонлар сони ф (82) ва ни^оят 8А га тегиш
ли сонлар сони <|>'(8Й) булади. Барча гуру^ларга таксим- 
ланган чегирмалар сони р  — 1 та булгани учун

< И М + № ) +  • + Ф ( 8а) = Р - 1  (3)
булади.

Иккинчи томондан 25-§  да кУриб Утганимиздек, 
бирор соннинг булувчилари буйича тузилган Эйлер 
•функцияларининг йигиндиси

V  |  (8г) = р  -  1 (4)
р - 1/*, -  . •

эди, Демак,

р - \ \ Ь 1 р  |/5£

■Леммага асосан

Ф ( \)  -  ? (8/) (в)
тенгликка эга буламиз. Лекин ф (8Л) сон р  модуль бу
йича bt курсаткичга тегишли булган чегирмалар сони 
вди. (6 ) га асосан ф ( 8̂  ларнинг сони у [Ъ{) экан.

Хусусий з^олда, =  p  — 1 булса, у з?олда р — 1 кур- 
саткичга тегишли сон бошлангич илдиз булади. Демак, 
р  туб модуль буйича <р (р — 1) та бошлангич илдизлар 
синфи мавжуд экан.

Бошлангич илдизлар факатгина т, — 2,4, ра ва 2ра, 
сонлар учунгина мавжуддир (бу ерда р  — ток туб сон, 
« >  1 натурал сон).

Бошлангич илдизлар бевосита ^исоблаш усули би
лан топилади. Х°з'ирги кунгача уларни топишга ёрдам 
берувчи бирорта алгоритм ишлаб чикилмаган.

35-§. Индекслар ва уларнинг хоссалари.

Биз 33-§  да ^ар- кандай р  туб модуль буйича бош- 
лангич илдиз мавжудлигини курсатган эдик. Маълум
ки, g  сон р модуль буйича бошлангич илдиз-булса,

g°, g \  g \  • • ‘ . g P~2 (1)
сонлар катори шу р  модуль буйича чегирмаларнинг 
келтирилган системасини ташкил цилади. ( 1) каторнинг
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^адлари р  билан ^заро туб булиб, улар р  модуль буйи
ча <9 ( р ) ^ р  — \ та синфнинг вакилларидан иборатдир..

Демак, («;/?) =  1 б^лса, у колда ( j )  цаторда р  мо
дуль буйича а  сон билан таккосланувчи ягона элемент 
топилади, яъни

а  =  g-^mod р) (2\
таккослама уринли булади.

Т а ъ р и ф .  Агар g  сон р  туб модуль буйича бош- 
лангич илдиз булиб, ( а \ р ) =  \ булганда (2) таккослама 
уринли булса, т >  0 сон а  соннинг р  модуль буйича g  
асосга нисбатан индекси дейилади ва у 7 =  ln d ^ a  каб® 
белгиланади.

Агар асос аввалдан берилган булса, а нинг индекс» 
ind а оркали белгиланади.

Бу таърифдан фойдаланиб (2) ни куйидагича ёзишг 
мумкин:

a s = g ,nda(m0dp ) .  (3>

Юкоридагиларга асосан, кар бир (а\ р ) =  1 шартни к а -  
ноатлантирувчи а сон берилган g  асос буйича

О, 1, 2 . . . . .  р  — 2 (4)»

сонларнинг биттаси билан акикланувчи индексга эга» 
экан. Асоснинг узгариши билан индекс кам узгаради. 
Масалан, 7 модуль буйича 1 , 2 , 3 , 4 ,  5, 6  сонлари в а  
улар билан, шу 7 модуль буйича таккосланувчи барча 
сонлар 3 асосга кура

3° == $ (mod 7), За =  2 (mod 7), 3 = 3  (mod 7), 
34= 4 (m o d 7 ) ,  36= ( m o d  7),

33= - l ( m o d 7 )
булгани учун мос равишда 0, 2, ЕЁ 4, 5, 3 каби ин~ 
дексдарга эга. Энди асос а «= 5 булсин. У колда асос 
буйича тузилган индекслар 33- § даги мисолнинг в> 
сига асосан мос равишда 0, 4, 5, 2, 1 , 3  сонларга тенг.

g  сон р  модуль буйича бошлангич илдиз булган» 
учун, бошлангич илдизнинг таъ; ифига асосан

g'p -1s l ( m o d p )  (5>
таккослама уринли  булади. Бу таккосламанинг иккала  
Кисмини й > 0  дараж ага  кутариб

^mo(j (6)
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rn  эга буламиз. Энди (2) ва (6) таккосламаларни ^ад- 
лаб купайтириб,

а = g ^ ^ i m o d p )  (7)
таккосламага эга буламиз.

(7) таккослама эса з;ар бир (а; /?)=* 1 шартни ка
ноатлантирувчи а сони g  бошлангич илдиз буйича чек
сиз куп индексга эга эканини курсатади. Бу индекс- 
ларнинг барчаси

^ ^ ^ ‘(mod р) (8 )
таккосламани каноаглантиради. (8) нинг уринли булиши 
учун

T=Ti(mod^—1) (9)
таккосламанинг бажарилиши зарур ва етарли. Демак, 
р  модуль буйича тузилган ва р  билан узаро туб бул- 
сан *ар бир синфга (9) таккослама билан аникланувчи 
•индекслар туплами мос келади ва аксивча.

Бу тушунчаларга кура (а^Ь(тоАр) б^лса, у з^олда
in d a = in d f t (m o d /> — 1). (10)

(2) ва (3) га асосан
g-T= g lnde (mod р). ( И )

б ундан
7=^inda(mod р — 1) ( 12)

Индекслар куйидаги хоссаларга эга:
Г .  Купайтманинг индекси р —1 модуль буйича к^« 

шйтуичилар индексларининг йигиндиси билан таккос- 
линади, яъни

Ind(a*£ . . .  / ) = i n d a  +  ind/?+ . • .  -f-ind/ (m odp  — 1).
И с б о т и .  Индекснинг таърифига асосан, куйидаги 

тпккосламаларни ёзиб оламиз:
f l s g - Indfl (mod р)%
bssgMI) (mod р ),

•  •  •  •  •  a y

l ^ g [aAl (m o dp). 
буларни дадлаб купайтирамиз. У золда

a-b . . . /= g - lnt3a+lnbS+ ■ +lncU(modр) 
ИЦКОсляма ^осил булади. Бундан (2) ва (12) га асосан 

in d (a <6 . . . I ) = i n d a  +  ind£ +  . , . -J-
+ i n d / ( m o d p —1). (13)
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2°. Натурал курсаткичли даражанинг ^индекси 1 
модуль буйича асос индекси ва.даража курсаткичининг 
купайтмаси билан таккосланади, яъни

Ind Ш п ind Ж mod/?—1).
И с б о т и .  Фараз цилайлик, а = Ь = . . .  = /  булсин. У  

долда 1-хоссага асосан
i n d ( a - a  . .  • a)  == ind a - f i n d  a - f .  . .  +

+  inda(mod/? —1)
ёки

ind an Azinda(mod/?— 1)
досил булади.

3°. p  ихтиёрий туб сон булганда р  модуль буйича
1 нинг индекси нолга, асос g  нинг индекси эса 1 га  
тенг булади.

Хакикатан, g ° = l ( m o d p )  ва g ^ g ix tio d p )  булгани- 
дан in d l= 0 (m o d /? —1) ва i n d g = l l  mod/?—1) дир. Демак„ 
индекслар дам логарифмлар каби хоссаларга эга экан.

86- §. Индекслар жадвали

Логарифмик жадваллар мавжуд булганидек, ихти
ёрий р  туб модуль буйича индекслар жадвалини ту- 
зиш мумкин. Индексларнинг асоси килиб р  соннинг 
бирорта бошлангич илдизи олинади. Дастлабки индекс
лар жадвалини рус математиги М. В. Остроградский 
тузган. У 1837 йилда 200 гача булган туб модуллар 
учун индекслар жадвалини тузди. Х°зирги кунда  
бундай жадваллар 10000 гача туб модуллар учун ту 
зилган.

Хар бир жадвал куйидаги 2 та кисмдан иборат бу
лади:

1) берилган п сон буйича /  индексни топиш|
2 ) берилган I индекс буйича п сонни топиш.

Бирор р модуль буйича индекслар жадвалини т у з и т  
учун аввало р  модуль буйича g  бошлангич илдизни 
топиш лозим. Сунгра

g \  g \  . , g p~2
даражалар р  модуль буйича энг кичик мусбат чегир- 
маларга алмаштирилади, Масалан, р = 11 модуль бf -  
йича индекслар ва уларга мос сонлар жадвалини ту- 
зайлик. Бевосита ^исоблаш усули билан 2, 6 , 7, 8 л ар
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II модуль буйича бошлангич илдиз эканига ишонч 
Зосил киламиз.

Хакицатан, ср( 11) — 10 булгани учун
2 = 2 ( m o d l l ) ,  23= 8 ( m o d l l ) ,
24= 5 ( m o d  И ) ,  22s=4(mod 11),

25= l 0 ( m o d l l ) ,  210s l (  mod 11),
29= 6 ( m o d  A S  26= 9 ( m o d  11),
27= 7 ( m o d l l ) ,  28= 3 ( m o d l l )

ларга асосан 2 бошлангич илдиздир.
U 6 = 6 ( m o d l l ) ,  6:ss f ( m o d  11), 610= l ( m o d  11),

62^ 3 ( m o d  11), 65^ 1 0 ( m o d  11 )..
Демак, И  модуль буйича 6 зам  бошлангич илдиз Экан. 

Энди а с о с 2 булганда куйидаги жддвалларии тузамиз:

п 1 2 3 4 5
6 1 7 1 8 9 их

,  1 10- 1 8 2 4 9 7. 3 6. 5 I

I 1 Щ 3 4 5 6 7 8 • 9 10

п 2 4 8
5 f 1 0

9 7 3 6 1

Биринчи жадвалга асосан, сон берилса, индекс то- 
пилади, иккинчи жадвалга асосан зса индексга караб 
сои тогшлади.

р  «  43 модуль буйича 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 
30, 33, .34 сонлар бошлангич илдиздир'. g = 2 8  булганда 
куиидагц жадвалларга эга буламиз:

п 0 1 1 1
2 3 4 ь 6 7 8 9

0 42 39 17 36 ‘5 4 1 7 33 34

1 2 6 11 40 4 22 30 16 29

1 2
41 24 3 20 8 *10 37 9 1 .25

1 \ 
1

19 32 ,27 ф щ 12 28 35 26 5

1 4 18 21
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/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 28 10 2 2 i4 5 11 7 24 27

1 1г5 12 35 34 6 39 17 3 41 30

2 23 42 15 33 21 29 38 32 36 14

3 16 18 31 8 9 37 4 26 40 2

4 13 2 0 1

Бу жадваллардаги сатрлар ва устунлар  мос равиш- 
да сон (индекс) н и н г . унлик ва бирлик хонасини бил- 
дириб, уларнинг кесишган жойида изланаётган индекс 
(сон) ту ради.

М и с о л .  43 модуль буйича 37 соннинг индёксини 
го пинг.

Биринчи жадвалдаги 3-сатр ва 7*устуннинг кесишган 
жойида 35сони жойлашган. Д ем ак ,  in d a83 7 =  35. Энди ак- 
синча 43 модуль буйича индекси 18 га тенг сонни топинг.

in d » = 1 8 (m o d 4 2 ) .
Иккинчи ж адвалга  асосан биринчи сатр ва 8- устуннинг 
кесишган жойига 41 сони мос келади. Д емак,  /г =*41.

Агар изланаётган сон (ёки индекс) ж адвалдаги  энг 
катта сондан *ам катта булса, бу сон царалаётган р 
ёки р — 1 модуль буйича энг кичик мусбат чегирма 
билан алмаштириб олинади.

Бошлангич илдизи м авж уд  булган ^ар цандай мо
дуль буйича индекслар жадвалини тузиш мумкии. 
Чунки бундай ^олда ^ам бошлангич илдизнинг дараж а-  
лари т м одуль  буйича чегирмаларнинг келтирилган 
системасини ташкил цилади.

37-§ . Индекслар ёрдамида таккосламаларни 
ечиш

Индексларнинг хоссаларидан фойдаланиб, икки 
\ад л и  таккосламаларни осонгина ечиш му.мкин. Бундай 
мисолларни ечиш учун берилган со.н буйича унинг 
индексини (маълум асосга кура)  ва аксинча берилган 
индексга караб, унга мос келувчи сонни топишга тугри



Йм'нпш Шунинг учун мазкур кулланманинг охи ри да  
I м.m i n i  i ,14:1 туб сонларнинг индекслари ж адвали  
н  >11 hi>1 имели. ■>* '

Фирм I кнлаШм&т V
a x n==b(modp)  . ( 1 )

н .чпмп берилган булиб, (а;  р)  =  1 ва р  ток туб
• им пулмш. Индекслар туш унчасидан  фойдаланиб, ( 1) 
ии уш и и иг кучли

Ind а + п  ind x = \n d  b ( mo d p —1)
// Ind x  === ind b — ind a f m o d p  — 1) (2)

ini. i«,< м vi и м; i билан ал м а й  тирам из. Энди, ind  х  ни но- 
мп м у м  снфатида карат* (2) таккосламани ечамиз. Агар 

гиккослама умуман ечимга эга булса, куйидачи 
иикп роллам бири булиш и мумкин:

| .  (л; р —1) =  Щ: • щ | ; ;1
2, (ti\ р — l ) = * d > l .
Агар 1 -дол  уринли б^лса, 2 7 -§  га асосан (2) так* 

цшушмл ind л: га нисбатан ягона ечимга эга булади.
Агар ind х ^ с  ечим булса, индекслар ж ад в ал и я ан  

i|k»П71.1 ланиб, х  ни топамиз. х  нинг топилган киймати р  
Модуль буйича берилган таккосламанинг ечими булади .

*Л ^ол уринли булсин, яъни чп\ р — l ) = d > l  булсин. 
Уилл куйидаги 2 та дол юз беради:

л) ( i n d b —i n d a ) X ^ ,  яъни indZ?— i n d a  сон d  га  бу- 
Лиимкйди. Бундай  долда  таккосламаларнинг хоссасига 
ж < м лн (2) ечимга эга булмайди.

( 1) на (2) тенг кучли булгани у ч у н  ( 1) дам ечим- 
1/1 > г л булмайди.

О) ( ind b—ind a ) y d ,  яъни ind/?*— ind а  сон d  га булин- 
син. У ^олда  (2) таккосламани куйидагича ёзиш  мум- 
кип:

п . л ind 6 —ind a f  , р —1 \  . оч— ind -------------  m od £ — i  (3)
d d \ d )

Byw /1 л / —; —— W l  булгани учун охирги таккослама \d d )
1 - модуль буйича факат  битта ечимга эга  булади.

Яня (2) таккослама р — 1 модуль буйича d  тр ечимга 
,\мм эга булади. Бу ечимларни ind х  лар буйича топиб, 
индекслар жадвали ёрдамида  эса (1) нинг ечимларини 
топ а м из. I §  ь v

99



Индекслар одатда бирор бошланрич илдизга нисба
тан тузилгани учун дар бир таккослама ечимини ал- 
батта дастлаб берилган модуль буйича топиш керак. 
Чунки биз бошланрич илдйздар узгариши билан ин
декслар ^ам узгаришини куриб утган эдик.

1 - м и с о л .  x 5= 14(m od41) таккосламани ечинг.
Бу таккосламанинг иккала кисмини индекслаймиз. У 

з^олда
5 ind * = i n d  I4(mod 40).

Жадвалга асосан, ind 14=25. Демак, 5 ind x==25(mod 40) 
ёки ind x = 5 (m o d  8).

(5 ;40 )=5  булгани учун берилган таккослама 41 мо
дуль буйича 5 та ечимга эга булади. У ечимлар
ind . ^ ^ ( m o d  40), ind * aE=13(mod 40), tod x9==;Л (mod40)f 

ind A:4= 2 9 (mod 40), ind x 5= 37(m od  40)

такк°сламалардан индекслар буйича
Xj==27(mod 41), .*-2= 2 4(m od  4 1 1, .x3==35(mod 41), 

x 4^2 2 (m o d  41), x b= 1 5 fm o d  41).
Энди х^щ®(тойp) таккосламанинг ечилиш шартини 

курсатамиз.
Бу таккосламанинг ечилиш шаргини келтириб чи- 

кариш учун унинг иккала кисмини индекслаб,
ti ind x==ind a(m od р —\)  (4)

таккосламага эга буламиз.
(п\ р—1 )= r f  булганда охирги такк°сламанинг ечимга 

эга булиши учун ind а  нинг d  га булиниши зарур ва 
етарлидир, яъни

in d f l= 0 (m o d d )  (5)
бажарилиши керак. (5) ни р  ва d  лар орасидаги бог- 
ланиш оркали ифодалайлик. Бунинг учун (5) нинг ик
кала кисмини ва модулини —— га купайтирамиз. Уd
долда (5) таккослама билан тенг кучли б улган^--—

ind a = 0 ( m o d ^ — 1) таккослама ^осил булади. Индекс
лар тушунчасадан фойдаланиб, бу таккосламани

р- 1

ind a  d = 0 ( tn o d /? —1) * 
куринишда ёзамиз. 0 = i n d  l(mod р - 1) булинидан ва
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ин\п|Ч1/1 miii таккосламага мувофик куйидагини ёза 
•мим ihi  ̂Чг7*'.'

р—1
w4 a d = 1  (mod р). (6)

\и* ил г»Vлгли (6) таккослама (3) таккосламанинг ечи- 
iiiin ншрги. (6) да / г = 2  булганда бизга маълум булган 
»м м’|» итрги келиб чикади. ^акикаган, бундай *олда 

г у Г> сон булгани учун d = ( 2 ;  р — 1 ) = 2 ,  ял»ни 
булиб, (6) таккослама

p~i
а  2 E=l(modр)

К, | • п 111111111 м олади. Бу эса х*=*а(то&р) таккосламанинг 
имимиш шарти эди.

Ушбу
ax=b(modp)  . (7)

куринишдаги таккослама курсаткияли таццослама 
/иТшлади. Бу таккосламани ечиш учун унинг ^ар ик- 
i< .1 м м кисмини индекслаб,

х  i n d a = i n d  b(modp—1) (8)

нм-косламани ^осил киламиз. Бу таккослама эса би- 
рипчи даражали бир номаълумли таккослама булиб, 
бундай' таккосламаларни ечишни 28- § да куриб утган 
В п м к.

2 - м и с о л .  ll*E=17(mod 31) таккосламани ечинг. 
Бунинг учун берилган таккосламанинг иккала кис- 

Мини индекслаб x i n d l l = i n d  17(mod30) таккосламага 
ига буламиз. ind  1 1= 23 ,  ind 1 7 = 7  эканидан 2 3 л=н 
»-7(mod30) ёки .s=29(m od 30) таккосламани ^осил ки
ла миз.’ Бундан ^ :=29(m od30) ечим берилган так
косламанинг ечими экани келиб чикади,

38-§. Таццосламалар назариясининг арифметикага
татбиклари

I. Б у л и н и ш  а л о м а т л а р и .  Бутун сонлар туп-  
лимига тегишли ихтиёрий а ва /га>0 сонлари берилган 
булсин. Куп лолларда а  сонни т сонга булишдан з;о- 
сил булган энг кичик колдикни топиш талаб этилади.
1>у масалани ^ал этишнинг умумлашган усулини даст- 
лаб француз математиги Б. Паскаль курсатган эди*
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Биз хснир iuy усулни унлик, юзлик ва мчнглик санок 
система лари учун баён этамиз.

Фараз килайлик, а  нагурал сон унлик санок сис
темада берилган булсин. Унда бу а  сонини уннинг 
д ар аж ал ар и  буйича куйидагича ёзиш мумкин:

а  *== Qq Ч- и 1 • 10 о 2 * 1О* -\~ • • - "И &11 * 10й*
т модуль буйича 10й сон тегишли булган чегирма

лар синфининг энг кичик абсолют чегирмаси r ft, яъни

1 ()*=/•*( m o d /я) ( 6 « 0 ,  п\ г 0-=1) 
булсин. Унда а сонини куйидагича ёзиш мумкин:

a ^ a 0r0+ a xr y+rj2r ^ .  . . + а лг я( mod т). (1)
Агар | L  — а |(г 0 +  о хг, +  ; .  , +ЩГп десак ,  (1) уш бу  '

a ^ /? m (m °d  т)
кури ниш да булади. Ш ундай килиб, а  сони ундан кичик 
булган Rm сони билан алмаштирилади. Бош кача  килиб 
айтганда, ( I )  таккослама унлик системада Паскалнинг 
булиниш (ёки тенг колдиклилик) яломатини билдиради. 
Агар / ? т * =  0 булса, а сои т га колдиксиз булинади, 
агар ЯтФ0 булса, у долда г  Rm булади.

Булиниш аломатииинг куйидаi и баъзи хусусий дол- 
ларини куриб у гам из:

1. //г == 9 булсин. Биз ихтиёрий натурал соннинг 9 
га булиниш аломатини келтириб чикарамиз.

Ушбу l ( k = l ( m o d 9 )  таккосламанинг иккала кисмини 
k даражага  кутарсак,

1 0 ^ 1 i m o d 9 )

таккослама досил булади.. Бундан куринадики, барча 
r k лар 1 га тенг экан. Унда Rm куйидаги куринишни 
олади:

/?9 ■“  (Iq а л а ч cifi

Бу эса урта  мактабда бизга маълум булган’ аломатнинг 
узидир, яъни берилган соннинг ракамлари йигиндиси
9 га булинса, у  долда бу натурал сон 9 га булинади. ,

2. >тг =  11 булсин. У долда 10 =  — 1 (mod 11) =>■ 1 0 ^ =  
£ = ( - - l ) ft(m od  И )  га асосан

Ru =  (а0 + а2 +  щ -\-, .  •) — (&i +  % + #5 Н~ • • •) J
тенглик уринли булади, яъни /?п сон 11 га булинса, 
у  долда берилган сон 11 га булинади.
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! Min о л. а ■■ 3568921 сонни И  га булганда досил 
*1\ 'МНИ fill КОЛ дики и топинг.

/ f „  — (I +  9 +  6 +  3 ) — ( 2 + 8 - 1 - 5 ) = 1 9 —15=з 4,
^11

/1.импп, M/i()8921 сонни И  га булганда коладиган кол- 
mi к I гн тенг. I

,1 т т 7  булсин. У зо лд а

10° l (m o d 7 ) ,  10s==3(mod7), 102= 2 ( m o d 7 ) ,
|О1»  - 1 (mod 7), 104= —3(mod 7), 105= —2(mod 7),

1 106= 1  (m od 7) v. ‘ | | Щ 1

HV 'и пип учун R 1 =  a0 +  Зах +  2a2 — a z — 3ciA — 2ab +  a 6 * 
А рмии. Фараз килайлик, 10 сони m модуль буйича 5 
Иуроггкпчга тегишли булсин. Унда курсаткичнинг таъ -  
| • 11111111 а асосан, 1 0 ° = l (m o d / t t )  булгани учун  г ь =» 1 б$г-
;,мП* ГА | |в=8Г1» г5+2в  г 2> • > Г265=5 гй =  1 булади, яъни 
иилдиклар 8 та ка Дам дан сунг такрорланади.  У ^ о л д а  
/<*ж к у /in даги куринишни олади:

Мм " •  <70 +  # 1 Г 1 +  # 2 Г 2 +  • • • +  # 6 - 1 г 6 -1  +  а 8 +  ^ S -j-l7* 1“Ь -  • •

Маълумки, ихтиёрий сонни ихтиёрий санок система-
4’ ила бзиш мумкин. Фараз килайлик, санок системаси- 

8 * ми и г асоси 10 булиб, бу  асосга кура а  сонининг ёйил-
М А С И

a ^ d 0+ d ,  • 105+rf2• 102s+ . . . + d n* 10*5

ОУлснн. (10)n= l ( m o d  т) булгани учун  (1) таккослама
й ■» d 0 +  d x +  d 2. +  • • • +  d n куринишни олади.

Д емак,  10 асосли системада берилган соннинг т 
ia пул и ниш аломати унлик системада берилган сон- 
шшг 9 га булиниш аломати каби булар экан. Шуни
■ 'и.чпда таъкидлаш  керакки ,  берилган а сонининг 108

ICOC буйича т га булиниш аломатини келтириб чика- 
риш учун уни унгдан чапга караб 8 хоналарга аж р а-  
| III) ЧИКИЦ1 лозим.

2 - м и с о л .  а сонининг 100 лик системада 11 га бу- 
лшпнп аломатини келтириб чикаринг.

Аипало а  ни юзлик системада куйидагича ёзиб 
олммиз:

а -  Ь0 +  Ьх • 100 +  Ь2 • 1002 +  b§* 1003 +  . . .  +  Ьп • Ю0Л.



Ammo 100^=1 imod 11) булгани учун а = 6 04 Л  +  ̂ 2+ - • *’ 
. .  . + b nl mod m ) булиб,  /?и — b0 +  Ъл +  b2 +  . . . + b n, a — 
«== 3568921 сонини юзлик системада .11 га булишидан 
досил булган колдик

« 2 1  + 8 9  +  56 +  3 - 1 6 9 ,  / ? „ =  1 6 9 = 4 ( m o d l l ) .  1
3 - м  и с о  л. 37 модуль буйича 10 сони-3 курсаткичга  

тегишли,  яъни 103==l(mod 37) булгани учун берилган а  
сони мйнглик еистемасида

& ^  с о +  * 10С0 +  с2 • ЮОО* + .  • .  +  сп • 1000я JI
куринишда  ёзилган булга,  у долда

. а = с 0 +  сх +  с^-'г . .  . +  cn(mod 37)
булганидан минглик системада 37 га б^линиш аломати

R, 7~ c(Y+  сх +  с2 +  ; . . +  ^ ( m o d  37)
булади.  $*= 83576289 сонини 1000 лик системада 37 га 
булганда  д оси /i булган цолдацни топинг.

/?87 « 2 8 9  +  576 +  8 3 = 2 3 (m o d  37), I
булгани учун цолдик 23 га тенг.

Энди даражаии булишдан читкам цолдикни дисоб- 
лайлик.
; а ^ п т о д  т)==> а 1г= г к(той ni)
булгани учун а /е. даража  rk даража  билан алмаш-  
тирилади (л; т)  = 1  булганда Эйлер теоремасидан 
фойдаланиш максадга мувофи^дир.  Хаки каган, (г\ /тг; — 
=  1 булганда г Лп,) э Н  (тойт ) эди. к щ у(т) -q +  / (0 

тенгликка асосан

г л= ( г <р(/72))^ • r l^ r l{ mod т) |
ни ёза  оламиз. * .

4 - м ' и с о л .  1277"61 ни 28 га булишдан досил булган
ЦОЛДИКНИ топинг.

1277=171 mod 28), 1277*ei.3=-17‘ei(mod 28). ,

Бунда (17; 28)-= 1 булгани учун 179('e)= l ( m o d  28)=»- 
^  i7 i2= i ( m o d 28). ' ч -; ; '

261 =  12.-21+ 9  булгани учун 79{mod28yбулади ^
1 7 = 1 7 (m o d 2 8 )  айний таккослама олайлик. У долда

1?2~ 9 а; mod 2 8 ) , 174=~ — 3(mod 28),
178̂ =9(mod 28), 179= 1 3 ( m o d  28!.



11М1Ш, \УЛ'т  =  17261 =  179 =  13 (mod 28), 127726t =  
[ ■ П  (mocl2B), яъни 1277161 сонни 28 га булганда цола- 
■ММ кол дик 13 булар экан. 
j И О д д и й  к а с р н и  у н л и к  а с р г а  а йланти-  
Ю П и д п х , о с и л  б ^ л а д и г а н д а в р  у з у н л и г и н и  
\н и и к л а Ш. Маълумки, махражи 2 ва 5 га булинмай- 

щ\\ ни \1ф ка и дай кисцармайдиган — касрни унли ка-
ь ,

- pi и иГикштирганда, бу унли -каср чексиз даврий унли
ММСО J\НПИ. : V ,ь ■

I \ иъ р .и  ф. Унли касрнинг бутун кисми унинг 
л , i/mктеристикаси, каср кисми эса мантассаси де* 
|\и (иди. Агар унли касрнинг мантиссаси чексиз б9либ, 
\ ниц мпълум узунликдаги унли улушлар такрорланиб 

у холда бундай унли каср даврий унли каср, 
ни \>п\1ланадиган унли улушларнинг кичиги давр, бу 
м пфппги рацамлар сони давр узунлиги дейилади.

й - т а ъ р и ф .  Агар даврий касрда давр бевосита вер- 
| \ ■! urn кейин келса, у холда бундай каср соф даврий 
fitii'/i, агар вергул билан давр орасида боища ракамлар 

Н $ ло \ ,  у ^олда бундай даврий каср аралаш даврий 
Щиср дейилади.

л,:ф бир даврий унли касрнинг давр узунлигини  
иииип мумкин. Бунинг уч ун  куйидаги  икки хол  б у 
лиши мумкин:

1-х, о  л. Кис кар майдиган турри (акс хблда каср- 
иинг бутун  кисмини ажратиб олган булардик) — каср-

иинг м а х р а ж и д а  2  в а  5 к а б и  б у л у в ч и л а р  м а в ж у д  эм ас ,  
u u n i  ( а ;  Ь)—\ ,  (6; 1 0 ) =  I б у лси н .

Куйидаги тенгликлар кетм акетлигини караймиз:

К  10а=й(?4-1-Г1 (0  < г л<Ь ) \
Ш  10 Г ,= 6 ^ й+ г 2 (0 <  r 2< 6 ) ;  . (1 )

10 r a=&<73-t г3 ( 0 < г 3<ьу,

W L  W r mSx =  N m+ r m ( 0 < rm" ft).
1> Ь > Г , ,  . . , , b > r m_ l б улгани  у ч у н  qx <  10, q2 <  
< 1 0 ,  . . . , qm<  10 б улад и .

l\y пндаги т  ас дик л ар ’ рост булади:

(10; b) =  1 Д ( а ;  b i — 1=>(Юа; Ь) « 1 ;



((10; A) =  l A ( r t ; b)) — l ^ ( r 2; b ) =  1;

Ш ундай  килиб, (rt; b) =» 1 эканига ишонч х;осил
киламиз. Демак,  турли r t( i =  1, п) лар b модуль буйича 
чегирмаларнинг келтирилган системасини ташкил этади. 
М аълум ки, b модуль буйича чегирмаларнинг келти
рилган системасидаги чегирм алар  сони ср(£) га тенг.

Шунинг учун купи билан <р' Ь) кадамдан сунг бар
ча колдиклар  ва улар б лан биргаликда q, чала бу- 
линмалар яна такрорлана бошлайди. qu q2>. .  . , qm
ракам лар  эса — кискармайдиган касрнинг даври дейи-ь *
либ, бу касрнинг давр узунлиги  у(Ь) дан катта була
олмайди.

Даврдаги рацамлар сонини ю п и ш  учун  (1) тенг- 
лккларни b модуль буйича куйидаги т а к к ° сламаларга 
алмашгирамиз:

mod b)\
10 Г1==г2(той Ь); (2)
1 0 r 2̂ r 3(mod b);

• • • «  » •

1° г т_\ = ? m(m ° d  Ь). М

Б у  таккосламаларни дадлаб  купайтирамиз, у  х о л да  

10та - г г г 2 . . .  г -г2 . , .  rm( m o d H

*осил булади. ( г , -г2 . . .  г т_^ £)■= 1 булгани учун 
охирги таккосламанинг иккала кисмини Г\-гг . . . г т_ 1 
купайтмага булиб, уш бу

\Ота = г т{тоЛЬ)  (3)

таккосламани ^осил киламиз.
Айтайлик, 10 сони h модуль буйича т курсаткичга  

тегишли булсин. У з о л д а  сон тегишли курсаткичнинг  
таърифига асосан, уш бу

~ '% 10w= l  (mod b) (4)

таккослама уринли булади. (4) га асосан (3) ни куйи- 
дагича  ёзиш  мумкин:

а = л ш( mod b). (5)



Ммму мк и ,  ( 0 < a < b  ва О< г т<Ь)  дар-бири b дан 
|ЦЦШ< оулган иккига  мусбат сон ь модуль буйича 
НИР > " 'I/1,1 ПК л.и булиш и учун улар  тенг булиши, яъни 

ну лиши лозим. 
ь f 1.1 и, пг та кадамдан  сунг досил буладиган кол- 

Д1К ■ рилraw касрнинг суратига  тенг булади, бошкача 
и in щ  т та  кадамдан кейин колдиклар (ва демак, 

fly 'мшмадор дам)  такрорланиб  келад и :

Гт ’-\- 1==г1» Г т + г ~ Г2* Г т +  3 f f* e

щ < они (5) таккослама уринли булган индекеларнинг 
кичмгидир. Чунки т индекс  b модуль буйича а  

« ими го I и in ли булган курсаткичдир.  Тегишли курсат- 
1гп унинг таъри ф ига  асосан, (4) таккосламани 

Цймоптлмитирувчи дараж а  курсаткичларидан энг кичиги-
Шр Бундан т сони ~  касрнинг давр узунлиги экан

м'м ни хулоса1 а келамиз.
Шундай килиб, (4) таккослама уринли булганда

клер (d\ 6) =  1 булганда  с о ф  даврий каерга ёйилади,

днирдаги ракамлар сони (давр узунлиги)  факатгина 
мм’риииг м ах р аж и га  боглик.

( I)  даги тенгликларнимг дар  икки кисмини b га 
г»\ лнб, куйидагиларни досил киламиз:

д; =  Q\ | г\
Ь в  10 №  *

П ___ , ■ 2̂
ь ю т  -

 ̂т — 1 ___ Q т » гт
I  10 i p ?

Пу тенгликларга  асосан, куйидаги  ёйилмага эга була
миз:

а  ^  _ I __ L. 3 l .  J -  ! Ут | г  т
Ь 10 102 103 10™ "Г  \0тЬ ■

Лекин r m =  a . .Д емак,

^  Ш 4 -  ~2-  4 » —  +  +  —  +  а 
Ь 10 102 103 ‘ Ют  ю  ть
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булиб, — касрнинг .даври (qu <?2, q3, . . . , qm) буладн1 b
Юкоридаги тенгликлар кетма-кетлигига асосан — нингЬ
Даври (<?2, qs...........qm, qx), Ш нинг даври ( ? 3, qit . . Ж

• • • ,  <?т. Яи Ъ)> умуман ^  касрнинг даври ((?А+1, .  . . А
• • - , Qm* • • • * Qk) булишига ишонч зосил киламиз.

Шундай килиб, 10 сони Ь модуль* буйича т кур
саткичга тегишли булса, —, каср-b ь ь ь
лар соф даврий касрлар булиб, улар бир-биридан давр- 
даги ракамларнинг циклик алмашиб келиши билан фарк 
килади

, 5
5- м и с о л. — касрни унли касрга айлантириб, унинг j

ОI ’у
давр узунлигини топинг.

10 сони 37 модуль буйича 3 курсаткичга тегцшли 
эканини биз олдинги мавзуда к^риб утган эдик, бош-'; 
кача айтганда,

103==l(mod37). ч Я

Демак, юкоридаги касрнинг даври учта ракамдан таш* ’ 
кил гопади. Хозир шу ракамларни топамиз.

I 5-10 =  37.1 + 1 3 ,  " 1
13-10 — 37-3 4-19,
19-10 =  37.5 +  5

к и  jq
1тенгликларга асосан, — =  0, (135), — =  0, (351), — =

37 37 37
1 =  0, (513).

Агар 10 сони b модуль буйича бошлангич илдиз 
булса. т-~у{Ь) булади. У золда унли касрнинг дав- 

гри д зги ракамлар сони т~щ(Ь) га тенг. Лекин бош- 
[лангич илдиз зар  кандай сонлар учун мавжуд була- 
|вермаслигини биз куриб утган эдик.

Айгайлик, 10 сони b модуль буйича бошлангич ил- 
1диз булмасин. Унда 10 сони тегишли булган курсат- 
1кич ср(5) дан кичик булади. Бундай золда у(Ь) =  md 
|каби тенгликни ё з а . оламиз Демак, суратлари 1 дан 
I f f f f  гача булган сонларни кабул килувчи, махраж- 
1лари эса b га тенг булган касрлар туплами d  та каср-



|||1 гиг и'млсига ажралар экан. Бу касрлар система- 
IIIII] Пил куйидагича ёзиб оламиз:

{о п гл п ± .
Г  ъ '  ь '  ъ * • • • ’ ъ 1 .

Sq s2 sm—l .
, » , » . * • • • >  . » b b b b

*0 % 2̂ ?m—*i »  1* , •:» f ft • b b b t>

вундп хар бир йулдаги  касрларнииг даври  бири ик- 
К н ч и си д ан  фацатгина ракамларининг циклик алма- 
111ЙННШИ билан фарк килишини биз юкорида куриб
VI г/111 ЭДИК.

ЛПтайлик, sQ̂=rt булсин. У долда иккинчи йул каср-
• п т  ^осил булиб, уларнинг даври дам т  г а  тенг
■ *.1 л.м. st ва гi(i =  0, т~~ 1) лардан фаркли бирор с0< 
' 1*(Л> ни олсак,  учинчи касрлар системаси досил бу-

'|ими. By жараённи давом эттириб, биз d та касрлар 
Системасига эга буламиз.  Бу айтилган фикрларни юко- 
ридпги мисолга куллаб к у  рай ли к:  <р(37) = 3,5 булиб, 
Ш 3*12 эканидан 12 та касрлар системасига эга  бу-  
лпм из

,\акицатан, 5, 13, 19 ларга тенг булмаган бирор
• нщп, масалан,  2  ни олайлик, у  долда

2 .1 0  =  3 7 .0  +  20,
2 0 - 1 0 - 3 7 . 5  +  15,
15.10 =  37-4 +  2

о ол 15
riMiiviH к ларга асосан, —=  0,(054), — *=0, (540), — =

3 / ЗУ о/
т  0, (405) касрлар системасига .эга буламиз. Колган 

кисрлар системалари мос равишда цуйидагича булади:
Ю 26 1 Ц S  ю



18

.37

| e 
37 
П 
3?
13 
37
14 
37 
17 
37

21 
’ 37

/

Шуни а л о з и д а  эслатиб утиш лозимки, турли касрлар 
системасининг даври бири иккинчисидан циклли ал- 
маштириш ёрдамида зосил булмайди.

Агар тугри касрнинг махражи берилган булса, бу 
касрга тенг булган унли касрнинг давр узунлигини 
индекслар ёрдамида топиш мумкин. Буни куйидаги 
мисдлда куриб утамиз:

6 - м и с о л .  Махражи />==41 булган кйскармас каср
ни унли касрга айлантирганда зосил булган касрнинг 
давр узунлигини топинг.

Тегишли курсаткичнинг таърифига асосан, бу кур- 
саткич

таккосламани каноатлантирувчи куреаткичларнинг энг 
кичигидир. Бу  таккосламани индекслар ёрдамида еча- 
миз: x in d  lO ^ in d  It mod 40), ind 10 =  8 булгани учун 
8 * = 0 (m o d  40), XE=Q(mod5).

Охирги таккосламани каноатлантирувчи энг кичик 
мусбат сон х--=5 дир. Д ем ак ,  махражи 41 га  тенг булган 
кискармас касрларнинг давр узунлиги 5 га тенг.

2- з о л  Кискармайдиган — каср  мах раж ининс ка-

ноник ёйилмасида 2 ёки 5 катиашсин, яъни (h\. 10)=1 
булмай , балки 6 = 2 “*5р*й1 булсин. Бу ерда (£,; 10) =  1 
булиши равшан. а ва р ларнинг энг капасини п деб 
белгилайлик.

10*=1 (mod 41)

по



1\у(Н|Д1п п нисбатни караймиз:
10 " а  \ О п а  2 " - а  - 5 n - V - a  я ,

h 2° -.5 • b, Ь, Ь
((/>>; 10 ) * 1) Д ( ( а ,

’ >iiди (£,; 10) =  1 булгани у ч у н —1 кискармас каср*

ни унли каерга айлантириш мумкин. У долда куйидаги 
■НГЛИК досил булади:

10Щ о \ ■ fj / л
^ ^  \Q\y Q21 • • • э Я п ) ш

CL h i
Рундан -  =  —  (qu . . . ,  qm) -келиб чщ ади . АгарО 10"

И//- к /г, k2._. . kn булса , у  долда —  =* £. • • Ьд

булади, бу ерда . .  kn *  ^•10/г +  ^1*Ю/г” 1+  . . .  +
I ^«-1 * 10 +  kn. Д е м ак ,  ^  -  A, kxk2. . . q2, ' . . ,  qm)

экан. Ш ун да !  . килиб, (£; 10) 1 булганда — каерни
' ■ ' ь

унли каерга айлантирганда аралаш даврий каср досил 
булиб, унинг давр узунлиги 10 сони 6, модуль буйича 
тегишли. булган т  курсаткичга тенг булади. Вергул- 
дан кейинги д ;вр гач а  булган ракамлар сони эса | =  
« m a x  (a; р) оркали ани^ланади.

т



Щ б о б .  ^АЛКА

39-§ . Халцанинг таърифи. ^алцага  мйсоллар

Айтайлик, бирор буш булмаган К туплам элемент- 
лари учун иккита алгебраик амал аникланган булсин, 
яъни тартибланган (а: Ь) жуфтликка ягона с элемент 
мос куйилган булиб, с^К  булсин.

Бу алгебраик амалларни биз цушшш ва купайти- 
раш деб атаймиз.

1 - т а ъ р и ф .  Кушиш ва купайтириш амаллари аник
ланган К туплам элементлари учун куйидаги аксиома- 
лар уринли булса, у золда Н туплам халца  дейилади:

1. К у ш и ш  к ° н у н  л а р и :  ;
la) v a , b, I ' j l f  а ( А +  с) =  (а -(- Ь) +  с (куи.иш-  

нинг ассоциативлиги);
б) Va, &ifjW а +  Ь «  b - f  а (кушишнинг коммута- 

тивлиги)
с) у  a ,  b£ К, g j c £  ft а-\-х~ Ь.
2. К у п а й т и р и ш  к он у н л а р й: .
Va, Ьчs'сЩ, К а ■ (Ь * с)*** (а -Ь) • с (купайтиришнинг 

ассоциативлиги);
3 . Т  а к с  и м от (дистрибутивлик) ко  ну  ни:
а) Va, b, с jg К а • (Ь.4- с) =  а * b 4- а • с\
б) V a ,  с (? К (Ь с) • а — b • а с • а.

К туплам зосил килган ^алкани <эЖ зарфи оркали бел- 
гилаймиз. Агар <оЛГ залканинг ихтиёрий а ва h эле
ментлари учун а • h ===== b • а  тенглик бажарилса, у зо л 
да залка коммутатив халца  дейилади. .

Энди юкоридаги аксиомалардан келиб чикадиган 
баъзи бир хулосаларни куриб утамиз

Дастлабки учта аксиома оЖ залканинг кушиш ама- 
лига нисбатан абель группаси эканлигини билдиради.

Демак, абель группаср учун уринли булган хосса- 
'лар залкада ^ам уринли булади, яъни залкада куйи- 
. даги хоссалар уринли:

1°- <зЯГ залканинг ихтиёрий а элемента учун а 4-
4- 9== а тенгликни каноатлантирувчи ноль элемент мав
ж уд  ва у ягонадир.

2°. оЖ залканинг ихтиёрий а элементи учун шу
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■ ■ i'i'i шундай — а  элемент топиладики, <2 +  ( — #)=* 
т ч  г>у./?(»ди,

Ну П АЙ — а  элемент а  га царама-царши элемент  
игОи л в я и ;

Й » далцада а  +  я«=»й тенглама ечимга эга ва
у иммшдирЛБу ечим х =  — а +  b булиб, биз уни х=* 
Щкр тт а  оркали белгилаймиз.

■ г а ъ р и ф .  Агар <oJT далканинг ихтиёрий а эле- 
I! I и учун ае ~ еч— а  булса, у  долда е элемент дал» 

tyAitinir бирлик элементи  дейилади.
п — ь =  а-\-(— Ь) булгани учун куйидаги тенг- 

/1М1 ми (;зиш мумкин:
V a ,  b, К (а — Ь) — с =  (а — с) — %

П\ — ( — а\ =  а  ва а  — а  =  6.
М т а ъ р и ф .  ^аралаётган амал кушиш булганда п 

f l  ч нинг йигиндиси а -г а  +  . ,  . + а  == па к&би белги- 
. шип, па ни а элементнинг бутун мусбат п коэф- 

ЩЬциентли карралиси деб аталади.
I/’. с>Ж далкадаги ихтиёрий а  ва ихтиёрий п нату-

}м I сон учун п ( — а) ~ — (па) = — па тенглик уринли.
VI и; и катан, куш и л у в ч и л а рн и гурудлаб, куйидагига 

и .I буламиз: па +  п ( — а) =  п (а +  с — а), =  пВ == 0, 
В / I-я. ( — а )  =  0. Бундан п{ — а) — па булади.

Пиз бу хоталарнинг исботини „Группалар* мавзу- 
1*и лп куриб утган эдик.

Ассоциативлик цонунининг уринлилиги куйидагилар- 
ни талаб этади:

Каралаётган элементлар сони иккитадан ортик бул- 
I ШЩ улар устида бажарилган алгебраик амал купай- 
гумчи (кушилувчи) ларнинг гурудланишларига боглик 
«•улиб колиши мумкин, бошкача айтганда, и — be,
— ub булганда au*=vc  тенглик бажарилмаслиги мум- 
кип. Халк адаги ассоциативлик кону ни эса mv иккита 
♦ш^ментнинг тенг, яъни a(bc)  Й  (ab) с эканлигини бил
ли ради.

Халкада аниклангац ассоциативлик конуни |*р. ^ан- 
дай чекли сондаги элементлар учун дам уринли була
ди. Бу тасди^нинг исботини математик индукция прин- 
нипн асосида олиб борамиз. я =  3 да 2 - аксиомага асо- 
|'пн тасдик уринли.

Айтайлик, п >  3 булганда бу фикримиз п дан кичик 
еоидаги элементлар учун рост булсин, яъни

аг (^2 • а$ • . .  ak) ва (#/>-{-г 2 . . . а п~А) * ап
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ларнинг натижалари кавсларнинг куйилишига/боглик 
булмасин. Биз бу иккита ифодани купайтириб/купайт- 
мацинг дам цавсга боглик эмаслигини курсагамиз. Хар 
бир купайтувчидаги элементлар сони п дан ^ичик бул
гани туфайли уларнинг дар бири дам би^ кийматли 
усулда ани^ланган.

Шунинг учун биз дар цандан k ва / учун рост
(#i #2 • • • Я*) (CLfc-i-i • • . . Да ) в  

=  (ciy (^/+1^/-f-2 • • &п)
тенгликнинг / =  &-}- 1 учун уринли эканлигини курсаг- 
сак кифоя. Агар / =  &-Ь1 булганда

Ш\ • &2 . . . b) CLk+2 • #£-f-3 — • с
десак, учта элемент купайтмасининг ассоциативлигига 
кура b • (ak+y • с) = (Ь • a ft+1) • с булади. Тасдик исбот 
этилди. .

4 - т а ъ р и ф .  Агар купайтувчи элементлар п та бу
либ, улар узаро тенг булса, а  • а . . .  а  досил булиб, бу 
купайтма ап куринишда белгиланади ва унга бутун  
мусбат даражали элемент  дейилади.

Энди дистрибутивлик конунидан келиб чикадиган 
баъзи бир натижаларни куриб утамиз.

, Бу конуннинг чекли сондаги кушилувчилар учун 
Уринли эканлиги математик индукция принципи асоси- 
да исботланади ва бу цонун айириш амалига нисбатан 
дам са^ланади. - ;

Лаь^икатан, айирманинг аницланишига асосан b — а 
элемент учун

а  +  (b — а) «  Ь.
тенглик уринли. Унинг иккала томонини с га купайти
рамиз ва куцшшнинг купайтиришга нисбатан дистри- 
бутивлигидан

ас +  (Ь — а) * с — Ьс
ни досил киламиз.

Бундан (b — а) с элемент Ьс дан ас нинг айирмаси 
эканлиги келиб чикади.

(6 — а) • с =*Ьс — ас ёки с (Ь — а) =  cb — са.
Охирги тенгликдан хусусий долда Ь =  а булса, £-0=*- 
=  с • (Ь — Ь) *** сЬ — cb =  0, ^ - 0  =  0 келиб чикади.

Демак, далкада купайтувчиларнинг бири ноль эле
мент булса, купайтма дам ноль элемент булар экан.



1( | mi баъзи долларда бу тасдикнинг тескариси 
Урии,ли булмайди, Масалан,

МйТрицлларни олсак, уларнинг дар бири ноль матрица 
1мп<. Аммо уларнинг купайтмаси ноль матрицадир.

Г)-та ъ риф. Халкада ЬфО булганда а  •£=0
Уринли булса, у долда d ва b элементлар нолнинг бу° 

<'<чилари дейилади.
Одагда, далканйнг ноль элементи дам нолнинг бу- 

йупчиси деб юритилади. 1
(>-таъриф. Агар далкада нолнинг узила# бошка 

Нолнинг булувчилари мавжуд булмаса, яъни

лса, бундай дал ка нолнинг булу вш лари га эга бул- 
Маган хдлца  дейилади.

Ми со  л л ар ,  1. Барча бутун сонлар туплами.ком- 
Мутатив дал к а булади, чуики бу туплам кушиш ама- 
ЙИга кура аоель группасидан иборат булиб, унда ку-  
ппйтириш амали ёпик-ва бутун сонларни купайтириш 
ассоииатив д,амда бу амал кушишга нисбатан дистри
бутив дир. ; ■ й

2. Барча жуфт сонлар туплами далца булади.
3. Барча ток сонлар туплами далца булмайди, чун- 

Ки иккита ток сон йигиндиси бу тупламга тегишли 
ЭМаС. ' ■ V /

4. Комплекс сонлар туплами коммутатив дал ка бу
лади, чунки бу ту/ ламда дам далканйнг барча акеио- 
малари уринли булади.

Бу дал кала р одатда сонли цвлцалар  деб атала* 
ди. Солли далкаларнинг бирортаси дам нолнинг булув- 
чиларига эга эмас.

5. F  туплам (— 1; 1) ораликла ани^ланган ва у з 
луксиз функциялар туплами булсин. Агар

О 0 
0 3

0 0 
0 0

V&, b =0=^ a= = 0V  b =  0

О, агар х  >  0. 
х , агар х< .0]' г  g j  -  {

О, агар х  < О,
х у агар х  >  О
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оучса, у золда '/( х) ф 0, g (*)=/= 0 булиб, / а: )— 
=  0 ченглик бажарилади (текширинг).

Шунингдек, ( — 1; I) ораликла1и узлуксиз фуик- 
ниялар туглами залка ташкил килишини осонгина аник- 
лаш мумкин. Демак , F нолнинг булувчиларига эга 
булган залка экан.

б. А = |0, 1, 2, 3, 4, 5| туплам зам нолнинг булув
чиларига эг'а булган залкадир. Бу ерда 0, 1 , 2 ,  3, 4, 5 
лар яг =6 модуль буйича чегирмалар синфларидан ибо
рат. Бу фикрни текшириб куришни укувчига завола 
киламиз.

40-§. ^алцанинг характеристикаси

1 - т а ъ р и ф .  ой  залка учун бирор М кием туплам 
еЛГ да аникланган кушиш ва купайтириш амалларига 
нисбатан залка  булса, у  золда М кием туплам оЛ 
залканинг цисм %алцаси дейилади в а у  M czq%° кури* 
нишда белгиланади.

Масалан, жуфт сонлар туплами бутун сонлар зал- 
каси учун кием залка булиб, бутун сонлар туплами 
эса рационал сонлар залкасининг кием залкасидир.

Куйидаги теорема <оЯГзалканинг бирор М кием туп. 
лами залка булиш-булмаслигини аниклашда музим 
азамиятга эга.

Т е о р е м а .  <оЛГ цалцанинг бирор буш булмаган
М цисм туплам и  цисм цалца булиши учун М га т е - 
гишли а ва b элементларнинг йигиндиси, айирмаси 
ва купайтмаси яна цисм туплам га тегишли булиши 
зарур ва етарли.

И с б о т и .  1) .3 а р  у  р и й л и к ш а р т и .  Фараз ки
лайлик, V a ,  М булганда а +  b^M , а  — Ь£М, аХ  
X #t§ Ж булсин. M czq̂ T эканлигини курсатамиз. Ха-
кикатан, зар кандай а£ М ва b £ М учун а -^ b ^ M  ва 
а-Ь(~М  булгани сабабли мос равишда а-\-Ь, а*Ь  ни 
М даги а  ва b элементларни кушиш ва купайтириш 
амаллари деб олишимиз мумкин.

Энди М тупламнинг залка эканлигига ишонч зосил 
килищ учун унда залканинг барча аксиомалари бажа- 
рилишин.и курсатиш кифоя. М туплам o f f  нинг кием
туплами булганлигидан унда залка таърифининг 1 гу- 
руз  аксиомаларидаги с) кисмидан бошка барчаси урин-
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ли. I)i!'» .\озир с) аксиомауинг ^ам уринли эканлигини 
«Урсв гнмиз.

Теорема шартига асосан а£ М  ва b £ М эканлигидан 
иккинчидан o f f  ^алкада а +  (Ь — а )  =

— h ски а +  с = Ь  булади. Шундай килиб, с) аксиома 
^пм уринли.

Демак, М туплам далканинг кием ^алкаси экан. 
Э с  л а т  м а. а  +  /? = а — ( — Ь) булгани учун теоре- 

модаги биринчи шартни, яъни а +  шартни ол-
мосдан, колган иккита шарт билан каноатлансак зам 
Л/ кием халка булади.

2 ) Е т а р л и л и к  ш а р т  и. М кием зал ка булсин. У 
.\олда М да теоремадаги учта шартнинг бажарилиши 
Vi лка аксиомаларига асосан келиб чикади.

Бирлик элементга эга булган off* залца берилган
булсин. Биз у з . олдимизга бирлик элементни ичига 
олувчи ва бошка барча кием залкалар учун кием зал- 
ка буладиган, яъни энг кичик кием халкани топиш ва- 
зифасини куямиз. Бу кием залкада е бирлик элемент 
б^лса, у золда — е элемент зам булади. У золда пе—
— е +  е 4 - . . .  +  е ва — пе =  ( — <?) +  ( — е) + . .  е)

п  та а  та
^ам бу кием залкага тегишли булади пе — т е = { п  —
— т ) е  ва (пе) • (те)  = п • т ( е  • е) «= п те  булгани учун 
е элементнинг карралилари туплами яна залка булади.

Агар биз бу кием залкани десак, у  еЛГ даги е 
ни ^з ичига олувчи энг кичик кием залка булади. 
Бунда куйидаги икки зол булиши мумкин:

а) барча натурал п лар учун пеФ  0;
б) бирорта натурал п учун пе =  0.
Натурал сонларнинг исталгаи туплами доимо энг 

кичик элементга эга булганлигидан т е — 0 шартни ка- 
иоатлантирувчи натурал сонлар ичида энг кичик нату
рал т  сон мавжуд.

2 ^ т а ъ р и ф .  Агар барча п ф  0 лар да пе Ф 0 булса, 
<гЯГ халка ноль характеристикали, бирорта т ф  Ода 
т е  0 булганда эса o f f  залка т  характеристикали  
Халца дейилади.

Сонли залкаларнинг барчаси ноль характеристикали 
залка эканлиги уз-узидан аён.

М и с о л л а р .  1. Бутун сонлар туплами рационал 
сонлар залкаси учун кием залка булади.
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2. а  ва Ъ бутун сонлар булганда a-\-bV~P (р—туб 
сон) куринишдаги элементлар туплами щ%цщщ сонлар 
залкасининг кием далкаси булади.

^акикатан, a) (at +  bx V  р) (а2 +  b2V~p) =  [ata2 +
+  М 2Р) +  (axb2 +  а2Ьл) V p  — cl +  b V p .  (Бунда ata2 +  
+  byb2p — a ,  a,b2 +  a2bx =  b.)

6) (Oi +  bx V~p) — (a2 +  b2 V p )  ffc(ax ~ a2) +  (bx —
— b ,) / p  =  c +  d V p .  (Бунда a< — a2 =c, bt — b2 = d.)

Бу далкани биз Z [ j fp\ деб юритамиз.

41- §. Бутун лик со^аси

39- § да куриб утганим«здек, далкалар икки хил ва 
уларнинг баъзилари нолнинг булувчиларига эга, баъ- 
зилари эса нолнинг булувчиларига эга булмас эди.

Т а ъ р и ф .  Нолнинг булувчиларига эга булмаган 
коммутатив далка бутунлик сок-аси дейилади.

Бутунлик содаси далка булгани туфайли у бирлик 
элементга эга булиши дам, эга булмаслиги дам мум
кин.

Барча сонли далкалар бутунлик содасига мисол б у 
лади. (оЯГбутунлик. содаси куйидаги мудим хоссага эга: 
агар аф О  булса, у  *долда a b ^ a c  тенгликдан Ь ~ с  
тенглик келиб чикади.

Биз бу фикрни исботлаш учун ab =  ac ни ab—ac=* 
*= 0 каби ёзиб оламиз. Бундан а (Ь —• с) = ‘0 тенгликда 
а=/= 0 булганидан ва <ô f да нолнинг булувчилари мав
ж уд  эмаслигидан Ь — £«=6, яъни Ь =  с келиб чикади.

М и с о л л а р .  1. Хар кандай майдон бутунлик со
даси булади.

Хакикатан. Р  майдон булгани учун а  =̂= б шартда
мавжуд. Агар а  • Ь =  0 булса, у долда тенгликнинг

иккала томонини аГх га купайтириб, £ =  0 га эриша- 
миз. Демак, майдонда а ^ » 0 = ^ а * = 0  \/ & = 0 шарт 
бажарилганлиги туфайли майдон бутунлик содаси бу
лади.

2. Барча сонли далкалар бутунлик содаси булади. 
Чунки бу 'далкалар коммутатив булиб, нолнинг булув
чиларига эга эмас.

3. 39- § даги 5- мисолда куриб утилган далка 
бутунлик содаси була олмайди.
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4. Муракьаб модуль буйича тузилган чегирмалар 
синфлари ^ам бутунлик со^аси булмайди, чунки улар 
нолнинг булувчиларига эга;

42- §. Бутунлик со^асида аницланган булиниш 
муносабатининг хоссалари

Биз 41 -§  да «^Гбутунлик сщаси булса, унда

V a ,  b, с£ o f f  {(а Ф  0) Д (ab =  ас)) =>(Ь = с )
хосса уринли эканлигини куриб утган эдик.

1 - т а ъ р и ф .  Агар ^  бутунлик со^асйда берилган
^ар кандай а  ва ЬфО элементлар учун <оЯГда шундай 
q элемент мавжуд булсаки, натижада а ш bq тенглик 
бажарилса, у  ^олда а элемент b элементга булана- 
<)и дейилади*.

Агар а  элемент b элементга булинса, у  ^олда у а/Ь 
куринишда белгиланади.

2 - т а ъ р и ф  Халцадаги а  элемент учун ab =  e (е— 
далканйнг бирлик элементи) тенглик уринли булса, у  
э^олда b элемент а га тескари элемент  дейилади. 
Тескари элементга эга булган элемент одатда теска - 
раланувяан деб юритилади ва у  е орцали белгилана
ди. Тескариланувчан элементлар баъзан бирнинг булув- 
чмлара хам дейилади.

I - т е о р е м а . Агар а/b ва е тескараланувяан эле
м ент булса , а /be ва ае/Ь булади.

И с б о т и .  Таърифга кура а/b ^  а = bq. е тескарила
нувчан булгани учун да шартни цаноат-
лантирувчи Sj элемент мавжуд. Бундай ^олда

а  == bq=> а —  (Ьъ • s t ) q а  =  ( 6 е) • e{q
булгани учун а/Ьг уринли. Иккинчидан, а/b ва ихтиё
рий е£<оЯГ учун рл/Ь уринлидир.

3 - т а ъ р и ф .  off* бутунлик со^асининг а  ва b эле
ментлари учун а  = А • г уринли булса, бу элементлар 
узаро ассощрланган элементлар  дейилади.

2 - т е о р е м а ;  еЯГ бутунлик со^асида а/b ва Ь/а 
муносабатлар бажаралаши уяун а ва Ь узаро ассо- 
цирланган булиши зарур ва етар ли .

* о Ж  бутунлик еокасида берилган булиниш муносабати бутун 
сонларнинг булиниши каби хоссаларга эга.
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И с б о т и .  1) Е т а р л и л и к  ш а р т  и. а  ва b эле
ментлар ассоцирланган, яъни а =  Ьг ва & =  агх булсин. 
Бу тенгликларнинг биринчиси а/b ни, иккинчиси эса 
Ь/а ми билдиради.

2 ) 3 а р у р и й л и к  ш а р т  и. а/b ва b/а булсин. У 
золда

келиб чикади. (2) дан фойдаланиб (1) ни цуйида-гича 
ёзамиз:

^  бутунлик со^аси булгани учун а (е — qqx) = 0 ни 
е — qqx =  0 каби ёзиш мумкин Охирги тенгликка асо
сан qqx = e. Демак, q ва qx тескарилаиувчан элемент
лар экан. Бошцача айгганда, а ва b узаро ассоцирлан
ган элементлардир.

М и сол  л ар. 1. I ва — 1 сонлар бутун сонлар ^ал- 
касида тескариланувчандир.

2. Z[i\ =  \ а Ы / а ,  Ь g'Zj сонлар тупламида туртта 
элемент, яъни 1, — 1, с, ' — i тескарилаиувчан булади.

3. Бутун сонлар ^алкасидаги — 7 ва 7 .сонлар ассо
цирланган сонлардир. . __ • .

4 .  Z  [ К 3] ^ал.цада (2 V  3) (2 +  V  3) =  1 булгани 
учун 5 +  2 / 3  ва 4-— 3 элементлар узаро ассоцир- 
ланган_элементлар булади. Хаки катан, 4 — V 3 = ( 5  +
+  2  |/ 3 ) (2  -  /  В ) .  ;

4 3 -§. Гомоморф ва изоморф х4алцалар

Биз ушбу кулланманинг биринчи кисмида грулпа- 
ларнинг гомоморфлиги, чизикли фаю ва чизикли ал- 
гебраларнинг изоморфлиги туррисида фикр юритган 
эдик. Энди залкаларнинг гомоморфлиги ва изо.морфли- 
ги устида тухталиб утамиз.

Т а ъ р и ф .  ва S f  халкалар элементлари ораси- 
да бирор мослик урнатилган булиб, бу мослик бир 
Кийматли (узаро бир кийматли) булса ^амда куйидаги
шарглар бажарилса оД ^алка га гомоморф (изоморф) 
дейилади:

a/h =ф- a — bq, 
Ь/а =Ф- b = aqx

о )
(2 )

а =  bq а (е — qqt) =  Q.
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I , vf/f / £ q/  ̂ V a ' ,  ¥  (• <£%a a! A b  h( => 

иф $ +  /; a! +  b'; v -'

i!. V a ,  b v a 7, b' a' [\b bf =>
9+ab a'b'. ■y
а /  >;алк;анйнг <2̂  ^алкага гомоморфлиги (и?оморфли- 
нГ) о / ^  (q̂ ~  (M) каби белгиланади.

1 - т е о р е м а .  Ихтиёрий оЖ %алца ва цушиш ;щм- 
да купаатириш амаллари аникланган К  т у п л а м  
учун оЖ~ К' булса, у %олда К' туп лам  халца бу
ла 0 и.

И с б о т и .  Теорема шарти буйича оЖ ^ К '  булиб,
х;алк;адир. К' да иккита алгебраик а мал аниклан-

ган ва ёпик булсин. Биз К' нинг ^ам далца эклнлиги- 
пи курсатишимиз керак. Бунинг учун К' дан ихтиёрий 
учта а\ Ь\ с' элемемтларни олиб, улар учун залканинг 
барча аксиомалари уринли эканлигини курсатамиз.

Биз шулардан куйидаги иккитлсини келтирамиз:
). а' 0  а '  О ^ ' ф  а '  Q c'  — купайтириш-

пииг к у шишга нисбатаи дистрибутивлиги.
2. а ' 0  л7 =  6' тенгламанинг ечимга эгалиги.
1. «о/F ^алца булгани учун a (b +  с) =  ab +  ас шарт

бажарилади а^->'а\ b ~~> Ь\ с-^-*сг булсин. Бу мос- 
лик <эЖ нинг К' га гомоморфлигига асосан кушиш ва

• ср
купайтириш да ^ам саманади. Шунинг учун ( а - ^ а ^ Д  
Д (/? “>• Ь') /\ (с ->с') Д (а{Ь +  с) =* а6 + ас)=»а/О (^ / 0
0  с') “ а , 0 # ’© а , © * /-

2. ( а -> а') Г\ ( Ь t/ )/\ (х х ') ==> (а х =  Ь) 
- Ц а ' © х ' = 6 ' )  (х£еЖ , х'СК').

Бошка аксиомалар ^ам худди шу усулда исбот ки
ли над и Демак, К' туплам :рлка экан.

2 - т е  о р е м  а. оЖ Халца булиб, <эЖ ЩЖ- булса,

1. ( 0 - 6 ' )  Д ( ( — а )  -* (— а ' ) ) (0; О7;
-  а '  | Я; ): : |  Щ Н | ■ ■ /

2. ,оЯГ бир лик элементга эга булса> К' %ам бир-
<р — в 

лик элементга эга булади ва е ~> е' (<?£• е'^ К')
бу/iadll Л 1Ч; Ч:г- ."■/ Щ'ШШ i VK:, V V-

Теоремами нсботлашни .укувчилярга тавсия киламиз.
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44-§ . >^алца идеаллари

Биз 40* § да кием залка тушунчаси билан танишиб 
утган эдик. <эЯГ далканйнг бирор Н кием туплами q)F
нинг кием халкаси булиши учун Н туплам а  ва £ эле
ментлар билан биргаликда уларнинг айирмаси ва ку- 
пайтмасини зам уз ичига олиши зарур ва етарли эди. 
Энди кием залка тушунчасини аникловчи иккинчи 
шарт, ( v a , а - b^H)  ни бироз узгартириб куйи
даги тушунчани киритамиз:

1 - т а ъ р и ф .  Агар еЯГзалканинг бирор буш бул-
маган I кием туплами учун куйидаги иккита шарт ба
жарилса, яъни

а) Y a ,  Ь(г /=ф- а
б) V r f  е Т ,  ^  a r ^ J

булса, у  золда I туплам далканйнг унг идеали 
дейилади.

2 ' Т а ъ р и ф  Агар 1-таърифдаги а) шарт билан бир
г ал и к д а

с)
булса, у  золда / туплам <э%Г далканйнг яап идеали 
дейилади.

3 - т а ъ р и ф  Агар а), б) ва с) шартлар бажёрилса, 
яъни 1 идеал далканйнг чап ва унг идеали б^лса, у  
зол да / туплам q%C далканйнг идеали дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  о^Г далканйнг а  элементига каррали 
булган барча элементлар гуплами ©ЗГ далканйнг бош 
идеали дейилади ва у  (а) оркали белгиланади.

Юкоридаги таърифлардан куринадики, берилган 
залканинг зар кандай идеали шу залка учун кием 
^алка булади. Лекин бу тасдикнинг таскариси урин
ли булмаслиги мумкин. Масалан, Z туплам Q залка 
учун кием залка, лекин идеал эмас, чунки исталган г  
рационал сон ва исталган а  бутун сон учун га бутун 
сон булмаслиги мумкин.

М и с о л л а р .  1. Ихтиёрий оЖ' залканинг узи ва 
унинг )0| кием туплами залка учун идеал булади. 
Бу идеаллар одатда тривиал ёки бирлик ва ноль 
идеаллар  -деб юритилади замда улар мос равишда (е ) 
ва (0) каби белгиланади. <зЯГ залка бошца идеаллар- 
га эга булса, улар нотривиал идеаллар  деб юрити
лади.
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'Л )>у I уп сонлар залкасининг исталган бутун сонга 
(иплдмп тяшкари) каррали булган кием т^пламлари 
бу гу и <'пн л ар залкасининг идеаллари булади.

i Ихтиёрий е Т  дал^а берилган булсин. Бу залка-
II hi бирор а  ва ихтиёрий г  элеменгларни олиб, г а + д а  
КУ'Пинишдаги элементлар тупламини (а) каби белги- 
лпйлик, яъни

(а) =* {га +  па |r, а£ n^Z).
(а) туплам оУ{'. залканинг чап идеали булади. Хаки-  
К и т а и , •.

a) ( г ,а  +  пха) — (г2а  -f- п2а) =* (rx — г2)а-}-(п{—п2)а== 
га +  па£'(а)9: Бунда гх — г 2’== г ,  п] — щ Ы п деб- 

олмнди
о) \fs (~ оЖ ва г,а •+ па f  (а) учун s ( ra -{ -n a )~

— sra -+- sna = (sr +  sn) a =  r'a -f- 0 • a(~ (а). Бунда r ' «  
■* sr +  sn

Шундай кил.иб, (а) туплам  учун идеал булишлик-  
пииг иккала шарти з а м  бажарилар экан.

(а) идеал одатда  Q/f -Калцанапг а элемента ёр« 
дамида %осил циланган кап идеали деб юритилади.

га + па йигиидидаги па купайтмани зар  доим зам  
o/t з а л к а  иккита элементининг купайтмаси деб  караш 
мумкин эмас,  чунки бу ерда  п бутун сон булгани учун 
Зар доим з ам  га тегишли булавермаслиги м у м 
кин. Хусусий золда ,  яьии <о̂ Г з а л к а  бирлик элемент
га эга булса ,  па ни каралаётган з ал  ка иккита элемен
тининг купайтмаси деб караш- мумкин.  Д арзакикат ,  
бундай п айгда

га +  па =  га +  п • еа — (г +  пе) а =  г'а 
булиб, г'—г-^пё г-яЖ, булади.

4) [аи аъ . . ak) туплам залканинг бирор
Кием туплами булсин. Бу кием тупламнинг элементла
ри ёрдамида  куйидаги туплам ни тузамиз :
А — [г хах +  г 2^2 +  - • • ~Ь г"Мй +  н а̂2 +  * .  • +  ftkak\

Щ &1^йЖ'> niX z > *}•
Бевосита текшириш натижасида А туплам з а м  оЖ з а л 
канинг чап идеали эканлигига ишонч зосил киламиз . .  
Х а к и к а т а н , '

а) ( г  4":Г « . ~Y Г П хах “h ^ 2^ 2"b* • —
-~(пах + г[а% + ' r'kak +  п[аЛ +  п[а2 + . . . . +  пкак)==
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=  (г, -  г, )  а , -к у  +  ( г£ -  г * ) Ц  +  (л, — /г!) а ,  +
4 - . . .  +  (йй — П/г) a k£  А\

б) V s £  е%‘ учун  s ( г , а ,  +  . . . -t- r kak +  л ,а ,  + . .  .+
+  Я Й Ё  Ц  ( ^ i )  ®i +  • • • +  (s rk) Щ +  «I (s a i) +  • • • +
+  nk(sak) ^ A  ' ' ?
шаоглар бажарилгани учун юкорилаги усул да  анц£- 
ланган А туплам а и а 2ч . . a k элементлар ёрдамида 
Хоеил килинган чап идеал булади ва у (а , ,  а 2, .. . ., a k) 
каби белгиланади. а и а 2, . . a k эса (аи a 2i . . ., a k) 
идеалнинг базиси дёб зам  юритилади.

Агар берилган <£%* залка бирлик элементга эга бул
са, у ^олда уш бу тенглик уринли:

г \CLy г2а 2 +  . .  • +  г kak -|- пха х +  ti2a 2 + .  • • +  uka k ==»
“  Г\СЬ\ “Ь Г 2̂ 2 ~Ь • • • *4* г k ^ k  +  ##§| ~ \'Я 'Ъ в О '2 т\ т* • *”Ь f l ' f f iQ 'h  ~  

т  (Г1 +  Л,£) +  (Г2 +  Ъф) а2 4~ • • • + +  nke) a k ***
— r ia ,  +  К а 2 •+•.. . +

бу ерда Г | +%£*=» г* (/ =  1, k).
Д емак ,  залка  бирлик элементга эга булганда

(а , ,  а ъ . . . ,  идеални аниклаш учун  г 1а 1 +  г 2а 2 +  
+  . + г * а & )  курииишлаги йигиндилар туплами билан 
чегараланиш мумкин экан

45 -§ .  Идеалларнинг баъзи бир содда хоссалари

o/f  залканинг иккита /х ва /2 идеали берилган 
булсин.

1 - т е о р е м a. q?F  %алца и кки та  идеалининг ке- 
сишмаси янг шу халцанинг идеали булайи.

И с б о т и .  /j ва /2 лар o/f  залканинг идеаллари
булиб, уларнииг кесишмасини 1Х П 4  оркали белгилай- 
лик.

Фараз цилайлик, а^ / ,п  4  ва Ь £ 1Х [ \  /2 булсин. У 
золда кесишманинг таърифига асосан я £ / 1э ci^/29 

булади. Д ва /2 тупламлар да идеал 
булгани учун а — Ь £ 1 х зам да  а —6£/2 булади. Охир
ги икки муносабагдан а  — Л П 4  эканлиги келиб 
чикади. Энди ( a $ / t f l 4 )  А =» П 4  экан-
лигини келтириб чицарамиз. afe/ , Л*
булиб, /и /2 идеал булганидян ra £ / u га(^12 булади.
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Mrm;ik, r a f  /j f| А экан. Шундай килиб, ^  f [ Щ туплам
ii мм I) элементлар билан бирликда уларнинг айирмаси 
ии r a ( r ^  $Г) купайтмани уз  ичига олгани учун А Л 4  
1 у и лим залканинг идеали булади.

Бу теоремани чекли сондаги идеаллар кееишмаеи 
учун зам  исботлаш мумкин. Бу исбот худди юкорида- 
III у с у  л /I а бажарилади

оЖ залканинг илеаллари учун яна кушиш, купай-
Iи|>пinэ булиш ва илдиз чикариш тушунчаларини зам  
Киритиш мумкин. Бу амаллар билан танишишни иста- 
гпи укувчиларга О. Зарицкий ва Н. Самюэлларнинг 
„Коммутативная алгебра" китобини зав.ола киламиз.

Энди ©/Г залканинг энг кичик идеали деган ту -  
шунчани киритамиз. Фараз килайлик, булсин.
А чупламни уз  ичига олувчи барча идеаллар кесиш- 
ма ини 1(A)  деб белгилаймиз ва 1(A )  ни А т у п л а м -  
на уз ичига олган энг кичик идеал  леб юритамиз. 
/ (Л) зам 1 - теорема га асосан идеал булади.

2 - т е о р е м  а. оЗГ халцанинг А т у п л а м  на уз ичи
га олувчи энг кичик 1 (A )  идеали А т у п л а м  ёрдами- 
да тузи лган  (А) идеал билан у с т м а -у с т  туш ади.

И с б о т и .  Лс=(Д) булгани учун (А) идеая А туп -  
лнмни уз  ичига олувчи идеалларлан биридир. Д емак ,  
/(A)cz(A). И к кин ч и дан, А а ( А )  га кура А  тупламнинг 
барча а , ,  а 2, , .  a k элементлари ва r £ £  ©ЗГ бул !ан да
Гхпх +  г 2а 2 +  r ka k йигиндилар I (Л) га тегишли-

k
дир, V  Г(аь куринишдаги элементлар туплами эса (Л)

ЯЗ
ни беради. Д е м а к , , ( А ) а 1  (А) экан. У золда юкорида- 
ги тушунчалардан ушбу хулосага келамиз:

(/(Л)с=(Л))Д((-4)с=/(Л))=^ (Л) =  /(А).

3» т е  о р е м  а. Агтр q/C цалца бирлик . элем ен тга
ВЩ Щ ш бч бу бирлик элем ен т идеалга тегиш ли бул- 
си, у  .\а н)а / = Q?f булайи,

И с О о т и .  Идеал таърифидаги б) кисмга асосан ^  
Залканинг псталган г элементи ва / идеалнинг зар  
Кандай а элементи учун ra£  / ^улиши керак эди. Агар 
а - ^ е  десак ,  ге*= г  булади . Бу эса

' л  Ш к Ш  (1)
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эканлигини билдиради. Идеал таърифига асосан эса

Ш Щ К  Щ (2)
(1) ва (2) дан оЖ=1 булади.

4 - т е о р е м а .  Н отртиал идеалларга эга булма
ган х;алца майдон булади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, o ff  з а л к а  ф а ц а т т н а  
иккита (е) ва  (0) идеалга  эга булсин. з алкадан
бирор а ф 0 элеменгни оламиз.  а =£0 булгани учун 
бош идеал таърифига асосан

|| , ; . Л а ) ф  (0 ) (3);
бажарилади.  оЖ т^алка факатгина иккита идеалга  эга  
булганидан (3) га кура  (а) =  (е) булади.  Д ем ак ,  оЩ
з алка д а  шундай аГ1 элемент м авж удки  натижада а X  
Ха~1= е  т ен гли к  уринли.

а элемент ©ЗГ залканинг нолдан фаркли ихтиёрий 
элементи эди. Нолдан фаркли ихтиёрий элемент тес- 
кариланувчан булгани учун q}£ з а л к а  майдон булади.

46-§. Идеал буйича таккослама ва чегирмалар 
синфлари. Фактор ^ал^алар. Эпиморфизм 

3 акмда теорема

о% далканинг исталган идеали шу  залканинг а д 
дитив группасининг кием группаси булади.  Аддитив 
группанинг исталган кием группаси эса шу группанинг 
нормал булувчиси булади.  Д ем ак ,  группалар назария-  
сид'а нормал булувчи тушунчаси кандай а^амиятга  эга 
булса,  далкалар  назариясида идеаллар тушунчаси з а м  
шундай а^амиятга  эгадир.

Хал ка идеалининг таърифига асосан а ,  бул ган 
да  а — а ^ /  булар эди. Биз энди а — ах^1  булганда

а =  а} (mod/)  (1)
каби ёзувни (белгилашни) киритамиз ва бу  ёзувни а 
а ,  ^леменглар / модуль  буйича таккосланади деб укий-  
миз.  (1) таккосламани каноатлантирувчи барча элемент- 
лар тупламини а  = л, ’ +  / каби ёзиш мумкин .  (1) м у 
носабат ёрдамида jjjjf* ' зал  ка эквивалент синфларга
ажралади.  Шунинг учун а =  а ,  + 1 синфга тегишли 
булмаган бирор Ьх элементни олеак,  b =  Ьх - f  / синф



^мм маижуд булади. Энди бу эквивалент синфлар туп- 
л о м и н и

оЖ//“  {Л а\ +  Л 1̂ + щ . .  •}
/к*0 оламиз ва унинг залка эканлигини курсатамиз. 
liyiumr учун оЖ\1 туплам элементлари учун цушиш 
ил купайтириш амалларини куйидагича киритамиз:

а  -}" Ь *= а х -*1- by Д (2)
а  | й — а х • || +  /. (3)

Яъни иккита синфни кушиш (купайтириш) учун шу 
сипфлардан ихтиёрий равишда биттадан олинган икки- 
тя элементни кушиш (купайтириш) кифоя. Таккосла- 
млларда булгани каби зар бир синфнинг ихтиёрий эле- 
меити шу синфнинг 1 модулга кура чегирмаси дейи
лади. Яна шуни эслатиб утамизки, иккита синфни ку- 
шиш ёки купайтириш бу синфларнинг кайси чегирма-
сини олишга боглик эмас. Дарзакикат, а  ва b синф- 
лардан а х ва Ьх дан боища мос равишда яна биттадан
г/а ва Ь2 элементларни олайлик. а и а2£а замда btf 

булганидан а2 =  а х (mod/) замда b2 =  by (mod/) 
булади. Агар охирги иккита таккосламани кушсак ва 
купайтирсак,

a 2 +  b2~=ax +  bx (mod/), 
а 2 - b2 ==ax - bx (mod /)

таккосламаларга эга буламиз. Демак, / модуль буйича 
тузилган синфларни кушиш ва купайтириш бир кий- 
матли усулда аникланар экан.

Энди q%  залканинг элементлари учун <р акслан- 
тиришни куйидагича аниклаймиз:

(1) таккосламани каноатлантирувчи ихтиёрий
элементни <р мослик a * * a + J  синфга акслантирсин. 
Иатижада, <р акслантириш залкани / модуль буйи
ча тузилган эквивалент синфлар тупламига гомоморф 
акслантиради. Далканйнг гомоморф тасвири яна залка 
булгани учун ©̂ Г// зам залка булади. Ана шу залка 
I модуль буйияа тузилган фактор-%алца деб ата- 
лади.

М и с о л .  Z залкада У = (5) идеал буйича

О =  {5k\k£Z\, \ =  [5k +  \\k£Z)\ 2 — {5k +  2\k£Z}
3 =  {5k +  3|££ Z), 4 = [bk +  A\k ЩЩ



булиб; Z/(5) — {О, 1, 2, • 3, 4} туплам / =  (5) идеал 
буйича фачтор-^алка булади.

Т а ъ р и ф .  h акслантириш оЖ' залкани <̂У£Г залка 
уетига гомоморф акслангирсин, o ff '  залканинг ноль 
элементига акслантирувчи o )f залканинг барча эле- 
ментлари туплами h гомоморфлик яброси (узаги) дейи
лади ва у  /==Кегй каби белгиланади.

Т е о р е м а  (эпиморфизм закидаги теорема), o/f
халка h акслантириш ёрдамида бирор o/f' халца
устида гомоморф акслансин. I т у п л а м  нинг
шундай элементлари туп лам и  булсинки, h акслан
тириш ! нинг барча элементларини Q ?f' нинг ноль
элементига акслантирсин. У холда o f f '  х алца I/ 
га изоморф булади ва / ту п л а м  хялцанинг идеа
ла  булади .

И с б о т и .  / нинг идеал эканлигини курсатамиз. ^а- 
кикатан,

1) V т и m2(: I булганда, бу элементларнинг хар би
ри h аьсламтириш ёрдамида 0 o/f' га утгани учун

А (яг, ~-/n2) =  h [ т х) —h(m2) =  O' — O' =* O' £
2) учун h{mr) »  h (m) *h (r) «* O' X 

шартдар бажарилганлиги учун / туплам
залканинг идеалидир.

Энди ' залканинг битта а' элементига h ёрда
мида аксланадиган залка элементлари тупламини 
Ма, дейлик ва бу туплам элементлари кандай хосса* 
ларга эга эканлигини куриб утайлик. Бунинг учун Ма, 
тупламдан бирор а, b элементларни олиб

V - ■ а  4 “ X  «в Ь  !> ' (4)
тенгламани тузамиз. Шщ 5 ва залка булгаци 
учун (4) тенглама доимо <эЖ га тегишли- ягона ечим
га эга. Шу ечимни биз т  деб белгилайлик. У золда

а т  =  b . {5)
тенглик уринли. Энди (5) тенгликнинг иккала томони- 
га h акслантиришни татбик этамиз. Натижада

a '0 / f t '  »*£' (6)
тенглик зос^ил булади. л ./• \



Мили b элемент Ма, кием тупламга тегишли булган
iiituu цвраб утайлик, Бундай холда h акслантириш b 
in кпм я £  ' элементга утказгани учун (6) тенглик

I. уришшии олади. Охирги тенгликдан т' = 0' эканли- 
ГИ «Он. Демак, т^1  экан. Агар, Ме, кием туплам эле
мент лприга эътибор берсак, уларнинг барчаси k£Z 
булганда а km куринишдаги элементлар тупламидан,
Питцача айтганда а = а + / синф элементларидан ибо* 
риг. Демак, h акслантириш ёрдамида / модуль буйича 
ту шлган х,ар бир синфнинг барча элемантлари нинг
ицг'га элементига аксланади, хар хил синфлар эса e f t '

i ниш х,ар хил элементларнга утади.
Энди \: ©ЯГ II акслантиришни куйидагича ки-

ритимиз. а! (• оЖ а — а-\-1 синфнинг ихтиёрий вакили
(цегирмаси) булган да  / ( а ) = / г ( а )  деб  оламиз. Юцори- 
дп куриб утганимизга биноан h - »  е/ Г '  устига  го 
моморф акслантириш (эпиморф акслантириш) булгани 
учуй I хам эииморф акслантириш булади .

Энди шу акслантиришнинг изо_морф акслантириш
•квнлигини курсатамиз. а ^ а  ва b£b булганда  / (а) —
—•/(&) булсин. Биз а=Ь  эканлигини курсатишимиз
к о. рак. Х,ацикатан, / ( « )  =  / (Ь) булганидан h.(a) =  h(').  
Ну и дан 0' — ft ( а )  — Л (б) =/г (a  — Ь) булгани учун а ~

-/>£/.  Д е м а к ,  a  =  b (mod/), яъни а  — Ь экан. Шун- 
дай цилиб, t акслантириш изоморф акслантириш экан.

47-§ .  Коммутатив х^лцада булиниш муносабати. 
1>утунлик сохасининг туб в а  м ур аккаб  элементлари

Айтайлик, еУС бирлик элементга эга  булган ком
му гатив х,алка (бутунлик соз^аси) булсин. Исталган 
майлонни бутунлик сохаси деб цараш мумкин. Май- 
доннииг a  О ва ихтиёрий b элементлари учун

теиглама доимо ягона ечимга эга булар эди. Агар ца- 
рала^тган бутунлик сохаси майдон булмаса, (1) тенг- 
лама ечимга эга булмаслиги ёки унинг ечимлари сони 
бир нечта булиши мумкин. Бундай ^олатларни атроф=

а' ф  ml — а' (7)

ах  =яг Ь ( 1)
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лича урганиш учун мос равишда халкада булиниш 
муносабати хамда нолнинг булувчилари тушунчалари 
киритилади.

1 - т а ъ р и ф.  Агар залканинг исталган а ф  0 ва 
b элементлари учун (1) тенглама еЖ да ечимга эга 
булса, у з^олда й элемент Ь элементны булади дейи
лади ва у  b/а ёки Ь ■ а каби белгиланади.

b/а белги баъзан Ь элемент а  га булинади, b эле
мент а  элементнинг карралиси деб укилади. Юцо-; 
ридаги таърифни предикатлар ёрдамида куйидаги ку- 
ринишда ёзиш мумкин:

у/дс^аг(дс2 =  у). (2)
Агар 1-таърифни каноатлантирувчи элемент мавжуд 

булмаса, а элемент Ь ни. булмайди (6 элемент а га 
булинмайди) деб юритилади ва у b У  а каби белгила
нади.

Т е о р е м а .  бутунлик соцасида аницланган 
булиниш муносабати цуйидага хоссаларга эга:

а) (афО) уяун О/а; а/е; а/а дир (бунда
О ва е лар мос равишда q%  нинг ноль ва бирлик
элементларидир)\

б) а =^0*>-д Х  ОД О/а;
в) V a ,  Ь, ia/b Д b/с => а/с) (Ь,с*£ 0);
г) V a ,  Ь, с, (1£оЖ (а/b Д c/d=> ac/bd) (b, d ^ 0 ) j
д) V a ,  b, 0 =h о 6 (Ьс/ас => Ь/а);

_____  П

е)  V a, Ш  {i =  ТГп) (аг/ а = > 2 а »гг/а )»
*—1

бу ерда ги г2, . . гп£ ©ЯГ.
Биз бу хоссалардан факатгина д) ва е) кисмларини 

исбот киламиз, колганларини исботлашни эса Укувчи- 
га  тавсия киламиз.

д) Ихтиёрий с =/= 0 учун Ьс/ас жумла (2) га биноан
Ьс-°=*ас • d (3)

к^ринишда ёзилади. (3) тенгликни эса
c{b — ad)*=* 0 (4)

«уринишда ёзиш мумкин. Бутунлик сохаси нолнинг 
булувчиларига эга булмагани учун (4) тенглик, факат
гина

b = ad  (5)
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Iи /Ц ниMiiriiiin бпжприлади. Охирги тенглик эса bja экан- 
-мм МММ О п л д и р и д и .

и) мши исботи, ал\а (I — 1, п) булгани учун яна (2) 
I'M Di'OCHM

CL\ ==! abu

•  •  •  •  •

an= abn (6>
1'й111*лпк,Ш1|) системасини ёза оламиз. Бу тенгликларни 
мое ршшшда г„  г2, . . г„ га купайтириб, цушсак,

S 1 = (7>
-•=1 г=1

п
V'1'ил Оулади. Бу тенглик эса ^ a f j a  эканлигини бил-

13 i
диради.

Рационал сонлар я;алкасида нолдан фаркли барч^ 
илемеитлар бирнинг булувчилари булади.

Халканииг ихтиёрий а элементи е (тескариланувч» 
•лемент) ва ае га доимо булинади. ё ва as элементлар- 
одатда а  нинг тривиал (энг содда) булувчилари де& 
юритилади.

а£о%  нинг колган барча булувчилари (агар шун
дай элементлар мавжуд булса) унинг тривиал булма- 
ган булувчилари дейилади.

Масалан, Z туп лам да 8 нинг тривиал булувчилари
— 1, 1 ва — 8, 8 булиб, тривиал булмаган булувчила^ 
ри эса — 4, — 2, 2, 4 дан иборат.

2 - т а ъ р и ф .  Бирлик элементга эга булган оЛ  бу
тунлик со^асининг нолдан, бирнинг булувчиларидан? 
фаркли бирор р элементи факатгина тривиал булувчи- 
ларга эга булса, у  золда бундай р элемент бу
тунлик со^асининг т у б  ёки ёйилмойдиган элементт  
дейилади.

3 - т а ъ р и  ф. Бирлик элементга эга булган бутун-- 
лик со^асииинг бирор а элементи нолдан ва бирцинг- 
булувчиларидан фаркли булиб, тривиал булмаган бу- 
лувчиларга эга булса, у  ^олда а  элемент q}£бутунлик
со^асининг мураккаб (ёйилувчи) элементи дейиладв^



М и с о л .  Z тупламнинг ± 2 ,  ± 3 ,  ± 5 ,  ± 7 ,  ±11,
. * ,  элементлари туб элементлар, ± 4, ± 6 ,  ± 8, . . .  
элементлари эса мураккаб элементлардир.

3- таърифга асосан р туб элемент булиб, р =  а  • b 
тенглик бажарилса, ё а, ёки b бирнинг булувчилари 
булади. р = а 'Ь  тенгликда а ва b нинг иккаласи зам 
бирнинг булувчилари булмаса, р элемент мураккаб 
булади.

Н а т и ж а .  Исталган майдон зеч кандай туб ёки 
мураккаб элементларга эга булмайди.

48- §. Бош идеаллар ^алцаси. Евклид ^алцйси

Маълумки, бутун сонлар залцаси элементлари учун 
энг катта умумий булувчиси (ЭКУБ), энг кичик уму
мий каррали (ЭКУК), мураккаб ва туб сонлар, истал
ган мураккаб сонни туб сонлар купайтмаси шаклида 
ёзиш каби тушунчалар мавжуд эди. Бундай тушунча-. 
лар исталган залца элементлари учун зам уринли бу- 
лавермайди. Бу тушунчалар факатгина бош идеаллар 
залцаси деб аталувчи залца элементлари учунгина 
уринли булади.

1 - т а ъ р иф.  Хар бир идеали бош идеалдан иборат 
булган залцалар бош идеаллар .щлцаси дейилади. .

М и с о л л а р .  1. Дар кандай майдон бош иде
аллар залкаси булади, чунки майдон фацатгина икки
та идеалга эга. Улар (0) ва (е) =  ^  бош идеаллар- 
дир.

2. Бутун сонлар залкаси бош идеаллар залцасидир 
(исбот килинг).

2 - т а ъ р и ф .  Агар бирлик элементга эга булган <£& 
бутунлик созаси берилган булиб, унинг барча элемент- 
ларини манфиймас бутун сонлар туплами га бир 
цийматли акслантирувчи шундай <р акслантириш мав
жуд булсаки, унинг учун куйидаги шартлар бажарил
са, яъни

1) S ?  нинг исталган а ва b элементлари учун шун
дай бир жуфт q, элементлар топилсаки, улар 
учун

тенглик уринли;
a**bq-\-r ( 1 )
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tl) (I) гснгликда г = 0 ёки <р ( г ) *< <р (<7) булса, у 
Ц1М1/1И, , ■ ' бутунлик созаси Евклид ^алцаси дейила-
AHi

Win (I л .а а р. 1. Z залка Евклид залкаси бу лади. 
,\'нщ,м mu, у  л;£ Z учун ср (ж) =  | л:| десак, Евклид зал-
< щ м гл ьрифидаги иккита шарт бажарилади.

2, \п|> кмндай майдон Евклид за/щаси булади (ис- 
пщ цилииг).

I • т с о р е м а. ©ЗГ бош идеаллар %алцасининг ка- 
\ithht Оиттаси нолдан фарцли булган аи a2i . . ап
> /г \i <чип лари учун ЭКУБ мавжуд ва у бирнинг бу- 
I \Ч1ЧП(Ч1 купайтмаси аницлигида ягонадир/ d(^o%' 

а , ,  а 2, . .  ап элементларнинг ЭКУБи бу
лиши учун

#1 =  dqt (i = ТГя) (2)
d = a xr x +  a2r2 + .  . ,  +  ctnrn (3)

тенглик лар %алцанинг баъзи бир qu q2, . .  ., qn 
S(t r it r 2, . . . ,  rn ълеменшлари уярн бажарилиши за- 
рур ва етарли .

Ис б о т и .  1. З а р у р и й л и к  ш а р т  и. Фараз ки- 
лайлик. «зЯГ залканинг бирор А кием туплами элемент- 
ллри (3) куринишга эга булсин. Бундай золда А идеал 
эканлиги бизга маълум. залка бош идеаллар зал- 
Каси булгани учун унинг зар бир идеали, шу жумла- 
дан, А зам бош идеалдир. Демак, шундай o f f  то- 
пиладики, А == (d) булади.

Энди элемент аи а2> ап элементлар
учун ЭКУБ булишини курсатамиз.

Агар r t = e  ва k =j= i да rk. «  О'1 десак, axr x +  a2r2 4- 
+  •••  +  а п г п йигинди at куринишии олади. Демак, 
а ^ А  булиб, A =  (d) эканлигига асосан а{ элемент d 
га булинади, яъни (2) зосил булади. Теорема шартига 
биноан at (I = 1, п) лардан камида биттаси нолдан 
фаркли эди. Бундан dy= 0 деган хулосага келамиз. 
d£A  булгани учун (3) тенглик уринли булади.

2. Е т а р  ли л и к  ш а р т  и. (2) ва (3) тенгликларни 
каноатлантирувчи зар кандайя?£о2Г элемент a lt аъ

элементлар учун ЭКУБ булади/ Хакикатан, (2) тенг- 
ликлар барча аь (£ = 1, п) ларнинг d га булинишини 
к^рсатади, яъни d — умумий булувчи. Иккинчидан, 
бирор бошка бирор умумий булувчи булса,
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ah  элемент Ь га булинади, чунки at«= bqi булса,
(3) тенгликка асосан

d = Ь( $ г ,  +  №  . +  ghrn)
тенглик урцнли.

Энди ЭКУБ бирнинг булувчиси купайтмаси аницли- 
гида ягона эканлигини курсатамиз. Агар е(£еЯГ бир
нинг булувчиси булса, у  золда (2) тенгликни

at = (td) • (e""lfy) (I “* U я)
каби ёзиш мумкин. Бундай золда (3) тенглик

гй «  ( г je ) +  а 2 ( г 2е) +  . . .  +  ап (/“/г©) ( 3 ' )

каби булади. (2') ва (З7) тенгликлар erf нинг зам а и 
a 2f . . ., ап лар учун ЭКУБ булишини курсатади. d ва 
erf эса бир-биридан бирнинг булувчиси купайтмасига 
фарк килади, холос.

Мазкур теорема бош идеаллар залкасининг чекли 
сондаги элементлари учун ЭКУБ нинг мавжудлигини 
курсатади.

аи аъ . . . ,  ап элементларнииг ЭКУБ ни топиш ма- 
саласини иккита элементнинг ЭКУБ ни топиш масала- 
сига келтириш мумкин. Хакикатан, rf, =  (аи а 2) булса, 
ю^оридаги теоремага биноан шундай ги г 2£еЯГ лар
гопиладики, натижада rf, «  a xr i + а 2г 2 булади. Фараз 
/(илайлик, а и а 2, аг элементлар ЭКУБ ни rf2 деб олай- 
лик. rf2 элемент щ ва а2 элементларни булгани учун 
у rf, ни зам булиши керак.

Демак, rfj ва аг нинг ЭКУБ а и а 2, а3 элементлар- 
нинг ЭКУБ билан бир хил булади. Бу фикрни давом 
эттирсак

dfc =  (#1» #2» . . ., dfo) =» (rf^-1, (Ifc)
генгликка келамиз, бу ерда dk~\«= {аи а2, • . Щ-i)  
дир. Демак, п та элементнинг ЭКУБ ни топиш маса- 
ласи иккита элементнинг ЭКУБ ни топиш масаласига 
келтирилди. Евклид зал^аларида иккита элемент ЭКУБ 
ни топиш Евклид алгоритми деб аталувчи кетма-кет 
булиш усули ёрдамида топилади. ^  Евклид залцаси
ва унинг иккита а  ва b элементи берилган булсин. 
Бунда куйидаги икки зол б у л а д и : .

а) Агар Ь=* 0 булса, (а\ 0 )=  а\
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i.) Arup b 0 булса, а  ни b га, I  ни эса колдикка?
<yin ра олдинги колдикларви кейинги колдикларга бу- 
лмш натпжасида куйидаги кетма-кетликлар системаси 
у  н:цл килинади:

a=*bqx +  r u 
/, =  г ,92 +  Г2,

Гх =  ЩВ +  Н  (4)
•  • 

rk -2 = rk„xqk +  r kt
ГА-1 8=88 ГЛ̂ Л+Ь

(4) тенгликлар бажарилганда

<Р (>■*)< <Р (r *-1) <  • • • <  < р ( л )<  ? (£ )
булир эди. ср (г,) (/ = 1, k) лар манфиймас бутун сон- 
лпрдир. Хар кандай манфиймас бутун сонлар туплами 
tea доимо куйидан чегараланган. Шунинг учун k к а 
дим дан сунг г л+1 =  0 булади. Бундай золда r fc=fi0 6f~ 
лиО, у биз излагай ЭКУБ булади.

d — г,, учун ЭКУБ нинг иккала шарти бажарили- 
IMUHI1 текширйб куришни укувчига тавсия киламиз.

2 - т е  о р е м  а, Евклид цалцаси бош идеаллар хал-  
ЦШШ булади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, Q/f Евклид залкаси бу-
лиГ), А унинг бирор идеали булсин. А  нинг бош иде- 
IIл мьи мл iti'iiii и «Урслтамиэ. Бу ерда куйидаги икки зол 
ОФЛИШМ мумкин;

м) /I пилим фпцпт биттагина поль элементга эга. 
Унли /!■■(()) no in илсллдир*

0) А , (0) Оулсии. u'Jf залка Евклид залкаси бул- 
rfimi учу к , ■/> ’ длги зар кандай нолдан фаркли а-эле- 
меитнп манфиймас бутун сонга акслантирувчи замда

а  —. bq +  г
ва г — 0 ёки ср (г )  <  f:f|§ шартларни каноатлантирувчи 
<р: Л/+ акслантириш мавжуд. Лекин манфиймас
бутун сонларнинг зар кандай кием туплами куйидан 
чегараланган. Демак, <р акслантириш ёрдамида энг ки
чик манфиймас бутун сонга акслантирувчи d£ A  эле
мент мавжуд. Натижада А тупламнинг ихтиёрий а  эле- 
ментини

a ^ d q  +  r, 0 < « p ( r ) <  <f{d) (5)
каби ёза оламиз.
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Энди А дан олинган ихтиёрий а  элементнинг d j a  
булинишини курсатамиз. а  «= dq +  г — dq *= г. Бун
да г £ Л ,  чунки а (г А ва d£ А эди. Шунинг учун г Ф О 
булса, <р ( d ) > y  (r) булар эди, бу эса <р (d) нинг энг 
кичик манфиймас бутун сон эканлигига зид. Шунинг 
учун г=г 0 булиб, а  элемент d га булинади, яъни Л =  
** (d) бош идеал булади.

49-§. Бутунлик со^асининг нисбатлар майдони

Маълумки, залкалар икки хил булар эди: 1) нол- 
нинг булувчиларига эга булган залкалар; 2) нолнинг 
булувчисига эга булмаган залкалар.

Нолнинг булувчисига эга булмаган коммутатив зал- 
ка бутунлик созаси дейилар эди.

Барча сонли залкалар бутунлик созаси булади. 
Халка элементларидан жуфтликлар тузиб, бу жуфтлик
лар тупламида кушиш ва купайтириш амалларини 
куйидагича киритамиз:

< а ; b>  +  <с) d >  =  < a d  +  be; bd> ,
< a; b>  • <£; d> =*<ac\ bd>.

Агар залкалар тушунчасига эътибор берсак, залка- 
ларнинг баъзи бирларини кандайдир майдом ичига жой- 
лаш мумкинлигини пайкаймиз. Масалан, Z залка Q 
майдон учун кием тупламдир. ^андай залкаларни май- 
дон ичига жойлаш мумкин деган саволга куйидаги 
теорема оркали жавоб бериш мумкин:

Т е о р е м а .  \ ар  цандай бутунлик со^асини май
дон ияига жойлаш мумкин.

И с б о т и .  бутунлик созаси берилган булсин.
2%  нинг элементлари ёрдамида мумкин булган барча
< а ;  b y  жуфтликлар тупламини тузиб, (Ь Ф 0) бу туп- 
ламни Р деб олайлик, яъни

Р*=е*{<а\ b>\ a, bQ off, ЬФ 0 }

булсин. Р  туплам элементлари учун куйидагича аник- 
ланган муносабатни киритайлик:

< а ; b>  — < ^ i ;  bx>  <==>- abx • b. (1)
Бу муносабат (унинг рефлексив, симметрик ва тран- 
зитив эканлигини текшириб куринг) эквивалентлик му- 
носабати булади ва Р  тупламни узаро кесишмайдиган 
эквивалентлик синфларига ажратади.
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I и i. риф,  о ?  майдон ва бутунлик созаси бе-
н 'in булса, у  зол ia куйидаги шартларни каноатлан- 

ТИргин ' майдон бутунлик созасининг нисбатлар май-
н ми и дийилади:

I) o/f бутунлик созаси майдоннинг кием зал-
Ц М Г NI

:!) даги ихтиёрий х  элемент учун да
► I/ - /) тенгликни каноатлантирадиган а ва b эле- 
ip in лар мавжуд булса, < а ;  b y  жуфтлик ва унга экви-
ил м'11г булган барча жуфтликлар синфини а\Ь> каби 
Гм ;п плайлик. Барча эквивалентлик синфлари туплами- 
ми / оркали белгилаймиз ва унинг элементлари (синф- 
лпр) учун кушиш ва купайтириш амалларини куйида- 
гича киритамиз:

< щ Ь >  +  <c\d> т  <ad+bc\bd,>  (2|
<а\Ь> • < 6 7 ;r f> « ‘ <ac\bd>. (3}

Шундай килиб, иккита эквивалентлик синфлари 
йигиндиси ва купайтмаси яна эквивалентлик синфи бу- 
лар экан.

Лекин бу йигинди ва купайтмалар ягона усулда 
аникланадими? Боищача айтганда, улар синфлардан 
олинган жуфтликларнинг танланишга боглик булади- 
ми? Хозир шу масалани зал килишга утамиз. Бунинг
УЧУН 1

< а ;  b > ~ < a x\ bt>  <==>abl ** a xb, (1)
< с ; я ? > ~  <cx\dx> <=>cdx =  cxd (4)

муносабатларни олиб, улар учун
< ad  +  bc\ b d y  ~  < a xdx +  bxcx; bxdx> 9 (5) 

<ac\ bd> ~  < a xcx\ bxdx>  (6)

эквивалентликлар бажарилишини курсатамиз. (5) ва
(6) эса уз навбатида

< ad  +  be> bxdx «= < a xdx +  bxcx > bd9 (5 ') 
ac • bxdx =  bd • axcx (6')

га тенг кучли.
Аввало (5) тенгликнинг уринли эканлигини курса

тамиз. Буиинг учун унинг чап томонини

adbldl -f  bcbxdx (7)



шаклда ёзиб оламиз ва (4) га асосан (7) даги abx ни 
ахь билан замда cdx ни ctd билан алмаштирамиз. У 
золда

axbddx +  bbxcxd = bd (axdx + btcx)
тенгликка эга буламиз. Демак, (5) тенглик уринли экан 
((6) нинг уринли эканлигини мусгакил золда текши-
ринг). ЬфО б^лганда (0; Ь) синф Т тупламнинг. коль 
элемемтини, ( Ь'\ Ь) синф эса Т нинг нейтрал элементи- 
ни ташкил этади. Дакикатан,

а) <с; d >  +  <0; b y  =  <bc +  0 • d\ b d > =  < c\ d > ,
б) < £ ;  d y  • < 6 ;  b y  =  <cb\ d b y  (с; d\.
Булардан тапщари, в) 7 тупламнинг исталган нол-

мас < а ;  b y  (аф  0, ЬфО) синфи у ч у н <&;  а  >  каби 
тескари элемент мавжуд.

г) < а Г б > ,  < c f d > ,  <ёГТ> €  Т учун
( < « ;  ь>  +  <с; d>) ■ <е; / >  =

=  < а ;  Ь> < ё\ 1>  +  <с; d > ■ <е\ /> (8)
тенглик бажарилади. Чунки (8) нинг чап томонини 
оладиган булсак, уни куйилагича ёзиш мумкин:

({а; Ь) +  (с; d)) (е; -/) = (ad ф bc\ bd) • (е; 7 )—
=  bdf>. (9)

(8) нинг унг томони эса < а ;  6 >  • <£; />  +  <£; d > X
X < e - jy —< ae\ b ty  +  <,ce\dfy =  < aedf-\-bfce; 2> —
=  +  йй/"), (/ =£ 0) булгани учун (8) тенглик 
уринли. _ _ _

д) < а ;£ > си н ф  у ч у н < ~ а ; й >  синф карама-карши 
синф булади (текшириб куринг).

е) Учта синфни кушиш амали ассоциатив булади 
(текшириб куринг). Шундай килиб, Т туплам ма-йдон 
экан. Энди q%  *залк;ани Т майдон ичига жойлаш мум
кин эканлигини курсатамиз» Бунинг учун <э% нинг
элементлари Т нинг кандайдир элементларига айнан 
мос келишини курсатиш кифоя. Бу мосликни куйида- 
1ича киритамиз: еЯГ залканинг ихтиёрий ^элементига
Т майдоуаднг (Ьс\ Ь) синфини мос куямиз (бу ерда 
Ьф 0). Бу мослик узаро бир кийматли булади. Хаки* 
каган,
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а) агар KfibA\ b:i>  каби булиб, с га яна бирорта 
миф мос келади десак, бу синфлар устмя-уст тушади,

чунки cbxb — cbbu бундан < bc\b> —<сЬщ bt>  муноса-
батдан <Ьс\ &> «* <btr\ bt >  тенглик келиб чикади;

б) зар хил с ва ct ларга зар  хил синфлар мос ке-
ллди, чунки с -> <.cb\ Щ> ва сА -> < слЬи булиб, <сй; 
i >  — (с ,^ ;  %) булганда эди,

cbbt = схЬ\Ь =>- с **Су(Ь ^  0, ^  =̂= 0)

булар эди. Бу эса $ ф щ  деган фаразга зид.
с -+ <&£; 6> мосликнинг изоморфизм эканини, яъни 

куйидаги тенгликлар бажарилишини курсатамиз:

C a d ; а >  +  <Ьс\ Ь>  => < ad-~a>  +  <£с; £> , 0 0 )  
<ad\ а >  • Ьс\ Ь> *=» <ad\ а >  • < -Й?; $>> ( Л )

Хакикатан, <яй; а> + <#£; 6> «  <ас/£ + afo:; ай> =
— <kd +  kc\ й> (бунда a b ~ k  каби белгиладик) бул
ганидан £•+ ^ -h fe ;  £> мослик уринли ва (10) 
тенглик бажарилади.

<.ad\ a > -C b c ;b >  =  <ad-bc\ab>  тенгликка асосан,
cd -*(ad  - be; ab) м о сл и к  уринли булади ва (И ) тенг
лик бажарилади.

Т майдондаги барча < bc;b>  куринишдаги элемент- 
ларни с элемент билан, колган барча элементларни 
узини-узига алмаштирамиз. Натижада зосил булган 
тупламни V  билан белгиласак, юкоридаги аксланти- 
ришга асосан Т майдон Т' тупламга изоморф акслана- 
ди ва Т майдон булгани УЧУН Т' зам майдон ташкил 
килади замда Т' майдон еЯГ бутунлик созасини уз 
ичига олади.
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IV б о б .  БИР НОМАЪЛУМЛИ КУП^АДЛАР

50-§. ^алцанинг оддий трансцендент кенгайтмаси

Айталик &Щ' ва L коммутатив залкалар булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар куйидаги иккита шарт бажарил- 

са, у  золда  L залка  х  элемент буйича f j j f  залканинг 
ойдий кенгайтмаси дейилали:

1) оЖ залка L залканинг кием залкаси;
2) L даги ихтиёрий а  элемент

а  8=5 ао “Ь aix  Н" * * * 4 “ апхП (а/ £  оЖ >
куринишда ифодаланади,

Келгусида L з алка  х элемент буйича о%' з а л к а 
нинг оддий кенгайтмаси эканлиги L — оЖ[х] куриниш
да белгиланади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар 1=оЖ[х] оддий кенгайтмада <эЖ
залканинг ихтиёрий а0, аи . . ап элементлари учун 
а0 ■+ +  . . . +  апхп=  0 тенгликдан а0 =  0, а — О,
• • <*/2 =  0 экани келиб чикса, у  золда 1***оЖ\х\ 
залка оЖ залканинг оддий трансцендент кенгайт
маси дейилади

3 - т а ъ р и ф .  Агар \х \ залка х  элемент буйи
ча залканинг оддий кенгайтмаси булса ва х  эле
мент 2-таърифдаги шартни каноатлантирса, у  золда 
х элемент' &Ж га нисбатан L нинг трансцендент эле
менти дейилади.

4 - т а ъ р и ф *  Агар оЖ\х\ з алка  х  элемент  буйича 
оЖ залканинг оддий трансцендент кенгайтмаси бул 
са, у  зо лда оЖ[х\ з алка  оЖ устида х элемент буйи
ча тузилган к$пх;адлар цалцаси дейилади. <̂ Ж\х] 
залканинг элементлари &Ж' устида  х нинг кущ адлари  
ёки o ) f  устида куп^адлар дейилади ва унинг эле- ,  
ментлари

а 0 +  щ х  + а2х? +  . . « +  апкп
(Д/ С <2^» *̂в* Л  и* vn^is/)

•суринишда ёзилади. 
но



51* §. Купзадлар устида амаллар

АПтаПлик, еЯГ бутунлик содаси берилган булсин. 
га тегишли булмаган х  элементни олиб, ушбу 

Ифодаии тузамиз:
П

а0 - f -  а^х - { -  а%хг 4 "  •  •  •  “ Ь  &п%п = =  ачх
ч= 0

(а, £  ©ЯГ, v =  0, п; V n £ N ) .  (1)

1 - т а ъ р и ф .  Агар ап ф  О б^лса, у  долда (1) ифода 
Лир номаълумли п- даражали Щп^ад дейилади, бунда 
а^к' (v =  0, п) лар купзаднинг х,адлари, a , (v  =  0, и) 
Лар эса бу купцаднинг коэффациентлари дейилади.

Таърифга асосан 7х3 — 5 V х  +  2х2 — 3 ва —Зх2+
«Щ | ^

* | 7jc — 5 ифодалар купчая булмайди.
Купзадлар баъзан номаълум даражаларининг па- 

спйиш тартибида
а

а0хп +  а^хп~1 +  . . .  +  аПг.\х +  а п — ^  я,"*”- '
v—0

каби зам ёзилади.
Бир номаълумли купзадлар одатда f (x ) ,  ^ ( ^ ) ,  

у(х),  . . . каби белгиланади.
Лйтайлик, f(x)=~апх п +  ап-\Хп~1 +  . , ,  +  ахх  +  я 0 

бирор купзад  булсин.
2 - т а ъ р и ф .  ап Ф 0 булганда апхп з ад  f (х) кун» 

заднинг бош уади, щ  эса озод ходи дейилади.
Энди иккита купзаднинг формал-алгебраик маъно- 

даги тенглик тушунчасини киритамиз.
Иккита купзаднинг нолли (коэффициентлари нолга 

тенг) задларидан бош^а барча мос номерлй задлари 
бир бирига тенг булганда ва факат шундагина улар 
узаро тенг деб аталади.

Масалан, 3 +  СЬ 0 • х 2 +  0 • л:3 +  х* +  2хъ, 3 -j~
+ х* +  2хь купзадлар узаро тенгдир.

Купзадлар тенглиги символик равишда куйидагича 
ёзилади: . \

\ v—0 ii*0 /
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Иккита
п

/ ( х) — а0 +  ахх +  а2х2 + . . .  +  — 2
л=о

<Р (л )  =  60 +  6, л  +  Ь̂ х* +  . • • +  bsxs =  ^ b txl
/=О

купзаднинг йигиндиси деб

/ (* )  +  ? (* )= =  V  с ,* ’
v-*u

купзадни тушунамиз, бу ерда =  max (/г; s), 6v «  a v4- 
+  6V булиб, arap n > s  булса bs+i =  ^+2 — . .  •= bn^*0. 
AFap s > n  б^лса, a WTi * » а л+2 — . . v ^ Q  деб оли- 
нади.

Яна шуни таъкидлаймизки, a v, £еЯГ=Ф-я, +  £v £<0^
ва йигинди купзаднинг даражаеи кушилувчи купзад- 
ларнинг даражасидан катта эмас. Агар апф — Ьп (/г> 
^ s )  булса, йигиндининг даражаеи цушилувчм купзад- 
ларнинг даражасидан катта эмас, чунончи затто кичик 
зам  булиши мумкин, масалан, а„ =  — Ьп (//=5) булган 
дол.

Купзадлар тупламида айириш амали уринли. Бу 
т^пламда ноль элемент деб барча коэффициентлари 
яоллардан иборат купзад  олинади.

/(х) куп*ад  учун
щ  / (х) =  — а0 — а,х  — а2х г — . . .  — апх п

;'| 'Г " I , ’ , ■ ■ 2
зс^гщад царама-цариш купцад дейилади.

Энди г(х ) ва f ( x )  к^пзадларнийг купайтмаси ту- 
шунчасини киритамиз. f { x ) ва <р(х) купзадлар купайт
маси деб коэффициентлари

d, =  2  Ukbl (v =  ° l f l  +  ki-l—'i
тенглик билан аник;ланувчи купзадни айтилади. Бу. ерда

d0 — a0b0, dx ** a 06i -f- d% =  d̂ b̂  ~|“ &\Ь\ *4“ #2̂ 0» • • * 
** d$bs d\b$—1 • • • +  яА> • • •

К^пзадларнинг коэффициентлари бутунлик соза- 
сига тегишли бууиани учун а я ^  0 ва bs =fcO булганда
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tf,A </n+s 0 булиб, купзадлар купайтмасинйнг да- 
Ш! к • и’п улар даражаларининг n-\~s йигиндисига тенг
рулади.

Г с» о р е м а .  А упцадлар туплам и  х^алца булади . 
И с б о т и .  Иккита купзаднинг йигиндиси ва купай?- 

Мяси я на купзад  эканлигини биз юкорида куриб ’ут* 
71ИК. Энди купзадлар туплами учун залканинг колган 
шмртлари бажарилишини курсатамиз, Хакикатан,

1) агар a v ва лар f(x )  ва ср (л:) купзадларнинг
коэффициентлари булса, у  золда

( V#v, Ьv £  оЖ ) a v +  +  a v

булгани учун

/  ( ■ * ) + ?  ( * )  -  2 Ш + Ш  * v = 2 ^ + Л  =

м*=0 v=—О

=  2   ̂(^) 
v=0 v=0

булади, яъни купзадларни кушиш коммутативдир.
2) t (дс) ср (я )  в  ср (х) • f(x )  (купайтириш амали ком

му гативдир). Купзадларнинг коэффициентлари <££ бу»
тунлик созасига тегишли булганлиги замда ^9 akbt=

A+/»=v
«= 2  îak булгани учун f (х) ср (х) «  ср (х) • /‘ (л:) тенг-

Н-ft—V
лик уринлидир.

3) Купзадларни купайтириш ассоциативдир, яъни

/(х)(<р(х) • g ( x ) )  =  ( f ( x ) -  ср(х)) 'i g ( * ) .  (2)

Бу тенгликни исботлаш учун яна бир

g (х) — с0 + схх  + сгх 1 +  . .  . +  ctxl (ct =£ 0)
купзадни оламиз'; Нх), ср (х) ва g (x )  мос равишда п, 
s ва / даражали булганидан ( fix )  • ср (х ))  • g (x )  куп 
зад даги х1 = (/ «  0, 1, 2, • . гг +  5 +  t) нинг коэф- 
фициенти

2  ( 2  Щ  • Щ- 2ft +•/*=/ / & + /-1-,т===.г

йнгинди оркали аникланади. / (х)(<р (х) • g (х)) купзад-



даги х* (i «О ,  1, 2, . . п.+ s + t) нинг коэффициеи 
ти эса

сан (2) тенглик зам бажарилади.
4) Шунингдек f (*) (ср (л;) +  g (х)) =  /(*) <р(лг) +

+  f ( x ) g ( x )  булади, яъни купзадларни купайтириш 
кушиш амалига нисбатан дистрибутивдир.

Бу тасдикнинг гугрилиги

тенглик уринли эканлигидан келиб чикади. Чунки, бу 
тенгликнинг унг томони Я (х) ф(х ) Ц- f (х) g (x )  купзад- 
нинг х 1 олдидаги коэффициентидан, чап томони эса 
/ (х) (ср (х) +  g ( * ) )  купзаднинг х1 олдидаги коэффици
ентидан тузилган. .

Демак, коэффициентлари о% бутунлик созасига
тегишли булган бир номаълумли купзадлар туплами 
залка булар экан. Бу залка одатда оХ  [я ]  каби белги
ланади.

52-§ .  Купдадларнинг цолдицли булиниши

Айтайлик, ср (х) =  о0 +  Ьлх  +  Ь2х2 +  . .  . +  Ьпхп куп
зад  берилган булсин. Даражаеи п га тенг ва бош ко
эффициент Ьп Ф О булган ^ар кандай ср (л:) купзаднинг 
бош коэффициентини доимо 1 га кёлтириб олиш мум-

g (х ) купзаддан бопща бош коэффициента ихтиё
рий булган т ^ п  даражали f(x )  «  а0 +  а 1х-\-а2х2 +
4-. ...-\-ат хт  купзад  берилган булсин.

Агар f  ix) купзад п- даражали купзад булса, у 
^ ар /(*:) = # каби ёзилади.

Т е о р е м а .  Кар цандай f  (х) ва g (х) Ф 0 купх<ад- 
лар учун шундай ягона h (х ) ва г (х) купзадлар мав~ 
ж $ д ж % улар учун дар г  (х )  <  дар g (х) в г дар h (.v) <
<  лар f (x )  булиб, ушбу тенглик бажарилади:

йигиндн оркали аникланади. Уларнинг тенглигига асо

кин. Бунинг учун =  g (д:) купзадни каР&ш кифоя.

f (x)=g[x)f i {x)- j - r (x) . ( 1 )
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И с б о т и .  Агар / ( х )  куп^аддан ат  х т ~п g ( х )  куп- 
^плни айирсак, / (х )  — amxm~ng (х )  =  г, (л:) к у щ а д д а  
цт хт  *ад булмайди. Бу ерда куйидаги иккита *ол бу- 
лиши мумкин:

а) г, (л) нинг даражаси g (x )  нинг даражасидан 
кичик;

б) г, (х) нинг даражаси g (x )  даражасидан катта 
{'км унга тенг.

Агар а) х,ол юз берса, h (х) — ат кт ~п; г (х )  «= гх(х) 
б^либ, теорема исботланган булади. Биз б) ^ол устида 
т^хталиб утамиз. Фараз цилайлик, дар гх (л:) >  дар g (x )  
Оулиб, г, (я )  =  с0 Ч - ^ х  +  сгх% + . .  . ckx k куринишга 
ага булсин.

* Энди g (х) кугщадни ckxk~n га купайтирнб, наги-
\  жасини г, (х )  дан айирамиз. У ^олда г, (х) — ckxh~n х  

X Я (х) — г2 (х )  булиб, г2(х) куп^адда chxk ^ад бул
майди.

r ‘i (*) =  +  diX +  йъхй +  . . . ч- dtxl булсин. Бу ерда 
ина юкоридаги икки холдан бири юз бериши мумкин:

1) агар l ^ n  булса, ушбу айирмани тузамиз:

r 2 (х )  — dtx l- n • g (x )  = r'3(x),
жараённи давом эттириб, бирор % 1<адамдан сунг 
дар г ,  (х) < дар g (x)  га эрищамиз. Боищача айтганда, 
гч_, (х) — t^x*~ng (x )  =  r j x )  тенгликда д а р / \ ( х ) <
< дар £ (х)  булади.

Энди ушбу тенгликларни яадлаб цУшамиз:
I  f (x )  — amx m- ng ( x ) ~ r 1 (x),
[ г, (х) — cftx ft-"  • g ( x )  ==г2(х ) ,

г2 (х )  -  dtx ‘- n • g (X) =  г3 (х ) ,

Щ  ( X ) -  " ■ g  (X) -  г ,  (х).

Унда / ( х )  -  (ат кт ~п +  с*х* -я -Н ,х ' - «+ -  ")Х
X ^ ( x ) = r v(x) хосил булади. Бу ерда a mx m' n-\-ckxk~"+
+  . . . +  <|1/ “ '! =  A W  ва г  ( х ) = г ( х )  десак, Д х )= »
шш g (х) • h (л) +  г (•*) тенглик хосил булади.

/ щ  *  g (х) • h (х) +  г (х) тенгликдаги f (х) були- 
нувчи, g (х) булувчи, h(x)  чала булинма, г(х)  эса 
колдик кугщадлар дейилади.

Энди (1) тенгликнинг ягоналигини исботлаймиз.
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Айтайлик, (1) шартни каноатлантирувчи яна бир 
жуфт К (л;) ва г' (л:) купдад мавжуд, яъни

f(x ) — g(x)  • h'(x) +  r'(x)  (2)
тенглик уринли булсин. (1) ва (2) тенгликларви х;ад- 
лаб айириб

0 **g(x)(h(x) — h'(х)) +  (г(х) — г'(х))
ёки

g(x) • (А (х) — К (х)) = г' (х) — г (х) [3)
ни зосил киламиз. Бу ерда г(х)  ва /*' (х) нинг аник- 
ланишига асосан д а р ( г ' ( х ) - -  г ( х ) ) <  дар§-(х) булади. 
Агар чап томонда h(x) ~  h! (х) Ф 0 булса, г ' ( х )— г(х) 
нинг даражаеи (&) га асосан .g (х) нинг даражасидан 
кичик эмас. Бу эса г(х) ва г ' ( л )  нинг аникланишига 
зиддир. Шунинг учун h(x)~ h '(x)  булади. Бунга ку
ра (3) дан г (л;) щ г' (х ) келиб чикади.

Бу теоремани баъзан f(x)  купа^адни g(x)  куп^ад- 
га колдикли булиш теоремаси деб юритилади.

63- §. Купхад илдизлари Купзадни икки^адга булиш 

бирлик элементга эга булган бутунлик со^а.си
булсин.

1 - т а ъ р и ф.  Агар o ff  бутунлик со^асининг бирор
а элементи учун / ( а ) » 0 тенглик бажарилса, у ^олда 
а элемент f(x )  купцаднинг илдизи дейилади.

Q майдон устида бир номаълумли биринчи дара
жали f (х) =  а х  +  Ь купзад а Ф 0 булганда рационал
сонлар тупламида доимо илдизга эга, чунки/

*= — b-\- b s= 0, яъни Ш— о булади.
Даражаеи я  > 1 булган ^ар кандай купзад илдиз- 

ларга эга булган кенгайтма майдо'н доимо, мавжуд бу
лади. Биз буни кейинрок иеботлаймиз.

Нолинчи даражали / (х) щ а^Ф 0 куп^аднинг илди- 
зи йук, чунки х  га кандай 'кийматни бермайлик, ба- 
рибир купзадни эъти-
борга олмаймиз, бундай купдад ’х  нинг я;ар бир кий- 
магида нолга тенг.

1 -теор .е  ма (Безу теоремаси). f(x ) купзадни х —а 
иккацадга булиигдан шщан цолдщ  / (а) га тенг. v
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И с б о т и .  Булувчи я  —а нинг даражаси 1 га тенг 
б^лгами учун цолдик ЩЩ ® нолинчи даражали куп- 
зад, ёки ноль булиши керак, яъни

Ш f(x )* * (x  — <x)h(x) +  r  ( 1)
булиб, бу тенгликда я »  а десак, /(a)— г ни зосил 
циламиз.

2- т е о р е м  а. л: =  а элемент / (л:) купцаднинг ил - 
дизи булиши уяун f (х) нинг х  —а иккихадга бу/iiu 
наши зарур ва етарли .

Ис б о т и .  1. З а р у  р и йлй г и. х « а  ни / U ) нинг 
илдизи дейлик. Бу золда /(а) ®0 булади. 1-теоремага 
асосан f ix )  ни х-~  а га булишдан чицкан цолдиц /(а) 

\ га тенг. Лекин 7 ( a ) х=0 булгани учун г = 0  дир. Де
мак, / (л:) купзад л — а иккизадга колдицсиз булинади.

2. Е т а р л и л и г и .  /(л:) купзад л : - а  га колдицсиз 
б^линсин; f ( x ) ^ ( x  —-a)h(x), яъци цолдиц г«=0 .бул« 
син. 1-теоремага кура /(а) « г .  Бунда г = 0  булгани 
учун / (а) «= 0. Демак, х*=а циймат / (лг) купзаднинг 
илдизи экан.

3- т е о р е м а. Агар а1# а2, . . лар f(x) купхаднанг 
турли илдиз лари булса, у  холда f(x) куп%ад (х —
— at)(x — а2) . • • (•* — а&) купайтмага булинади.

И с б о т и .  Теореманинг исботини математик индук
ция принципи асосида олиб борамиз £=*1 да теоре
манинг ростлигини биз юцорида куриб утдик. Айтай- 
лик, теорема ti~*k — 1 3 0 л учун рост, яъни

/ (х) шт (х — а,) (х — а2) . .  . (х — <*k-i) g (х) (2) 
булсин.

Бу тенгликка x — ak ни куямиз. У золда ock илдиз 
булгани туфайли /(ай) =  0. Демак, x — ak да 0 =  (ад. —
-  <*1) (Ч — «г) • • • Щ  — «А—i) g (“*) хосил булади. ^  
бутунлик созаси нолнинг б^лувчиларига эга булмаган- 
лигидан ва at a2 ■=/= . . . ak шартга асосан g*(a^) = 0, 
яъни a  ̂ сон g (x) купзаднинг илдизи экан. Унда 1- 
теоремагй асосан

g  ( л )  =  [X  -  а * )  А (•*) ( 3 )

булади. Энди (3) ни (2) га цуямиз. У золда
f (х) *= (х  — а,) (д: — а2) . . . ( х  — aft) А (лс)

булиб, бу эса /(х) нинг (л: — aj) ( я — а2) , . .  ( я  — аА) га 
булинишини билдиради.
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Э с л а т м а. Баъзи лолларда бир неча ёки барча илдизлар 
устма-уст тушиб цолиши мумкин Унда (2) формула куйидаги ку
ринишни олади:

f ( x )  =  (х — a) l ( x  — P)m h ( x )  (/ +  k).
Бундай долдаги а ва р илдизларни мос равишда / ва т  карралн 
илдизлар дейилади.

Н а т и ж а .  Нолдан фаркли т -  даражали купзад 
( т >  1) бутунлик созасида т  дан ортик илдизга
эга эмас.

Бу фикр нолнинг булувчиларига эга булган залка 
да уринли эмас. Масалан, 16 модуль буйича тузилган 
чегирмалар синфлари залка :ида /(х)=*х*  купзад  О,
4, 8, 12 илдизларга эга.

54 -§ .  Купзадларнинг булиниши

Айтайлик, f{x )  =  а0 +  а хх  +  а2х 2 +  . . .  +  апхп куп
заднинг коэффициентлари бирор майдонга тегиш
ли булсин. Бундай золда f(x )  купзад майдон ус 
тида берилган купзад  дейилади.

Масалан, f  (х) »  Зхг — 7х2 — \f 5х  — 3, g (х) == /л:7 —
— Зх*+ ix — 7 купзадлар мос равишда закикий сон
лар майдони устида ва комплекс сонлар майдоии ус 
тида берилган купзадлар булади.

Агар 52- §, (1) тенгликда г  (л;)® О булса, у золда

/ ( * ) «  <р(х) • g (л)
тенглик зосил булади. Бу эса ) (х) нинг |f1i| га кол- 
д икс ив булииишини курсатади. ' Биз уни кискача 
/ (■*)./<Р (х) каби белгилаймиз. Каралаётган барча куп- 
задларни битта Ш майдон устида берилган деб фа
раз килсак, купзадларнинг булиниши куйидаги хосса- 
ларга эга:
Ц 1°* (if (*)/'<? (•*)) Л (<? (л )) )  => (/ (л)/ф (х)). 

И с б о т и .  f(x ) ly (x )  эканлигидан

/<л:) =  <?(-«) - g"t (л:),- ( 1)
<р (х)/ф (л) эканлигидан эса

? ( * )  =  <!>(*) - g(x).  (2 )
( 1) ва (2) дан: f{x )  -  ф (х) (x)g (x) — ф (х) • h(x)9 
бунда g x {#) • g [х) h {x) деб олинади.
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I (л) -= ф(х)  • h(x ) тенглик f  (x) нинг <i>(jc) га б;ули-
1ШМ1ИНИ курсатади. ____

2°. fi (x)h (x) (i = 1, m) =»• (Д (x) -fc filx )  i  . . .  ±
d: /m (•<))/? ( a:).

И с б о т и .  ( ( M * )  “ ' p W g ' i W )  A  ( M * )  ==?(■*) X 
X  £з (■*)) Л • • • Л (fm (*) -  ? (*) £« (*))) =>- (Л (*) ±
± /а I*) ± • • • ± /« (•«)) = <Р W  (g i  (•*•) ± g*{x) ± . . . ±
± Вт ( * ) )  =*- (ft (*У± fi(x) ± . . . ±  fm (х )/ф (л:).

3°. fi(x)  ( t = l ,  т )  купдадлардан камида биттаси 
Ф (х) га булинса, у  долда уларнинг купайтмаси дам 
(р (х) га булинади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, /, (лг)/<р(д:) булсин. Ун- 
Дб /, (л:) «=> ( * )  • gt (л:) булиб, бу тенгликдан

/. (л) /2 (•*) • • • fm (* )  — Т С*} • gi (■*)' fi  (■«)•• • /* (■*) —
— ? (* )  • г  (•*).

бундай 3-хоссанинг исботи куриниб турибди,
4°. Агар fi(x) (г =  1, т )  купзадларнинг дар бири, 

Ф (х) га булиниб, gt (х) лар ихтиёрий купдадлар буд
ем, у  долда

Л (■*) gi (*) ± 1  (х) gl | Ц  ± • • • ± fm (X) g m (х)1<р (х).
И с б о т и .  3 - хоссага асосан дар бир fi(x) gt(x)

(/ — 1 , т )  дад <р (х) га булинади. 2- хоссага асосан 
эса уларнинг алгебраик йигиндиси дам <р(х) га були
нади.

5°. Исталган / (х) купдад дар кандай > нолинчи да
ражали купдадга булинади.

Агар 9 (х) =  а Ф 0 десак, f ( x )  =  a  • gJ(x) тенглик 
хоссани исботлайди, бунда (О Щ a  £<#)•

6°. f(x)l<? (х) => f {x)\av (х) (О ф а £  0 ) .
И с б о т и .  / (х) =  ср (x)g- (л)=ф- f(x )  = .а  • <?(х)Х 

X a~ 'g(x). Хусусий долда / (я) =̂  0 уз-узига б^линга- 
ми учун at (х) га дам булинади.

7°. f ix )  Ф 0 ва ® (-v) Ф 0 купдадлар бир-бирига бу
линса, улар бир-биридан узгармас а ф  0 купайтувчи 
билангана фарк дилади

И с б о т и .  Шарт бу йича f(x )  =  ср (х) • g t (лс) ва 
ср (л )=  f (х) ■ g a (х) берилган. Бу тенгликлардан f  (х)=
— f (х) g i  (х )  ■ g 2 (х ) ёки 1 w» gt (х) g2 (x) теиглик досил 
булади. Сунгги тенглик gt (х) g2(x) купайтманииг но
линчи даражали кугщадлигини курсатади. Бу дол э«а 
g t (x) ва g 2 (•*) нинг. дар дайсиси нолинчи даражали



купзад  булгандагина юз бериши мумкин. Демак, к^п« 
Задларнинг узаро тенглик шартига к^ра g2 (ж) = а Ф О 
ва ср (а:) =  а} (л) булади.

Т е о р е м а . ^  сонлар майдони устида берилган 
купзадлар бош идеаллар халцаси, булади.

Ис б о т и .  <0? сонлар майдони булгани учун S*\x j 
залк;а нолнииг булувчиллрига эга б^лмаган коммута
тив залка, яъни бутунлик созаси булади. Бу бутун* 
лик созаси уз ичига бирлик f(x )  =* а°х° ==> 1 элемрнтни 
олади. Энди (£Р\х\ залкадаги зар бир идеалнинг бош 
идеал эканлигини курсатайлик.

Купзадлар залкасининг идеалини 1 билан белгилай» 
миз ва уни / Ф 0 деб оламиз.. Энди / идеалдаги энг 
кичик даражали купзадни d (х) деб белгилаб, /да г и  
ихтиёрий f(x )  ни d (х ) га буламиз:

/(.* )£/, d(x) £ l=>f(x) — d(x) g(x) = г (л г ;  £ /  1
(бу ерда дара! (x) >  дар г (*))■. r { x ) £ l  га асосан 
г (х) == 0 тенглик рост. Акс золда d[x) купзад / даги 
3hf кичик даражали купзад булмай, бундай купзад' 
г (х) б^лар эди. Демак, / идеалдаги ихтиёрий f(x)  
купзад d (x) га колдиксиз б^лиигани учун / идеал >ош 
идеал экан, яъни / = (d(x )) булиб, залка бош идеаллар 
залкаси булади.

55-§. Евклид алгоритми. Энг катта умумий булувчи

Бутун сонлар учун маълум булган Евклид алгорит* 
ми ва унинг натижаларини купзадларга зам татбик 
этилишини куриб утайлик. /(■*)¥= 0 булиб, f  (х) куп« 
заднинг даражаеи (р (х) Ф 0 купзаднинг даражасидан 
кичик эмас деб фараз киламиз ва f (х) ни <р рс) га бу
ламиз. Досил булган булинма ва колдикни мос равиш-, 
Да g , (х) ва rt (x) билан белгилаймиз. Маълумки, г^х) 
нинг даражаеи ср(х) нинг даражасидан кичикдир. Эн
ди 9 (х) ни гу (х) га б^либ, булинма ва колдикми 
g2(x) ва г2 (х) оркали белгилаймиз. Яна г2(х) нинг 
даражаеи г, (л:) нинг даражасидан кичиклигини эъти- 
борга олиб, ЩжШ ни г2(х) га буламиз ва зосил бул- 
ган булинма ва колдикни g3 (х) ва г3(х) билан белги
лаймиз ва з . к. зар*бир колдикни ундан кейинги кол- 
дикка буламиз. Натижада даражалари камайиб бо,рув- 
чи г, (х ), г2(х), г3 (х), г4 (*),  Щ . купзадлар (колдик- 
лар) зосил булади.
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By колднцларнинг сони албатта чеклидир, чунки 
у 'ifipimnr даражалари камайиб борувчи (лекин манфий 

■МАО бутун сонлар кетма-кетлигини досил килади, 
flyидми кагор эса чексиз була олмаслиги равшан. Шу 

| ( мппОли юкоридагй булиш жараёни чекли булиб, биз 
in ум,л,мй гк (д ) колдикка келамизки, унга олдинги rk~\(x) 

К м  я и к булинадиган булади. Натижада ушбу тенглик- 
г :*1п|) системасини досил киламиз:

■  / ( * ) “  9 (■*) £1 (л) +  г, (х),
<р (X ) =  г, ( X )  g 2 (X )  r f  г 2 ( х ) ,

Г, (X) — Г9 (X) £3 1х) +  Г.л {х), ( 1)

Г  r i . 2W  =  rM W ^ W - f ^ ( 4  -
I  r k-i(x) =  rkix)gll+l (X). .

liy кетма- кет булиш жараёни одатда Евклид алго- 
ритми дейилади. Энди купдадларнинг умумий булув
чилари тушунчасини карайл*ик.

1- т а ъ  р и ф. Агар / (х) ва ср (х )  купдадлар g (х) куп- 
#пдга булинса, у  долда g (х) купдад /(х) ва ср (аг) куп- 
дп/марнинг умумий булувчиси дейилади.

/ (я) ва <р (х ) купдаднинг бир неча умумий булувчи
лари мавжуд булиши мумкин. Масалан, f  (х) ** х 4 +  
+  х* — 7х* — х  +  6 ва 9 (х) =  х 4 — 5 х2 +  4 купдадлар 
учуй gi(x)~= х — 1, g2(x) =  х  +  1, g»(x) — х  — 2, 
8i ix) х* -  1, gb(x) =  х 2 — Зх +  2, g6(x) « х ^ х  — 2, 
gf, (х) =  х 8 — 2х* — х  - М  . ; купдадларнинг дар кайсиси 
умумий булувчидир (буни текшириб куринг).

2 - т а ь р и ф.  Агар d(x)  купдад > (х )  ва ср (х), куп- 
^адларнинг умумий булувчиси булиб, у  бу иккита куп- 
^аднинг ихтиёрий умумий булувчисига булинса, у  дол
да d (я) ,  булувчини / (х) ва ср (х) купдадларнинг энг 
к а т т а  умумий булувчиси (ЭКУБ) дейилади.

Масалан, юкоридаги мисолдаги /(х) ва <р(х) куп- 
^пдларнинг энг катта умумий булувчиси g7 (х) — х 3 —
— 2.x2 — х + 2  булади (текшириб куринг).

/(х)  ва v(x)  купдадларнинг ЭКУБ (/(х), <р(х)) к^- 
ринишда белгиланади.

3 - т а ъ р и ф.  Аг*р f (х) ва ср (х) купдадларнинг энг 
ьатта умумий булувчиси нолинчи даражали купдад 
булса, у долдя /(х) ва ср(х) купдадлар узаро туб  куп- 
X ад л а р  дейилади.
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1- т е о р е м а .  f(x ) ва <р (х)  купзадлар нинг энг 
к а т т а  умумий булувяиси ( 1 ) тенгликлардаги энг 
сунгги r k(x) цолдиц булади.

И с б о т и .  Аввало f(\ )  ва ср (х )  учун r k(x) умумий 
булувчи эканини курсатамиз. Шу максадда (1) дан

'Гл_-2 (ж) — Гл- ,  (X)gk(x) +  гк(х) (2)
тенгликни олиб, бу тенгликнинг унг томони rk(x) га 
булингани учун* г /г_2(л:) ^ам rk (x) га булинишини 
курсатамиз. Ундан кейин ( 1 ) да (2) дан юкорида тур- 
ган

fk-a (х) =  rk. 2 ( к) g ft_, (х) 4- (x)
/ I; •

теигликни олиб, худди уша йул билан гй_3 (л:) нинг 
дам r k(x) га булинишини топамиз. Шу хилда(1) даги 
дар бир тенгликдан юкоридаги тенгликка утиб, них;оят 
f ix )  ва ср (л:) нинг r k(x) га булинишини курамиз. Де
мак, f { x ), <?{х) купзадлар учуй r k{x) умумий булув- 
чидир.

Энди, f(x )  ва ср(лг) нинг исталган умумий булув- 
чисини g (х) билан белгилаб, ( 1) даги биринчи

/(х) — ср(х) g, ( х ) = г , ( х )  |
тенгликнинг чап томони ^(л :)  га булинганини курамиз. 
Шу сабабли бу тенгликнинг унг томонидаги r t (х ) з$ам 
g (x )  га булинади. Кейинги

Ч (*)—гх (х) g2 (х) =  г2(х)
тенгликка нисбатан % т  юкоридаги мулоадзани так- 
рорлаб, г2 (х) нинг g (х) га булинишини топамиз ва 
доказо. Шу хилда, ( 1 ) нинг 5$ар бир тенглигидан ке
йинги тенглигига утиб, ни^оят r k (x) нинг g ( x )  га бу
линишини курамиз. Демак, f (х) ва у(х )  учун r k(x) 
энг катта умумий булувчидир.

2 - т е о р е м а .  Агар d(x) купзад t (х) ва ф(х) куп- 
%адларнанг энг к а т т а  умумий булувяиси булса, 
ad (x) %ам f ix )  ва ср (л;) нинг энг к а т т а  умумий оу- 
лувяиси булади , (бунда а  — но линчи даражали истал
ган купзад).

И с б о т и .  Купзадлар булинишининг 6°-хоссасига 
биноан f  (х) ва ф(х)  купзадлар ad (x)  га булинади. 
Д емак , ad (x)  купзад бу купдадларнинг умумий бу-

* Чунки г ь - х ( х ) к^гдад г&(х)  га булинади.
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/Iумчиен. Энди g-(x) ни / (х) ва <р(х) нинг исталган
■ у м у м и й  булувчиси десак, g (x )  га ad(x) ■ булинади, , 

му ПКИ d (л:) =  g (х) h (х) дан ad (x) =  g (x )  • (ah(x)) 
Kivni6 чикади.

Демак, энг катта умумий булувчи ad (ж) куриниш- 
ги эга б^лса, биз уни а  га кИ'СКартира оламиз.

Аксинча, d (x)  ва dt (x) купдадларни / (х )  ва <р(л;) 
пинг энг катта умумий булувчилари десак, улар бир- 
Онридан факат узгармас купайтувчи, яъни нолинчи 
ммражали купдадга тенг купайтувчи билангина фарк 
ЦП,пиши мумкин.

Хак.икатан, ^(л:) ни энг катта умумий булувчи ва dt(x) 
НИ умумий булувчи деб карасак* d(x)  нинг 'dt ( а:) га 

| булинишини топамиз; d, (х) га нисбатан дам шу муло- 
В  Казани такрорлаб, унинг d(x)  га  булинишини курамиз. 

Демак, к0л-аикли булинишнинг 7-хоссасига мувофик 
//, (х} =  ad (х) булади.

Юкорида баён этилганларга кура, узгармас купай- 
тувчига эътибор килмаганимиздагина f(x )  ва <р(х) куп- 
>^адлар ягона энг катта умумий булувчига эга дейиши- 
миз мумкин.

М и с о л л а р .  1. /(х) =  х* — \ ва <р (л) =  2л:8 4 - ж* —
— 2 х — \ купзадларнинг энг катта умумий булувчисини 
топинг.

А вал, юкорида айтганимизга биноан, f(x )  ни 2 га 
к^пайтириб (б^лиш жараёнида каср коэффициентлар 
пайдо б^лмаслиги учун), сунгра <р(л:) га буламиз:

2л:4 - 2  ‘ |2л 3 +  л:* — 2л:— 1
2л:4 +  л;3 — 2х2 — х  I х
— х 3 -г  2х‘г +  х — 2

Яна — л 3 -н 2х- -)- х — 2 булинувчини — 2 га купайтира- 
миз ва сунг булишни давом эттирамиз:

_ 2 х 4 —2 2x3 +  x :i— 2x — l
2х 4 4- х3 — 2л;2 — х

— х 3 4 - 2х* +  х  — 2 
_2л;3 — 4л:2 — 2л: +  4
~ 2л;3 4 - х 1 -  2л; — 1

— 5л;3 Ц  5
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Биз ^згармас купайтувчи аницлигида биринчи
г, (х ) “  — 5х2 +  5

КОЛДИКНИ топдик.
Энди со (л) ни г, {х) га буламиз (аввалг^л :)  ни 

га кисцартириб):
- 5

2л8 +  л:2 — 2х — 1 
2х3 — '2.x

X' ■ 1 
X* — 1

О

Х‘ 1

Кетма-кет булиш жараёни тугади. Демак, нолдан 
фар^ли сунгги колдик ** — 1 булиб, у t (х) ва <р (л:) 
нинг энг катта умумий булувчисини ифодалайди, яъни 
(f (х)\ <р (х)) — Xя — 1 булади.

2. / (а:) ==■ л:4 +  л:3 — 7дса— 6 ва.ср(лг) =  л* — 5x'J +  4 
куп^адларнинг энг катта умумий булувчисини топинг.

Бунинг учун / (х) ни ср (х) га буламиз:

х ‘-
1х%
5л:2

х* — 5х£ +  4
1

л 3 — 2х3 — х  +  2 =  г, (л:) 
<р(я) ни r t (x) га буламиз:

х ‘
х4 — 5х2 +  4 
2л:3 — л2 +  2л:
2л:3 — 4л:2 — 2л: + 4 
2л:3 — 4 л:8 — 2х-\-4

О

л:3 — 2х* — х  4- 2 
х  4-2

Демак, биз излагая энг катта умумуй булувчи d (х) «■ 
-= л:3 — 2л2 — л; 4 - 2 булади.

3. / (л;) — х 4 — 2л:3 — 4л:3 4- 4л: — 3, <р (л:) =  2л;3 —
— 5л:2—4л:4-3  куп^адларнинг энг катта умумий булув
чисини топинг.
f(x)  ни <р (х) га буламиз:

__ 2л:4 -  4л:3 -  8л:2 4- 8х -  6 
2л4 — 5л:3 — 4л:2 +  Зх

х 8 — 4л:2 +  5х — 6 
2л:3 - 8л:2 4- Юл: — 12 
2л3 — 5лс“ — 4х 4- 3

2л:3 — 5х2 — 4 х + 3  
х  4“ 1

Зх2 4 - 14л: — 15 ^  г у (х)«
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fill ни, tp (л;) ни г, (л) га буламиз:

бх8 -  15ха -  12х 4  9 I -  Зл:2 4  Их 
Чх* — 23 ж2 4  ЗОх ~

15

13ха — 42х 4-9
— 39х2 — 1 2 6 x 4  27 

3 9 х а— 1 8 2 x 4  195

— 2х — 13

56х — 168, г2 (х) =  х  — 3 
Ппцоят, г4(х) ни г 2 (х) га буламиз:

— Зх24- 14х— 15
— Зл:2 4- 9х

_ 5 х — 15 
_______ 5 х -  15

О

х
- З х  +  5

Шундай килиб, / (х )  ва <р(х) нинг энг катта умумий 
вулунчиси rf(x) =  x  —3 булади.

4. /(х) -= х* 4  х* 4  х% 4- х  4 1 ,  <р (х) = 3 я 8 4  л:2 4
4  Зх — 1 куп^адларнинг энг катта умумий булувчиси- 
1111 топинг.

_ Зх4 4  Зх3 4  Зх* 4  Зх 4  3 
Зх4 4  х® 4  Зл2 — х

1)

2х3 4  4х 4  3 
__ 6х 3 4  12л: 4  9 

6л:8 4  2х 2 4  6л: —2

Зх8 4  л2 4  Зх — 1
х  4  2

— 2х 2 4  6 * 4  11 =  гх (х)

2) _ 6 х 3 + 2х2 +  6 х - 2
6л:8 — 18хг — ЗЗх

20л2 4  39х —2 
20х 2 — 60х — 110

2х‘л +  6 х +  11
— З х -  10

3)

99* 4  108 
га (л:) =  11x 4  12.

_ 22х 2 — 66л: — 121 
22ха 4  24л;

- 9 0 л -  121
9 9 0 x 4  1231 

' 990х 4  1080
250

1 1 x 4  12 
2л: 4  90
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Демак, f(x )  ва <р (х) нинг энг катта умумий булув
чиси d (x) =  1 булиб, бу купдадлар узаро тубдир, 

Евклид алгоритми ^ м а й д о н  усгидаги икки / (х) ва
<р (я )  купдаднинг энг катта умумий булувчиси d% х) яна 
шу майдон устидаги купдад булишини курсатади.

3 - т е о р е м а ,  ^ м а й д о н  устида берилган f ix )  ва
ср(х) купзадларнинг энг к а т т а  умумий булувяиси 
d (х )  булса, v холда бу майдонда улар учун ушбу

! (* )  • g (х) +  ср (X) • h (х) =  d(x) (3 )
тенгликни цаноатлантирувяи g ( x ) ва h(x) купцад- 
лар мавжуд.

И с б о т и .  ( 1) даги охиридан иккинчи турган тенг- 
ликда r k(x) =  а • d (х) эканини эътиборга олиб, уни 
куйидагича ёзамиз:

ги-2 (х ) -  r k-\ U ) Щ(х) — a - ,d ( x ) (4)
Яна (1) га мурожаат килиб, биз олган тенгликдан 

юкоридаги тенгликдан гк~%{х) ни аниклаймиз:
П 1 W  — (X) -  г *_2 (х) g k- i  (х)

ва бу ифодани (4) га куямиз. Бунинг натижасида ке 
либ чикадиган тенгликни аввал а га булиб, суш ра ун
да ги ва r k~г (х) га купайтирилган куп^адларни 
кискача g t (x) ва h%\x) билан белгилаб, ушбу тенглик
ни зосил киламиз:

r k_2 (x )g t (x) + гй_з(д:) • hx( x ) ^ d ( x ) .  (5)
Энди, яна (1) га кайтиб, сунгги олган тенглигимизнинг 
юкорисида турувчи тенгликдан r k- 2(x) ни аниклаб,
(5) га куямиз ва ^оказо. Хуллас, шу йул билан ^осил 
була борган тенгликларга кетма- кет яна

r k- s {x). ............Г2(х), r t (x) |
нинг ифодаларини куя борсак ва бундай тенгликлар- 
нинг энг кейингисидан f (х) ни <?{х) га купайтирилган 
купдадларни кискача g ( x )  ва fi(x) билан белгиласак,
(3) тенглик досил булади. Равшанки, ва h(x)
купдадлар худди ^  майдон устидаги купдадлар сифа-
тида досил булади.

Хусусий долда, яъни / (л:) ва ср (х ) купдадлар у з а 
ро туб булганда, уларнинг d (x )  энг катта умумий бу 
лувчиси нолинчи даражали купдаддан иборат булиб, 
<3) тенглик

f ( x )g(x)+<({x) -h{x)  =  a
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г  к и
/ (л:) г  (х) Н- tp (л:) s (л:) -= 1 ( 6)

и\ришшжи олади, бунда г(х) щ а~ А g (х) ва s(x)=*  
и '//(л). Щ / ;
(•О тенгликни досил килишда ( 1 ) тенгликлардаги 

цолдикларгина эмас, балки булинмалар дам иштирок 
мгпди. Шу сабабли бу долда Евклид алгоритми буйи- 
мм кетма- кет булишларни аник; (булинувчиларни ёки 
Сулувчини деч цандай сонларга купайтирмай) бажариш 
ловим.

М и с о л л а р .  1. f (x )  =  x i — 1 ва ф (х) =  2х3 4- х 2 —
— 2х — 1 купдадлар учун (3) тенгликни цаноатланти- 
рувчи g (x)  ва h(x) купдадларни топинг.

Евклид алгоритмига асосан

*• -  1 -  (2jcs +  *■ -  2*  -  1) ( I ,  _ ± )  +  ( 1  ,■ -

+  * 4 - 1 ) .  |

Курамизки, бу мисолда Евклид алгоритми фацат 
иккита тенгликни беради. Уларнинг биринчисига к аРаб,
I (х) ва ср (х) нинг энг катта умумий булувчиси
5 о 5— х * ------эканинн топамаз.
4 4

Биринчи тенгликдан

(л:4 — 1) — (2 л:3 -{• х* — 2х — \ ) (— х  — —) =  -  х г -  -  у / v i  /  ̂2 4 / 4  4

досил булади. Агар энг катта умумий булувчининг 
узгармас купайтувчигача аницлик билан топилишини эс- 
га олсак, сунгги тенгликни 4 га купайтириш мумкин 
булиб, ушбуни досил циламиз:

4 (j 4̂ — 1 ) _  (2х3 +  jc* -  2х  - )  ( 2к -  1) =  5х* -  5,

Демак, бунда g(x)=> 4 ва h (х) ===== — 2х +  1.
2. / (л:) =  х ь — х2 х  +  1 ва ср (х) =  *4 — 2л:3 — 4л:2-)- 

+  2х  +  3 купдадлар учун (3) тенгликни ^аноатланти- 
рувчи g (х) ва h(x) купдадларни топинг.

Евклид алгоритмига кура

х** * х г х  “1” 1 *=» (х4 т* 2х^ — 4лг -f* 2х 3) (х  4~ 2} 4-
(8х 3 -}” 5х2 — 8л — 5),
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— - ) + ( —  * * + - ) .  8х3 +  5л2 - 8л:-  5 -  
64/ I 64 64/’

64/ I, 87 87 /

Иккинчи тенгликдан / (л:) ва <р (х ) нинг энг катта
87 87умумий булувчиси — — я а+  — экани\ куринади. Иккин

чи тенгликни— 64 га купайтириб, куйидагини ёзамиз:
— 64 (х* — 2л* — 4х‘г +  2х +  3) +  (8л8 +  5л2 — 8л: — 5) X

X (8л — 21) =  87л:2 -  87.
Биринчи тенгликдан 8л3 +  5л2 — 8л: — 5 ни аниклаб, 

сунгги тенгликка куйсак:
87л2 — 87 = (л5 — л 2 — х  +  1) (8л: — 21) +  (л4 — 2л:3 —

— 4х2+ 2 х  +  3) (— 8х2 +  5;с — 22)
зосил булиб, бунда g{x) — 8x~- 21 ва Л(л) = —8л 2+
4- 5л: — 22 булади.

Энди узаро туб купзадларга дойр теоремаларни ис- 
ботлайлик,

4 - т е  о р е м  а. Агар /, (л) ,/2(л),  . . /п<л) купх;ад- 
ларнанг х;ар бири ср (х) купзад билан узаро туб бул
са, у %олда h lx ) ,  /2(л), . . fn(x) купайтма %ам 
<р (х) билан узаро ту б  булади.

И с б о т и .  1) Теоремани аввал иккита /,(х) ва f^x) 
купзад учун исботлайлик. Д (л) ва ср (х) узаро туб бул- 
ганидан г(х)  ва s(x)  купзадлар мавжуд булиб,

Щ (л) • г  (л) - f  ср (л) • s (л) == 1
тенглик бажарилади. Бу тенгликнинг иккала томонини 
/2 (л) га купайтириб, ушбуни зосил к и л а м и з :

Л (■*) h (x )r(x )  + <|> (х) Ц (л) s (х) = Щ (х ). (7)
Агар / ] (* )•  М л) ва <р (л) нинг энг катта умумий 

булувчисини d(x) дёсак, (7) нинг чап томони ва, де
мак, унг томони, яъни fi(x)  зам d(x) га булинади. 
Шундай килиб, /а (л) ва <р (л) учун d (я)  купзад ум у
мий булувчидир. Лекин, f%(x) ва ср (л) узаро туб бул
гани сабабли d(x) =  1 деган натижага келамиз. Демак, 
fi (х) • М * )  ва ?(■*) купзадлар узаро туб экан.

л4 — 2л3 — 4л2-|-2л:-|-3 =  (8x8-f5;e2 — 8л: —5 ) ^  л: —
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У) • >пди /, (л) • /а (х) ва /8 (х) нинг зар кайсиси <р (х) 
Лилин ^заро туб булгани учун, юкоридаги исботга асо-

^ К Г  fi (х) • h (х) • h  С*)
Купайтма х;ам <р(х) билан узаро тубдир ва 3 . к . Шу 
муло\азани давом эгтириб, индукция усули буйича 
/11 а:) • /2 (аг) . . .  fn(x) ва <р(я;) нинг узаро тублигини 
тоиамиз.

б- т е о р е м  а. Агар f(x) ва <р(л;) купх >длар узаро 
шуб булиб, f ix )  • £(л;) купайтма ср (х) га булинса, у  
\олда g(x) купдад <р(х) га  булинади.

Ис б о т и .  Евклид алгоритми натижасига кура 
им <р (лг) учун шундай г(х)  ва s(x) купзадлар топила* 
дики, натижада ушбу

\ f ( x ) r ( x )  +  <f(x)-s(x) =  \
тенглик Уринли булади. Бу тенгликнинг иккала томо^ 
ниии g’ (x) га купайтириб, куйидагини зосил ки^амиз:

[  f (x )g  (х) г (х) +  <р (х) g (х) s (х) т  g (х).
СУнгги тенгликнинг чап томони (берилганига кура) 

<Р (х) га булингани учун унинг унг томони, яъни g(x)  
Зам <р(х) га булинади.

6- т е  о р ем  а. Агар f(x) купхад бир вацтда %ам 
ф (х ), куп^адга, хам h(x) купхадга булинса ва (<р (*); 
Л (л:)) *= 1 булса, у холда f(x ) купхад у{х) • h(x ) 
купхадга булинади.

И с б о т и .  t (x)lv (x)=>f (х) у (х) • ЩЩ ва ср (л:) X  
X  gi (х)/h (х). Аммо (ср (х)\ h(x)) =* 1, булгани учун  
gi{x)lh(x), яъни gt (х) =  h(x) • g2(x) булади. ДемаКг 
f(x)tm^(x)g1(x) ёки f\x) =*y(x)h(x) • g2{x).

56-§. Келтириладиган ва келтирилмайдиган
купдадлар

Т а ъ р и ф.  Агар &  майдон устида берилган ва да- 
ражаси, нолга тенг булмаган f (х) купзални шу <£& май
дон устидаги ва даражалари f(x)  нинг даражасидан 
кичик иккита g(x) h (х) купзад купайтмаси сифатида 
ифодалаш (купайтмага келтириш) мумкин булса, f(x)  
ни <$> майдон устида келтириладиган купхад, ва ак- 
синча, агар бундай купайтма сифатида ифодалаш (бун
дай купайтмага келтириш) мумкин булмаса, у S t  май
дон устида келтирилмайдиган кШ щд дейилади.
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Масалан, рационал сонлар майдони устидаги /(.*;) =  
«= х ь +  2х 3 +  х 2 +  х  +  1 купзад  шу майдон устида кел- 
тириладиган купзад, чунки

л:5 -f  2л:3 +  * 2 +  х  +  1 =  (л8 +  х  - f  1 ) (хг +  1 ) 
булади. .

Рационал сонлар майдони устидаги / (л) =» я 3 — 3 
купзад эса бу майдон устида келтирилмайдиган куп- 
заддир. Хакикатан, бу купзадни рационал сонлар май
дони устида келтириладиган десак,

f{x)  -  g(x) ■ h(x)  ( 1 )
тенглик бажарилиб, g (х) ва h(x) нинг даражалари 2 
дан кичик ва коэффициентлари рационал сон булиши 
лозим. Демак, g (х) ва h(x) биринчи даражали куп 
задлар булгандагина ( 1) тенглик бажарилиши мумкин, 
Шу сабабли

х г — 3 *= (ах +  b)(cx + d)
тенглик уринли булиб, а9 b, с, й рационал сонлар бу
лиши керак. Сунгги тенгликнинг унг томони ва, де-

ь ч „мак, чап томони дам х ---------- кийматда нолга айла-а
нади, яъни —  — 3«=0, бунда ± — *» ]/3. Лекин сг а
бундай тенглик уринли эмас, чунки КЗ иррационал сон
± — рационал сонга тенг була олмайди. а

Хар кандай d? сонлар майдони устидаги биринчи 
даражали исталган купзад шу майдон устида келти
рилмайдиган купзад булади. Хакикатан, даражаеи 1 
дан кичик купзад факат нолинчи даражали булиши 
мумкин. Лекин биринчи даражали купзадни иккита 
нолинчи даражали купдаднииг купайтмаси килиб ёзиш 
деч дам мумкин эмас.

Даражаеи бирдан юкори булиб, ф  майдон устида 
келтирилмайдиган t(x )  купзад q9  ни уз ичига олган 
бош ка (кенгрок) майдон устида келтириладиган були- 
ши мумкин. Масалан, рационал сонлар майдони усти
да келтирилмайдиган х г — 3 купзад дакикий сонлар 
майдони устида келтириладиган купзад  булади, чунки
л 2 —-3 — (х — К 3 ) ( х -Ь ]/ 3 ) .  Шунингдек, дакикий сон
лар майдони устида келтирилмайдиган х г +  1 купзад  
комплекс сонлар майдони устида келтириладиган куп-
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М * • шли, чунки x'J 4 - 1 »  (х — i)(x  +  /). Шу сабаблрг 
/ (О  I- Vn\1»дииир колтириладиганлиги ёки келтирилмао
• m мин (жрор мпПдонпи кузда тутибгина гапириш мум* 

ИIIИ §
I,. |гирилмпйдигаи купдадлар куйидаги хоссаларга-

I Дгир келтирилмайдиган р (х) купдад келтирил- 
Iм„ г,,ц ltii мккмичи g ' ( x )  купдадга булинса, р (х) ва 
Ц( \) пир-оиридаи узгармас купайтувчи билангина фарц; 
цнлиди,

111% о о г м. Берилганига кура р (x)jg (х), яъни/?(*)=* 
т  ц (л) Л (л:) эди. Бунда h(x)  нолинчи даражали куп -  
ццд булиши керак, акс долда р (х )  келтириладигаш 
Й\ if шдии ифодалайди. Демак, А (х )  ва р(х) »  ag(x).

2°. Исталган f (x )  купдад келтирилмайдиган ихтиё~ 
риП />(х) купдадга ё булинади, ёки у  билан узаро туб- 
булади.

И с б о т и .  / (я )  ва р (х) нинг энг катта умумий бу*’ 
лувчисини d (х) дейлик. У долда р (х) = d (х) • А (х)* 
тенглик уринли булади. р (л) келтирилмайдиган купдад, 
булгани учун h(x) = a  ёки d { x ) = a  булиши керак.

//(*)== а  булган долда p ( x ) = a d ( x )  тенгликка ка* 
раб, f (х) нинг d ( x ) га булинишини топамиз, чункде 
f  (х) нинг d(x)  га булинишидан, унинг a d (x )  га  дам* 
булиниши келиб чицади.

d (х) «я а  тенгликнинг бажарилиши f  (х) ва 
ларнинг узаро тублигини курсатади.

3°. Агар Ц (х), /3(* ) .  • • f m(x) купдадларнинг 
деч биря келтирилмайдиган р(х)  купдадга  булинмаса*, 
уларнинг fx (х) • /2 (* )  • • • * • 1т  (х) купайтмаси дам* 
р(х)  га булинмайди.

И с б о т и .  2-хоссага асосан f t (х), f 2(x), . . /т (*У 
купдадларнинг дар бири р(х)  билан узаро туб булиб,, 
55- § даги 4- теоремага мувофик, h  М  ? /2 (■*) • • • • X. 
X fm (x)  купайтма дам./Мх) билан узаро туб булади* 
Демак , бу купайтма р (* )  га булинмайди.

4°. Агар }г(х) | . . . fm(x) купайтма келтирил
майдиган р (х )  купдадга булинса, (х ) ,  / 2(х ) ,  . . 
f т {х ) купдадларнинг ацалли биттаси р (х )  га  булина
ди.

5°. р (х) келтирилмайдиган купдад булса, ар(х)* 
дам келтирилмайдиган купдад булади.

И с б о т и .  ар (х) келтириладиган купдад булса,
ар{х) = g (x)  • А (л)
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тенглик уринли булиб, бундан
р(х) —a - lg (x )-  h(x) >

тенглик келиб чикади. Еу эса р(х) нинг юцорида ай- 
тилишига мувофик, келтирилмайдиган булишига зид- 
дир.

Т е о р е м а .  S '  майдон устида берилган ва дара- 
жаси 1 дан кичик булмаган х,ар бир f  (х) купзад 
шу майдон устида келтирилмайдиган купзад ёки 
келтирилмайдиган купзадлар купайтмасига ёйила- 
ди, яъни

f  (•*) — Р\ (■*) • Pi  ( * )  • • • Рг  С*) (2 )
булиб, бу ёйилма купайтувчилари узгармас купай- 
тувчиларгача анщлик даражасида ягонадир.

И с б о т и .  Теорема келтирилмайдиган f  (х) купзад 
учун равшандир, чунки бундай купзад ягона йул би
лан куйидагича ифодаланади:

f(x) =  f(x).
Энди теоремани купзаднинг даражасига нисбатан 

математик индукция усулини кУллаб исботлаймиз. Би» 
ринчи даражали купзад келтирилмайдиган кУпзад бул
гани сабабли, бундай купзад учун теорема уринлидир. 
Даражалари п дан кичик купзадлар учун теоремани 
Уриили деб зисоблаб, уни п.- даражали f(x)  кУпзад 
учун исботлайлик.

Шундай килиб, п- даражали f(x)  купзад берилган 
булсин (п >  1).

/ (х )  келтирилмайдиган купзад булган золни юко- 
рида куриб утдик. Шу сабабли f  (х) ни келтирилади
ган купзад дейлик. Бу вактда

/ (*) — А  (X)  ■ /2 (х ) ( 3 )
тенглик бажарилади.

Ц (х) ва fi(x)  нинг даражалари нолдан катта, ле
кин п дан кичик булгани сабабли, бу купзадлар учун 
теорема уринлидир, яъни улар келтирилмайдиган куп
задлар купайтмасига куйидагича ёйилади:

А (*) — Р\[х) • Pi(х) . . .  pk (•*).
А (* )  = / ’*+,(х) • pk+2(x) . . .  рг (х).

Бу ифодаларни (3) га куйиб,
f ( x ) ^ p l (x) • р2(х) . . .  р,(х) (4)

ни зосил циламиз.
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; 1цми (I) бОилмаиииг ягоналигини исботлашгина
К........ ф |рц килайлик, f (х) купдад (4) дан бошка
til hi it, v (Hi м.щ и келтирилмайдиган купзадлар купайтма*
i iii н I lln./ц ни булсин:

Г (а:) -  gt (a:) gi (х) . . .  gs (х) (5)

( 4 ) им (П) ни тенглаштириб, ушбу тенгликни ^осил 
цм пши к

pAx)Pt(x) . . .  pr{x) = g i(x)g2(x) . . .  gs(x). (6)
(0 ) тенгликнинг чап томони pt{x) га булингани учун 
уНИНГ У и г томони кам рг{х) га булинади. Бундан 56- § 
и и* п !  хоссага асосан gt {x) купзадларнинг акалли 
bin iiii п, масалан, gt(x) купдад р^х) га булинади де- 
flH хулосага келамиз.

00» § даги 1°-хоссага асосан ушбу тенгликка эга
Оулимиз:
! gt(x) - с,р,(х). (7)
|1у «иймагни (6) га кУйсак,

р,(х) • р3(х) . . . Рг(х) = CjPAx) g2(x) . . .  j j p j  

Аки р, (х) га кискартирсак
pt(x) • ръ(х) . . . pr{x) = Ctg2(x) g3{x) |  . gs(x) (8)

тенглик косил булади.
V/ / \ /(■*)(8 ) тенгликнинг чап ва унг томони g (щ =  -  —Pi\x)

к^н^пднинг келтирилмайдиган купдадлар купайтмасига 
.‘•Пилншидан иборат. Бунда g(x) купзаднинг даражаси 
нолдан катта ва п дан кичик эканини эътиборга олсак, 
ф/||)м:;имиз буйича, бу купдад учун теорема тугри, яъни 
(8 ) гпилма узгармас купайтувчилар аниклигида ягона- 
дир деган хулосага келамиз. Бошкача айтганда г —
— 1 = 5 — 1 булиб, бундан г « 5, яъни

C tgM ^^C iPtU ), gs(x)*~c3ps(x), . . . .
gr(x)=Crpr{x)

тенгликларни косил киламиз. Бу тенгликларни (7) би- 
лап бирга олиб, ушбу г =

gi{x)~=cxpx{x), g2(X)=C2p2(x), . . . ,
gf{x) =  р  Рг {X)

иатнжага келамиз.



Э с л а т м а .  (4) ёйилмада баъзи P i ( x )  к^п^адлар бир неча мар
та такрорланиб келиши мумкин. Масалан, ру (х) купзад а, марта, 
р 2(х) купзад а2 марта, ни^оят,p i (x )  купзад а/ марта такрорланса, 
( 4 )  ёйилма

/ (х) =  ар\' (х) • р%(х) . . .  р *1 (х) (9)

«Уринишни олади*. Бу ерда аг + аа ■+■ ••• +  Н =“ п  экани равшан.

57-§. Купдаднинг досиласи

Мазкур мавзуни баён этишдан олдин куйидаги ёр- 
дамчи тушунчаларни киритамиз:

1 - т е о р е м а .  Майдон нолнинг булувяиларига эга 
эмас.

И с б о т и .  Тескарисини фараз килайлик, яъни май
дон нолнинг булувчиларига эга булсин. Майдонда уш
бу

ах = b ( 1 )
тенглама а Ф 0 булганда ягона ечимга эга б^лар эди. 
Шунга асосан

ах =  0 (2)
тенглама дам а ф  0 булганда ечимга эга. а ф  0 булга
ни учун (2) нинг иккала томонини яг-1 га купайтира
миз. Унда от1 • ах W а г 1 • 0 ^  х «* 0 булади. Демак, 
а  • b — 0 муносабат майдонда а*=0 ёки 6 =  0 булган- 
дагина уринли экан, яъни майдон нолнинг булувчила
рига эга эмас.

2 - т е о р е м а .  Ихтиёрий майдон учун цуйидаги 
иккита тасдицдан биттаси ва фацат биттаси до 
имо уринли булади:

а) Vn£N, v a  £  d?\a фО /\пф 0)=>(па Ф 0);
б) V# £ Щ  3/> 8 N (Р  — туб сон) =4- ра  =  0

ва бундай туб сон ягона .
И с б о т и .  Фараз килайлик, а) зол уринли б^лма- 

сян. Унда б) дол уринли эканини курсатамиз, Ихтиё
рий эл&мент учун шундай q£N элемент топила- 
дики, натижада aq = b муносабат Гринли булади.

Майдонда купайтириш амалининг ассоциативлиги- 
дан tib — п (aq) =  (п • a) q =  0 • q = 0, яъни nb=*= 0 30-

* (4) ёйилмада бир-биридан узгармас кУпайтувчилар биланги- 
« а  фарк килган купзадлар мавжуд булганидан а  купайтувчи пай- 
до булади.



Dm/i будили, by ерда b элемент ^майдоннинг ихтиё 
м й  1Л1М1НТИ б^лганидан б) тасдикни майдоннинг бир- 
•И1 М#мснги е учун бажарилишини курсатиш ки- 

фнн |
■\к Инн ино курганимиздек, пе  = 0. Бундан (—п) е — 

» п  nvvmди. п ва —п дан бири мусбат. Демак, ke — O
111 и | > I н и ь;ипоатлантирувчи k натурал сон мавжуд. Ле- 
1Ч1Н, натурал сонларнинг ихтиёрий кием туплами доим 
IHP КИЧик элементга эга. Айтайлик, — 0 муноса- 
Литнн кпиоатлантирувчи k ларнинг энг кичиги р  бул
син. /I нинг туб сон эканлигини курсатамиз. рф \ ,  
Чунки акс холда 1 - е = » е »1 = е — О б^либ колар эди. 
Дммо майдонда е=£0.

Агар р  мураккаб сон булса, у  холда р  =~q • г  тенг
лик бижарилиб, бу ерда 1 <Q<p,  1 < г < р  б^лар 
|ди. У холда к^пайтириш амалининг ассоциативлиги- 
дан куйидаги тенгликни хосил циламиз:

pe~*(q ‘ r ) * e  — (q • е) (г  • е)  ■■ 0, ре  =  0.
Майдон нолнинг булувчиларига эга булмаганлиги- 

дпп qe ёки г е  •=• 0. Бу тенгликларнинг биттаси хам 
^рикли б^лмаслиги керак, чунки ke**0 муносабатни 
цаиоатлантирувчи k ларнинг энг кичиги р  эди. Демак, 
(> туб сон экан,

5 нди k • е  =  0 муносабат бажарилганда k нинг р  га 
булинишини курсатамиз. Хар кандай k учун колдик- 
ли б^лиш теоремасига асосан ушбу муносабатни хосил 
1{ИЛПМИЗ.

k = pq + r  (О -С г  <  />)* (3)
(3) нинг иккала томонини е  га купайтирамиз, яъни 

ke — ( pq -Ь г) е  тенгликни хосил килиб, бунда k • е  =  О 
булганидан (pq)e-\-r  • е  = 0 тенгликни ёза оламиз.

Майдон коммутатив булгани учун 0 =  (р • q)e-\- 
-|- re  =  q{pe) +  r e  Ш q • 0 +  r  • e  =  0 +  r  • e  ёки r e  = 0  
тенгликни хосил килдик. Бу тенгликда е  ф  § булгани 
учун г «=0 булади.

Демак, & =  pq б^либ, kfp булади. Бундан р  нинг 
рв  — 0 муносабатни каноатлантирувчи ягона туб сон- 
лиги келиб чицади.

1 - т а ъ р и ф .  Агар майдоннинг хар кандай а 
элементи ва нолдан фаркли ихтиёрий п бутун сон учун 
па*£ 0 булса, у холда &  майдон ноль характерис
тикали майдон,  бирор р  туб сон учун р а —>0 бул-
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ганда эса S '  майдон р характеристикали майдон 
дейилади.

Барча сонли майдонлар ноль характеристикали май
дон булади, чунки п  • 1 — п булиб, п • 1 — 0 тенглик 
фацат ва^факат # - « 0_дагина бажарилади.

Ми с о л. e^=={U, 1, 2, 3, 4) туплами /тг =  5 модуль 
буйича тузилган синфлар залкаси булсин. Бу залкада 
ах  «  Ь тенглама а фЪ булганда доимо ечимга эга Д е 
мак, залка майдон экан. Бу ерда майдон у?*»
«*5  характеристикали- майдон, чунки I  Q учун
б* 1 =я5 •  0.

Мураккаб модуль буйича тузилган залка майдон 
булмайди, чунки т = 6 булганда оЖ*= {О, Г, 2, 3, 4,
51 залка_2 • 3 ==» 0 булгани учун нолнинг булувчиларига 
(2 =7̂ 0, 3 =7̂ 0 ) эга. Майдон эса нолнинг булувчиларига 
эга эмас эди.

Энди купдадлар зосиласи тушунчасига кайтамиз.
/ (х )  «« aQxn -J- #|ХЯ—1 -f- • • • Un—ix -H &n

купзаднинг коэффициентлари ноль характеристикали
&  майдондан блинган булсин.

Бу купзаднинг биринчи тартибли зосиласи деб
/' (х) — па0хп~1 +  (п —- 1 ) afxn~2 +  . .  ♦ +

+  2ап—%х +  ап- 1 (4)
купзадни айтилади. Биринчи тартибли зосиладан олин- 
ган зосила иккинчи тартибли зосила дейилади ва у 
Btf f )  каби белгиланади. Хар кандай я- тартибли зоси
ла (# — 1)- тартибли зосила ордали аникланади.

Нолинчи даражачли ва ноль купзадлар зосиласи 
одатда нолга тенг деб юлинади.

Агар п - даражали купзаднинг кетма-кет п марта- 
зосиласини олсак, /(л) (х) = п\а0 булиши аник. Охирги 
купзад нолинчи даражали купзад булганлигидан 
/*л+1> (х) булади.

Демак, /г- даражали купзаднинг (/г -Ь 1) - тартибли 
зосиласи нолга тенг экан.

Купзад зосиласи тушунчасидан фойдаланиб, куйи- 
дагилёрни исботлаш мумкин:

U (/(х) + g  ( х ) ) ' f ' (х) + g ' (х) (йигидининг зо
силаси);
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. (Мх) • К (х)У — f ' (х) g (x )  + f (х) g ' (х) (купайт- 
мйниhi цопмнси).

Им1 Оу гвнгликлардан иккинчисининг исботини кел* 
fNHNMiti. Фп[Ш цилайлик.

ц (v) — b0xm +  Ьххт~14- . . .  +  bm~ix Ьт  (5 )

ИМЛСИН. «V долда g ( x )  нинг биринчи тартибли досила- 
I и доО биз куйидаги купдадни тушунамиз:

В* Ч* (х) шт mb0xm- 1 + (т — 1) Ьгкт~2 +  . || +
*+" %bm-2X +  Й/п—1. (6)

щЯ) М К(х) нинг купайтмаси 
. .  I (*) • 8 (л:) = a0boxm+n +  (a0bt +  а}Ь0)хт+п~1 Щ

Н- ( « А  + а А  + я А )  хт+п~2 +  . . .  + (апьт - 2+
+  «я -1 Ьт-\ +  «я -2 Ьт) х1 + (а п Ьт - 1 + ап-\ Ьт)х + апЪт

П Л И б ,  бу купайтманинг досиласи 
I  (/(■*) • g(x)) '  = {п + т) +  (я +  т -
V  — 1)(Я(А +  «1 * 60)л:п+т-* +  • • • +2(a„ftm- i  +

+  a « - i 6 /n_i +  a n_2^m) x  +  (aA6/Jl_x +  a «_ i6 )n) (7)

ifrinu булади.
Иккинчидан, (5), (3) ва (6) ни дадлаб купайтириб, 

Нйтижаларини .кущсак,
t /' (X)g (x )  + f (x ) g ' (x )  = (m + п)\а0Ь0хп+т- 1 Щ

+ (n + m — 1 )(а0&! i f  a^o) хп+п~2 +  . . .  +
+  2 ( aA Ьт- 2 +  Яд- i  +  a n—2 )•*? -f-

+  (®л Ш  Щ an~1 ^m) 18)
тенгликка эга буламиз. Энди (7) ва (8) ни солиштир- 
С4К|

К  (/ (•*) • g\x)Y — /' (X) g { x ) + f  (Л) g 1 {X)
•канлиги келиб чикади.

58- §. Горнер схемаси

Агар х  =* а сон /(х) купдаднинг илдизи б^лса, Бе- 
ау теоремасига асосан f\x) купдаднинг х  =  а даги 
циймати г = » / (а )=»0  булар эди. Колдицли булиш тео- 
р§масига кура

/ ( * )  — ( * - « ) ? ( * ) + V
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тенгликдаги <р (я) нинг коэффициентларини ва г  кол* 
дик задн^  зисоблашнинг бир усули билан танишай- 
лик. Бунинг учун <р(х) ва г ни номаълум коэффиии- 
ентлар ёрдамида куйидагича ёзиб оламиз:
а0хп -{- аххп~1 +  . . .  +  ап~\х +  ah =  (х — а) (А0хп~1 + ] 

+  Аххп~2 +  . • .  +  Ля—2 х +  Ап—1) +  Щ
Тенгликларнинг унг томонидаги кавсларни очиб, ик
кита купзаднинг тенглиги таърифига асосан, куйида- 
гиларга эга буламиз:

а0 в» -До* At ^^0» ^2 ==: ^2 Т" • • • ••
akma* Ak --  «. • Ч А/1—Х — «ЛЛ- 2»

ая =  г  -  Ш Я  1

Бу тенгликлардан Л* (* =  0, л) ларни ва г ни куйида
гича аниклаймиз:

Л0 = #0» +  (?Л0, Л2 ■* #2. + a- î* . . . ,

Ak ^  "Ь a^ - i ,  • • •» в  а п- 1 aA i—2» Я
. я

Бу зисоблашларни куйидаги Горнер схемаси деб ата- 
лувчи схема ёрдамида зам бажариш мумкин:

а0 а х «2 • • • • • i шШ “ п

a Aq Ц ^2 • • • Ak • • • Ап- 1 г

5 а̂р бир Ak коэффициешгни топиш учун схемада
унинг юкорисидаги ak га Аь дан олдин турган х
ни а га купайтириб кушиш керак. Агар у(х)  купзад- 
ни яна бирор х — р иккизадга булиш талаб этилса, бу 
схемани пастга караб давом эттириш мумкин. Умуман 
олганда, купзаднинг каррали илдизларини топишда зам 
ШУ усулдан фойдаланилади (53-§ га каранг).

М и с о л л а р. 1. х3 +  2х — 5 у 43а дни л: — 2 иккизад* 
нинг даражалари буйича ёзинг.
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Куйидаги схемани тузиб оламиз:

I

Ву шдвалнинг биринчи сатри Xs  +  2л; — 5 =  (х — 2) X 
< ( дс“ +  2х +  6) +  7 ни, иккинчи сатр эса х2 +  2х 4- 6 —
• 1х — 2)(х +  4) 4- 14 ни билдиради. Бул-арга асосан, 

J * 2х — 5 — (л: +  4)fjc — 2)а +  14 (л; — 2) 4- 7 ёки х-\- 
■f 4 ■■ (х — 2) 4* 6 дан фойдалансак, х3 4- 2х — 5 =* 
■I (* — 2)8 4- 6 • (я  — 2)а 4* 14 (х — 2) 4- 7 зосил булади.

2. л:ь — 7х* + 12х3 +  16х2 — 64л:+  48 купзад учун 
М"*2 неча каррали илдиз эканлигини аникланг.

I»у мисол учун зам юкоридаги каби куйидаги схе- 
млип гузамиз:

1 —7 12 16 —64 48

0т 1 —5 2 2 0 —24 0

2 1 - 3 —4 12 0

2 1 -1 - 6 0

2 1 1 —4

Демак, х = 2 уч каррали илдиз б^либ, берилган 
К^цадни

7^ 4 , 12л:3 4- 16л:2 — 64 г +  48 ш 
«= (х — 2 )" (хг — х — 6)

шаклда ёзиш мумкин. Бу ерда лг — х — 6 =« (л: — 2) X
X (■* +  1) — 4.
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59-§. Каррали купайтувчиларни ажратиш

Т а ъ р и ф .  Агар f (х) купдад <р“(х) купдадга б^ли* 
ниб, лекин <р“+1 (л) купдадга булннмаса, у  долда <р (х) 
купдад / (х) купдаднинг каррали купайтувчиси де
йилади*,

Бу таърифга асосан, f (x)  к^пдадни
/(х) — (* )  • g (x )  (1)

куринишда ёзиш мумкин. Бунда g (x )  купдад <р(х) га 
б^линмайди,-чунки акс долда g  (х) ** у (х) • h (х) ифо- 
дани (1) га кУ^иб, ушбуни досил киламиз: / (л:) — 
*= сря+| (х) • h I х). Бу эса / (х) нинг <р“"н (л:) га булини- 
шини курсатади.

Масалан, / (х) = хъ +  хк +  Xй — х2 — х  — 1 купдад 
учун tp (х) =  х9 +  х 4  1 купдад икки каррали к^пай- 
тувчидир, чунки f (х) купдад (л:2 4  л: 4  1)* га булина
ди, лекин (я* +  х  4 1)8 га булинмайди. Демак, f (х)
=  (х■' +  х +  I)3(х— I)2 булади.

f (х) ■= х* +  2л:8 +  2х2 +  Зл: — 2 учун у (•*) ■“ ■** +  
4  2х — 1 бир каррали купайтувчи, чунки

/ (я) =  (х8 4- 2х-\) (х -\ -2) .  |
/(jc) —Sfjc* — 4)1(2ха + х -  1)8(л :+ 1)(л;4 — Зл:84  1)» 

купдад учун <р, (х) =  л:3 — 4 купдад турт каррали ку- 
пайтувчи, <р2 (х) = 2л:3 4  х — 1 купдад уч каррали к^- 
пайтувчи, ср8 (х) *= х 1 бир каррали купайтувчи ва 
?4 (лг) =  л 4 — Зл8 4- 1 купдад беш каррали купайтувчи 
эканлиги равшан.

Т е о р е м а .  Агар келтирилмайдиган р (х)  купдад  
/■(л) купдад учун а каррали купайтувчи бу леи, у  нинг 
У (л) зосиласи учун р \х) купдад  а — 1 каррали к у 
пайтувчи булади.

И с б о т и .  Таърифга кура / (х) •=» р\х) g  (х) булиб, 
бунда g  (х) купдад р(х)  га булинмайди. Энди f  (л) 
нинг досиласини оламиз:

У (*) — ар*~\х) p'{x)g  (х) 4  ра(х) g '  (л:) —
=  Р̂ ~х (•*) (аР' (•*) g  (^) 4  Р (л:) Щ (х)).

* Таърифдан <р (х) нолинчидан юцори даражали кУвдад экан* 
лиги к^ринади, чунки <р (х) — а  б^лса, / (х) купзад у ( х )  нинг ис-
тал1ан даражасига булинар эди.
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«анслар ичидаги йигинди р ( х )  га б^лиимайди. 
КИЦйтап, бу йигиндини h(x) билан белгиласак,

р ' ( х )  g  (х)  =  a - 1 h [х)  -  а - 1 р  (х)  g ' (х)

Тенглик зосил булади. р ' ( х )  ва g  (х)  айрим-айрим 
Л{Х)  га б^линмагани учун 56-§ даги 3°-хоссага асо- 
81и бу купзадларнинг к^пайтмаси хам р ( х )  га булин-
МмШи. №пг томондаги йигиндининг — a~xp ( x )  g '(x )  ц$- 
шилунчнси /р(л:) га булинади, агар л-гк ( х )  куш илув-  
чн \мм р ( х )  га булинса, тенгликнинг унг томони, ва 
Двмак, чап томони р ' ( х )  g  (х)  хам р  (х)  га б^линар

• ми. Шундай килиб, h ( x )  купхад р (х)  га булинмайДиЛ 1яп Г (х) ■■ р ■ (x)h(x)  тенглик теоремани исботлайди.
Бу теоремадан f (x)  нинг бир каррали р[х)  купай- 

Туичиси У (л;) зосила учун купайтувчи эмаслигини к у 
рим из.

Куйида f (x )  купзаднинг каррали купайтувчилари- 
ми ажратиш усули билан танишамиз. f ( x ) купзад кел
тирилмайдиган купзадлар купайтмасига куйидагича 
ААилган булсин:

/ (л:) =  ар*> (л ) • р% (х)  . .  . р*г (х). (2)

Ву Сйилмадаги замма бир каррали келтирилмайдиган 
купзадларнинг купайтмасини Шоркали, биттадан олин- 
гак замма икки квррали келтирилмайдиган купзадлар- 
иинг купайтмасини Х2 оркали, биттадан олинган зам- 
ми уч каррали келтирилмайдиган купзадларнинг ку- 
Пвйтмасини Хг оркали белгилаймиз ва 3 . к. низоят, 
келтирилмайдиган купзадлар орасида энг юкори 5 кар
рали купзадларнинг биттадан олиб тузилган купайтма
сини Xs оркали белгилаймиз. Агар ёйилмада бирон k 
кяррали купзадлар булмаса, Xk =  1 деб зисоблаймиз.
Шундай килиб, юкоридаги ёйилма ушбу куринишни 
олади:

/ (JC) — а  - Ж  - x i - x l  . . .  XI
Масалан, 7  (х)  купзаднинг Q майдон устида келти

рилмайдиган купзадларга ёйилмаси
/ (х) -  4 (х* — 3)*(* — 1)(дг — 2)('3л3 +  I)5 X  

Х(2л:а +  1)5(л: +  7)8 
к}? рини ш да булса, бунда

Хх -  (х - 1ф -  2), -  1, ЛГ3 —  jca —  3, Xt =  1 ,
* ,  = ( 3 * * 4  1)(2л:2 +  1), * e - l ,  * , - 1. Х8^ х + 7
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булади. Демак, бу мисолда
/ (х) Щ 4ЛГ, I Щ • ^  • К |  Х\ • XI • Щ ■ XI I  

булади.
f  (х) нинг (2) ёйилмасидаги зар бир pt (x) к^пай- 

тувчи f ' (х) зосила учун битта кам каррали купайтув- 
чи булади (юкоридаги теоремага мувофик). Шу сабаб
ли, ¥ {х) учун Хх купайтувчи булмайди, Х3 эса бир 
каррали купайтувчи, Х3 икки каррали купайтувчи бу
лади ва зоказо. Демак,

Г(х)  -  аХъ • Х\ • Х\ . . .  Щф  • <р, (X) ]
булиб, бунда <р,(х) оркали f ix )  га кирмайдиган к^- 
пайтувчиларнинг купайтмасини белгиладик.

f  (x) ва f ' (х) нинг энг катта умумий булувчиси 
d y (jc) бу икки купзад учун умумий булган купайтув- 
чилардангина тузилади. Шу сабабли у

dy (х) — UyX, -Xl . . .  Х Г 1 < I
куринишда булади.

Худди юкоридаги мулозазани такрорлаб, dy (х) нинг 
зосиласи

d\ (х) =  а • Х8 • Х\ . . .  Xss~2 • <р2 (л) .<

куринишга эга деган хулосага келамиз. d x(x) ва d\(x) 
ниНг энг KaTta умумий булувчиси эса куйидагидан ибо- 
рат булади:

dj  (х) ”  Oj • Х8 • Х% . . .  Xs 2, 'Я
Сунгра d2(x) ва унинг

И  (х ) =  aXk • Xl . . .  Х°Г* • <ps (•*)
зосиласи учун энг катта умумий булувчи

da (х) *= d&Xi • Х& . . .  Xs~3 I
эканини топамиз ва зоказо. Шу йул билан, энг охи» 
рида,

(х) — Щ  Щ х) -  1
к^изадларни зосил киламиз.

Энди куйидаги нисбатларни тузамиз:

Щ ■  = ЙЁ = а [ Х у Х 2 • Z 3 . 1. И  • В\ll\X )
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Мх)
d , ( x )
dj(x)
d3{x)

■** a>2 X2 4  • • •

^ ( x )

df_i(*>
__ ds-\(*) 

d s ( x )

5 - 1 %

a'sX'.

I (лтижада, каррали купайтувчилар куйидагича аж' 
рш д и :

Ъ = | -  Х2..........  Ш - т  Xs_v  Ц  £  Xs.Hi
М мсол. /(л:) ** x* + x* — З*2 — 5дс — 2 купзаднинг 

Кдррали купайтувчиларини ажратайлик. Аввал /(л:) д а »  
цосила оламиз.

Энди Евкдид алгоритми ёрдами билан f (x)  ва f\x)  
нинг энг катта умумий булувчисини топамиз:

4хА +  4л3 — 12х* — 20х 
4л:4 +  Зх8 — 6л:2 — 5л;

8

Л3 _ 6л;2 _ 15^ _ 8

4 л.3 4- Зл:2 — 6л: — 5
х 4~ 1

4л:8 — 24хг 
4л:3 +  Зх*

60л: — 32 
6л* — 5

- 2 7  х1 — 54 л: - 2 7
X1 +  2л: +  1

Демак, <f(K)/f'(K))'m d l (x)=xx* + 2х+\  булад» 
dy(x\ ва d\(x)=  2 * 4-2 зосиланинг энг катга умумиА 
булувчисини топамиз:

_ х*  + 2х + \ 2х + 2
X2 + X

х 4* I 
jc - i -1

о

1 .  . 1— к 4- —
2 2

Бундан, {dx(x)t d\(x)) Щ 2л: 4- 2 ~d2(x), d 2 (х) — 2л: 4-
4 -2  булади. Низоят, d2{x)t d6(x) ** 2 ларнинг энг каг-



та умумий булувчиси dz (х) — d2 (х ), (d2 (*).)—2t d j  к) т 
■=2 топилади.

Буларга асосан

Е, -  =  * ’ -  х  -  2, Я2 =  - ^ - = х + 1, |  
й М  d2{ х)

Е =  Ш 1 =  jc 4 -  1 Я
d3(x)

б^либ,

* 1  - -  X  -  2, А'а *  f  -  1, лг8 -  -  х  -И  I , У
£а £з

яъни А!", =  х  — 2, А'з =  1, А'3 =  х + 1  булади. Демак( 
Ц х )—Хх-Х1-Х з, яъни /(л) -  ( J C - 2) U - b l i * .
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V боб. КУП НОМАЪЛУМЛИ КУПЗАДЛАР

<«>-§. К^п номаълумли купзадлар залцаси. 
Бутунлик со^асининг трансцендент 

кенгайтмаси

I. ^плца нолнинг булувчисига эга булмаган комму» 
ТйIми залка, яъни бутунлик созаси булсин. o f f  зал- 
ци L коммутатив залканинг нОлмас кием залкаси ва 

* 11» • • •. хт лар ^ залканинг элементлари булсин.
1 - т а ъ р и ф .  L залканинг кием залкаси ва L даги 

■ и  xit . . х „  элементларни уз  ичига олувчи ©ЯГ
цилктшнг минимал кенгайтмаси е% залка ва х „  дга,

| хт элементлар яратган L залканинг кием %алка- 
ей дейилади ва у  [х , ,  х3, . . хт] каби белгилана-
НИ.

ah' |х1( х2, . . . ,  х т ] залка еЖ нинг кием залкаси 
сифптцда ва x t, x 2t . . . ,  хт элементларни уз  ичига 
олунчи L залканинг барча кием залкалари кесишмаси 
Охлади.

2 - т а ъ р и ф .  Куйидаги индуктивлик формулалари 
|рдамида аникланадиган [Xj] [* , ]  . . .  [xm] залкани 
аЛ залканинг т каррали кенгайтмаси  дейилади:

В  1) еЯГ [xt ] [х2\ — (е% [xt ]) Ix2];
2) ©ЯГ [Xj] [х 2] . . .  |хт ] (оЯГ [Xj ] [х2] . . .  [Хт—1] )X  

X l^ml*
1- т e о p e м a. ©Я? халца L халцанинг комму та- 

mite цисм халцаси ва х , ,  х 2, . . . ,  x m£Z. булса, у  хол- 
да

еЯ? [Х(, х а, . . , ,  хт\ “ аЯГ [Х,](Х2] . .  • (xmJ (1)
тенглик уринли булади.

И с б о т и .  т «-1 булганда теорема Уринли. е % зал- 
цога т — 1 та элемент киритилганда зам теоремани 
рост дейлик ва унинг т та элемент учун ростлигини ис- 
ботлайлик.

Таърифга асосан \xt, х 2, x m_i j  С  \хи  х „  
. .  хт] ва хт^в% [х„  х 2.......... х т ] булгани учун

I [Xj, Xj, , . Хт— lj) l x mj С  [Xj, Xj, . . .,  х т | (2)
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муносабат бажарилади. Сунгра
Х т -41]) \Хт \

• • ч ш т i j j)  [ * « ]  (;t)

муносабат уринли. (2) ва (3) га асосан,
[-^1* 2» • • •» - ^ т ]  [ ^ l *  *^2» • • о  Х[ц~т l ]  [*Ят ] .  ( 4 j

Индуктивлик фаразига асосан,
[ х Х9 ЛГ2, .  .  . ,  Х щ — l ]  ■■ Q %  • • • \Xm—l\ ( б )

«селиб чикади. (4) ва (5) тенгликлардан эса
e f f [ X u  х%, . • •, хт] =  o f f  [X}]\ х%\ . • • [xmJ Я

тенгликка эга буламиз.
3 - т а ъ р и ф .  Агар |1, 2, §Щ пг\ тупламнинг ихтиё

рий s  элементи учун оЖ[хи х2, . . xs] залка xs эле
мент оркали o ? f \ x u  Ш  . X s - 1] залканинг оддий 
трансцендент кенгайтмаси булса, у  золда о%*[хи xif 
. - .t хт\ залкани оЖ залканинг т каррали транс- 
цендент кенгайтмаси дейилади.

Э с л а т м а .  /я 1 булганда q) ^ залканинг т  каррали транс- 
цендент кенгайтмаси залканинг оддий трансцендент кенгайт* 
маси  булади.

4 -т а ъ р и ф .  еЗГ бутунлик созасининг т каррали 
трансцендент кенгайтмаси 'булган оЖ[хи х2, . .  хт] 
^алкани купдадлар %алцаса% унинг элементини хи х29 
•* • •* хт номаълумли купдад  дейилади.

5- т а ъ р и ф. Камида иккита номаълумга боглик бул
ган купзад куп номаълумли купдад  дейилади.

Куп номаълумли купзадлар 2, 3, 4, . . п номаъ-
.лумли булиши мумкин. п номаълумли купзад Яв*ч$| . . .

1 2
клг куринишдаги чекли сондаги ^адларнинг алгебраик
йигиндисидан иборат булиб, бу ерда а„ рг, . . bt >  О
</ = 1, п) лар сонлар майдонига тегишли булган
■бутун сонлардир. п номаълумли купзаднинг курини- 
1лн куйидагича булади:

a i И  яр



И номаълумли купчая f(xu х2, . . . »  хп)> ё ( хи хн
1 1 к Л„), . Л. каби белгиланади.

rt/C u ^ ^  т  1. п) лар (6) купдад задларининг коэф- 
■нциемтлари дейилади. П

((I) купзадни f(x u ЛГ2, . . Хл) — • • • Хп
tarn i

к \ |'ппн1пда зам ёзилади.
Агар а,{ф0 булса, у  золда ( 6) йигиндидаги зар бир

. .  • х*1 кушилувчи купзаднинг зади, % + р|+
!• # . + 8/ йигинди эса бу заднинг даражаси деб ата-

РМДИ» - 1
п номаълумли купзаднинг даражаси деб шу куп- 

■ддаги кушилувчи задлар даражаларининг энг катта- 
riini пйтилади.

Мпсалан,рационал сонлар майдони устидаги х\>х^х\—
— 1х\ х 4 +  5x1 х 4 ~~ х\ купзадда биринчи х\ • х2* х* =  
т у'[ • х2 • х* • х\ заднинг даражаси 2 + 1  +  3 +  0*=*6, 
Иккинчи ? х4 заднинг даражаси 0 +  4 +  0 +  1 — 

\т Г>, учинчи 5x1 • х\ заднинг даражаси 0 +  0 +  2 +  3 = 
шГ)% туртинчи —xt заднинг даражаси l + 0  +  0 +  0 =*
— I булади. Купзаднинг даражаси эса 6 га тенг.

(б) купзаднинг баъзи ёки замма коэффициентлари, 
шуиингдек, баъзи ёки барча ai9 (3*, . . bt даража кур- 
Иткичлари нолга тенг булиши мумкин. Масалан, а 2 =  
ш аь шш . . .  =  ап — 0, а, =  р, = . . .  *  8j — 0 булиб. ах 
коэффициент <& майдоннинг исталган элементини бил
ли рса, (6) купзад

f  ( x Xt Х2у • • •» Xfi) "■ d x

куринишни олади. Демак, &  майдоннинг замма эле-
ментлари зам п узгарувчили купзад деб зисоблана- 
ди. Хусусий золда ах=*а2 = . . .  ==ап«»0 булса, у  
ЦОЛда ноль купзад зосил булади. Биз у  ни f ( x u х29
• • м ^ я) в 0 куринишда белгилаймиз. ахфО булса, у  
*олда f(xu х2, . . . ,  хп) *■ а ,  ни нолинчи даражали 
КУпзад дейилади. Ноль купзаднинг даражаси аниклан- 
маган.

(6) кУпзаддаги хи х 29 . . . ,  х п номаълумлар бир- 
бирига боглик эмас, уларни исталган сон кийматни ка
бул кила олади деб зисоблаймиз. Бошкача айтганда, 
Kip #бир xt номаълумнинг кийматлари колган номаълум- -
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ларнинг кийматлари билан боглнк эмас, яъни xt но» 
маълум к°лган номаълумларнинг функция/и эмас. Бу»*. 
дай узгарувчилар, одатда, эркин узгарувиилар деб атв* 
лади. 1

Айтилганлардан куйидаги натижа Чикади: заммп 
аи а2, . .  ап коэффициентлардан акал/ш биттаси ноЛч 
га тенг булмаса, (6) купзад  зам ноль/купзад була ол» 
майди. Хакикатан,

а1 щ  Щ  . . .  х*п +  а2 х*’ х\> . . .  х*> . . .  +

+  а п ЙЙ Ж  . . .  * '«  =  О ' Я

тенгликдйн xt колган номаълумларнинг ошкормас фунКч 
цияси эканини курамиз.

Демак, а ,  =  а2 — . . ' .  =  ал =  0 шартдагина (б) к^п* 
зад  айнан нолга тенг.

5 - т а ъ р и ф .  f (xu  JCj, . .  хп) ва <р(л,, х2, . . х, ,) 
куп^адлардан зар бирининг исталган

а. ха‘ х**1 . . .  хI1< 1 5  Л
зади учун иккинчисининг зам худди шундай (айнан 
тенг) зади мавжуд  булсагина, бу икки к у п з а д  бир■ 
барага тенг  дейилади.

6 - т а ъ р и ф .  (6) купзаднинг замма задлари бир хил 
даражали булса, у  золда бундай купзад  бар жи,нс- 
ла к у п з а д  ёки форма дейилади.

Масалан, / ( х , , х 2, х 3) = 2х% Шх\ — ж хз +  1х% Хз —
— 4x 1* 2*з купзад  6- даражали формадир.

Биринчи даражали форма чизикли Форма, иккинчи 
даражалиси квадратик форма, учинчи даражалиси к у 
бик форма деб аталади.

Энди <?9 сонлар майдони устида берилган п но*
ыаълумли'иккита купзад  учун кушиш ва купайтириш 
аналларини киритамиз:

щ ш  х2, . . . ,  хп), <р(хь  х 2, . . . ,  х й) купзадларни 
кушиш деб, улардаги мос задларнинг коэффициент- 
ларини 'Кушишни тушунамиз: 

ki = tt (г =  1, п) булганда
ах*' - х*’ . . .  х*« (7)

ва
Ьх) * ‘3 . . .  х\р (8)

задлар мос ёки ухш-аш задлар деб юритилади.
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Amp бирор з а д  f (x u х2, . . хп) ва ф(х,, х2, . .  
\„) куи^адларнинг фацатгина биттасида учраса иьскин- 
1)И куи^ад'даги бу заднинг коэффициента ноль деб ту -  
щ уи и лад и Д  

(7) ва (8) каби задларнинг купайтмаси деб
t k JLt ' k +t  k Л. t  /rvvabx 1+1 • x2* * . . .  xnn n (9) 

Мфолаии тушунамиз. Д ем ак ,  / ( * , ,  xlt . . . ,  xn) к уп -  
цидип ? ( * ! ,  xit . .  xn) к у п з а д г а  купайтириш учун 
/ (а, ,  хг, . . xn) нинг д а р  бир задини <р (л:,, л 2, . . 

нинг барча задларига  купайтириш, кейин эса бир 
В И Л  х,адларни ихчамлаш керак. 

Масалан, комплекс сонлар майдони устидаги f ( x u 
*s. Jf«) — (1 +  1)ххХъ — 1х2х\-{-х2 ва ср (Xj, хъ х 3) — 

I »  Зл : ,^  +  ixt купдадларнинг йириндиси, айирмаси ва 
купайтмаси цуйидагича: 

I 1. f Ц »  Xi, ха) +  <Р (хи хъ * 8) — (4 +  о  д у г ,  — (Х2х  
X Хз 4* х% 4  ixz\ 

2. f [x u х3) — у(хи xit хя) =  (-2-\- i)x t x2 —
— lx% jc! 4- хг — xiz\

3. / (JCi, x2, x3) • <p xlt JCj.) — (3 +  3/) л,2 xl +  (i — 
U  1) x, л-, x3 — 3lx.x x\ xl +  *2 *з 4- 3x t лгг +  ix2 x3.

2- т е о р е м а ,  n номаълумли к у п д а д л а р  туплами  
$алца  булади..

И с б о т и .  Теореманинг исботини куп зад д а ги  номаъ- 
лумлар соци буйича индукция усули  асосида олиб бо- 
ромиз.

п «= 1 да  биз бир номаълумли" купдадлар  туплами- 
сн эга буламиз. Маълумки, 5 0 - §  га  асосан бу к уп зад -  
лмр туплами залца ташкил этар эди ва бу  залца нол- 
иинг булувчиларига эга булмас эди. Фараз цилайлик, 
теорема k — n  — 1 учун тутри булсин. Бонщача айтган- 
ди, барча п — 1 номаълумли купдадлар туплами нол- 
нинг булувчиларига эга булмаган залца булсин.

Теореманинг k =  n  учун туррилигини исботлаймиз. 
tifi сонлар майдони устида берилган п  номаълумли 
|ф!^адни битта номаълумли купдад  деб караш мум- 
кии. Бу куп^ад коэффициентларининг зар  бири хи х3,
• • м хп-\ номаълумли ку щ адл ар  булади. Агар коэф-
фициентлар тупламини . . . ,  х ^ ]  десак, ферази-
мизга асосан R\xu х2, . . . ,  л;*] нолнинг булувчилари
га эга булмаган задцадйр.
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Иккинчидан, битта хп номаълумли купдадлар т е 
лами л 2э . .  „  хп̂ \] дз далца ташкил этади. 1>у
далца биз излагая п  номаълумли купдадлар далцаси 
булиб, у  одатда о%*[хи х2, . . хп- и  каби белги-
ланади. о%*\хи х29 . . хп_х\ нолнинг булувчиляригп 
эга булмаган коммутатив далца булганлигидан, еЛг}*,, 
х2% . . хп| дам сонлар майдони устида кУРил- 
ган нолнинг булувчиларига эга булмаган коммутатпи 
далкадир. Маълумки, бундай далцалар бутунлик содл- 
сини ташкил килар эди.

Демак , п  номаълумли купдадлар туплами бутунлик 
содасидан иборат экан.

61-§ . Куп номаълумли купдадни лексикографии
тартибда ёзиш

Биз бир номаълумли купдадларни одатд^ икки усул- 
да, яъни номаълумнинг даражалари усиши ва камайи- 
ши тартибида ёзар эдик. гг номаълумли купдаднинг бир 
неча дадлари бир хил даражада катнашиши мумким. 
Шунинг учун уни номаълумлар даряжаларининг усиши 
ёки камайиши тартибида ёзиш мумкин эмас. Бундай 
купдадларни маълум бир тартибда ёзиш учун цуйида- 
гича иш тутилади: п  узгарувчили f ( x x, х2, . . . ,  *„) 
купдад берилган булиб, бу купдаднинг икки дадидаи 
цайси бирида хх нинг даражаеи катта булса, уша дад- 
ни ю^ори деб дисоблаймиз. Бу дадлардаги хх нинг д а 
ражалари тенг булган долда эса цайси бирида дг2 нинг 
даражаеи ка fra булса, уша дадни ю^ори деймиз на 
д. к. Бошщача айтганда, а{ • х*1 • J 0  . . . х̂пп ва щх'1 X
X / 2 . . .  х1* иккита дад учун нолдан фар^ли \ьк — 
айирмаларнинг биринчиси мусбат булса, биринчи дад ик
кинчи даддан юцори деб аталади.

Масалан, Аххх\хг х\ ва —2х1х1х± дадларда бирии-
чиси иккинчидан юкори, xi x]xs xi ва хх х%хъ х4 дад 
ларда эса иккинчиси биринчисидан юкори.

f  (хи  х |  . . . ,  хп) купдадни ёзишда биринчи урин- 
га энг ю^ори дадни, иккинчи уринга долган дадлар 
орасида энг юцори булган дадни, учинчи уринга цол 
ган дадлар орасида энг юкори булган дадни ва шу 
жараён охирги дад учун ёзилса, у долда f  (х,, л 2, . . 
хп) купдад лексикографик ёзилган дейилади.
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о
Масалан» f{xu х2, х3, xi) ’= 2 xl —4*2 -Xs +  xt х2 +

■к 8дГ| х$ — х2 +  6лга xt — jC2Jf3x 4 +  х% купзаднинг лек- 
Никогрпфик ёзилиши куйидагича булади:

I (.«г,, х2, х3, x j  — Зх, л 2 +  xt х2 +  2хх — Х2 Х3 лг4 —
— 4x1 х„ “Ь х2 блз аг4 — xt.

Т е о р е м а .  Куп номаълумли купдадлар  купайт-  
Мш и ни нг энг юцори %ади бу купдадлар  энг юкори, 

[ 40длари, купайтмасига тенг.
И с б о т и .  Теоремани / (* , ,  х2, . . . ,  *в) ва <f(xu x2t 

К  • it ■**) купзад  учун исботлайлик.I ах} -х^ . . .  х*п (1)

ПД|д f(x „ х2, . . . ,  хп) купзаднинг энг юкори зади,
Щ kx^ • х?» . . .  х^п (2)1 2  ft
[|Са унинг исталган зади булсин:

V  Ьх\' • jcJ* . . .  Щ.  (3)

К ПА <p(*i. хг> • • -*я) купзаднинг энг юкори зади,I t x }  -х} . . .  (4)

leu унинг исталган зади булсин.
Ушбу

I а  • b .л “а+Ра . . .  л“'1+р* (5)
па

Л • t  У Ш  • ^ +V» . . . &Ш§> (6)1 2  Я

\м/1ларнинг кайси бири юкори зад  эканлигини аник- 
лмйлик. (1) ва (3) задлар, мос равишда, (2) ва (4) зад- 
лмрдан юкори булгани учун «j >  |х, ва P i ^ v 1# Бундан
Mi b Pi ^  1̂ +  vi«

Агар а, +  р,>|А, +  v1 булса, (5) з а д  (6) заддан юко
ри; а1 +  Pi e  14 +  vi булса К  — lO +  fPi — Vi) — 0 ке- 
лмб чикади. Аммо а1 — р{ ва фх — ух амаллар манфий 
булмагани учун (чунки а ,  ва p i > v t) а ,  — [xt » 0  
пи р, —-vt »=0  ёки ott =  [а, ва р! = v, деган натижага ке 
ламиз. У золда а2 ^>112 ва Р2 >  v2 бажарилиб, а2 +  Рз >  
► 1̂2 +  v2 ни зосил киламиз. Агар а, -Ь pt = |х, -j- vi б у 

либ «2 + р2>  ^2+, v2 булса, (5) зад  (6) зад  дан &кори-
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дир; а2 +  Р2 *= t**2 +  v2 булганда эса, юцоридагидек,
— |л2 ва Н ^ р |  эканини топамиз ва 3 . к. Бу жараёНН 
давом эттириб, (5) заднинг (6) дан юцбрилигини ис« 
ботлаймиз.

Агар I нинг барча кийматларида <х1 4- ^ =■ |х/ -|~ vj 
тенгликлар бажарилса, (2) зад (1) га ва (4) зад (3) п  
айнан тенг булади. Агар (2) ва (4) задлардан а^алл» 
биттаси Щ ва (3) га тенг булмаса, бирор i учун ал* 
батта at +  Р* Щ Щ + V/ тенгсизлик бажарилади. Шундаft 
ЦИЛИб, f ( X и • • •» Хл )  ва <? X2i • • •> x h)  нинг )ИГ 
юкори задларини купайтириш билан тузилган (5) зад 
Щ|§й: х2, • • о хп) • ? ( ^ 1» х2> • • •* *п) купайтманинг энр 
юкори задини ифодалайди.

Теорема иккитадан ортик купзадлар купайтмаси 
учун математик индукция усули билан исботланади.

62- §. Рационал касрлар майдони

Бир номаълумли купзадларнннг dP[x\ залцаси бе
рилган булсин.

Биз уз олдимизга &*[х\ залцани уз ичига олувчи 
бирор майдонни куриш вазифасини куямиз. Бу май- 
донда кушиш ва купайтириш амалларини шундай таи- 
лаймизки, бу амаллар <£&\х\ даги мос амаллар билан 
бир хил булсин. Бопщача айтганда, d f i [ x \  биз курмок-
чи булган майдонцинг кием залкаси булиши керак.

Т е о р е м а .  Кар цандай бутунлик со^асини 
шига  олувяи коммутатив майдон мавжуд ,

И с б о т и .  Теоремани купзадлар залкаси учун ис- 
ботлаймиз. Бир номаълумли купзадларнинг dI  [х] зал
каси бутунлик созаси эканлиги бизга маълум. Шунинг 
учун келгусида фацат купзадлар залкаси тугрисида 
С^з юритамиз. q9 [ х ] залкани уз ичига олувчи майдон
ни куриш учун (p (x )^O  булгандаги тартибланган (А; 
<р) жуфтликлар тупламини караймиз. Бу жуфтликлар- 
нинг бирор <£?(х) туплами майдон булиши учун улар- 
ни кандай коидалар асосида кушиш ва купайтиришни 
билишймиз керак. Бу коидаларни биз куйидагича ки- 
ритамиз; 111

1| i g  =  <рф <=> (/; ?) =  (t ;  g)\
2. (/; <р) +  (ф; §•) - ( f g + v f ,  fg)', ( 1)
3. (/; • (ф; g )  = <fg).
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Жуфтликларнинг юкоридаги усулда киритилган та к« 
I кослпш цоидаси рефлексив, симметрии ва транзитив 

Охлади.
^акикатан,
и) (/; ? )  ¥ i h  ?)» чунки /<р-=<р/ булади;
б) (f; ?)*=(ф; g)=>(ty\ g )  “ ■ (/ ;? ) ,  чунки <^[х) 

коммутатив булгани учун ва 1-шартга асосан
fg  = <рф=> 4>ф

I  в) ((/; <р) =■ (<!»; g )  А  (Ф; g )  =  (Л; 6)) =»• (/; ср) — (А; б). 
1)шартга к^ра в) богланишнинг чап томонини КУ" 

йидагича ёзиш мумкин: ( f g  =» срф) Д (ф0==^А).
Биринчи тенгликнинг иккала кисмини 0 га, иккин- 

\ чи тенгликнинг иккала кисмини <р га к^пайтирсак, 
l g 0 ■» <рбб ва фб<р =  gh<? тенгликларга эга буламиз. Де- 
Мик, fgO — gfuf. <£р\х\ бутунлик созаси булгани учун 
бу тенгликни /0 =  срh каби ёзиш мумкин. Бу тенглик
ни 1) цоидага асосан (/; 9) — (Л; 0) каби ёзамиз. Энди 
(/; <р) жуфтликни з^шиш ва купайтириш амалларй бир 
цийматли эканлигини курсатамиз:

I  ((/; <р) — (Л; щ  А  (?; £ ) 53 (?t; g J )  =>•
((ft <p) +  (<pi; (Pj) +  (<Pi *. gi))/\

Л ( (/ ;  <р) • Op; g ) “  (Л; ?i) • (?i? gy));
(ft <р) — (Л; <Pi). (?; g) — <<р»; £i).

Бу таккослашларни мос равишда
/ • <Pi =  ?  • Л . <р • £1 =  £  • <Pi ( 8 )

каби ёзиш мумкин. Энди
(/8 <р) +  (ф; S') -  (/£ +  <рф; <Р£), 

( / ;  <р) • (Ф; £ ) “  (/4>; ?£ )
тенгликлардагй жуфтликларни (А; <р4) ва (Vi? S"i) жуфт- 
ликлар билан алмаштирамиз. Унда

(A; ?i) +  Oh; — (figi +  'Pi'W; Vis'!),
(/ii ?i) • £1) -  (A • <Pi; Ti^i)

тенгликлар ^осил булади. Бу тенгликларга асосан, ик
кита тенг жуфтликнинг йигинди ва купайтмаси таодос- 
ланар экан, яъни

Сfg +  ?40 <р.£| =  ЩЁк +  ?iti) ?g, (3)
Ш ' <Pi£i — ?'g * /1Ф1. (4)
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Биз бу тенгликлардан биринчисини текширамиз. Бу
нинг учун унинг чап томонидаги кавсларни очсак,

(fg<? 1S 1+ ш ш !  р  ( h i  • ggy +  <?gi • |
Агар (2) тенгликлардан фойдалансак, уни

9 А  ‘ ggi +  g ?i • Щ  =  (figi +  Щ ®  <Pg 'I
каби ёзиш мумкин. Бу тенгликнинг унг томони (3) 
нинг унг томонидан иборат. (4) тенгликни текшириш- 
ни укувчига тавсия циламиз.

Энди бу жуфтликлар майдон аксиомаларини кано- 
атлантиришини курсатамиз.

Ц  (/j ч») +  (Ц*; g ) = * ( f g  +  9<P; ?g) =• (?ф +  fg i <рg ) = ’
“ (фф +  ё'/; g f )  = № g )  +  (/ ; 9) (кушиш коммутатив);

2. (/; 9) • (<|>i g )  — (/Ф; <рg )  =  (Ф /; £?) — (/; 9) (ку
пайтириш коммутатив);

3. ((Л  ?) М р  g)) +  (h\ е) =  ¥£) +  (*; 
0) =  ( f g  +  фФ) 9 +  Шж v g Q) ■= (/g0 +  тф0 +  ?gb;  ч> go)** 
= (/£0 +  <р(Ф0 +  £/г); 9 g 0) = ( f c  ? )  +  ? ( 0-Ь^Л; g 0) =  (Л
<р)+  ((<}>; g)  +  (А; б)) (кушиш ассоциатив).

Купайтириш амалининг ассоциативлиги зам шу 
усулда текширилади. Бу туплам (0; 0) куринишдаги 
ноль элементга эга булиб, 0=£О булади. Хакикатан,

(/; ?) +  (0; б) -  (/б +  0<р; <рб) -  (/Ь; <рб).
(/б; <рб) =  (/; ф) ни 1 -шартга асосан

((/?0 ■» ф/е) =г* (/9 *=*?/)) =► ( / ; ? )  =  (/; 9) 
куринишда ёза оламиз. Демак,

(/; ? )  +  (0| 6) -  (/; 9) . -
Ц  ? )  +  (—/; ?) = (0; Ф*) =  0 булгани учун (—/; ср) 

жуфтлик Щ <р) жуфтлик учун каРама_КаРши элемент 
булади. Бу тупламнинг бирлик элементи (6; 6) = е 
жуфтликдан иборат. Хакикатан> (/; 9) * (0; 0) =  (/0! Ф0) — 
=  (/; 9). Тупламда бирлик элемент мавжуд булгани 
сабабли унинг ( /; <?) Ф 0 элементи учун тескари эле
мент зам мавжуд булиб, у  ( 9; /) дан иборат. Чунки

( Л  9 )  ‘  ( 9 ;  / )  “  (f?i 9 / )  =  / 9 )  —

Купайтириш амалининг кушишга нисбатан дистри- 
бутивлигини зам курсатиш мумкин. Буни укувчига
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тавсия киламиз. Демак, (/; <р)г жуфтликларнинг dF (х)
Туплами коммутатив майдон булар экан.

Биз юкоридаги жуфтликлар учун киритилган муно- 
Сабат рефлексивлик, симметриклик ва транзитивлик 
хоссаларга эга эканлигини курсатдик. Маълумки, агар 
бирор р муносабат рефлексив, симметрик ва транзитив 
булса, бундай муносабат эквивалентлик муносабати де- 
Пи лар эди.

Эквивалентлик муносабати (/; ср) жуфтликлар туп- 
ламини эквивалентлик синфларига ажратади.

Т а ъ р и ф .  р эквивалент муносабат ёрдамида ^осил 
килинган (/; <р) жуфтликлар тупламининг ихтиёрий син-

f ( x )(|)и рационал каср дейилади ва уни -^~^(f(x), <р (л) О
£ <р(х)Ф0) куринишда белгиланади.

Энди S ’  (я) майдонда &> [х\ залца билан изоморф
булган <& [л] залка мавжудлигини курсатамиз. Бу ер
да & [х] далканйнг дар бир элемента шу далца икки
та элементининг нисбатидан иборат булиши керак.

Боищача айтганда, о'Р 1х] майдон элементлари ора- 
сидан f (x)  =  9 (л:) ■ ф (я) куринишга эга булган <р (х) 
элементлар тупламини \х\ деб белгилаймиз.

ШВ  Щ ф(Ш\ ни курсатиш учун [л:] нинг/(х)
—г г  1 fix\ шшШШэлементига 09  [а:] нинг элементини мос куямиз.1

Бу мослик.узаро бир кийматли булиб, бу мослик эле
ментларни кушиш ва купайтиришда ^ам сакланади. 
Хакикатан,

а) Ц  Щ  Ц  (/ (х) Ж = <р(х) ■ 1 ) .= И /(*) - * ( * » ;

f ( x )  , <t(x) f i x)  • 1 +  y (*)  • 1 f ( x )  +  ¥ (*) .
' 1 1 1а . “  , 1
, f ( x )  <f(x) / ( x ) - f ( x )в ) ----  • ---- j =■-----mm---- #1 1 1 -

f ix ^Шундай килиб, куринишдаги касрларга тенг каср-
лар синфи о9*(х) майдонда &  [х] х;алкага изоморф 
кием ^алка ташкил килади.

Агар £(.*)У=0 булса, касрларга тенг каерлар



синфи касрларга тенг касрлар синфига тескари 
булади.

Ях) 1 пх)
1 g ( x )  g ( x )

тенгликдан о9 (х) майдоннинг барча элементларини 
4^[х] залкадаги купдадлар нисбати дейиш мумкин.

Ихтиёрий <£Р майдон устида <^(х) рационал каср
лар майдонини туздик. Купзадлар залкаси урнига бу
тун сонлар залкасини олсак, уша усул билац рационал 
сонлар майдонини тузиш мумкин. Бу иккита золни 
<5ирлаштириб, зар кандай бутунлик созаси бирор май
доннинг кием залкаси булади деган тасдикни зосил 
циламиз.

Э с л а т м а .  Бир неча узгарувчили купзадларнинг 
рационал каерлари туплами зам майдон булади ва 

х%% • .  Щ хл] залка ^ ( х и х2, . .  ., хл) майдон
нинг кием туплами булади. Бу тасдикнинг исботи худ- 
ди юкоридаги каби усулда бажарилади.

63- §. Куп номаълумли купзадларни 
келтирилмайдиган купдадлар купайтмасига

ей щи

Биз бир номаълумли купзадлар учун келтирилади
ган ва келтирилмайдиган булишлик закида гапириб 
утган эдик. Купзадларнинг келтириладиган ёки келти
рилмайдиган булишлиги бир неча номаълумли купзад- 
лар учун зам уринли.

Бундан сУнг / (х1? х2, . . . ,  хА) купзаднинг узгарув- 
чиларини ёзиб утирмасдан, уни / оркали белгилаймиз.

1 -т а ъ р и ф . Агар <ЗР[х1ч х2> . . хп] залкада = 
=  <р<1> тенглик бажарилса, / купдад  <р купдадга б$ли* 
нади  дейилади.

Куп номаълумли купзадларнинг булиниши зам бир 
номаълумли купзадларнинг булиниши закидаги барча 
яоссаларга эга.

2 - т а ъ р и ф .  Даражаси k ^ \  га тенг булган куп но
маълумли купзадни dP[xu х2> . . х л] залканинг зар 
бирининг даражаси бирдан кичик булмаган камида ик
кита купзад купайтмаси шаклида ёзиш мумкин булса* 
/  купзад <0$ майдон устида келтириладиган % акс зол-
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лл о9 майдон устида келтирилмайдиган к уп зад  де- 
Пилади.

1-т е о р е м а .  d? [xu х7, . . . ,  хп\ залцанинг дара- 
Otcctcu бирдан кияик булмаган за р  бир купзади к ел 
тирилмайдиган, купдадлар купайтмасига ёйилади ва 
бу ёйилма нолиняи даражали к уп за д  аницлигида 
Hi о надир.

Теореманинг исботини купдаддаги номаълумлар со- 
НИ буйича индукция принципи асосида олиб борамиз. 
Бир ^згарувчили купдад учун теореманинг исботини 
виз олдин куриб утган эдик. Фараз килайлик, теоре
ма п номаълумли купдад учун уринли булсин. Унинг 
Т^грилигини гг +  1 номаълумли купдадлар учун кур- 
Сагамиз. л + 1  та х, хи х 2, . .  . , хп номаълумли куп- 
Хадни ср (л:) оркали белгилаймиз. Бу купдаднинг коэф
фициентлари &[хи х2, . . . ,  хл\ далкага тегишлидир. 
Теоремани исботлаш учун куйидаги ёрдамчи тушунча- 
/шрдан фойдаланамиз.

3 - т а ъ р и ф .  Агар <р(х) купдаднинг барча коэффи
циентлари узаро туб б^лса, у  долда <р(я) примитив 
купдад  дейилади.

Бу таърифга асосан ср (я) нинг барча коэффициент
ам и  d?  [xu х2, . . . ,  хп\ да бирорта дам келтирилмай
диган умумий купайтувчига эга эмас.

2 - т е  о р е м  а. <^\Хи хъ  . .  х.п] залцадан олин- 
гая иккита f  ва ср купзаднинг  /• ср купайтмаси би - 
pop келтирилмайдиган р купзадга  булинса , у  з олда  
/ па купзадларнинг камида биттаси р  га булина- 
да,

И с б о т и .  Тескарисини фараз килайлик, яъни f  ва 
9 пинг бирортаси дам р  га булинмасин. У долда ку 
на Йтма иккита ёйилмага эга булиб, уларнинг бири р 
Г0 булинади, иккинчиси эса р  га булинмайди. Бундай 
булиши мумкин эмас. Демак, фаразимиз нотугри экан.

1-л е м м  а ( Г а у с с  ‘ л е м м  а с и). Иккита прими
тив купзаднинг купайтмаси яна примитив куп зад  
булади .

И с б о т и .  Фараз килайлик, коэффициентлари <?9\хи 
л а, . .  ., дал ка дан олинган иккита 

f{x) — a0-xk + аххк~1-\- . . .  -\-alxk~i + . . .  + а ю (1)
g ( x ) ^ b 0xl + b1xl х+  . . .  +bjXl- J + • • • + £ /  (2)
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примитив купдад берилган булиб, уларнинг купайтмаси
/ ( * ) •  g  ( X )  —  C0Xk+* +  CAXk+1- 1 +  . . .  +  +

Щ Ck+i (3)
куринишда булсин.

Тескарисини фараз киламиз, яъни (1) ва (2) прими
тив булиб, (3) примитивмас купзад булсин.

/(х) ва <р(х) примитив булгани учун улардаги ко- 
эффициентларнинг камида биттаси (масалан, at ва Ь,) 
келтирилмайдиган р°**р(хь  х 2, . . Щ хп) купзадга бу- 
линмайди. (3) купайтма примитив булмагани учун, 
унинг барча коэффициентлари р (хи х 2, . . . ,  хп) га 
булинади. Бу ерда узгарувчининг коэффици
ента c l+f куйидаги куринишга эга:

c i+f 883 &%Щ +  ai—i /̂+i • • •  #/+i i "Ь
+  2 +  (4)

Фаразимизга асосан (4) тенгликнинг чап томони ва 
унинг ;унг томонидаги биринчи заддан боища барча 
задлари келтирилмайдиган р (х и х2, . . хп) купзадга 
булинади. Демак, atbf зам р (х и х 2, . . . ,  хл\ га були
нади. Бу эса / (х) ва g (x )  нинг примитив купзадлар 
эканлигига зиддир. Бу зиддиятлик биз цилган фараз- 
нинг нотуррилигини билдиради. Демак, / ( x ) - g ( x )  
примитив купзад экан.

Бир неча узгарувчили купзадлардан тузилган ра
ционал касрлар туплами майдон булиши бизга маъ- 
лум. Агар бу майдонни d ? (xu х 2, . .  •, х А) деб белги- 
ласак, бу майдон (62-§ га асосан) S*[xu х2, . .  х л] 
залцани уз ичига олади. Энди <£? \хъ х2, . . хп) •» Q
деб, Q[x] купзадлар залкасини караймиз. Коэффици
ентлари Q[x] залкага тегишли булган зар кандай ср (х) 
купзадни куйидагича ёза оламиз:

Т (* )  =  -£-/(*>, (5)

(5) да Ь мазраж ср (х) купзад коэффициентларининг 
умумий махражи, а эса бу коэффициентлар суратла- 
рининг умумий купайтувчиси булиб, /(х) примитив 
купзаддир.

Юкоридаги тенглик уринли булган золда ср (х) ни 
f  (х) га мос деб оламиз, У золда куйидаги лемма 
уринли.
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2 - л е м м  а. Кар цандай <р(х) купдад учун унга мос 
примитив f (x )  купдад  мавжуд ва у  <£Р(Х\, х2, . . . ,  
хл) майдондан олаиган купайтувчи аницлигича яго-  
надир .

Биз ю кор и да f (x )  купдад мавжудлигини курсатган 
эдик, энди унинг ягоналигини курсатамиз. Тескариси- 
рп фараз килайлик, яъни 9 (л:) учун ушбу

| т (я )  = - J  g  (•*) (6)

тенглик уринли булиб, g*(x) примитив купдад булсин. 
(5) ва (6 ) дан

ad f  (л:) = b e g  (лс) (7)
келиб чикади. (7) тенгликдаги ad  ва Ьс лар ^  [хи 

. . . ,  xh\ далкадаги биргина <р (л:) купдад коэффи- 
циентларининг умумий купайтувчисидан иборат. Б у к у -  
найтмалардаги дар бир купайтувчи п номаълумли бул- 
ганлигидан асосий теорема булар учун тутри булиб, 
улар бир-биридан нолинчи даражали купайтувчи би- 
лангина фарк килади. Демак, f (x )  ва g (x )  примитив 
купдадлар дам шу нолинчи даражали купдад билан 
бир-биридан фарк килади.

3*л е м м а .  Q\x] цалцадан олинган иккита куп- 
% ад купайтмасига бу купцадларга мос келувчи при
митив купдадлар купайтмаси мос келади

И с б о т и .  2-леммага асосан дар канДа  ̂ иккита 
<р(я) ва ф(дг) купдад учун

? ( * )  — i f i u M  ва y{x)* -^rg (x )о а

тенгликлар рост булиб, бу ерда f  (х) ва £ (* )  прими
тив купдадлардир. Агар буларни дадлаб купайтирсак,

<р(x ) t y { x ) -~ J (x )  ■ g (x )ba
тенглик досил булиб, бу ерда Гаусс леммасига асосан 
/ (х) ’ g  (х) примитив купдад булади.

4 - л е м м а .  Агар Q|x| халцанинг бирор <?(х) к$п- 
хада Q майдон устида келтирилмайдиган брлса, 
унга мос келувяи f  (х) примитив к$пхад хам uiy май
дон устида келтирилмайдиган купхад булади ва ак- 
сита .
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И с б о т и .  Тескарисини фараз цилайлик, яъни <£Р{ххь 
х2, . . хп) майдонда /  купдад келтириладиган булиб, 
/ «» тенглик Гринли булсин. Бунда f x ва f% нинг 
*ар бири х узгарувчига боглиц булади, акс золда f  
купзад Q майдонда примитив булмас эди.

? (х) купзад <р (х) га мос келувчи примитив купзад 
булгани учун

л )  * л  ■.!

тенглик турри. Бу тенглик <р (х) нинг Q устида келти
риладиган купзад эканлигини билдиради. Бу эса на- 
тижа шартига зид. Демак, / (* )  ни келтириладиган 
купзад деб цилган фаразимиз нотурри экан.

Агар <р(х) купзад Q майдон устида келтириладиган 
булса, унда <? (х) *= <р, (х) • <р2 (х) тенглик уринли бу
либ, ср! (х) ва ср2 (х) га мос келувчи примитив f t (л:) ва 
/2 (х) купзадларнинг зар бири Узгарувчининг функция- 
сидан иборат. Бу купзадлар купайтмаси, 2-леммада 
куриб утганимиздек, майдон элементи купайтмаси 
аницлигида ягонадир,

5 - л е м м а .  Примитив купзаднинг келтирилмай
диган купдадлар купайтмасига ёйилмаси <&>сонлар
м 1йдонидан олинган узгармас купайтувчи анщлиги - 
да ягонадир.

И с б о т и .  / примитив купзад ёйилмаси куйидаги 
куринишда булсин:

/ - / . » / *  /„• (8)
Бу ёйилмадаги дар бир f t (I *= 1, п) купайтувчи п та 
Узгарувчига боглик булиб, улар алодида-алодида при
митив купдад булади. Акс долда / дам примитив куп* 
дад булмас эди.

Бу ёйилмани примитив / (х) купзаднинг Q =  dP(xu
■*2. • • ;  Хл) майдон устидаги келтирилмайдиган куп- 
дадларга ёйилмаси деб караш мумкин. Бир номаълум
ли купдадлар учун ёйилманинг ягонал-игини биз била- 
миз. Бу ягоналик Q майдондан олинган купайтувчи 
аницлигичалиги бизга маълум. Лекин, f t лар примитив 
купдадлар булганлиги учун бу купайтувчи узгармас 
сондан иборат. Демак, (8) ёйилма сонлар майдо- 
нидан олинган узгармас купайтувчи аницлигида ягона 
экан.



Энди асосий теореманинг исботига утамиз:
х2> • • м xh\ далканинг дар кандай келтирил

майдиган купдади <£Р[хи х2, * . .»  хА\ далкада келти
рилмайдиган купдад ёки келтирилмайдиган примитив 
купдад булади. Демак, у (х и  лг2, . . хп) купдад кел- 
тприлмайдигац купдадлар купайтмасига ёйилган булса, 
уни 2- леммага асосан

<р (лг) *= а х<н | • ., хп) • f  (х5 Х\9 • • «| л'д)
куринишда ёзиш мумкин булиб, бу ерда а купайтув
чи х га боглик булмай, / эса примитив купдаддир.

Индуктивлик конунига асосан теорема а (хи
• • •• хл) учун рост. 5- леммага кура и  +  1 та номаъ- 

' лумли примитив f (x )  купдаднинг келтирилмайдиган 
\ купдадлар купайтмасига ёйилмаси дам майдондан олин- 

гаи Узгармас купайтувчи аниклигида ягонадир. Шун
дай килиб, теорема тула исбот этилди.

Биз биламизки, даражаси иккидан кичик булмаган 
fiijp номаълумли f (x)  купдад бирор майдон устида 
келтирилмайдиган булса, бу купдад &  учун кенгайт- 
ма майдон булган $02' да келтириладиган булар эди. 
Бир неча номаълумли купдадлар учун бу тасдик туг- 
ри эмас. Бошкача айтганда, куйидаги мулодаза Урин
ли:

Хар кандай майдонда дам келтирилмайдиган куп 
иомаълумли кУпдад доимо мавжуд. Масалан, агар <р(я) 
купдад майдон устида берилган бир номаълумли 
купдад булса, f (x;  у) =  <р (х ) +  у купдад нинг дар 
цандай сР/1 кенгайтмаси устида дам келтирилмайдиган 
кУидад булади. Агар тескарисини фараз киласак, | 
майдон устида

f(x\ y)-~g(x\ у) -h (x ;  у )
тенглик Уринли буларди. Бу ерда g ( x ; у) ва h{x\ у) 
пинг камида биттаси у  номаълумга боглик булмаслигц 
керак. Акс золда f  (х\ у)  купзад у а га боглик булар 
•ди. Шунинг учун

g  (х ; у) =  а0 (х) у  +  я, j§§f
h(x-, y)*=b0(x)

десак. а0 (х) • (Ь0х) =  1 булиб, а0(х) ва Ь0(х) нолинчи 
дпражали купдад булади. Ь0(х) нолинчи даражали куп- 
дид булганлигидан бу купдад л: га дам боглик эмас.
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Бундан h(x\ у)  нинг х  га дам боглик эмаслиги келиб 
чикади. Демак, h(x; у) купдад нолинчи даражали куп* 
дад экан.

64-§. Симметрик купдадлар

1 - т а ъ р и ф .  Агар куп номаълумли кУпдаддаги их
тиёрий иккита номаълумнинг уринларини алмаштир- 
ганда купдад узгармаса, у  долда бундай купдад сим
метрик купдад  дейилади.

1 - м и с о л .  f(xu х3, Х3)  = х\хгх3 + xtxlxs + xtx2xl 
купдад симметрик купдаддир, чунки бу купдаддаги 
х , хг, х3 номаълумларнинг дамма б та уринларини 
алмаштириб чиксак, купдад Узгармайди. Чунончи, хх 
ва х2 номаълумларни бир-бири билан алмаштарсак,
'ЩНМй +  я Ш щ  +  x2x\xl купдад досил булиб, бу эса 
уша купдаднинг узгинасидир. Шунга ухшаш, лг2 ва хя
ни алмаштириб, xix3x2 +  XiX3X2-\-X\X3X2 купдад ни досил 
киламиз. Бу эса яна берилган купдаднинг узидир.

п та номаълумли симметрик купдадларнинг алгеб- 
раик й и р и н д и с и  ва купайтмаси яна п та номаълумли 
симметрик купдадлар булади. >\акикатан, номаълум
ларнинг исталган урин алмаштиришида дар кайси сим
метрик кУпдад узгармаса, равшанки, уларнинг алгеб* 
раик й и р и н д и с и  ва купайтмаси дам узгармайди. Маса
лан, f t(xt, Щ дг3) =  Xi + хг +  л:8 ва /'„(х,, х2, я 8) =  

симметрик купдадларнинг куйидаги алгебра- 
и к  й и р и н д и с и  ва купайтмаси яна симметрик купдадлар- 
дир:

fi ± /2 =  * i  +  хз + х3 ± xtx2x3;
ft' ft =  Х2гХ3Х3 - f  Xixlxs + XiX2Xv

2 - т а ъ р и ф .  xu Щ, . . . ,  xn номаълумлардан тузил
ган.

T.i Щ xi +  х2 +  • • < +  хт
— Х̂Х2 Х}Х3 J . . .  Хц—\Хл,

.......................... ....  . . . . .  (1>
1*̂ 2 • Я  %п

симметрик купдадлар асосий (элементар) симметрик 
купдадлар  деб аталади.

Юкоридаги мисолни f(xu х2, xs) = (хг +  х2 +  х 8) X 
Ххахгхг куринишда ёзиб, xt =  jc, +  т3=л:1л 9ла,
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эканини эътиборга олсак, у  долда /“ V^s тенглик до
сил бУлади. Шундай килиб, берилган симметрик куп
дад асосий симметрик купдадЛар ор'цали ифодаланади. 

Яна
[(хи х , ,  хл) — я ?  3xixa 4 "  Зл^лга +  4~ Зх2х8 4*

4" хц — ЗХ1Х2Х3

симметрии к^п^адни
t i * u  JC|, А») —  ( л 1 4 - л :2 4 -А :з )2 +  ( З Д  +  л:1Хз +  а д ) . —

тенгликни *осил киламиз. Демак, бу долда дам сим- 
метрик кугцад асоснй симметрик купдадлар оркали 
ифодаланади.

1-т е о р е м  а. щ  майдон устидаги  т,, х2,
асосий симметрик купдадларнинг

купхади фацат а ,  =» а2 —. . .  =  ак =  0 булгандагина 
нолга тенг була олади, бу ерда  а(5 . . . ,  Wt ман- 
файмас бутун сонлардир.

И с б о т и .  (2) купдаднинг дар бир

^ади, маълумки, Ж  х2, . . ,  хп нома^ьлумларнинг бирор 
к^пдадидан иборат, чунки (3) га

Кийматларни кУйиб, Курсатилган амалларни бажарсак, 
худди айтилган купдад келиб чицади.

Бу (3) купдаднинг энг юцори дадини топамйз. т,, 
t j , , . .  ,хп нинг энг юкори дадлари мос равишда,

% •капини дисобга олсак, у  долда

f(x„ х}, xs) =  Ж 4- *2 — Зтв

(2)

a. xl1 т]2 • • • ( 3 )

т, =  xx +  x2 • • • 4* Щ 
t 2 =  xxx2 +  xxxs +  . • f -f~ M+  xn-xxn

n>

n — X\X2 • • *Xn

xu ххх2% щ т т 1 X\X2 • • • Хл
13—Q80 193



булгани учун (3) купайтманинг знг юкори зади

diXi (XiXzY*‘ (XiX2X3) U• • • (ATi-XV • • j t „ ) 7« = -
— a iJCb+^+-+-fn . Ль+тз+-+т„. л ъ+и+..,+-,п . . .  ( 4)

булади. Худди шу й^л билан (3) йигиндидаги зар бир 
кушилувчининг энг юкори задини аниклаб чикамиз. 
Бу юкори задлар орасида бир-бирига Ухша п задлар 
йук. Хакикатан, агар (4) бирор бошка юкори задни 
бир-бирига ухшаш десак,

Ъ +  Т2 +  • • • +  Тп — 8< +  82 +  • • • +  8П*
Тг +  • • •  +  Т п =  &2 +  • • •  +  &«»

Т п =  а

тенгликлардан Т2 =  82 . • • • » Ти =  ни топамиз.
Бу эса (3) купзаднинг

а р}' • xj*• • • Тдв ва a f t
задлари ухшаш эканини курсатади. Аммо, бизга маъ
лумки, купзаднинг Ухшаш задлари йук деб фараз ки
ла оламиз.

Энди айтилган юкори задлар орасида энг юцориси, 
масалан,

а1х\^+-+«п.х%+л‘+- +ап . . . х апп (5)

булсин. Бу вактда, равшанки, (2) ни xlt х2, . . . ,хп нинг 
купзади деб карасак, (5) з а д  унинг энг ю^ори зади 
булади. Шу сабабли (2) ни

а ,  •JC2a+a,"b"+a« • • 'Хпл +  Q (6)
куринишда ёзиш мумкин. Бунда Q—цолган дам м а  зад -  
ларнинг йигиндиси. a x=fc 0 золда, (6) йиринди ва, д е 
мак, (2) зам  нолга тенг була олмайди. ^== 0 булган 
золда, (2) к;упзад

~ Р1 Р* в , * ' Щ М  w „  a2fl • ̂ 2 * * *'cj r  +  •• • +  #ftTl # т 2 • • *тпп
куринишни олади. Юкоридаги мулозазани такрорлаб, 
а 2ф 0 золда бу купзаднинг нолга тенг була олмасли* 
гини исботлаймиз ва з .  к.

Бу теоремага асосан, икки /(т,, т2, . . . , т я) ва ср(т1# 
купзаддан зар бирининг задлари иккинчи- 

сининг задларига айнан тенг булган золдагина бу куп
задлар бир-бирига тенг деган натижага келамиз.
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и.пи! i/m, бир купдадда ах“ -xf •• •*3* дад мавжуд 
flf 1ИП| шскиичисида булмаса, иккинчи купдадга O-xf'X 

I* дадни к у шиш мумкинлигини назарда тутиб,
Оу II h I II U ум РДИИ

НЮКИШда ёзайлик. Энди, купдадларни бир-бирига 
|« mi ммштиргаидди кейин ушбу тенгликка келамиз:

■ундин, юцорида исботланганга мувоф ик, я *— <^=0  ёки  
о, — /7 (I • 1, 2 , . . . ,  k) досил б ул ади .

8 - т е о р е м а  (симметрик купдадлар дацидаги асо- 
( h i теорема). S ' майдон устидаги х;ар цандай сим- 
и, ffifnt/с к р г щ д  шу майдон у стида  элементар сим- 
Hi ЩН1Н купдадлар  орцали я г она  ифодаланади . 

И с б о т и .  Фараз килайлик, f (x l y x2, . . ' , x n) сим* 
11«ик купдад ва унинг энг юкори дади

П\ т т .  (7) даднинг даража курсаткичлари . .  .
^ •„ тенгсизликларни кяноатлантйради. Хакикатан, 
и 1мм«‘ г|)ик купдадда х1 ва х2 нинг уринларини алмаш- 
1 щи-цк, маълумки, функция узгармайди. Бу алмашти- 
Ihi hi пптижасида (7) дад шу симметрик купдаднинг
0 n . ’ v"1 \ . • х„'* дадига утади. Аммо (7) энг юкори дад

и пни учун, а , ^ а 2. Шунингдек, симметрик купдад- 
"I л*| на хг ни узаро алмаштирсак, (7) дад купдаднинг

•цИГ* *!*• • '*пп дадига утади ва бундан а2 >  а3 досил 
Пу./1/l /1,и ил д. к.

Лц номаълумларнинг %и % .* .# х Л асосий
щммггрпк к^пдадларини олиб, шу номаълумларнинг
1 и м м< I ршс куп дади булган ушбу

(7 )

(8 )



к^пайтмани тузамиз. *и х2, . . . , т п нинг энг юкори дад- 
лари, мос равишда хх\ х^х2\ 'л^лГз ’» •••',xix3 • • • хп 
булгани сабабли (8) купайтмАнинг энг юкори дади

ад:?1-11’ • (Xj л:2)а?-а‘ * • * {хх •лг2* "XпУп =
=  ах\х-xl' ■ • • хпп Щ

булади. Бунда f (xu x i t . . . ,  хп) купдаднинг энг юцори 
дади келиб чикканини курамнз. Шу сабабли, иккита 
симметрик купдаднинг айирмаси булган

f (x  1, х2, . . . ,  хп) — ах?1-"5 >ха2,~л>. . .  =  • 1  
*= fi(Xi, х2, . . . , х п) ;1

симметрик к^пдадда (8) дад булмайди. Шу мулодаза- 
нн f i (xv  х2, . . . , х п) га нисбатан такрорлаб,

fl(Xu Х2, . . , , х п) -  6т?'~Ра . Т2а~Р" . . .т|п =  I
”  fi{Xt, X2i . • • ) х п)

симметрик к^пдадни тузамиз. Унинг дадлари f (xu х2, 
. . . ,хп) иинг энг юцори дадидан кичикдир ва д. к. Бу 
жараён чекли равишда давом этади. ^акицатан, Д /а, 
/ з , . . .  симметрик куп^адлардан нсталганининг юцори 
дадини

m x i ^ x i ’ - •• х^п (9)

оркали белгиласак, at >  Х4 >  Х3 ; > . . .  >  Хп тенгсизлик-. 
ларга эга буламиз. Аммо бу тенгсизликларни фацат 
чекли сон Щ Х2, . . . ,  курсаткичлар ( манфиймас бутун 
сонлар) цаноатлантириши мумкин. Демак, (9) кури- 
нишдаги ю^ори дадларнинг, шунингдек, f 2, f s, .M  
купдадларнинг сони фацат чекли була олади.

Шундай цилиб, чекли сондаги 'кадамлардан кейин
f (xu х2, . . . , х п) симметрик купдад т,-, т2..........%п нинг
уша майдон устидаги купдади сифагида ифодалаЗ 
нади, яъни

f(.X 1, X2t • • •, Хп) =  f, т2, , .  . , xn) (10)

тенглик уринли.
Энди (10) ифодаланишнинг ягона эканини исбот- 

лаймиз. Фараз килайлик, f (xt , х2, . .  . , х п) симметрик 
купдад (10) дан бонща яна т,, т2, . . . , х я нинг иккинчи 
купдади билан ушбу

f(X 1, Х2, , , , ,  Хп) =  т2, , , . ,  тп) ( 1 1 )
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й V | * и н и 111 д п ифодалансин. (10) ва (11) нинг чап томон- 
*1 мри Пир кил эканлигидан g ( ти т2, . . .  , т л) == ф(ть х2, .. . 

, *„) и* игл л кии досил киламиз. Бу тенглик эса
|(fh **......... ■„) ва ф(т1Р х2, . . . ,  тл) купдадлардан дар би-
Iип111н I \/i /I л/ipiv айнан тенг, яъни бу купдадлар аслида 
(tin in к Vn \,чл эканини курсатади.- Демак, (10) ифода- 
/| м и 11 hi и гона экан.

ми г о л. Рационал сонлар майдони устидаги

/( * и Д'м» -V»») "=* XiX2 “Ь Xi Х% - f“ Ху.Х$ **Ь JC1X2 *4“ ХгХ'з +  х^хъ

i и I и 1 рик купзадни асосий симметрик купдадлар ор- 
цм hi ифодаланг.

И Л ц  х а, х3) нинг энг юцори *ади Х\Х3 булгани 
■МУН) «| — 2, а2 =  1, а3 — 0. Теоремага асосан куйидаги 

В  <н 1111 iM п it it тузамиз:

f (xu х2, х3) -  *?•-“> . х?-а‘ • #  — 
— ( \'ix,j -f X2iX3 +' х\ х3+ ххх1+- ххх\ +  x2xl) — =

m ( ^ 1-^2 4- xlx3 -f- x\x3 +  xixl +  xiXj +  х%хз) —
— ( ас, -f хч -+- аг8)(л:,л:2 - f  xtx3 -f- x2xs) =  — Зхух2ха. 

My иди л:,л2*3= т 3, Демак , f (xu х2, х3) = т,т2 — Зт8 бу-
|̂|ДИ,

Симметрик купдадларни асосий симметрик купдад- 
• |р орцали ифодалашнинг амалий жидатдан кулай усу-  
>>|им I уриб утамиз. Бу аницмас коэффициентлар 

v* v /// дейилади. Усулнинг модияти куйидагидан иборат.
I м'рилгаи симметрик купдад формалар йигиндисига 

ижрпгилади (равшанки, дар бир форма у3 навбатида 
§ИМметрик купзадни ифодалайди*) сунгра аникмас ко- 
Цфициентлар усули билан дар бир форма асосий сим- 
мприк купдадлар оркали ифодаланади.

3 - м и с о л .  Рационал сонлар майдони устидаги

f ( x j ,  х 2, хг) =*х\х\хъ + х 1 х 1 х 8 +  х \ х 2х \  +

-f* x U * x l  -f- Х\Х2Хз -(- Х1Х2Х3 -f- х !  Х2 Ху

симметрик к^пдадни асосий симметрик купдадлар ор- 
кпли ифодаланг.

Перилган купдад куйидаги иккита форма йигинди- 
«•пт ижралади:

ф Чунки узгарувчиларнинг уринларини алмзштирганда з^адлар- 
иинг даражалари Узгармайди.
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f ( x i ,  x2) x3) — x$, x3) -J- ¥2(^1 • X2t X3) **■“
=  (х\к\хг -f- X\X2X6 4“ Х\Х2Хц +  X\X2Xz -{- i

+  * l*2-*3  -1“ ХхХъХз) +  (^1 +  X% +  xl)  Я

Аввал биринчи
3 2 2 3 2 3TiCXi, х2, x3) — Л1Ж2Х3 4- ^ 1X2X3 +  Ш ®  -+- 

-\-х\х2х\.-\- x\xi*\ +  xixlxl
формани олиб асосий симметрии куп задлар  оркали 
ифодалаймиз. * ■

2- теореманинг исботида айтилган зам м а  /2, /3„ . ,  
симметрии купзадларнинг энг юкори задларини зисобга 
оламиз. Бунда <pt к у п з а д  6- даражали  форма булгани 
учун  Ц| /2, /3, . . .  симметрик купдадлар ^ам 6- д а р а ж а 
ли формалардан иборат булиши керак .  Ш у билан бир- 
га ,  зар  бир юкори заднинг а , ,  а 2,, а з дараж а  курсат- 
кичлари сц >  аа > -а 8 ва а, — в3 -+- ct3 <= 6 шартларни ка- 
ноатлантириши кераклигини зам  назарда тутишимиз
лозим. Б унда  <р, купзаднинг энг юкори зади  x3tx 2x3 
булиб, д а р а ж а  курсаткичлар 3, 2 , 1 системани тузади . 
Кейинги Д купзаднинг энг юкори зади  <р, нинг юкори 
задидан  кичик булиши керак . Ш у сабабли, бу  иккин
чи юкори заднинг дар аж а  кУрсаткичлари учун  факат 
2, 2 , 2 системани зосил киламиз, чунки шундан бош- 
ка  система at ^ a 2> а3 ва  а, +  а2 +  «з =  6 шартларни 
бир вактда  каноатлантара олмайди. Ш у билан жараён 
тугайди , чунки кейинги я  симметрик купзаднинг энг 
юкори зад и  учун  at >  я2 >  а3 ва а, +  а, +  а3 =  6 шарг- 
ларни каноатлантирувчи дараж а  курсаткичлар система
си йУк*. Энди куйидаги ж адвални тузамиз:

Энг кщори зсадларнинг 
даража кУрсаткичлари 

системаси
Энг юцори ^адлари

Асосий симметрик к^пл;ад- 
лардан тузиладиган 

тегишли к^пайтмалар

3 2 1 

2 2 2

х\х\хъ 
ах \  х\ 4

о_о 2—1
Tt Т2 W 3

Щ Ш  Т2 _ 2 ,Т 3 =  ЙТ3 I

Бу ж адвалдан  куйидаги тенглик зосил булади :

*Pi(Xiy х2$ хг) == -f- ахз» ШИ

* /2 нинг энг ю^ори в д и  Д  нинг юцори ^адларидан паст бу*
лиш шарти билан,



и . 11 лум а коэффициентни аник;лаймиз. Ш у мацсад- 
ли, ( I’ !) кчм лпкни мукаммал

х\х\х3 “Ь х\х2х$ -f- ^ 1X2X3 -}" *̂ 1̂ 2X3 «{-
| V1X2X3 +  xyx lx l  =  ( l%  +  Х2 +  XsMXi*2 +  (13) 

I ^ x 1x8 +  x2x3) ( x ix2x3) + a ( x 1x2x3y
....... ..  ёзиб, хи х29 хг га шундай ихтиёрий кий-
iMinp борамизки, уларнинг ёрдами билан а  нинг кий- 

М'| I mm нииклаш мумкин булсин*.
Л\/и план, х ,  =  2, щШ Щ  и  а -3 =  — 1 десак ,  (13) дан 

\ \а ёки # =  — 3 келиб чикади. Д ем ак ,
о

<р(*1. -*"2. Хз)= — 3*з 
П1К *осил булади . Энди худ ди  шу у с у л  билэн% И HI

НМ til 
1 Mi Л

мчи <р2(^ 1, х2, л-3) = -« 1  +  л 2 +  хз  форма учун  ж а д -
у:юмиз:

и шцпрц дадларнинг 
и 11иичлари системаси Энг кщори хадлар

Асосий симметрик 
к^пчадлардан тузилган 

тегишли к^пайтмалар

а  о о < ф
. з - о т о -о  0 в  3

Tl Х2 Х3 Т 1

'/ 1 0 а х ]  х 2 a z f - 1 ^2“ ° тз — лт1т 2

1 1 1 Ьх\х^хг ^xi _ 1  т2 ~ 1 тз =  * тз

Ж адвалга  асосан куйидагини топамиз: 

<р(лг1э х2, х3) =  1? +  axjTj +  bx3
(Ж II

x'j -|- ^2 +  •=*» ( x t +  х2 +  Jf3) 3 +  a ( x t +  +  ха) X
X  (л:1л:2 +  Я ш  Ч - л ^ з )  +  bxl -x2-x i . (14)

Ai np узгарувчиларга  xl = x i =  l ,  х3 =  0 кийматлар 
flppnuc, (14) дан 2 =  8 + 2a ,  a  =  — 3 досил булади . 
( :v игра jc, — х2 — х3 =  1 цийматларда (14) дан а —~  3 
(Гкшини эътиборга олиб, 3 =  27 — 27 -\-b, b == 3 ни то- 
11мми. Д ем ак ,

'РгСЯц х &> х з) =  ^  З г^ а  +  Зх3 

ичилик досил булади . Шундай дилиб, берилган f [xu

* (13) а йният  булгани учун  у  узгарувчиларнинг дар  цандай 
НИПматларида дам  уринлидир.
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Jf3, x3\ симметрик кУп*ад асосий симметрик купзадлар! 
оркали ушбу куринишда ифодаланади:

* 2, Хз) =  т 1т213 — З х з + т ?  — 3-с,т2 +  3т3.

65-§ . Касрнинг махражидаги иррационалликни
йукотиш

Симметрик купзадлар тушунчасидан келиб чика» 
диган баъзи натижаларни куриб утамиз.

1 -н а т и ж а .  Фараз килайлик, сонлар майдоии 
устида бош коэффициента 1 га  тенг.

f (x) — x"-\raixn 1 +  а2хп 2 + . . .  +  ап-\Х +  &п (1д
купзад  берилган булиб, alt а2, . . . ,  оп унинг илдизлари 
булсин. У золда <& сонлар майдони устида берилгаш 
зар каидай п номаълумли f (xu х2, . . . , х п) купзаднии^ 
xt =  аг (г =  1 ,д )даги  /(а,, а2, . . . , « „ )  киймати &  СОНЯ 
лар майдонига тегишли булади.

И с б о т и .  Симметрик купзадлар закидаги асосиЯ 
теоремага кура /(х„ . . . , х я ) =  <р(т:„ х2, . . . , т и) бу»' 
лади. аи а2, лар f (x)  купзаднинг илдизлари
булгани учун f(x)  ни

f{x) =  (х — « , ) ( *  — ос2) • • • (х — ап) (2)

кУринишда ёзиш мумкин*. (2) нинг унг томонини зад» 
лаб купайтирсак,

f(x) — Xn — ( a t +■ «2 +  . . .  - f  a n )x ” +  (®i0,2~bai a3 “Ь • • • “Я  
-f- ап̂ \0.п) х п 2 — («i22®8 4" • • • Н“ ап— 2яя—1«п)хя -{- ... +

+  ( —  ! ) " < * , « 2  • • •  « И  ( 3 |

га эга буламиз. (1) ва (3) нинг унг томонларини со*»' 
лиштириб, Вает формулалари  деб аталувчи куйида«> 
ги форм.улаларни зосил киламиз:

«1 +  «з +  • • • +  «я =  — а, т ! = 
ata2 +  - f  . . .  -f- a„_,or„ — « 2. т2 =  a 2;

a i a2a 3 +  a i a 2a 4 +  • • • +  « в —2 « и - ,1 « я  =  —  a3, t 3 =  —  a3\ ( 4 ) J

al a2a8 * . . .  * *П= (— 1)"а П> ^ = = (  —

* А гар  бирор ад илдиз m  каррали булса, x — купайтувчи (2) 
тенгликда m  марта такрорланади.
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(4) f#M(ликдаги асосий симметрик купдадларнинг ций- 
( чинш /(Л-,, лг2>. . .  >хп) =  f (хи т2, . . . , % )  тенгликка 

■ Я М к ,  /(«,, аа>. . .  , а л) =  <р(—а г , а 2, 1 ) ла Л) келиб 
I hi /(х) ua /(л:,, *a, . . . , л г Л) купдадларнинг коэф- 

I "«.и и! /«мри ^  сонлар майдонига тегишли булган- 
/нн мднн

$2* • • • э (  1 )П̂ п )  я

И» и п т и ж а. Касрнинг махражидаги иррационаллик- 
NN ЙУК()тиш мумкин, яъни <£$ сонлар майдони усгида 
■ДПфилмайдиган /г-даражали

i (п >  2) Р (х) =  л" +  й[Л:п_1 +  a t*:rt~2 + . . .  +
+  an- ix  +  я п

М нхпд берилган булиб, х  = а унинг илдизи булса, у  
V1ЛД11 Л.; . Д..,; ЩНЙЯ

W  Щ  Ш В  ¥= 0) (5)ф(а)

■Ир'рационал ифодани шундай узгартириш мумкинки, 
Ий hi жи да унинг махражи бутун рационал ифодага ай- 
/1М миди.

И с б о т и .  Фараз цилайлик,
/ й
ф(а)

А( а)

НртСИН. ^ар кандай я -дараж али  купдад комплекс сон- 
Лир майдони устида доимо п  та илдизга эга булади. 
(Она буни кейинрок курсатамиз.) Шунинг учун а =  аи 
||,. , , ,  «„ ни Р(х) купдаднинг иЛдизлари деб оламиз. 
(0) мфоданинг сурат ва махражини ty(a2) • ф(а8) • • • ж а р  
си и^пайтириб,

/(«■) ^  /(«!> <Kgii) 4<аз) • ’ • Иап) 
ф(а) ф(а1) ф(а2) ф(а3) • • • ф(ая)

ИИ яосил киламиз. * • • <К л:п) купайтма
СОНЛвр майдони устида Хц х3, . . . , х п номаълумли сим- 
Щтрик купхад булгани учун 1-натижага кура ф(«1) X  
Х'И“а) • • • Ф(ая) =  b булиб, бу ерда дир.

Демак,

т  г  т  А®») 1 Й  Ф Ы  • • • Ф Ы<Ка)
ОУлади.
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•Энди ма^сад ф(а2)ф(а3) * • *Ф(ал) купайтмани а оркали 
ифодалашдан иборат. ф(а2) ф(а8) • • • ф(«л) купайтма сМ  
сонлар майдони устида п — 1 та x2i х3, . . . . х п номаъ* 
лумли симметрик купдад булганидан, уни

=  х2 +  х3 -{- . , .  +  хПУ
т2 =  щ х $  -{- х%х^ +  . . .  +  Х п—\Х п,

^п • • • Хл

каби асосий симметрик купдадлар оркали ифодалай- 
миз. Иккинчидан,

t i  =  xi — х;и  

т2 =  т2 — х ^ г =  т2 — х1х 1 +  х \ %

т3 =  Ц — Х̂ 2 =  х3 — Т2*1 +  *1 х\ — JC*

га эгамиз. (4) тенгликлардан фойдаланиб, куйидаги- 
ларни хосил киламиз:

Tj =  — а х — а, т2 =  а2 +  +  а2»
т3=  — а 3 — а2а — — а*

ва з .  к. Умуман олганда, ф(ау) (/•= 1,/г) ларнинг бар- 
часи ах=а  ва Р(х)  купзаднинг коэффициентлари орка
ли ифодаланади, яъни Ф(ос2) • Ф(ог3) • • гф(ал ) =  k(a) десак,

<К«> Ь ' w  v
зосил булиб, (5) касрнинг махражидаги иррационал- 
лик йу^олади.

66-§. Результант
Комплекс сонлар майдонида бир узгарувчили икки<- 

та купзад  берилган булсин:

f (x)  =  а0хп -f- а\хп 1 Un—xX +  CLn (#07^ 0)* я
'* ?(•*) =  bQxm +  Ьххт~1 +  . . .  +  bm. i x  + Ьт (Ь0 ф  0). 1

Бу купдадларнинг илдизларини, мос равишда, а4, аа,„ ,  
ап ва Рц р2, • .  • » Рот билан белгилайлик.

1 - т а ъ р и ф .  Ушбу

/?(/; <р) —  d o  <p(at) cp(a2) . -  <p(art) (1 )
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^ШИИШдаги ифода f(x) ва <р(л:) купзадларнинг ре- 
|у \и\иашшь деб аталади.

I • у гиърифга асосан, аксинча, <р(дг) ва f (x)  купзад- 
Дйрнммг результанта
Ш  ж * ;  ••/(?*) (2)
MVl'iiiiiiiiira эга булади.

Инг аввал биз шуни курамизки, f (x)  ва <?(.*), шу- 
РИРДСк, ц>(х) ва f(x)  купзадларнинг результанти сон* 
||И иборат, чунки (1) ва (2 )  лар сонларнинг купайт- 
«И1 шридир.

П »  т е о р е м  а. Ушбу тенглик уринлидир:
Щ R (r. f )  = ( - 1  )я: ят  9). (3)

И с б о т и .  <p(*) — А>(* — P i K ^ - f a ) * ••(■*“ * Рт) ифо- 
ШДп х нинг Урнига кетма-кет аь  а2, . . . , а . п ни куйиб, 
цуПидигиии зосил киламиз:
Г  9 1 « 1 ) =  6 o ( « i  —  P i ) ( a i  —  Р а ) • *  * ( a i —  Р т ) .
Г  SP(a2) =  & о ( а а —  P i ) ( a a — P a ) *'• *' ( « г  — Р т ) .

К  ? ( а и )  Т , j j f ( а я  P i ) ( « n  Pa) * * * ( а га Р т ) *
Ву кийматларнн (1) га  кУйсак:

т т

А ! ( / ;  ? )  =  « П  ( a i —  Р у )  • П  ( а з —  Р у ) • • •

т

• • • П ( аи — Ру) (4)
;=i

Й#либ чикади. (4) да  П  белги купайтма белгисидир.
Купайтма белгисидан фойдаланиб, (4) ифодани яна 

цпм кискарок куйидаги шаклда ёзиш мумкин:
п т

t  / ? ( / ;  <р) =  «от ^ о П П ( а / - р ; ) .
i= 1 у= 1

п т  ■ Ш
КУпиича П П  белги Урнига битта П  белгининг ёзи-

/=1 i=Un
/=1,т

ЛИ in иии эътиборга олиб, сунгги ифодани

R(h  ?) =  «  П  (в<- р у)- (5)

М*
fi Vpitiiпnira келтирамиз,
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Худди шунга ухшаш, f(x) =  а0(х — Шщщ — а3) . <1
• * • {х — яп) да х нинг урнига навбат билан (З3, , ,1 
. . . , р т  ни кУйиб ва (2) дан фойдалаииб,

Ж ? ;  / ) = ■ < «  П  ( Р у  —  а г)  ( 6 )
/—1,Я 
j= l,m

ифодани хосил киламиз.
Энди (6) дан (3) тенгликка келамиз:

f) “  ао Ш П _  Ц  -  в /)  -  I
i=\,n

,rn

=  ( - i ) mW S  П _ ( а {. - ^ - ) = ( - 1 Г я ^ ( / ;  ? ) .  Я

•/«1,171

2 - т е о р е м а .  f(x) ва <р(х) купдадлар умумий ил• 
дизга эга булиши учун бу купдадлар R(/; ср) резуль~ 
тантининг нолга тенг булиши зарур ва етарли.

И с б о т и .  I. Агар f(x) ва tp(x) купдадлар умумий 
а; илдизга эга булса, <p(at-) *=0 тенгликка асосан,

R(f;  <р) >=. ao'tp(al )? (a2)*|•?(*/)* • *$||р = О-

II. Аксинча,. R(f[ <р) =  «о*<p(ai ) ••• ?(«/) •••
тенгликдан, а^Ф 0 булгани сабабли, колган кУпайтув- 
чиларнинг камида бири нолга тенг, яъни <р(аг) = 0 д е -  
ган натижага келамиз. Бу сунгги тенглик эса камида 
битта а; нинг <р(х) учун ^ам илдиз эканини курсатади.

М и с о л л а р .  1. f(x) = x3 — 6 ^  + l l x  — 6,
<р(х) — хя +  б-*2 +  11х +  б

купдадларнинг илдизлари, мос равишда, ±1» ±2; +3. 
Бу купдадларнинг /?(/; <р) результантини топайлик. Ав- 
вал tp (1) = 1 +6+11 +6 = 24, <р (2) = 8 +  24 “I- 22 + 6 = 60, 
<р(3) = 2 7 +  5 4 +  33 + 6=  120 кчйматларни аницлаб ва 
а0 = 1 эканини эътиборга олиб, (1) га асосан, /?(/; <р) =■ 
= 24'60-120= 137600, R(f\ <р) == 137600 ни хосил кила
миз.

(3) тенгликка асосан <р(я) ва f(x) нинг результанта
R(r, /) =  ( - 1  ? )Щ -137600, R(r, /)-=■ -137600
досил булади.
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Г П106Ита ^исоблаганимизда хам шунинг узини то- 
Хики цатан, Д —1) =  — 1 — 6 — 11 — 6 =  — 24, 

/( ") -  -  В -  24 -  22— 6 =  — 60, Д - 3) =  - 2 7 -  5 4 -  
■ l f l - . f i - .  - 1 2 0 .

■ИЛИ />„—1 булгани учун (2) га асосан Rr=(<p; /)>— 
■  ( -n ' t )  ( —60)(—120)=—137600, /)= -137600 бу-
/in д it,

/(х) — х 3 — Зл: +  2, <p(je) =  хг +  х — 2 куп^адлар- 
1111111* илдпзлари, мос равишда, 1; 2 ва 1; —2, R(f\ <р) 
Б  ^испблаймиз. Бунда <р (1 )=0 ва <р(2) *== 4+2 — 2 = 4, 
9(V)—■ I. Демак, /?(/; <р)—=0*4■=»0, R(f\ <р)=>0, яъни ре- 
Вультпити нолга тенг, чунки купдадлар 1 дан иборат 
умумий илдизга эга.

Ш19 )(озирга кадар результант тушунчасини берга- 
■кмшда

y(x) = b0xm -f* b\Xm 1 “b . • • “Н bm—\X "b bm (?)

ии.\идларнинг бош коэффициентлари а 0= £ 0 в а£  = 0 
Юлгаи *олни курдик. Чунки /(х) ва ф(л) нинг ре- 
Юльтанти, шунингдек, 9(x) ва f(x) нинг результанти 
#вцида сузлаганда биз учун бу купдадлар нечта ил- 
ДИвга эга ва купдадларнинг даражалари кандай були- 
IIIM му^им'эди.

Энди f (x)  ва (р(х) купдадларнинг бош коэффици- 
•нтлари кандай (нолдан фаркли ёки нолга тенг) були- 
шиип эътиборга олмай туриб, результантга таъриф бе- 
рвйлик.

2 -т а ъ р и ф .  f(x) ва <р(х) купдадларнинг R(f\ <р) 
результанты деб ушбу

Ш  <р)

&Qd\ • • • CLyi 0

0 а0 • • • ап.-1 ССП
•

0

• • • • 

0  • • • а0
• • • • 

ах Щ • ап
ьо b i - ' - b m 0

0 Ьд • " Ьщ.-1 Ьт
• • # « • • • • •

0 О •

о
. • "  Ьт

т

п
(8)

Сильвестер детерминантига айтилади.
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Бу золда <р(л:) ва f(x 1 результанта

Я(<р; /)

ь0 ьх>-- ьт  о
О Ь0 • • • Ьт —1 Ьт

О О • • •/>„ Ш Щ  • • ьт
а0 а у"> ап О 
О &о • • * CLm—l CLm

tl

О О • • • й0 а, а 2 ап

т

кУринишда булади.
а0фО ва Ь0фО булган золда, 2-таъриф 1-таърифга

тенг кучлидир, чунки юкорида a “ <p(a,) ср(аа) • • • tp(an) 
нинг (8) детерминантга тенглигини исботладик. Шу*
нингдек, бу золда /(Pi)/(&)••-/(Ря) худди (9) де* 
терминантга тенг.

Результантнинг 2-таърифида зам
Ж?; /) =  ( - l ) raW ;  ? )  Я

тенглик уринлидир.
Хакикатан, (9) детерминантда (п + 1)-сатрни би

ринчи уринга, (я+2)- сатрни иккинчи уринга, (я+/га)* 
сатрни т- Уринга кУйсак, худди (8) детерминант зосил 
булади. Бунинг учун сатрларни иккитадан, заммаси 
булиб, т-п  марта узаро алмаштириш керак. Бундан 
R(f\ <р) ва 7?(<р; /) детерминантлар бир-биридан (—1),7Ш 
купайтувчигагина фарк килиши аникланади.

67-§. Системани номаълумларни йуцотиш 
усули билан ечиш

Бу параграфда системадан номаълумларни йукотиш 
(чикариш) назариясининг асосий татбики булган юко
ри даражали тенгламалар системасини ечиш билан 
шугулланамиз. Биз майдон устидаги иккита но
маълумли иккита

f{x\ у)  = 0, <р(лг; у)  -  0 (10)
алгебраик тенглама системасинигина текширамиз. Бун
дай системани ечиш куйидаги теоремага асосланади.

1 - т е о р е м а .  Агар 66- § д а г и ( 7 )  купдадларнинг 
(8) результанти нолга тенг булса , (7) купдадлар
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H jtUMUtl илдизга эга ёки уларнинг а0 ва Ь0 бош ко - 
|рфициентлари нолга тенг ва аксиняа , (7) купзад*  

■WP умумий илдизга эга ёки уларнинг а0 ва Ь0 бош 
\Щи»Фф1щаенп1лари нолга тенг булса> у  з ол да  бу куп* 

ЩОларнинг (8) результанта нолга тенг булади.
П с б о г и .  I. Фараз килайлик, (8) результант нолга 

f f l l i r  булсин. Бу зол (8) детерминантнинг биринчи ус- 
I Туиидпги замма элементлари, демак, а0ваЬ0 зам нол- 

| и и-in' булганда юз бериши мумкин.
Агар коэффициенгларнинг акалли биттаси, аниклик 

юцуп а0 нолга тенг эмас десак, (8) результант учун (1) 
"41171 и к уринли булиб,

#(/; ? )  = a ” <p(a1)<p(a2) . . - ip (a„ )= 0

I  вижарнлади. Бундан, а™Ф0  булгани сабабли <р(ап ) = 0 
КСЛиб чикади, яъни Щ умумий илдиз булади.

II. Аксинча, а 0 =  £0 =  0 булса, (8) детерминантнинг 
НО̂ га тенглиги равшан. Шу сабабли f(x)  ва <р(л;) куп- 
■вдлар ai умумий илдизга эга булсин. Бу вактда я 0 =  
т /)0—0 булса, юкорида айтилганидек, (8) детерминант 

f |лбатта нолга тенг булади. Агар а0 ва Ь0 нинг акалли 
Пигтаси, масалан, а0 нолдан фаркли десак,

R(f; ? )  =  a o 4 > ( a i ) ? ( a 2 ) - - - т ( « л )

И(|к)да уринли булиб, <?(<*/) = 0  га асосан, /?(/; <р)=з О 
ми зосил киламиз.

Энди (10) системага кайтайлик. f(x\ у )  ва у(х; у )  
купзадларни х ницг даражалари буйича ёзиб, (10) сис- 
и'мшшнг чап томонларини

1 ‘ f(x; у) =  Щ в  = а 0(у )хи -J- a l[y)xk~1 +  • • • +
+ d^ i ( y )x - i - ak(y), (а0(у)фОу (11)

В£)

<р(*; y) =  <t>(x) =  if0(y)xl +  b1 (у)х‘~'-\---------н
+ bi-dy)x-\-b[(y), (Ь0{у)фО)

курннишга келтирамиз, F(x) ва Ф(х) купзадларнинг 
результантини Сильвестер детерминанта шаклида ёза- 
миз:
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а о(У) а \(у) • • ’ ak-i(y) ak(y) О--- о
о а0(у) • • • ak- 2(y ) ak- t{y) ak(y) • • -О 

* * * * * * * *  •

О 0 ••• а0(у) а,(у)  • • • а У у ) /  
Ь0{У) ' b i -ЛУ)  Щ )  0  • • • О

О £0(У)-*Л-^(у) V i(y) ^ ( у ) - - - о

( 12)

О О • • • О Ь0(х) ••• £z(y)
Равшанки, бу детерминант у  га нисбатан ^  майдон
устидаги куп^адни ифодалайди.

2 - т е о р е м а .  Агар (10) система х =  а ва у —р 
ечимга эга булса, у  = р циймат ф(у) =  О тенглама 
учун илдиз булади. Аксинча, <Ку) =  0 тенгламаниш 
илдизи учун  а 0(Р)ф  О ва Ь0($) Ф  О муносабатлардан 
ацалли биттаси бажарилса , (10) система k *» а, 
у — р ечимга эга булади.

И с б о т и .  I. Фараз кнлайлик, (10) система х  =■ а, 
у=*р ечимга эга булсин. Агар у*=р ^ийматни (11) куп* 
^адларга куйсак, х га нисбатан куйидаги купдадлар 
^осил булади:

f (x;V)=F(x)
<p(x; р) =  Ф ( .ф Ш х ‘ + ЬЛ№1~1 + - - ' + *>№)• (13)

Бу купдадларнинг результанти
« о ( Р )  « * ( Р )  0
О а 0(р )- - -ай_2(р) ak- i § )  а*(Р)-*-0

т =
О О —  «о(Э) ^i(P) 02(Р)'--0*(Р) 
З Д  *.(?)••• й-1(Р) З Д  0 •* *0
О J>0( p ) . . . ^ _ 2({j) b ^ )  ш  - - о

О О •••о о ^о(Р) • ••£/(?)
булади. Юкоридаги (13) купдадлар умумий л: =  а ил* 
дизга эга булгани учун 1-теоремага асосан уларнинг 
результанти нолга_тенг, яъни ф(р) =  0. Шундай цилиб, 
Р сон ср(у) =  0 тенглама учун илдиздир.

Й. Аксинча, р сон ф(у) тенгламанинг илдизларидан 
бири булсин ва бу илдиз учун #0(Р) ¥= 0 ва £0(Р) ф  О 
тенгсизликларнинг ацалли биттаси бажарилсин.
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Шундай килиб, Ф(Р) *=■ 0 ёки, бопщача айтганда, (13) 
И^мходларнинг результанти нолга тенг. Демак, бирин- 
Nii теоремага мувофик, (13) купдадлар, яъни f(x\ р) 
■I ¥(*> Р) умумий илдизга эга, яъни
Ш /(а; р ) « 0 ,  <р(а; Р) =0
В йвди .  Бу эса (10) системанинг д:«==а, у  = р ечими 
Ворлигини курсатади.

Агар ф(у) =  0 нинг илдизи учун а 0(Р) = О ва
|^(р)»0 булиб колса, (10) система ечимга эга булиши 
§|, шунингдек, булмаслиги дам мумкин. Буни аник- 
||Ш учун а 0(р)=0, £0(р) = 0 шартни каноатлантирувчи 
■ip бир р сонни длодида текшириб куриш лозим.

М и с о л  л ар. 1. Ушбу системани ечинг:

I х2У +  Злу +  2у +  3=0, 
12ху 2х -f- 2у -*)— 3 == 0.

( И )

Ечиш.  Иккала тенглама у  га нисбатан биринчи да-
l l  жали булгани учун системадан у  ни чикариб х га 
Иисбатан битта тенгламага келиш кулайрок; Шу ма^‘ 
йадда системани

((х2 + 3х + 2)у + 3=~0,
I (2х +  2)у +  (3 — 2х) — О

(15)

КУринишда ёзиб, 

?(•*) ■
^  Зх -I- 2 
2л: -f 2

3.
3 — 2х

^иеоблаб,

(16)Ь-ШШ

результантни тузамиз. Бу детерминантни 
куйидаги тенгламани досил киламиз:

х (2 х * З х  +  1) = 0.
Бу тенгламанинг Щ 0 илдизи учун

а0(0) =  О2 +  3 • О +  2 =  2, а0{0) — %
^ о (О ) =  2 * U  +  2  2 ,  ^ о (О )  =  2

булади.
Шу сабабли, (15) дан кийматда досил бу-

ладиган
12у +  3 «  О,
{2 у  +  3 = О
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система у  =  — — умумий илдизга эга. Демак, (НУСис*

теманинг ечимларидан бири х s=0, эк£н*
(16) тенгламанинг Х2 ти — 1 илдизи учун а 0(—1)--0 

ва = 0  булади.
Демак, (15) дан 3 «  0 ва 3 — 2х *= 0 зосил булиб, 

бу система умумий илдизга эга эмас (умуман 3 — 0 
мумкин булмаган тенглик).

Низоят, (16) тенгламанинг * 3=» — — илдизи учун

а ° (— y ) — T  ва = 1* Демак> ( 15) дан
— — цийматда ^осил оуладиган

' | у  +  з  =  о, Я
4

+  4 = О Я
система у =  — 4 умумий илдизга эга. Шундай к;илиб, 
системанинг иккинчи ечими х = — —, у — — 4 булади.

2. Ушбу системани ечинг:
| — х у  +  2л: +  у — 2 =  О,
12х2у — 4л:1 — х  +  I *= 0. Я

Ечиш.  Бунинг учун системани
(2 — у)х  +  (у — 2) =  О,

. (2у — 4)хг — х + 1 == О 
шаклда ёзиб, ушбу тенгламани тузамиз:

2 — у у — 2 О

( 1 7 )

<КУ) = О 2 — у у -  2 
2у — 4 —1 1

—1 1 0
-  (У -  2)г 0 -1 1 аа

2(у —2) 1- 1 1
— 1 1 1

Щ (У ~~ 2)а 0 0 1 =5
2(У -  2) 0 1

2(у — 2)3 «=• 0, ф(у) - Я — 2)3 0.
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Q(y 2);‘ — 0 ни ечиб, у = 2 илдизни топамиз. Бу у =  
1т2  киПматда а0(2) = 0 ва Ь0(2) =» О булиб, (17) дан 

1 () «■(},
булади. Бундан л;=»1 топилади. Демак,

-л -И —О
Мврилган система учун л:*» 1, у  « 2  ечимдир.

68- §. Купдад илдизининг мавжудлиги
I >пз майдон тушунчаси билан китобнинг I цисмида 

Тйнишган эдик. Бу параграфда эса майдон кенгайтма-
* и тугрисида фикр юритамиз.

1-т а ъ р и ф .  <& майдоннинг барча кием майдонла- 
[ ри кесишмаси минимал майдон дейилади.

2- т а ъ р и ф .  Агар бирор <&' туплам майдон- 
Иииг кием майдони булса, < ^ м ай д о н е^ '  майдоннинг 
Нстайтмаси дейилади.

Нирор купдад оР  майдон устида илдизга_эга бул- 
Швса, бу купзаднинг кенгайтмаси булган устида 
ЮИЛДизга эга буладими? Оддий мисоллар билан иш кур- 

Мида бу савол ижобий жавобга эга эканлигига ишонч 
[ Косил килиш мумкин. Масалан, f(x) — х* — 2 купзад 

рационал сонлар майдонида илдизга эга булмагани 
ПО'лда, бу майдон учун кенгайтма зисобланган заки- 

циП сонлар майдонида илдизга эгадир. /(л:) =  л;2 +  5 
[кУпзад эса закикий сонлар майдонида илдизга эга 

б^лмай, балки комплекс сонлар майдонида х=  ± iV 5 
илдизга эга булади.

Куйидаги теорема уринли.
1 - т е о р е м а .  <£% майдон устида келтирилмайди- 

9ан %ар цандай
1{х) =  а^хп -f- аххп * . • .  -}-* йп—\Х -[- ап (и ^  1)

к\'п.\ад уяун <£Р нинг шундай кенгайтмаси мае- 
жудки , унда f(x) купдад илдизга эга %амда <&май- 
Оонни ва f (x)  нинг бирор илдизини у з  ияига олган 
барча минимал майдонлар узаро изоморф булади.

И с б о т и .  Даражаси 2 булган ва о Р  майдон 
устида келтирилмайдиган f(x) купзад берилган бул- 
сии. Агар купзад келтириладиган булса, уни келти
рилмайдиган купзадлар купайтмасига ёйиб, ихтиёрий 
купайтувчи купзад илдизини оламиз. Бу илдиз f(x) 
учун зам илдиз б^лишлиги уз-узилан маълум.
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f(x) нинг бирор «  илдизини Уз ичига олувчи ва /ЙЯ 
учун кеигайтма буладиган ^  майдоннй куйидаги’ 
усулда курамиз. Купдадларнинг S?[x]  ^алкасини /олиб, 
бу кал^адаги барча купдадларни f(x) га булиб ч икп- 
миз ва &[х]  калкани цосил булган колдиклар буйи
ча синфларга ажратамиз. Бошкача айтганда,
= Ф{х) (mod /(х)) шартни каноатлантирувчи <р(х) па 

ни битта синфга киритамиз. Бу синфларни А, В, 
С , . . .  каби белгилаймиз. <Pi(x)£ А ва ф,(л:)££ элемент- 
ларнинг йигиндиси ва купайтмасини

0.i(-*) — <Pi(*Mi(*) Я
каби белгилайлик.

Энди А ва В синфларда мос равишда бошка бирор 
f 2(x) ва W-*) купдадларни олиб, улар учун

Х г (* )  — Ъ ( х )  +  М * ) .  е а ( * )  =  ? * ( .« ) •  . . ' Я  

каби белгилайлик. Шарт буйича
<Pt(x) s  <Р2(л:) (mod f(x)), (1)
Ф1 (х) ЩВ ! !  (mod f{x)) (2)

булгани учун
<Pi(^) +  'l,1(A;) =  ? 2(A:) +  >I>a(A:)(mod/(x)) -Щ 

булади. Бу таккосламага асосан
XtW =  XaW (mod f(x)). (3)

Боищача айтганда, Xi(-*0~Х2М  ^ам f (x) га колдик- 
сиз булинади, яъни Xi(x) ва хЖх̂ ) лаР битта синфнинг 
элементлари булади. Худди шундай, (1) ва (2) ни дад*» 
лаб купайтирсак,

^ { х )^ Л( х )^ ^ 2(х)^х){тоЩх))  I !
ёки

(mod/(л:)) (4)
досил булалди. <р/(лг) ва |||Щ (/“ 1, 2) лар А ва В 
синфларнинг ихтиёрий элементлари эди. (3) таккосла
ма ёрдамида аникланувчи Х \ ( х )  ва ХгС*) лар А ва В 
синфларнинг ихтиёрий иккчита элементи йигиндилари- 
дир. Бу йиринди бирор С синфнинг элементи эканлиги 
аник- Шу синфни А ва В синфларнинг й и р и н д и с и  дей- 
миз ва уни С=А + С каби белгилаймиз. (4) таккосла
ма ёрдамида аникланадиган синфни эса Л ва В синф-
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;i/i|) купайтмаси деб атаймиз ва уни D =* А • В каби 
■•лгилаймиЗ'

Энди А, В, С , . . *  синфлар тупламининг майдон бу- 
Кшини курсатамиз.

Хацикатан, <&[х\ залкада купзадларни кушиш,
учта купзадни узаро купайтириш ва иккита купзад 
йигпндисини учинчи купзадга купайтириш ассоциатив 
па дистрибутив булганидан, бу хоссалар мазкур куп- 
цядларга мос кёлувчи синфлар учун зам сакланади. 
Ьуидан та ш кари,

ср(л)-ф(л:)==ф(х).<р(л:)
булганидан синфлар залкаси коммугативдир.

Каралаётган халканинг ноль элементи k>f(x) =  
*zQ(modf(x)) га мос келувчи синфдан, яъни f  (х) га 
кплдиксиз булинадиган купзадлар, купзадлар тупла- 
мидан иборат.

Ноль элемент одатда 0 каби белгиланади. <р(лг) = 
mm r(x) (mod f(x)) булиб, <р(̂ с) £Л булса, ~<р(я) =  
ire—r(x) (mod f(x)) эканлигидан — <p( )̂ 6  Л булади. Чун
ки, ср(л: ■ +  (—? ( * ) ) =  0 (mod/(*)) таккослама доимо 
Уринлидир. Шундай килиб, Л, 5 ,  С , . . .  синфлар туп- 
Лвмида айириш амали аникланган ва у  бир кийматли- 
дир.

Энди Л, В% С , . . .  синфлар тупламида булиш амали 
J/ринли эканлигини курсатамиз. Бунинг учун унда бир* 
лик элемент ва нолдан фаркли зар бир А синф учуй 
А *5 = Е шартни каноатлантирувчи В синф мавжудли
гини курсатамиз. f (x) га булганда колдикда 1 зосил 
суладиган купзадлар синфи берилган тупламнинг бир^ 
лик элементи булади; уни Е оркали белгилайлик.

Л синф нолдан фаркли синф булсин. У золда А 
синфдан олинган ихтиёрий ^(л:) купзад f(x) купзадга 
колдикли булинади (бунда колдик нолга тенг эмас). 
Лекин f(x) купзад келтирилмайдиган купзад булгани 
учун ср(х) ва f (x )  купзадлар узаро туб булади. Бун
дан \ .

ср(х)а(х) + f(x)v(x)  «  1 (5)
шартни каноатлантирувчи и(х) ва v(x) купзадлар то- 
пилади. (5) тенгликни <?(х)и[х) *=*1 — f(x)v(x) куриниш- 
да ёзиб олсак, ундан f(x) модуль буйича

ср(х)и(х) фрк l(mod f(x)) (6)
таккослама ^осил булади.
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Агар <р(лг), и(х) ва 1 га f(x) модуль буйича мос 
келувчи синфларни мос равишда Л, В ва Е деб бел- 
гиласак, (6) дан А*В=Е тенглик зосил булиб, бундан 
В = Л~1 булади. Демак, биз караётган Л, В, С , . , , '  
синфлар туплами майдон булар экан. Бу майдонни 
оркали белгилайлик; у  j p  майдоннинг кенгайтмасидан 
иборат булади. майдон о р  нинг кенгайтмаси зкан- 
лигини курсатиш учун оР  майдоннинг а  элементига 
f(x) га булганда зосил буладиган колдик а га тенг 
/улган купдадлар синфини мос куямиз. Бу синфни 
<о^|а] оркали белгилаймиз. Уз-узидан маълумки, а 
зам шу синф элементи булади. Бу ерда за£ бир <& 
элементга <=Р(а) га тегишли битта синф ва аксинча Ь 
колдикка мос келувчи зар бир оР(Ь) синфга битта 
Ь £ <2̂  элемент мос келади, бопщача айтганда,
=  (t = a, булади ва бу изоморфлик yfrtjt)
синфларини кушиш ва купайтиришда зам сакланади, 
яъни S  (t) JQ S '  булади.

Энди S y[x] залка элементларидан f(x) га булган
да колдикда х зосил буладиган купзадлар тупламини 
X деб белгилаймиз ва бу синф (f)x купзад учун ил
диз эканлигини курсатамиз.

#*£<2̂  (*== О, 1, 2 , . . . )  элементларга мос келувчи 
JT: элементлари (синфлар)ни Л/ деб белгилаймиз.

( Л Г С ^ ) Д ) Л ;  С ^ ) = ^  _  I
=ф- (А0Хп -f- AtXn 1Ч- . . .  Ч~ An-iX -f- А„ С  е£Р). ’.я  

At (i = О, 1, 2 , . . . )  синфни Xk (k = 0,п) синфга ку
пайтириш ёки AiXn~l синфни AjXn~i синфга цушиш 
учун уларнинг тегишли вакилларини купайтириш ёки 
кушиш кераклигини биз юкорида куриб утган эдик.

f ( x ) купдад щ  хамда хп~1 лар купайтмасининг ал- 
гебраик йигиндис'идан иборат булгани учун бу купдад

Т=А0Хп+ +  • • • +  А . - 1 *  +  Аг 1
синфга тегишли булади. Лекин f(x)lf(x) эди. Демак, 
Т синфда Л/ коэффициентларни а££ <Jp лар билан ал- 
маштирсак,

Q̂ X* +■й\Хп 1 + . . .  +  ап—\Х -j- &П8=8 О 
булиб, X синф /(л;) купзаднинг илдизидан иборат бу-
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/тли. Шундай килиб, теореманинг биринчи кисми ис- 
бог этилди.

Энди теореманинг иккинчи кисмини исботлайлик. 
о5̂  майдон устида келтирилмайдиган f(x) купдад бе
рилган булсин. У холда теореманинг биринчи кисмига 
(Н'осан f(x)  нинг бирор а илдизини уз ичига.олувчи 

кенгайтма майдон мавжуд булади. Бунда куйида
ги леммадан фойдала’намиз.

Л е м м а .  Агар а элемент <£$ майдон устида кел
тирилмайдиган f(x) ва о9 [х[ %алцадан олинган би
рор g(x) купдадларнинг илдизи булса,  унда g(x) j f (x)  
яъни g(x)  купдад  f(x) га булинади.

Хакикатан, Безу теоремасига кура ^(а:)=(л:— 
эаи . g(x)  ихтиёрий купдад, f(x)  эса q9 майдон усти
да келтирилмайдиган купхад булгани ва улар узара 
туб булмагани учун g (x ) l f (x ) булади.

Энди майдоннинг шундай минимал кием май- 
донини излаймизки, у  уз  ичига <?9 майдонни ва а эле-
ментни олеин. Бу майдонни о9* (а) оркали белгилай
лик. _______

a ^ ^ ( a )  булиб, bt £ S  l )  булгани
учун

I  Р = Н- îa ”Ь • • • “Ь bn—1«” (7)
булади.

оТ* майдоннинг *ар бир элементи учун (7) ёйилма 
ягонадир. Хакикатан, агар тескарисини фараз килсак, 
У холда

Р —С0 “f" c ia "Ь c 4a‘i 4* • • • "Ь Сп—1&П
тенглик бирорта k номер учун сд. ф  булганда хам 
Уринли булиши керак. Бундай холда х =  а элемент

I  £(■*) — (Ь0 — с0) +  (bt — c t)x +  (b2 — с 2)х2 + ' . . . +
I  +  (bn—i  —  Cn- i ) x n

куги^аднинг илдизи булади. Бу эса gap g(x)  <  gap f(x) 
булганлиги учун юкоридаги лемма шартига зиддир. 
Шунинг учун барча k (6 =  0, п — 1) лар учун =  
«- экан.

Агар by = b2 = . . .  =  bn- 1 — 0 десак, b0£dF  эканли-
гига асосан (7) дан <& майдоннинг элементлари Ь0—0,
Ь\ = 0, Ь2 ==0, . , .  , 6Д_1 =  0 булганда а эламент зосил 
булади.
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£ ^ ( а )  н ин г д а ц и к а т а н  м ай д о н  эк ан л и ги н и  к у р с а ти ш  
\ у ч у н  у н и н г  ( 7 )  в а

T ‘“ co +  cia +  c2<x8 +  »*-+<?n-i<*”-1 (8)
влементлари туплами майдоннинг барча аксиомаларини 
каноатлантиришини кУрсатишимиз керак.

Хакикатан, <££ майдондаги иккита синфни кушиш- 
га асосан

Р+ Т  — 0&о ±  £<>)+ (^ i ±  ct)a 4 "  • • • +  ( 4 . - х  ±  £/.-

булиб, $ ± т $ еР ( а )  булади. Иккинчидан, .май
донда /(а)=0 шартга асосан

0 «= OqOl" -j" CLya 4" • •• 4“ (In- 1* -)- CLn
€ки a0an =  — a,;*"-1 — . . .  — a n_ia — an булиб, a", a”+1,

a , . . .  лар a нинг n дан кичик даражалари оркали 
ифодаланади. Бу тасдикка асосан

Р’ Т — +  ^2as + . . .  +  da-\v.n^   ̂'у
•булиб, булади.

Энди &  (а) нинг зар бир р^О элементи тескари {Г-1 
элементга эга эканлигини курсатамиз. Бунинг учун 
<ЗР[х] залкадан олинган

<t(x) =  Ь0 4* ЬуХ +  Ь3х% 4" • • • 4" Ьп—1Хп 1 
купдад билан да келтирилмайдиган F( х) купзад- 
ларни караймиз. f(x) купдад келтирилмайдиг ан ва 
дар/(лс) >  дар ср(лг) булгани учун f(x) ва ср(д') узаро 
тубдир. У *олда еР[х\ залкада <?(x)u(x)-\-f(x)v(x) = 1 
тенгликни каноатлантирувчи и(х) ва v(x)  топилиб, 
дар и(х) >  дар v(x) булади.

Бу тенгликда jc=a десак, /(а) =  0 га асосан <р(я)Х 
Х« ( « )  =  1 булади. Лекин, (p(a) =  j3 эдй. Шундай ки‘ 
либ, и;а) =  р-1 экан. Демак, р-1 =  и(а)=-$„ 4- $i(a) 4-
4- s2аа -f- $„_!ая-1 куринишга эга. Шундай килиб,
с ^ (а )  С  <̂ р экан.

1 - э с л а т м а .  (7) ёки (8 ) куринишдаги элементларни одатда 
ил гебр а и к  элем ент лар  дейилади.

2- т е о р е м а. Алгебраик сонлар туплами майдон 
булади.
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Ис б о т и .  (7) ва (8) куринишдаги 7 ва  ̂ ни кушиш 
ёки купайтириш учун улардаги а нинг коэффициент- 
лори билангина иш кУрилишини биз биламиз. Демак, 
Куйидаги хулоса уринли булади.

Агар /(х) купзаднинг_бршка бирор а' илдизини ва
dP ни уз ичига о л у в ч и к е н г а й т м а  мавжуд булса 
замда с>9 (<*■’) майдон нинг ^  ва а ларни уз ичига 
олувчи минимал кием майдони булса, у  золда с ^ ( а ) ^  
S£gP ( oi.') булади.

Бу изоморфликни Урнатиш учун (а) нинг а
буйича.булган ёйилмасидаги <* нинг Щ (/ =  0, я  — l) 
коэффициентларига fi '£  ©^(а ') нинг а' буйича ёйилма- 
сида шу Ь\ коэффициентларни мос куйиш кифоядир.

2- э с л а т м а .  Хар кандай х —с  шаклдаги чизикли купайтувчи 
келтирилмайдиган булгани учун бу купайтувчи }{х) к^пхаднинг 
келтирилмайдиган купайтувчиларидан бири булади.

майдонда.келтирмайдиган купзад да_ келти
риладиган ва илдизга эга булганлиги учун у  е^°да чи- 
зикли купайтувчилар купайтмасига ёйилиши мумкин. 
Агар (х  — с )к чизикли кУпайтувчини k та купайтувчи 
деб зисобласак, у  золда куйидаги натижа уринли:

1-н а т и ж а .  Даражаси я  га тенг булган купзад- 
нинг <&> майдондаги илдизлари сони я  тадан ортик 
эмас.

3 - т а ъ р и ф  Агар майдоннинг шундай Q кен- 
гайтмаси мавжуд булсаки, унда я-даражали f(x) куп- 
зад я. та илдизга эга булса, Q майдон /(х) купзад 
учун ёйилма майдон дейилади.

Таърифга асосан я-даражали /(я) купзад Q май- 
донда я  та чизикли купайтувчи купайтмасига ёйилади. 
Демак, бундан сунг Q ни зеч кандай усулда кенгай- 
тириш мумкин булмайди, бошкача айтганда, /(х) нинг 
янги илдизларини уз ичига олувчи кенгайтмаси мавжуд 
эмас.

3 - т е о р е м а .  оЯ [х] %алцада берилган %ар цандай
п-даражали купдад  учун  ( я >  1 булганда) ёйилма 
майдон мавжуд.

И с б о т и .  Куйидаги икки 30л булади:
а) /(х) купзад е ^ д а  я  та илдизга эга. Бундай зол

да майдон кУпзад учун ёйилма майдондир.
б) f(x) купзад е ^ д а  чизикли купайтувчилар ку

пайтмасига ёйилмайди, яъни /(х) купзаднинг барча 
илдизлари dP  га тегишли эмас.



У холда f (x) ёйилмасинииг даги бирорта кел
тирилмайдиган <р(лг) к;упайтувчисини олиб, о^нинг 
шундай кенгайтмасини тузамизки, унда <р(я) к^п- 
хад илдизга эга булади. оР '  да /(х) нинг бирорта 
келтирилмайдиган кУпайтувчисини олиб dP'  ни я на
кенгайтирамиз. Илдизнинг мавжудлиги ^акидаги тео- 
ремага асосан а^нинг кенгайтмасида /(х) илдизга эга
булади. Бу жараённи давом эттириб, нинг шундай 
Q кенгайшасини топамизки, бу кенгайтмада f (x)  к^п- 
хад чизикли к^п^адлар куяайтмасига ёйилади. Бу Q 
майдон }\х) учун ёйилма майдон булади.
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VI б о б . КОМПЛЕКС ВА ЗДЦИКИЙ СОНЛАР МАЙДОНИ 
УСТИДА КУПДАДЛАР

69-§. Купдад бош ^адининг модули.
Алгебранинг асосий теоремаси Куп^адни чизицли 

купайтувчиларга ёйиш. Комплекс сонлар май- 
донининг алгебраик ёпицлиги

Т а ъ р и ф .  Агар ^ м а й д о н  устида$*\х\ залцадан 
олинган ихтиёрий мусбат даражали р{х) купдад камида 
битта илдизга эга булса, у  золда |й| алгебраик ёпиц 
майдон дейилади.

1 - л е м м а  ( Д а л а м б е р  л е м м  а си)* Комплекс 
сонлар майдони С устида мусбат даражали /(*) 
купхад берилган булиб, а^ С  уяун f (а)ФО булса| у 
холда, шундай С комплекс сон топиладики, нати,- 
жада \f [c)\<\f(a)\ тенгсизлик уринли булади.

2 - л е м м а  ( В е й р ш т . р а с с  л е м м а с и ) .  С(г) хал* 
цадан олинган ихтиёрий f(z) купдаднинг модули С 
майдонда бирор г0 нуцтада энг кияик цийма'тни 
цабул цилади.

Бу леммаларни исботсиз келтирдик.
Т е о р е м а .  Комплекс сонлар майдони алгебраик 

ёпищ майдон.
И с б о т и .  С майдонда f(x) купзаднинг модули х0 

пуцтада энг кичик ^ийматга эга булсин (2- леммага 
асосан бундай х0 сон топилади). х0 сон f(x) купзад- 
пинг илдизи эканини курсатамиз.

Фараз килайлик, х0 сон f(x) купзаднинг илдизи 
булмасин. У золда, ?(х0)ф 0 булади. 1 -леммага асосан 
шундай с комплекс сон мавжудки, |/(̂ )|<!/(̂ 0)1 тенг- 
Сизлик бажарилади. Бу тенгсизлик \f;x)\ нинг энг 
кичик кийматга х0 да эга деган фаразимизга зид. Д е 
мак, фаразимиз нотугри, яъни х0 сон /(я) купзаднинг 
илдизи экан,

Биз алгебранинг асосий теоремаси деб аталувчи 
теореманинг исботини ва унинг зар хил татбицларини 
кУриб Утамиз. Бунинг учун аввало куйидаги купзад 
бош задининг модули зацидаги леммани куриб утамиз.

3- л е м м а .  Коэффициентлари комплекс сонлар 
майдонидан олинган* даражаси. 1 дан кияик бул
маган

/W  а0хп + агхп 1 • • • vt ап^ х  -f- ап (1)
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купдад ва ^ихтиёрий мусбат ^ацщиИ k сон берил- 
ганда, модули етарлияа к а т т а  булган х номаълум 
учун ушбу

\а0хп\ >  k\axxn +  а2хп 2 +  • • .  +  ап_§| +  ап\ (2 )

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т и .  Фараз цилайлик, Л =  шах(|а1|, |a2|V* • •» 

\ап\) булсин. Китобнинг биринчи кисмида
\а +  6|< \а\ +  \Ь\, \а-Ь\ =  |а|-|6|, \ап\ -= |а|я

эканлигини курсатиб утган эдик. Шунга асосан куйи
дагини ёза оламиз:

Jахх а2х 4~ • • • 4“ ап_хх  4“

*< \аххп *| -j- \а2 хп 2| 4“ • • • Н“ +  1̂ л183
=  14 -  2 +  • • • 4 *  1ал- 111*1 +  \а п\ 

Й еЙ Ш  +  | х Г 2 +  . . .  +  И  +  1 )=  А| | | |

( W ^ i ) .  * (3 )
Лемма шартига асосан |х| ни етарлича катта деб 

олиш мумкин. Шунинг учун |д:|>1 деб фараз цилсак,

l£l!=i С  _(£!!_ (4)
|*|-l М - 1  4

(3 ) ва. (4) дан

Iа>хп~х +  а,хп~‘2 + . . .  +  а.п_хх  +  ап\ <  А  (5)

ни-досил циламиз. (2) тенгсизлик уринли булиши учун 
х  номаълум U |>1 шарт билан биргаликда

k 'А Щ |  Й 1а о̂ л1 = Щ ' Ш

тенгсизликни цаноатлантириши керак. Бу тенгсизликни 
|л:| га нисбатан ечсак,

(А-Л|̂ < | й 01-1х|и)=^

М—1 Ы
тенгсизлик зосил булади,
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1- н а  т и ж а .  Хакиций сонлар майдони устида бе
рилган f(x) купдаднинг ишораси х  нинг модули етар
лича катта булганда бош дад ишораси билан бир хил 
булади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, f(x) купдаднинг барча 
коэффициентлари ва х  номаълумнинг кабул киладиган 
кийматлари дакикий сонлар булсин. Агар (2) тенг- 
сизликда k =  1 десак, куйидаги тенгсизлик досил бу
лади:

I  \а0хп\ > |аххп 1 +  2 +  . . .  +

■ /1-^12=5 Cl0Xn  " f "  &\Х +  . .  . “I -  "Ь  &п

ва охирги тенгсизликка асосан f(x) нинг ишораси а0хп 
нинг ишораси билан бир хил булади.

2- н а т и ж а .  Хакикий сонлар майдони устида берил
ган ихтиёрий ток даражали купдад камида битта да- 
кикий илдизга эга булади.

И с б о т и .  f(x) купдадда а0 коэффициентни доимо 
мусбат килиб олиш мумкин. х  нинг етарлича катта 
кийматларида f(x) нинг ишораси а0хп нинг ишораси 
билан бир хил булишини биз юкорида к^риб утдик.

Демак, jc = —/п (//г—етарлича катта мусбат сон) да 
/(—т )<0  ва f(m) > 0  булади. f[x) купдадни ( л + 1) та 
узлуксиз функциянинг й и р и н д и с и  деб караш мумкин. 
У долда математик анализда куриб утилган узлуксиз 
функциялар дакидаги теоремаларга асосан t(x) дам 
узлуксиз функция булади.

Иккинчидан, \—т  т\ ораликда узлуксиз булиб, 
f(-~m)<c0 ва /(яг) >  0 шартлзрни каноатлантирувчи 
функциянинг шу ораликда ноль кийматни кабул ки- 
лиши, яъни f(c) =  0 шартни каноатлантирувчи х =  
**с£1—т ; т ]  мавжудлиги дам бизга математик ана
лиз курсидан маълум. Демак, х~ с  сон f(x) купдад
нинг илдизи экан..

Т е о р е м а  ( а л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а 
си). Даражаеи 1 дан кичик булмаган комплекс коэф- 
фициентли дар кандай купдад камида битта комплекс 
илдизга эга.

И с б о т и .  Биз юкорида ток даражали купдад до 
имо илдизга эга эканлигини кУриб $ггдик. Шунинг 
учун теореманинг исботини жуфт даражали купдадлар 
учун курсатамиз.

221



Фараз килайлик, п-даражали f(x) купдад берилган 
булиб, унда n = 2 k-m булсин (бу ерда £>1 булиб, т — 
ток сон). Исботни k нинг индукцияси асосида олиб 
борамиз.

/ю — 1 ва А = 0  булса, (я  = 1) теорема тугри. Энди 
теоремани / « И  учун уринли деб фараз киламиз.

Маълумки, дар кандай купдад учун ёйилма май
дон мавжуд эди. Шунга кура бирор майдонни f(x) 
купдад учун комплекс сонлар майдонидаги ёйилма 
майдон деб олайлик. f(x) купдад ёйилма_майдонда п 
та az илдизларга эга булганидан a ( г =1, rt) булади.

Энди майдоннинг ва aj(i> j) элементлари ва 
ихтиёрий дакикий с сондан фойдаланиб,

P//5= a/ay +  ^(a/ + «у) (7)
куринишда тузилган элементларни караймиз. Уз-узи- 
дан маълумки, булиб, фц ларнинг сони п эле-

rt л(я— 1)ментдан 2 тадан группалашлар сонига, яъни —- га
тенг.

Иккинчидан,

„ 2 ■ т ( 2*■ т  -  1) -  2 2* •
~*2k' 1-q' (8)

Бу ерда /га ва 2ат —1 лар ток сон булганидан 
•=rri'(2km — 1) дам ток еондир.

Энди илдизлари факатгина ^  элементлардан иборат 
булганда

п ( п - 1)

£ (* )— П  ь м
KJ

купзадни тузиб оламиз. Бу купдаднинг коэффициент
лари Ру лардан тузилган элементар симметрик куп- 
дадлардан иборат булади. Агар р,j ларни (7) билан 
алмаштирсак, нинг коэффициентлари дам аи а2,
..., <лп га брглик булган симметрик купдадлар булиб, 
бу симметрик купдадларнинг коэффициентлари даки
кий сонлар булади.

У , долда 65-§ даги 1 - натижага асосан g(x) нинг 
коэффициенгларининг узи дам дакикий сонлар булади.
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g(x) купзаднинг даражаси ру илдизлар сонига тенг 
булгани учун ва (8) га асосан бу даража 2 k~x га бу- 
линиб, лекин 2й га булинмайди. Индуктив фаразимиз- 
га асосан теорема I k—\ да уринли, яъни g(x) нинг 
P/y(d</ =  1, п) илдизларидан камида биттаси комплекс 
сон ЭДИ. • |

Демак, щ  = ataf - f  с(аг+ау)(1 -< i •< п, 1 эле
ментлар учун шундай бир жуфтлик у,) мавжуд 
эканки, бу жуфтликка мос келувчи комплекс сон 
экан

Иккинчидан, ^  майдон комплекс сонлар майдони
учун кенгайтма майдон эди. Агар сфсх закикий сонни 
оладиган булсак, сх га мос келувчи комплекс сон мав
жуд булади ва унга мос келувчи (г2; /',) жуфтлик зам 
(/,; /,) билан бир хил булмайди. Бизнинг имконияти-
мизда^ га~ ■- та (i\ j) жуфтликлар мавжуд. Х^кикий
сонлар, эса чексиз куп. Демак, шундай узаро зар хил 
схфсг закикий сонлар мавжудки, буларга бир хил (г; 
/) жуфтликлар мос келади, яъни

| аг«/ +  cMt +  «■/) = а, 9 .

1 ар/ +  С2(«г 4- a j)^ b  
булиб, a  ва b комплекс сонлардир. (9) системада н

(^i — Ъ) ( а 1 +  а)) — а — Ь 
зосил булиб, бундан эса аг +  <*у —• -  келиб чикади.

Демак, йигинди ва купайтма зам ком
плекс сонлар экан.

Виет теоремасига асосан а/# а> лар
*£а — (<** +  ay) * +  а*аув  О

квадрат тенгламанинг илдизлари булади. Коэффициент
лари комплекс сонлардан иборат булган квадрат тенг
лама илдизи зам комплекс сон эканлигини биз китоб- 
нинг I цисмида куриб угган эдик. Шундай килиб, Цх) 
купзаднинг илдизларидан затто иккитаси комплекс 
сон эканлигини исбот цилдик. Шу билан теорема тула 
исбот этилди.

Энди куйида алгебра асосий теоремасининг баъзи 
бир натижаларини куриб утайлик.

1 - н а т и ж а .  Комплекс сонлар майдонидаги л-да
ражали купзаднинг п та илдизи мавжуд ,
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И с б о т и .  4-теоремага асосан/"(х) нинг а^алли битта 
комплекс илдизи м авж уд ,  Безу теорёмасига кур а  f(x) 
купдад  х —Gtj га  булинади, яъни

f(x) =>(х — а , ) / ^ )  ( 10)
тенглик уринли.

(п— 1)-даражали fx(x) к уп зад га  нисбатан юцоридаги 
мулозазани куллаб,

f^x) -  (х -  «*)/,(JC) (И )

тенгликни хосил киламиз, бунда /а(х )  купдад  (га—2 )- 
даражалидир ва зоказо, бу жараённи давом эттириб, 
низоят, биринчи даражали /я_х(л:) к уп зад га  келамиз ва

/*_»(■«)—' ( х — яя ) г0 ( 12)

тенгликка эга буламиз, бунда г 0—узгармас сон.
Досил булган ( 10), ( 11 ), ( 12) ва зоказо тенгликлар- 

дан
f(x) =  г0(х — а1)(лс — а2) . . • (•* — ап) (13)

ёйилмага келамиз. Бу (13) ифодага караб. а,,  а2, . . . ,  ап 
сонлар f(x) к у п з аднинг илдизлари эканини курамиз,
чунки 0Lt(i =  l, га) ни х  нинг Урнига кУйсак, /(«/)*<0 
келиб ч и кади.

(13) ёйилмадаги x —<*i иккизадлар биринчи д ар аж а 
ли ва улар келтирилмайдиган купзадлар  булгани учун 
f(x) ни келтирилмайдиган купдадлар купайтмасига 
ёйиш закидаги  теоремага биноан бу х —а,- иккизадлар 
узгармас купайтувчилар аниклигида ягонадир. Бу зол 
sea f (x )  купзаднинг а, ,  с Ш . . <хп дан бонща илдиз
лари йуклигини билдиради,

(13) ёйилмадаги х-~а,- иккизадларни бир-бирига ва 
г 0 га купайтириб чиксак, хосил булган купзаднинг бош 
коэффициента г 0 га тенглигини курамиз. Лекин б у  
к уп за д  }(х) нинг узгинаси булгани учун  г 0=«а0 деган 
натижага келамиз, бунда а0 оркали /(х) нинг бош 
коэффициентини белгиладик. Шундай кнлиб, (13) тенг
лик куйидагича ёзилади:

f(x) =  a0(x — аг)(х — а2) . . . (х — «п), (14)

Бу ёйилма f(x) купзаднинг чизикли (биринчи д а 
ражали) купайтувчиларга ёйилмаси дейилади.

Умуман, илдизларнинг баъзилари узаро тенг булиши 
зам  мумкин. Шу сабабли, з ар  хил илдизларни а,,  а2,
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. . .  , билан белгилаб (14) тенгликни ушбу ринит*
Д|| {Vlll <)Л И МИТ.

/ ( . V )  т  )й( х  -  a , ) m ' ( j c  —  a 2 ) m ’ .  . .  ( J C  —  a k) mk,

б у ИДИ hi | I щ  -|~ • • • +  шк^п, mx%m2> . . . %mk бутун 
M v  Oat eoiwiip мос равишда а1э а2, . . . , ak илдизлар- 
ниш' ШррйЛ1Ш белгалари дейилади. Бошкача айт- 
глпдл ни ///, каррали илдиз деб атаймиз. Демак,  /г- 
длрлжлли Цх) купдаднинг илдизлари бир каррали, 
m ки каррали ва зоказо k каррали булиши мумкин. 
Шундай килиб, комплекс сонлар майдони устидаги 
Даражаси бирдан юкори зар бир f(x) к уп зад  бу май* 
ДОМ устида келтириладигандир.

^акицатан, а1 бундай купзаднинг исталган илдизи 
бУлел. Цх) ии га булиб, куйидагини зосил ки
ли мм*и

в р  f i g  =  С* — <*/)?(*)•
1>у купайтма айтганимизни тасдиклайди.

2 - и а т  и ж  а. я-даражали f(x) к уп зад  х  нинг я  т а -  
дан ортнк зар  хил- кийматларида нолга тенг булса„ 
}{х) ноль куп зад  булади.

И с б о т и .  я -д ар аж ал и

/(л) =  а 0хп +  а ,*"-1 +  . . .  +  ап~1х  +  ап

кУпзад х нинг куйидаги т  та (/я>я) зар хил

Кийматларида нолга тенг деб фараз килайлик. У зо л д а  
бу сонлардан, масалан, дастлабки п таси f(x) нинг 
илдизлари б^либ, (13) тенглик Уринлидир:

f(x) =  a0l X — а^(х — «2) . , . (х — ап).
Перилгани буйича, / (а ; )= 0 , яъни

«о  ( « / —  « 1 ) ( « /  — а2) —  • ( « /  — ° л )  =  0 ^

булади. Бунда аг- крлган ал+1, ал+2, . . . ,  ат  сонлардан 
пегалганини ифодалайди.

•)нди ai—ak ^ 0  (fe=l,  2 , . . . .  п) булгани учун а 0=О 
Деган натижага келамиз. Демак,  к у п з а д  куйидаги 
курннпшни олади:

f(x )=  иiXn х а^хп 2 -j- • • .  "Ь ап_хх-\‘й[п,
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Бу купдад дам п дан кичик даражали булиб, х  
нинг (15) к и й м а т л а р и д а  нолга айланади ва, шу сабабли, 
юкоридаги мулодазани такрорлаб, а ,  =  0 эканини то- 
памиз ва доказо бу жараённи _ охиригача давом эт* 
тириб, !(х ) «=» ап га келамиз. Шарт буйича /(а;) щ 
=0. Демак, а0= ал^ . . .  = а л_1 = а л *“ 0 булгани учун
f(x) =  0 экан.

3 - н а т и ж а .  Даражалари п дан юкори булмаган 
f(x) ва ?(л:) купдадлар х  нинг п тадан ортик дар хил 
кийматларида бир-бирига тенг булса, f(x) ва <р(дс) 
узаро тенг купдадлар булади.

И с б о т и .  Даражаеи п дан юкори булмаган g(x)*~ 
= / (* )—'?(х) купдад х  нинг п тадан оргик дар хил 
Кийматларида нолга айланади. Демак, юкоридаги тео- 
ремага биноан, g(x)=*f(x)—<р(х)=0  ёки /(■х)«=<р(д:) б у 
лади.

70- § ^ациций сонлар майдони устида 
келтирилмайдиган купдадлар. Дакикий 

коэффициентли купдад мавдум илдизининг
КУшмалилиги "

1- т е о р е м а .  Х,щщий сонлар майдони устидага 
/ (х) купдад х нинг, цушма комплекс кийматларида 
цушма комплекс цийматларни цабул цилади.

И с б о т и .  а дакикий сонни оламиз ва Тейлор фор- 
муласига асосан f(a  +  h) ни h нинг даражалари буйи
ча куйидагича ёямиз:

f (a  +  h) -  f{a) + /' (a) h +  . . .
г  I tl\

' ^  -.

Бу ёйилманинг коэффициентлари дакикий сонлар 
булиб, биз уларни ушбу куринишда белгилайлик:

/ (а) =  Л0> Г (а) |  !Щ||| =  А2, . . . .  =  Ah.

У долда юкоридаги ёйилма
/  ( д  - f  А ) •=* А0 4 "  ^4jA  4 "  A>Jft 4 *  • • • 4 “ Ааha

куринишни олади. Агар уз ичига А нинг жуфт за ток 
даражаларини олган дадларни айрим-айрим гурудлар- 
га ажратсак,

/ (а 4- А > щ*. (Ло 4  Л 2А2 4" Щ9М, 4  • . •) 4"
4* 4" А*А2 4 ^ ьА4 4  • • •) А (1)
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Т1ИРЛИК зосил булади. Энди бу тенгликка h*=*bi (£— 
)|мки|<и11 сон) кийматни куйиб куйидагини зосил кила- 
MH1I

/( й 4- Ы) (Л0 — А2Ь2 +  — . • . )  -J- 
4~ (Ах — А&Ь2 4" АЬЬ̂  — | • • )  bi

4ки
1 (a 4- bi) =* М 4 - М ,

б ук  ДО М = Л0 — Л 262 +  А4|И — . . .  ва N =*Ь(АХ — Л 3&2-^
| Афк — . .  . ) закикий сонлар.

Агар ( 1) тенгликка к =  — Щ кийматни куйсак,

f(a  -  Ы) =  ( Л0 -  АйЬ2 4- Л 464 - . . . ) -
— bi (Лх — АъЬг 4- Л564— . • . )

йки f (а — bi) =  М — М  тенглик келиб чикади.
Шундай килиб, х  нинг а -\-bi ва а — Ы кийматла- 

рида f(x)  купзад M-\-Ni ва М — М  кийматларни ка
бул килади.

1- н а т и ж а .  У^щщкй сонлар майдони устидаги f (х) 
купзад учун а 4- bi комплекс сон илдиз булса, у  зол- 
да унга кушма а ~~ bi (b Ф 0) комплекс сон. зам илдиз 
Охлади. ч

И с б о т и .  а 4- bi комплекс сон f(x)  нинг илдизи 
болтани учун f / а-\-Ы) =  М + М  — 0, М -j-Ni =  0. Демак, 
M =  N=== 0. Шунинг учун / (а — bi) — М — Л/г = 0 —
— О/ «=0,/{а — bi) =  0. Бу эса а  — Ы сон f (х) нинг 
илдизи эканини курсатади.

2- н а т и  ж а. Хакикий сонлар майдони устидаги f (х) 
купзаднинг мавзум* илдизлари сони жуфт булади.

Хакикатан, 1-натижага биноан, зар бир a -\-bi ком
плекс илдиз учун яна а — Ы илдиз мавжуд.

3 - н а т и ж . а .  Хакикий сонлар майдони устида жуфт 
даражали / ( я )  купзаднинг закикий илдизлари сони 
жуфт булади.

Хакщатан, f(x) нинг даражасини п ва мавзум ил- 
дизларнинг сонини т  десак., закикий илдизларнинг соии

— m булади. п ва т  жуфт сонларни ифодалагани 
учун k зам жуфт сондир. Бу т  ва k ёонлйрдан битта
си 0 га тенг булиши, яъни / (х) нинг ё мавзум , ёки 
закикий илдизлари булмаслиги мумкин.

*М ав*ум илдиз деб Ьф  0 шартни цаноатлантирувчи а + Ы ил- 
дизни тушунамиз.
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4- н а т и ж а. Хакикий сонлар майдони устида ток 
даражали ) {х) купдаднинг дакикий илдизлари сони 
ток булади.

Хакикатан, п тон; ва т  жуфт булса, k*=*n — m ток 
булади. Шундай килиб, f  (х) нинг энг камида битта 
илдизи дакикий булади. яг =  О булса, унинг дамма ил
дизлари дакикий булади.

5 - н а т и ж а .  Хакикий сонлар майдони устидаги дар 
6Hpv / (x )  купдадни шу майдон устидаги биринчи ва 
иккинчи даражали келтирилмайдиган купдадлар  к у 
пайтмасига ёйиш мумкин.

Хакикатан, / ( х ) нинг илдизларини а1э а2э , <хп 
десак,

f{x) =  a0(x — <xi) ( х — <*2) . .  . (х —<хп)
ёйилма досил булади, бунда я 0 — дакикий сон. Агар at 
дакикий илдиз булса, х — a t дакикий сонлар майдони 
устидаги биринчи заражали (демак келтирилмайдиган) 
купдадни ифодалайди. Агар а2 ===& + ^  комплекс ил- 
дизни билдирса, / (х) нинг илдизларидан биттаси a — bi 
Кушма комплекс сондан иборат булада. Айтайлик а3 =

a — bi булсин. У долда дакикий сонлар майдони 
устидаги иккинчи даражали келтирилмайдиган

(х — щ) (х — а3) — (х  — а  — Ы) (х — а +  Ы) =
=  ( х —  а ) 2 Ь'г х* — 2ах  +  а 2 +  Щ

купдадни досил киламиз.
Д ем ак ,  f  (х) к | п д а к и к и й  сонлар майдони усти

даги биринчи ва иккинчи даражали келтирилмайдиган 
купдадлар купайтмасига ёйилади. Купдад дакикий (ёки 
мавдум) илдизларга эга булмаса, бу ёйилмада биринчи 
(ёки иккинчи) даражали келтирилмайдиган купайтувчи- 
лар булмайди.

Х у л  о с а .  Ха^икий сонлар майдони устида иккин- 
чидан юкори даражали дар бир f(x )  купдад  шу май
дон устида келтириладиган купдаддир. Хакикатан, 
юкррида айтилган ёйилмани дакикий сонлар майдони 
устидаги ва даражалари f (х) нинг даражасидан кичик 
иккита куп д ад  купайтмасига келтириш мумкин.

Масалан, / ( * ) = я 4 +  1 купдадни олайлик. У долда
'  4 / - - —  Щ ***— т—J ' t 7--------- 2 6 + 1  , . .  2 Л + 1Х*=*у — 1 =  у  COSrc-H$inTC =  COS ------ ТС +  /Sin --------ТС

4 4

булиб, унинг илдизлари куйидагилар булади:
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Il ly сабабли f(x )  — ( *  — a,) (x — a2) {x — a3) (JC — or4) 
Охлади.

Бунда

4 1 4  2 '  2 '

(л: — a,) (л: -  o4) =  (x — ^  — i j X

X + i —  ] —x* — V ~2 x  +  1 .

( , v - a 2) (x — a3) — +  +  ^  -j- =

«  -j- 2x  - f - 1.
Шундай цилиб, куйидагини зосил циламиз:

/ « - IX

2 2 / V 2 2 /
=  ( х 2 — / ’2 л: +  1) ( л :2 +  / 2л : + 1 )

7 1 - § .  Учинчи дар аж ал и  тенглама
Комплекс сонлар майдони устидаги уш бу

ах 3 -\ -Ь х ? с х -{■ d =• 0 (a=^=0) ( 1 )
куринишдаги тенглама учинчи даражали бир номаълум- 
ли тенглама дейилади. ( 1 ) тенгламанинг xSp икки то- 
монини а  га булиб, уш бу тенгламага эга буламиз:

л 3+  — jc-b — — 0 . (2)а а а
/о\ 3# .(/) да л ;= * у -------алмаштиришни киритиб,



генгламани зосил киламиз. (3) тенгламани соддалаш- 
тиргандан кейин

y3 +  py +  fl =  0 (4>

куринишдаги тенгламага эга буламиз. (4) тенглама- 
даги у узгарувчи урнига иккита а ва v узгарувчини 
у =:ii+v тенглик ёрдамида киритамиз.

Натижада (и 4- v)'d +  р(и +  v) 4- q =  0 ёки
и? +  v3 +  q 4- (3uv 4- p)*(uJ\rv) — 0  (б)

тенгламага эга буламиз. (5) да и ва v ни шундай тан- 
лайликки, натижада

3uv 4- р =  0 (6)
шарт бажарилсин. Бундай талаб куйишимиз уринли, 
чунки

u +  v=*y, ~
, . Р  uv*=— ~

3

тенгламалар системаси у берилганда ягона ечимга эга 
булади. (6) шартни эътиборга олсак, (5) тенглама куйи
даги куринишда булади:

ф 4- ъ* =» — q. (7)

(6) дан u3v3 =  --  ~  булгани учун иг ва v8 Виет
лЗ

теоремасига асосан бирор г2 +  qz — =  0 куринишда-
М /

ги квадрат тенгламанинг илдизлари булади. Бу квад
рат тенгламани ечишдан

------ 1 + ^ + 1 ^ - г ,

р щ
ни зосил киламиз (8) дан

Ч- + Р-  (8) 
4 27
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топилиб, и ва v нинг ^ар бирига учта циймат, у Уз
гарувчи учун эса туккизта циймат топилади* Улардан
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(б) шартни цаноатлантирганларини оламиз. У долдэ 
(4) тенгламанинг барча ечимлари топилади.

Агар и, иг, иг% (бунда е сон 1 дан чицарилган илдиз,  ̂
иьпм »а— I) г1 нинг учинчи даражали илдизларининг 
цийматлари булса, унга мос г2 нинг учинчи даражали 
илдизлари цийматлари vа, v&2, Щ булади. Натижада 
(4) тенглама ушбу

у t *=*U +  V, у 2 ’= и ъ  +  ZJe2, Уз =  и г 2 +  v e  (9)

1 / 3илдизларга эга булиб, унда г=»— булганидан
2 2

у, — и 4- v, у а -  — ^  (и +  v) +  i ̂  (и -  г»),

Уз —— j ( e  +  ® ) - < 1y - ( a —«)  (Ю)

ечим досил булади. з*
( 10) ва л := » у - —  ни эътиборга олиб, ( 1) тенг-

а
3 Ъ 3 Ь ЪЬляманинг х х** у , ------, л:2 =  у 2-------ва л:2 =  у8 --------илг
а а а

дизлари топилади.
Энди дациций коэффициентли учинчи даражали 

тенглама илдизларини текширайлик.
Куйидаги теорема учинчи даражали тенгламанинг 

дакикий ва мавдум илдизлари сонини аниклайди. 
Т е о р е м а .  Агар

x2 +  px + q= * 0  (11)
тенглама х̂ ациций коэффициентли тенглама булибv 
А — — +  ~ булса, у х^олда цуйидаги . мулоцазалар4 27
уринли. булади:

а) агар Д>0 булса, (11) тенглама битта %ацищй 
ва иккита узаро цушма мавхум илдизларга эга 
булади; ■: г"1-”

б) агар Д = 0  булса, (11) тенгламанинг баряа ил
дизлари цациций ва камида битта илдизи каррали 
булади;

с) агар Д< 0 булса, (11) тенгламанинг баряа ил
дизлари хациций ва турлияа булади.

И с б о т и .  а) Д>0 булса, у колда Щ ва г 2 илдиз- 
лар дакикий ва ^ар хил булади. Демак, илдизлард'ан
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«амида_биттаси, масалан zit нолдан фаркли булалп. 
|/"гх сон г, нинг арифметик илдизи булсин. Шу*

иинг учуй и закикий сон булади. « о —— тенглик mi
О

асосан, © зам закикий сон булади z ^ z 2 булга и н 
учун и?фъг булади. Бундан u=j=v муносабат уринли 
эканлиги равшан. ( 10) га асосан эса

хх = u  + v , x 2=‘ — -^(u + v) + i i ~ ( u - v ) t xi =* j

-------- +  ( 12)

<5улиб, и ва v закикий замда турли сонлар булгани 
учун ( 12) да хх закикий, х2 ва ха лар узаро кушма 
змавзум сонлар булади.

б) А— 0 булсин. Агар Д-*0  ва q=j= 0 булса, у  зол*
д а  гх =■ г2 — — ■— ФО булади.

т

и = сон ---—нинг арифметик илдизи булсин.

Р   ̂ /~  Quv = — — закикий сон булгани учун Vm=J/  — g За*

^икий сон булади, яъни u=v=f=0 булади.
( 12) формулага асосан хх = 2 и ф 0 , х2 = х 3 = —а 

булади. Шундай килиб, чфО булганда, (11) тенглама 
учта закикий илдизга эга ва улардан биттаси каррали 
булади.

Агар Д ■» 0 ва q щ 0 булса, у  золда р— 0 булади. 
Бу золда ( 11) тенглама л3=0  куринишда булиб, х ,  =•
х= хг—х ъ <=0 булади.

с) А < 0  булсин. У золда zx=> — — -т У I , г 2=»

= — ~  — VА  булади. Демак, г ,  ва гг сонлар узаро кушма 
мав^ум сонлар экан. Шунинг учун

N  = N ^ 0  (13)
ва

г\ Ф Z2 ^  (14)
0 —лИвЙ**""

муносабатлар уринли.
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(6) ва (8) га к^ра

булгани учун (13) ва (15) дан |и|3 =  \v\3=£Q булиб, бун
дан

|й| я» |®| =5̂  0 (16)

келиб чицади. (14) га асосан, ифу муносабат з?ам 
уринлидир. (6) га асосан u.v=* — ^  булиб, бундан

и

|и|-|г»| =  — — келиб чицади (чунки с) шартга асосан 3
р<О эди), (16) га кура

— ——-- *■= 1 (17)
3!и|2

тенглик бажарилади. (15) ва (17) ларга асосан
р  р  ~  р  т  ~ v = -----Щш*т-----£__.# =------— »а = и,

3 и 3  ии 3 |а |а

яъни

V  =» U, 1; 18)

тенглик уринлидир.
( 12) формуладаги v ни и билан алмаштирсак ва 

ифю  ни эътиборга олсак, хи х2 ва х3 илдизлар з а 
кикий ва ^ар хил экани маълум булади. Ха^икатан, ( 12) 
формуладан х 2 ф х3 келиб чицади. Фараз ^илайлик, 
х х =  х 2 булсин. У золда (9) га асосан u +  v =  ue +  
+  т 2 булиб, бундан я ( 1 —е) т  г/(га— 1) ёки u*=v&2 
келиб чикади.

Бундан гх= г 2 ва Д =* 0 тенгликлар келиб адкади. 
Бу эса А <  0 шартга царама- ^арши.

Худди шунингдек, х г Ф х3 эканлигини зам курсатиш 
мумкин.

72- §. Туртинчи даражали тенглама

Туртинчи даражали тенгламани ечишнинг Феррари 
усулиня курайлак. Бу усул буйича туртинчи дара
жали тенгламани ечиш бирор ёрдамчи учинчи даража
ли тенгламани ечишга келтирилади.

и3 «= Щ  v3 а=г5, ио =  — — (15)
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Комплекс коэффициентли туртинчи даражали тенг
лама ушбу

х1 - f  ах3 - f  bx* +  сх +  d =  0 ( 1)

куринишда берилган булсин,
( 1) дан л 4 +  ах3 =  — Ьх* — сх  — d ни ёзиб олиб»

унинг иккала томонига —  з^адни кушамиз ва уш бу 

кУринишдаги тенгламани з$осил киламиз:

( Щ т ) г,“ ( т — ~ cx—d- <2)

(2) тенгламанинг иккала томонига х̂'г 4 - —J у +  ^
яадни к^шиб, ушбу

тенгламани косил киламиз. (3) нинг чап томонида т ул а  
квадрат з;осил булди.

(3) нинг унг  томонвдаги учз^ад эса у параметрга 
боглик. (3) да  у параметрни шундай танлаб оламизки* 
натижада (3) нинг ^нг томони тула квадрат булсин. 
А щ  +  Вх +  О учз^ад тула квадрат  булиши учуй 
эса В* — 4 АС ш 0 булиши етарли.

Даки^атан, бу шарт бажарилса,

Ах* +  В х +  С .= Ах* +  2 / А С х + С  (]/ А х+  V C )\
ЯЪНИ

Ах? +  Вх + С =  (VAX  +  /С )  I  ; .*)
тенгламага эга буламиз.

Д ем ак ,  у ни шундай танлаб олам изки, натижада

шарт бажарилсин, яъни у га нисбатан учинчи дараж а
ли тенглама хосил булади,

(4) шарт бажарилса, у  з^олда (3) нинг унг томони 
тула  квадратга  айланади.

(4) тенгамани ечиб, унинг битта у0 илдизини топа- 
миз. Кейин у0 ни (3) тенгламадаги у урнига к^ямиз ва

( * а + . ?  +  ! * / - +  (5)
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тенгламани зосил циламиз. (5) тенгламани ечганда 
цуйидаги квадрат тенгламалар системаси зосил була
ди:

* a + f + f = « * +р*

*» +  "  +  &  „ О * - ? .
2 2 г

Бу системани ечиб, берилган (1 )  тенгламанинг барча 
ечимларини топамиз.

1•#
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VII б о б . РАЦИОНАЛ СОНЛАР МАЙДОНИ УСТИДАГИ 
КУГЩАДЛАР ВА АЛГЕБРАИК СОНЛАР

73-§. Бутун коэффициентли купзаднинг бутун 
ва рационал илдизлари

Рационал сонлар майдони устида берилган *ар кан
дай f ( x )  =  а0хп +  аххп~{ +  . . . ' +  ап~\ х +  ап купзад
нинг илдизи

а 0х п -J- и хх п 1 -f-  • • • “|- cl п—1 х  и п — О  (1 )

тенгламанинг зам илдизи булади. Шунинг учун бун
дан сунг биз ф акатгина я-даражали тенгламанинг ра
ционал илдизларини топиш билан шугулланамиз.

1°. Каср коэффициентли тенгламани бутун коэффи
циентли тенглама билан алмаштириш мумкин.

И с б о т и .  Бунинг учун (1) тенгламанинг икки томони- 
ни барча а 0, ах, а2 . .  . ,  an_v ап коэффициентларнинг 
умумий махражига купайтириш кифоя.

2°. Бутун коэффициентли тенгламани бош коэффи
циента 1 га тенг бутун коэффициентли тенглама би
лан алмаштириш мумкин.

И с б о т и .  (1) тенгламанинг коэф (зициенгларини бу
тун деб зисоблаб, х  =  — алмаштиришни бажарсак, ( 1)

До
тенглама

j L -  +  еУШ +  £2z!l2 . .  i w 1 , а = 0  
« Г 1 « Г 1 «Г*

куринишни олади. Бундан ушбуни зосил циламиз:

Уп + а0а1уп~1-{-а0а3уп~2 +  . . .  +  a0n~2a n-iy + а * ' 1 а  =  0.

3°. Бутун коэффициентли 
f  (х) «я* хп -J- аххп * а2хп . • 1 dfi—i х  -f- ип ==0 (2 )
тенгламанинг рационал илдизлари фа^ат бутун сонлар 
булади.

И с б о т и .  ( L) теш лама а^= — илдизга эга булсинь
(а ва b — бутун сонлар, b ф 0}; бу касрни цисцародй- 
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диган деб зисоблаш мумкин; а «= — илдизни (2) тенг»ъ
ламага куйиб,

лЛ  ̂ л
^  +  «1 -^=1 + . . . + л я_1-  +  а в- 0

ёки

[ 7л ”  — +  • . • +  *) (3)t*

тенгликни зосил циламиз. укискармайдиган касрдир.
Шу сабабли, (3) тенгликнинг булиши мумкин эмас, чун
ки кискармайдиган каср бутун сонга тенг була олмай- 
ди.

4°. (2) тенгламанинг бутун илдизи озод заднинг 
булувчисидир.

И с б о т и .  а ни (2) тенгламанинг бутун илдизи де
сак,

о/1 -j- й\йп • • • + а л_1а  -J- лдв  О
ёки

ап — а (■— а 71””1— а 1а /1“"2— • . .  — а л_1)
тенгликка эга буламиз; бу эса а л нинг а га булиниши- 
ни курсатади.

5°. (2) тенгламанинг чап томонини х  — а ( а — бу- 
туи сон) га булишдан чиккан булинма бутун коэффи- 
циентли купзаддир.

И с б о т и .  Горнер схемаси буйича булинманинг коэф
фициентлари куйидаги бутун *сонларга тенг:

1?q =  clq = 1, Ш 5= cli -f“ cl% b2 =  а>ч "j- • • • *
bn-1-  an-i+ a b n-i.

6°. Агар а бутуц сон (2) тенгламанинг илдизи б;улса*
' ва (&1). зам бутун сонлар булади,//—1 #+1

Ис б о т и .  Хакикатан, f(x) =  (х — а) <р (х) тенглик
дан »*> — ф (х) досил булади, бунда, 5°- хоссага а—х
биноан, <р (я )  бутун коэффициентли купзад . Демак,
^ 1 1 . 1  —<р — —ф(— 1) — бутун сонлар.
в— 1 я+1
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7°. а  бутун  сон (2 )  тенгламанинг илдизи булиши 
, учун

п ~-аЛ п аЯ-1 + Яп- 1  Чп—\ • Чп~\ » • • •»а  а

aJ± S l. Яо = £i±2l =  i (4)
. a  a

нисбатлар бутун сон булиши зарур ва етарли.
И с б о т и .  З а р у р и й л и г и .  а —тенгламанинг бутун 

илдизи булсин. Горнер схемасидан фойдаланиб, f (х) ни 
х  — а  га  буламиз. Бу золда булинманинг коэффици
ентлари 60= 1, Ьх ■» ах + а % Ь2 =  а 2 +  cbu . .  ^ _ i =
— а п+х +  abn- 2  тенгликлар билан аникланиб, колдик 
нолга тенг булади, яъни 0 == ап +  abn~ь  Бу тенглик
лар дан

и __а п и ___ ЛЯ—1 I 1 _ а 1 ^1£//1—1— Оп—2 S== 9 • • •» ““ * --а а а

келиб чикади. Агар — bn~\~ qn-\, ■— bn - 2  = qn-ч, . .
— .1 =  <70 деб белгиласак, (4) тенгликларни зосил кила
миз.

Е т а р л и л и г и .  Энди, а бутун сон булгани учун (4) 
тенгликлар к у ч га  эга дейлик. Бу тенгликларнинг сунг- 
гисидан а х +  а  «  — <7, ни топамиз. Горнер схемасига 
асосан, а х +  а  =  Ьи Д емак ,  — qx «■ 6 t. Иккинчи тенглик
дан — q2 — a 2 — aq{*==*a2 +  ab зосил булади. Д емак ,  
яна Горнер схемаси буйича топиладйган Ь2 == а2 +  ab{ 
тенгликка асосан, — q2 Ьг. Бу жараённи давом этти-
риб, биринчи тенгликдан ап—- aqn- 1=  ап +  abn-1 == 0 ни 
х;осил к иламиз. Аммо Горнер схемаси буйича г =  а п-\-
4-а& и_1. Шу сабабли г  =  0. Демак,  /(л:) ни х — а га 

. -булишдан чиккан колдик нолга тенг булганидан, а 
бутун сон (2 ) тенгламанинг илдизини ифодалайди.

Шундай килиб, рационал сонлар майдони устидаги 
тенгламанинг рационал илдизларини з.исоблаш жараё- 
ни куйидагидан иборат:

1) Аввал тенгламани (2) куринишга келтирамиз;
2) Озод заднинг булувчиларини олиб текширамиз;
3 )  Агар а  озод заднинг булувчиси булса, / (1) ва 

/ ( — 1) нинг а  — 1 в а а  +  1 га  булиниш- булинмаслиги- 
ни текширамиз;

4) 1 Ш Ва ^— 1 нисбатлардан биронтаси бутун сон 
я —1 а+1

238



булмаса ,  а  илдиз булмайди. Синовдан утган а ни олиб, 
7°~ хоссанинг бажарилишини текширамиз. Бунинг учун 
куйидаги схемани тузамиз:

а п а п - 1 а п —2 • • • *1 1

Я п -\ Я/1-2 Я п - 3 • • • Яо

Бунда qn_v qn„v  • • • » Чр <7о сонлар (4) тенглик- 
ларга асосан топилади. Агар qt бутун сон ва %«=»— 1 
булсагина, а  илдиз булади.

М и  с о  л. Ушбу тенгламани карайлик:
к 7 ж , 1 1 о  17 о ,  4 1 ~л 5 ------ л;4 Н—  х ------х 2 Н—  х ---------=  0 .

10 10 10 5 10

Аввал бутун  коэффициентли тенгламага алмаштирмиз: 
10хъ — Zx4 +  11л:8 -  17л:2 +  8л: — 1 =  0.

Сунгра тенгламани х  алмаштириш билан (2 )  ку -  

ринишга келтирамиз: 
f  (у )  — У5 — 7у4 -Н 110у3 — 1700у2 +  8000у -  10000. (5)

Бунда 10000 озод я;аднинг булувчилари ж у д а  куп. 
Ш у сабабли ^исоблашни кисцартириш учун аввал *а- 
Киций илдизларнинг чегараларини топамиз.

Мусбат илдизларнинг чегаралари 0 ва 16 эканини 
аниклаймиз. (5) тенгламанинг манфий илдизлари йук, 
чунки у = —2 алмаштириш натижасида ^осил булган

г 5 +  7 г4 +  1 Юг8 +  1'700г2 +  8000г +  10000 «  0
тенгламанинг чап томони z нинг мусбат цийматларида 
ноль буламагани учун  тенгламанинг мусбат илдизлари 
йук- Шундай килиб, 10000 нинг 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16 б у 
лувчилари билан чегараланиш кифоя.

Энди / (— 1) =»3596, /(1)  =  19818 эканини топамиз. 
4 сони илдиз була олмайди, чунки / ( — 1) сон 

<z +  l = = 4 + l = 5 ,  а  +  1 =  5 га  булинмайди. Шунга 
ухш аш , 8 , 10, 16 зам  илдиз була олмайди. 2 ва 5 ни 
олгайимизда / ( 1) ва / ( — 1), мос равишда, а  — 1 = 2  —
— 1 ** 1, а  — 1 = 1 ,  а  — 1 = 5  — 1 *==» 4, а  — 1 *= 4 га ва 
а  +  1 =* 2 +  1 «= 3, а + 1 = 5 + 1 = = 6  га булинади. Шу 
сабабли, 2 ва  5 учун  7°- хоссани текшириб курамиз.
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— 10000 8000 — 1700 110 - 7 1

1 — 50G0 1500 — 100 5 — 1

— 10000 8000 -  1700 110 — 7 1

— 2 0 00 1200 — 100 2 -  1

Демак, (5) тенглама y i = 2  ва у 2 =  5 дан иборат 
иккита бутун илдизга эга. Шу сабабли, берилган тенг-

1 1ламанинг рационал илдизлари x t =  --r. ва x2s=s— оу-
5 2

лади.

74-§. Эйзенштейннинг купдадлар учун 
келтирилмаслйк аломати

Т е о р е м а  ( Э й з е н ш т е й н  а л о м а т и ) ,  Берилган 
бутун коэффициентли f  (х) =  с0-\- схх +  . . . +  спхп 
купдаднинг бош цади коэффициенти сп дан бошца 
баряа коэффициентлари р туб  сонга булиниб, озод 
$ад с0 эса рг га булинмаса, у цолда f(x) купдад Q 
рационал сонлар майдони устида келтирилмайди- 
ган купдад булади.

И с б о т и .  Фараз цилайлик,. f (х) купдад Q майдон 
устида келтириладиган купзад , яъни / (х ) «— g (x) *h(x) 
тенглик уринли булиб, g(x), h(x) купзадларнинг ко
эффициентлари бутун сонлар булсин. Айтайлик,

g (х) =  а0 +  atx +  . . .  +  akxk (ah ф 0), 
h (х) — b0 +  btx +  . . .  +-bmxm (bm 0)

берилган булсин.
Юкоридаги тенгликка кура 1<&,  т < п  булганда

f  (х) sss Cq ~f- СхХ -}— СпХп ,5==
в  (ао “Ь й\Х +  . . .  +  akxk) (b0 +  Ьхх +  . • .  +  bmxm) (1)
нуносабат келиб чикади. Бунда

с̂  =  а0Ь0ч (2)
cn^ .akbm. (3)
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Теорема шартига асосан,,
Cjp, С0Х р* (4)

уринли.
(2), (4) муносабатлардаги а0 ва 6 0 сонлардан фа^ат 

биттаси р га булинади. Айтайлик,

булсин. Теорема шартига асосан сп X р. Бундан (3) га 
асосан

g (х ) купдад коэффициентларининг ak дан бошца яна 
бир нечта коэффициентлари р га булинмаслиги мумкин.

g (я) купдад коэффициентларининг р га булинмай- 
диганларидан биринчиси as булсин, яъни а0, Щ  . . . ,  
a лар р га булиниб, as сон р га булинмасин. Бунда
$ < £ < «  дир. Купдадларни купайтириш коидасига асо
сан Xs олдидаги cs коэффициент куйидаги куринишда 
ёзилади:

cs =  asb0 +  (л s—1*1 +  аз-Ф3 +  . . .  +  a0bs), (s <  п).
а0, аи . . as-\ сонлар р га булингани учун юкоридаги 
цавс ичидаги ифода р га булинади. as X Р ва b0 х  P 
булгани учун cs сон р га булинмайди. Теорема шарти-' 
га кура $ < £ < я  булгани учун cs сон р га  булиниши 
керак эди. Бу царама- каршилик фаразимизнинг нотуг- 
рилигини кУрсатади. Демак, берилган f(x) купдад Q 
рационал сонлар майдони устида келтирилмайдиган 
купдад булади.

75-§ . Алгебраик ва  трансцендент сонлар

Биз юкорида куриб утганимиздек, рационал коэф-. 
фициентли я-даражали хар кандай купхад комплекс 
сонлар майдонида п та илдизга эга булади. Бу илдиз- 
лардан баъзи бирлари хакикий сонлардан, баъзилари 
эса a +  bi (b Ф 0) шаклдаги мавдум сондан иборат бу
лади.

Энди масалани бопщача кУймо^чимиз. Хар ^андай 
хациций сон бирорта рационал коэффициентли я -д а р а 
жали тенгламанинг илдизи була оладими? Кейинчалик 
бу савол ижобий жавобга эга эмаслигини куриб ута- 
миз, яъни з е̂ч кандай рационал коэффициентли алгеб-

ajp, b X р (б)

ч  х  р. (6)
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раик тенгламанинг илдизи була олмайдиган закикий 
сонлар м авж уд .

1- т а ъ р и ф .  Агар а сон коэффициентлари рационал 
сонлардан ибораг купзаднинг ёки алгебраик тенглама
нинг илдизи була олса, у золда а сон алгебраик сон, 
акс золда трансцендент сон дейилади*

М и с о л л а р .  1. Барча рационал сонлар алгебраик
сонлар булади. Хацикатан, — (пф  0 ) куринишдаги

п
рационал сон т х  — п =  0 тенглама инг илдизи булади.

2. Рационал сонларнинг ихтиёрий £- даражали ил
дизи зам  алгебраик сондир, чунки, бу сонлар mxk — 
~  /г == 0 тенглама илдизи булади

3. 2 — 3/ сон х 2 — 4л:+ 1 3  =  0 алгебраик тенглама
нинг илдизи Демак ,  2 — 3/ алгебраик сон экан.

4. i сон х 2 +  1 = 0  алгебраик тенгламанинг илдизи. 
Д ем ак ,  м авзум  сонларнинг бир цисми з а м  алгебраик 
сонлар экан.

5. тс, е сонлари трансцендент сонлардир.
1 - т а ъ р и ф .  Агар а сон коэффициентлари S  май-

донга тегишли бирор алгебраик тенгламанинг илдизи 
булса, у  золда  а сон майдонга нисбатан алгебра
ик сон, акс золда  а сон оТ^майдонга нисбатан транс-
цендент сон дейилади.

Т е о р е м а .  Илдизи а дан иборат булган кел
тирилмайдиган купдад нолити  даражали купдад 
анщлигида ягонадир.

И с б о т и .  Фараз цилайлик, илдизи а дан иборат 
булган иккита f  (х) ва g*(Jr) купзадлар  м авж уд  ва 
уларнинг зар  бири келтирилмайдиган купзадлар булсин. 
Бундай золда  бу купдадларнинг энг катта умумий б у 
лувчиси 1 дан фаркли. Иккинчидан, улар е^ со н л ар
майдони устида келтирилмайдиган булганлиги туфайли 
б у 'к у п з а д л а р  бир-биридан нолинчи даражали куп зад  
билангина фарцланади.

3 - т а ъ р и ф .  майдон устида бош коэффициенти 1
г а  тенг ва келтирилмайдиган f (х) к у п з а д  а илдизга эга 
булса, бу купзаднинг даражаси <2̂  майдонга нисбатан 
а алгебраик соннинг даражаси дейилади. / ( л : ) к уп-  
^ ад  эса ^ с о н л а р  майдони устидаги минимал купдад
дейилади.

Г  4- т а ъ р и ф .  оР  майдон устида  келтирилмайдиган 
f(x )  купзаднинг барача илдизлари узаро цушма сон- 
лар  дейилади.
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Рационал сонлар уз-узига кУшма деб ^исобланади. 
Роционпл булмаган *ар цандай сон, даражаеи иккидан 
КИЧИК вулмоган купдаднинг илдизидан иборат булгани 
y»iy II у л /ip куш мм алгебраик сонларга эга*,

70- $. Майдоннинг оддий алгебраик кенгайтмасини
ЧУриш

а влемент <&> майдонга нисбатан алгебраик элемент 
булсин. Элементлари d0 4 - ^ i a 4* • • • +  d p  куринишда-

f 1 Со 4- Ci“ + . • • + Cbakгн халцани © M ai ,  элементлари— ——1 !d0 + dy a + . . ,  + dja1
(б у н д а (/0 +  й , а +  . .  .+</,a‘ ^=0) кУринишдаги туплам -  
НИ sea &  (а) орцали белгилайлик.

1 - т e о p e м а. Агар а элемент &  майдонга нас- 
багпан алгебраик элемент булса, у %олда <& (а) —
— ы'7 > [“] тенглик уринла булади.

И с б о т и .  Ушбу

cit Щ G kt I =
=  0, 1, 2 . . . }  ( 1)

тУплам майдон ташкил этади.
Лгар ( 1 ) да d0 =  1, dt =» d2 — . . .  =  dt =  0 бу лса, у  

^олда а?°(а) тупламнинг элементлари е ^ ( « )  нинг эле- 
ментлири каби булади, яъни ушбу муносабат уринли:

С « № )  (2)
а алгебраик элемент булгани учун у  &  майдон ус-  

ТИДа келтирилмайдиган бирор р{х) = р 0 -\-рхх + . .  . +
4 - рп*п (P ik z S )  купдаднинг илдизи, яъни р (а) =  0 бу- 
лпди, А Р 6 е ^ ( а )  булиб р =  /(а) =  С0 +  cta 4~ . . . +  
4• C / f i f i булсин.

Колди^ли булиш теоремасига кура
Цх) -  р (х) g (х) +  r(x ) , (g (xy, г (х )£ « р  И )  (3)

тенгликни ёзамиз. (3) да г  =  « булса, у  *олда /(<*) =
— p(a)g:a.)+r(di) ёки /(а) =  Г(а) булиб, Р =  Г (а) тенг- 
лик уринли булади.
Г(х) — а0 4- ахх  + . . .  4 - ап-\хп~1 булса, у  *олда р =
— «,>-Ьа,л: +  . . .a n-ix n~l ни ёзиш мумкин. Бундан

* КУшма комплекс сон тушунчаси билан к^шма алгебраик сон
лар тушунчасини аралаштириб юбормаслик лозим.

ш.

dP(a) =  / -£°.+ Cli +  • • * +Cftg* . / 
1 Hh ^ia • • • H“ divl /



куринадики, k > 0 булганда замма вакт  р нинг дара- 
жасини п дан кичик килиб олиш му мк ин экан. Энди

/(а) _  flp.+ + • . . +Дд—1«B~‘ £ д^/дЛ
g(a) b0 + Щ + . . .  + bn-i.an~l

булсин. Бунда g (а) Ф О, g (я) ф 0. g (л:) купзад р (х ) 
купзадга булинмайди. Чунки g ( я )  динг даражаси р (х) 
нинг даражасидан кичик. р(х) купзад келтирилмайди
ган купзад булгани учун (р (я ) ;  g (я ) )  =  1 булади. У 
золда шундай и(х) ва v (х) купзадлар мавжудки, на
тижада g (х) и.(х)-\- р (х) v(x) =  \ тенглик уринли бу
лади. Бу тенгликда х  =  а булса, у  золда £ (<*) и ( « ) -f- 
+  р (“) v  (а) =  1 б^либ, бунда р (<х) =  0  эканлиги эьти- 
борга олинса, g(а) и(а) =  1 тенгликка эга буламиз. Бун
дан g(a)=i —̂ булгани  учун

и ( а )

/(а) /(«) _  
*(«> 1 / («) «  (<*)»

и(а)
яъни

/(«)
g(«)

/(а) и (а)

тенгликни зосил киламиз. Сунгра 

/ (« )  и(а) 6 ^ [ocJ  ёки

булгани сабабли ва у р(а) нинг ихтиёрий элементи бул
гани учун

^ ( а ) С ^ [ « ]  (4)
муносабат Уринли.

(2) ва (4) муносабатлардан эса < ^ (а )= с ^  [а] тенг
лик келиб чикади.

Т а ъ р й ф .  S '  майдон &  майдоннинг кием майдони 
булиб, а £  F булса, у  золда <&> майдонни ва а элемент- 
ни уз  ичига олган майдоннинг энг кичик кием май
дони а элемент оркали зосил килинган оР майдоннинг 
оддий кенгайтмаси, агар а алгебраик элемент булса, 
у  золда майдоннинг энг кичик кием майдоннинг 
.оддий алгебраик кенгайтмаси, дейилади.

Радионал сонлар майдони Q га даражаси иккига
TeHf бу^гач т/ 2  алгебраик сонни киритамизва уни Q[y 2̂1
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wnfln бвлгилайлик, Q [1/ 2 ] туплам майдон ташкил ки- 
Л ИДИ, Q[V2] майдон Q майдоннинг оддий алгебраик 
КОнгмй гмшси булади.

8« т е о р е м а ,  а элемент S ?  майдон устида мусбат 
даражали алгебраик элемент булса, у цолдг 
ми//()ондаги ихтиёрий элемент коэффициентлари J?-
дан олинган п т а  1, щ а2, . . , э а7*-1 элементларнинг 
чимщли комбинацияси булади.

И с б о т и .  (3 элемент ^  (а) майдоннинг ихтиёрий
•лементи булсин. 1-теоремага кура S  (а) ^ S > [а] эди.
Дсмшс,с^ [х] да шундай f(x)  купдад топиладики, ната- 
жп л — а булганда

(5)
булади. майдон. устида а учун минимал купзад  g  (х) 
булсин. Теорема шартига кура унинг даражаси п га 
тенг. Колдицли булиш теоремасига кура S ' [*] залка« 
да шундай h(x) ва г(х) купзадлар топиладики, нати
жада /  (х ) щ g (л:) h (х ) +  г  (л:) тенглик уринли булиб, 
бунда г  =  0 ёки дар г (я )  <  дар g (х) Ц  я ,  яъни

г ( а : ) = с ,0 +  ^1л: +  . . (6)
булади. (2) да х  =  а деб олиб, (5) тенгликдан

Р “  со cia щ  • • • +  сп- 1а” 1 (7)
тенгликка эга буламиз.

Энди р элемент 1, а, , .  „  а”~А элементларнинг бир 
цийматли чизикли комбинацияси эканини курсатайлик. 

Фараз килайлик, р нинг (7) дан бопща

Р — +  ̂ ia • • • +  dri-i ь4 L(di Ц S?) (8)
ифодаси булсин. Ушбу

V ( х ) 5=8 (^а Ц  а о)  Ц | |  -  Ц р Ц Щ I  Й

купзадни текширамиз,
(7) ва (8) га асосан <р(а)*»0 булгани учун <р(я) 

нинг даражаси п дан кичик булмайди. <р (х) нинг дара
жаси эса g (я )  нинг даражасидан кичик. Бу золлар 
фа кат ср (л:) — 0 б^лгандагина бажарилади, яъни (с0 —
— d0) +  (Ci -  dt) х  + . , .  +  (сл_1 -  d^j) 0 була-



ди. Бундан c0 =  d0t cx — dx, . . . ,  cn_x=idn__| келиб чи
кади. Демак, р элемент 1, а, . . .  а"'1 элементларнинг 
чизикли комбинацияси куринишида бир кийматли ифо- 
даланар экан.

77- §. Майдоннинг чекли кенгайтмаси
<э̂ майдоннинг кисм майдони <&> булсин. У золда 

gF"ни майдон устида вектор фазо деб караш мум
кин,

1- т а ъ р и ф .  Агар майдон <эР майдон устида век- 
тар фазо сифатида чекли улчамга эга булса, у  золда 
e F ' майдон <£& майдоннинг чекли кенгайтмаси. дейила
ди.

,-<£Г нинг майдон устидаги чекли улчами [<£Г :оР] 
каби белгиланади.

1 - т е о р е м а .  Агар а элемент &  майдон устида 
п-даражали алгебраик элемент булса, у %олда 
[ S  ( а ) : ] =  я  булади.

И с б о т и .  Бу теорема майдоннинг оддий алгебраик 
кенгайтмасини куриш мавзусидаги 2- теоремадан бево- 
сита келиб чикади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар <#~майдоннинг зар бир элементи
майдон устида алгебраик булса, у  золда май

дон о?'5 майдоннинг алгебраиш кенгайтмаси дейилади.
2- т е о р е м а. <£? майдоннинг ихтиёрий чекли 

кенгайтмаси булган <£F майдон ^  майдон устида 
алгебраик кенгайтма булади.

И с б о т и .  <£Р устида майдон п улчовли булсин.
Агар п —0 булса, у  золда теорема уринли булади. 

п>О булсин. У золда <3? устида дан олинган их
тиёрий я+ 1  та элемент чизикли богланган булади. Ху- 
сусий золда 1, < х , а "  элементлар системаси чизикли 
богланган, яъни да камида биттаси ноль булмаган 
с0, си . .  Щ сп элементлар топиладики, натижада +  
.+ £»<* +  .•••+■ спа11 «= 0 тенглик Уринли булади. Демак, 
а элемент <£& майдон устида алгебраик экан.

® 78-§. Майдоннинг мураккаб алгебраик
кенгайтмаси

1-т а ъ р и ф .  Агар ^м ай до н н и н г  £/(£ =  0, k) кием 
майдонларининг Усувчи занжири мавжуд  булса, яъни

с ^  =  £ 0 С  ( * > * )
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муносабат Уринли булса, у  золда <#"майдон rfp май- 
доннимг мураккаб кенгайтмаси дейилади.

1 - т е о р е м а .  dF  майдон L майдоннинг яекли кен- 
тйтмаси булиб, L майдон еФ майдоннинг яекли 
кенгайтмаси булса, у цолда майдон <£Р майI 
Ооннинг яекли кенгайтмаси булади ва

U l\ L :c ^ \  ( 1)
муносабат уринли булади.

И с б о т и .  Ушбу
« 1, . *т ( 2 )

лар &  устида L майдоннинг базиси булсин ва
Щ р ............(3)

tea L устида я ?  майдоннинг базиси булсин.
d r  даги ихтиёрий а элементни (3) базис оркали 

цупидагича чизи^ли ифодалаш мумк,ин:
а —е$х-\~е$2 ш\т • • ег$п (еп€^)' (4)

в/i коэффиЦиентларни эса (2) базис ор^али куйи- 
дагича чизицли ифодалаймиз:

5=3 PikPi ~Ь P2k*2 • • • Л'РтЬР'к (Pik $  )• (5)
(5) даги е̂  нинг кийматларини (4) га цуямиз, яъни

а — (рхфх +  +  • * . +  Pmiam)$i 4~ (# i2a i +
+  Р%2а 2 +  • • • +  Рт2(хт)̂ 2 +  • • • . +  (Pmai +  РтН  ~ Ь

п  / т  \
« = 2  2  Ж  hГ

булади.
Демак, майдоннинг дар бир элементи В=* 

■■ »  1, т\ 1, Я  туплам элементларининг чи- 
аикли комбинадияси куринишида ифодаланади.

В туплам & .  майдон устида &  нинг базиси, яъни
В т^пдам элементлари чизицли богланмаган эканини 
кУрсатамиз. Ушбу

iptk6 ^ )  (6) 
i, k

тенглик берилган булсин.
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(3) система базис булгани учун чизикли богланма» 
ган. Шунинг учун (6) тенгликдан

« Р  + c2kа2 +  . . . 4- cmkam = 0  (k == 1, п) (7)
тенгликлар зосил булади.

(2) система зам чизик-ли булмагани учун (7) тенг
ликдан cik =  0 , 0, . . . ,  Cfnk *= 0 ( & = 1, п) тенг
ликлар келиб чикади.

Демак, (6) 'йинг барча коэффициентлари нолга 
тенг экан. Бундам В система элементлари чизикли 
богланмаган ва <& устида S  нинг базиси экан. На
тижада \ S  : ] = п т  =» \<£Г iL ] - [ L iS ]  булиб, S  
майдон e f '  майдон устида чекли кенгайтма булади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар майдон Li кием майдонлари- 
нинг усувчи занжири

S  “  £^2 с; • • • ^  М |  (8)
мавжуд булса ва i=* 1 дан k гача узгарганда Z,/ май
дон Шт майдоннинг оддий алгебраик кенгайтмаси 
булса, майдон майдоннинг мураккаб алгебраик 
кенгайтмаси дейилади. k сон эса (8) занжир узун- 
лиги дейилади.

1- н а т и ж а .  майдоннинг мураккаб алгебра
ик кенгайтмаси о?' майдоннинг чекли кенгайтмаси зам 
булади.

И с б о т и .  £«=»1 булсин. У золда <& майдон o f5 
майдоннинг оддий алгебраик кенгайтмаси булади. Май
доннинг оддий алгебраик кенгайтмасини кУРищга  ас0" 
сан, S  майдон майдоннинг чекли кенгайтмаси 
зам булади.

k дан кичик сонлар учун 1- натижа Уринли булсин. 
k сон учун 1-натижанинг уринли эканини курсатамиз.

k— 1 учун фаразга асосан Lk_x майдон майдон
нинг чекли кенгайтмаси булади.

Lk майдон /.*_! нинг оддий алгебраик кенгайтмаси 
булгани учун Ш майдон Lk_x нинг ва ©SF’'' нинг зам 
чекли кенгайтмаси булади.

2- т  е о р е м а. майдоннинг майдон устида 
алгебраик элементлари а1( а2, . . . ,  a.k булса, у цолда

«2» • • • ,  «*) майдон майдоннинг чекли кен
гайтмаси булади.

И с б о т и .  Z,0= s ^ ,  S  [а,],  L2 Щ S  [«i, “2], • • •. 
Lk = S  [«и «2. . . . .  <*&] белгилашларни киритамиз.



У ,\олда =  d P |а,] майдон L0 майдоннинг оддий ал- 
I оораик "кенгайтмаси булади. L2 майдон эса Lx нинг 
0 /1ДИЙ алгебраик кенгайтмаси булади.
X» К и ка тан,

/-а — <2̂ [ « i ,  « 2] = ( е ^  ” Щ Й
па ^оказо. Демак,

*= ^oC ^ iC ^2C* * • c ^ e=ŝ
Щ  *=1» (9)

булиб, занжирнинг ^ар бир э^ади узидан олдинги ^ад- 
иипг оддий алгебраик кенгайтмаси булади.

о?~ майдон <£? майдоннинг мураккаб алгебраик 
кенгайтмаси булади. 1-натижага кура эса <£Г майдон
d>° майдоннинг чекли кенгайтмаси ^ам булади,

2 - н а т и ж а .  Майдоннинг мураккаб алгебраик кен
гайтмаси f iпа майдоннинг алгебраик кенгайтмаси бу
лади.

79- §. Алгебраик сонлар майдони ва унинг 
алгебраик ёпицлигй

1 - т е о р е м а .  Баряа алгебраик сонлар туплами  
о/£ комплекс сонлар цалцаси (£ да ёпщ булиб, а л 
гебраик сонлар туплами %осил цилган оДалгебра 
комплекс сонлар майдонининг цисм майдони булади.

И с б о т и .  а  ва b элементлар А тупламнинг ихти
ёрий элементлари булсин. Q майдоннинг Q (а ;  Ь) му
раккаб алгебраик кенгайтмаси майдоннинг мураккаб 
алгебраик кенгайтмаси мавзусидаги 2-нагижага (75- §) 
асосан Q(a, b) майдон Q майдсннинг алгебраик кен
гайтмаси булади. Шунинг учун a+b , a-b , — 1 сон
лар алгебраик, яъни А тупламга тегишли булади.

А туплам С даги кушиш, купайтириш каби асосий 
амолларга нисбатан ёпик. Демак, o d  алгебра ^ал- 
цаиинг кием ^алкаси булганидан ^ам далка  булади. 
Агар а элемент А тупламнинг нолмас элементи булса, 
у  ^олда a _ 1£Q(a; 6) ва а~* £ А булади. Шунинг учун 
rv/ ллгебра майдон булади ва й? майдоннинг кием 
майдони булади.

2- т е о р е м  а. Алгебраик сонлар майдони алгебра
ик cnutf

11 с 0 о т и. orf алгебраик сонлар майдони устида 
%4t |д | купдадлар ^алкаси берилган булсин. Ушбу

!( х ) - a 0 +  aix +  . . .  + а пхп (а&А).
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купдад  ozf\x] даги ихтиёрий мусбат даражали купзад  
булсин. Теоремани исботлаш учун f(x) купзаднинг 
А тупламда илдизга эга эканлигини курсатиш етарли. 
/(«*) 6  €  [ * ]  ва С майдон алгебраик ёпик булгани 
учун f(x) к у п з а д  С  д а  илдизга эга булади. У ил- 
дизни с дейлик. У золда /(£)=0 булади. L=* Q(a01 
аи . . . ,  ап) ва с элемент оркали L майдоннинг оддий 
алгебраик кенгайтмаси L(c) булсин. Натижада Q c ^ G  
~L(c) занжирдаги L(c) майдон L майдоннинг чекли 

алгебраик кенгайтмаси булади. Майдоннинг мураккаб 
кенгайтмасидаги 2-теоремага асосан L майдон Q май
доннинг чекли кенгайтмаси, майдоннинг мураккаб кен 
гайтмасидаги 1-теоремага асосан эса L(c) майдон Q 
майдоннинг чекли алгебраик кенгайтмаси булади. Ч е к 
ли кенгайтмадаги 2-теоремага асосан Цс) майдон Q 
майдоннинг алгебраик кенгайтмаси булади ва

Демак, &/[х] дан олинган мусбат даражали их
тиёрий купзад  А тупламда илдизга эга, яъии osf май
дон алгебраик ёпик.

80- §. Теигламаларнинг радикалларда  ечилиши
тушунчаси

1- т а ъ р и ф .  А г а р е ^  =  е ^ ( а )  (а £  <о ,̂ а2£<2̂ )
муносабатни каноатлантирувчи а элемент м авж уд  б ул 
са, у  золда майдон майдоннинг квадратик
кенгайтмаси дейилади.

Ми с о  л л а р .  1 . Q ||/2] майдон Q майдоннинг ква 
дратик кенгайтмаси булади.

2- Q (y^3) майдон Q майдоннинг квадратик кен
гайтмаси эмас.

3. Q(i) майдон Q майдоннинг квадратик кенгайтмаси 
булади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар
/(*) =  +  аххп~у+  . . .  +  0Я_ ,*  +  « n(^, € Q )  ( 1)

тенгламанинг илдизларини куйидаги икки задли квад 
ратик тенгламалар занжирларининг илдизлари оркали 
рационал (яъни кушиш! айириш, купайтириш, булиш 
амаллари ёрдамида) ифодалаш мумкин булса, у  золда 
f (x )  к у п за д  квадрат радикалда еяилади дейилади:

х 2 — «0 =  0 . J
Я2 — « , = 0, a j ^  „(l/ао);
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X2 — а2 — 0 , а2 £  (С ^2 «  , ( / а ,) ;

^ - 1 “  ®»  а й - 1  £  ^ Л - 1  8=8 ^ k -Ъ  ( | / " а Л - 2  ) .

Шундай килиб, (1) тенгламанинг барча илдизлари 1/"а0# 
K«i» <*£_, сонлар оркали рационал ифодала-

няди ва (■■/"ал_х) майдонга тегишли була
ди. Бошкача айтгаида,

Q =  > С  ^  С  • • • С  6  <2̂
^сувчи сонли майдонлар занжири м авж уд  булиб, бу 
эанжирдагй ^ар бир майдон узидан олдинги <#'
майдоннинг квадратик кенгайтмаси булса ва k ма^* 
дон ( 1) тенгламанинг барча илдизларини ;уз ичига ол- 
еа, у  х;олда (1) тенглама квадрат радикалда еяила- 
диган тенглама  дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар (1) тенглама илдизлари куйидаги 
икки я;адли тенгламалар занжирларининг илдизлари 
оркали ифодаланса, ( 1 ) тенглама радикалда еяилади 
дейилади:

Хп°—а0 =  0, a =  0;

Щ , — « 1  =  0 , о, £  piT, =  Ж  (| ^ Г 0).

■*"> — а2 =  0 , а., £  С\/"а2) ;

-  Щ  I  О, В  €  ^  И  Ж |
Шундай килиб (1) тенгламанинг барча илдизлари

fj I ММ f t  | ж  | •м

^ « 0, у ^ а , , . . . ,  у  а , сонлар орцали рационал ифо-Л *

даланади ва ( ]/" ль-г) майдонга тегиш
ли булади.

Даражаси туртдан кичик булмаган тенгламаларни 
квадрат радикалларда ечилиш шарти билан шугул- 
л л mi й лик. Фараз килайлик, f(x) к уп дад  бирор <£$ сон
лар майдони устида берилган булсин*
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4 - т а ъ р и ф .  Агар
Д * ) - 0  (2)

тенгламанинг илдизлари __
/Д* )= 0  (г= 1, k) (3)

тенгламаларнинг илдизлари оркали раиионал ифода* 
ланса, у  золда (2)  тенгламани зар бирининг даражаеи 
иккидан говори булмаган тенгламалар занжирига 
келтирилаби дейилади.

(3) даги зар бир ft(x) купдад учун куйидаги иккита 
зол юз бериши мумкин:

а) Ихтиёрий fi(x) лар биринчи даражали купдад;
б)fi(x) берилган майдон устидаги келтирилмай

диган иккинчи даражали купзаддир.
Агар /4(х) нинг бирор илдизини а десак, /2(х) куп- 

хад s ! f  («) да келтирилмайдиган иккинчи даражали 
купзад , fa(x) эса е^ (о )  га f2{x) нинг бирор р илдизи
ни киритишдан зосил буладиган Р) келтирилмай
диган иккинчи даражали купзаддир ва зоказо.

5 - т а ъ р и ф .  Агар f(x) купзад е ^ н и н г  бирор кен- 
гайтмасида чизицли купайтувчилар купайтмаси шак- 
лида ёзилса, у  золда Q нормал майдон дейилади.

1- т е о р е м  а. Коэффициентлари dF майдонга т е 
гишли f(x) купцад учун Q кенгайп: ма нормал кен- 
гайтма булса, у холда /(х) =  0 тенглама квадрат 
радикалларда ечилиши учун (Q:<^>)=2 m булиши 
гарур ва етарлидир.

И с б о т и .  1. З а р у р и й л и к  ш а р т и .  Фараз ки
лайлик, ( 1) тенглама (2) каби тенгламалар занжирига 
келтирилган булсин. У золда юкоридаги каби икки 
ЗОЛ булиши мумкин:

а) fi(x) ларнинг барчаси биринчи даражали. Бундай 
золда биринчи даражали тенгламаларнинг илдизларини

га киритиш билан бу майдон узгармайди, яъни бу 
золда (Q : <£Г) = 2 ° =  1 булгани учун Q= булади.

б) ft(x) лар орасида даражаеи иккидан .кичик бул
маган кУпзад мавжуд булса, у  золда нинг шу
га нисбатан 2я ларажали кенгайтмаси зисобланган <£7\ 
кенгайтма мавжуд булади. У золда ( Q : <&) даражага 

ц: e f ' )  даража булинади. Бундан (Q : 0^ )  =  2т  
эканлиги келиб читали.

2. Е т а р л и л и к  ш а р т и .  Энди (Q : )—2т  деб
олиб, f(x)—0 ни / ;(х )=  0 каби тенгламалар занжирига 
келишини курсатамиз.
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Бунда куйидаги уч зол булади:
1) /«=0. Бунда (Q : е ^ 5 )= 1 булгани учун ft(x) куп- 

ждларнинг барчаси биринчи даражали булади. Уз-узи- 
дан маълумки, бундай золда ft\x) = 0 теигламаларнинг 
илдизлари с£Р майдонга тегишлидир.

‘2) т<= 1 булганда (Q: е^ ) =  2  булиб, f(x) нинг 
иормаси, яъни Q майдон оТ* га коэффициентлари шу 
с{Р майдонга тегишли булган квадрат тенгламанинг 
плдизини киритишдан зосил булади. Бундай золда 

0 занжирдаги зар бир тенгламанинг даражаси 
олбатта иккидан юкори булмайди.

3) т> \  булсин. У золда (Q : )= 2 т  булиб, с& 
нинг шу (£Р> га нисбатан иккинчи даражали кен
гайтмаси мавжуд булади. Бу кенгайтма учун (Q;
I ®7’ ) = 2 m_1 булади.

Энди е^Урнига ни олайлик. Унда ва Q 
орасида шундай <& 2 кенгайтма мавжудки, унинг учун
(Q : 2) = 2т~2 бажарилади, яъни кенгайтма 
га нисбатан иккинчи даражали булади. Бу жараённи да- 
вом эгтириб, зар бир кейингиси олдингиси учун иккин
чи даражали булган

1 С <2^2 С  • • • Q
чекли кенгайтмалар кетма-кетлигига эришамиз. На
тижада /(лг)=0  тенгламанинг зар бири иккинчи да
ражали булган тенгламалар занжирига келтирилганига 
ишонч зосил циламиз.

81 -§• Учинчи даражали тенгламанинг квадрат 
радикалларда ечилиш шарти

Т е о р е м а .  Ушбу
х3-\-ах-\-?>х +  с*= 0 (1)

рационал коэффициентли уяити даражали тенг
лама квадрат радикалда еяилиши учун унинг ками
да би тта  илдизи рационал сон булиши зарур ва 
етарли .

И с б о т и .  1. Е т а р л и л и к  ш а р т и .  f(x)*=*x*-\- 
+  ахУ+Ьх с купзад d рационал илдизга эга булсин. 
У золда уни куйидагича ёзамиз: f (х) (х — d)(x*-\- 
тх-\-п)у бунда т % #£Q.

1) 0, d£Q~<£Tо?
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о\ / » т I (  т*\ Г\ 2 Г\ Я2) (х +  ~\ + ( « — -  =0  еки у2 -  а, — 0, а ,— -  -  п!

муносабатлар уринли булгани учун (1) тенглама квад
рат радикалда ечилади.

2. З а р у р и й л и к  ш а р т и .  (1) тенглама квадриг 
радикалда ечилсин ва унинг рационал илдизи йук 

f  фараз килайлик. Шундай
Q — <э?~о С  С  s ^ ”sC  • • ■ С  и-\ С ^ " ъ  (2)

квадрат кенгайтмалар занжири мавжудки, у золда (1) 
тенгламанинг х , ,  х2, ха илдизларидан камида биттаси 

kl &  л- i  га тегишли булади. Масалан,

х\ 6  kid? '*_1 (3)
ва хи х2, ха илдизлардан ^еч бири < ^ A_i га тегишли 
эмас, яъни

Щ Ё jf j(n  р Ш  0  (4)

булсин деб фараз килайлик,
k майдон ^~ь-\ майдоннинг квадратик кенгайт

маси булгани учун шундай а £  элемент мав* 
ж>удки, натижада

Я р  — e ^ _ i ( a). a $  a2 £  &  (5)

муносабат бажарилади. (3) ва (5) га асосан,
x i =/>+<?«, Ц ?€ д * 0 )  (6)

булади.
Энди <?а ифода /(л:) купдаднинг илдизи эканини 

исботлаймиз. Хакикатан,
f(p +  q a ) =  (/7 +  qa)s +  a(p +  qa. ) 2 +  £ (/?  +

- j -§ a ) - J -с =  Л +  5a ,  (7)
бунда

| Л =  /(/?) +  3pqW +  aq’a?,
{B=3p‘1q-\-qsai-\-2apq+ bq.

A, ва a d  <& булгани сабабли
Щ  -f- ? «) — a  +  Ba шш 0 (9)

тенгликдан
Л =  £ =  0 (10)
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келиб чикади. (7), (8), (9) ва Л = # = 0  га кура f(p— <7а ) «  
[жА—Ва тенглик келиб чикади. Демак, p — qa зам /(*) 
/нинг илдизи экан. х2 *=р — q* булсин. (6) муносабатга 
j асосан л:, — дг2 *== 2<7<х 0 булгани учун |§ =£ #2-

Виет формуласига асосан^ дг4 +  х 2 +  хг =  — а. (6) га 
асосан Щ + * 2 =  2р £ ^ Г Лтти хг =  — а —2/>£ oF"Лчв1. Бу 
эса (4) фаразга карама-карши. Демак,  f(x)  купзад 
рационал илдизга эга экан.

82-§. Тенгламасини квадрат радикалларда 
ечиб булмайдиган геометрик масалалар

Баъзи бир геометрик ясашларни бажаришда купинча 
циркуль ва чизгичдан фойдаланилади.

Куйидаги учта масалани гарчи бошка ясаш курол- 
лари ёрдамида бажариш мумкин булса-да, лекин фа- 
Кат чизгич ва циркуль ёрдамида зал эгиш мумкин 
эмаслиги масаласи диккатга сазовордир, У масалалар 
Куйидагилардан иборат:

1. Кубни иккилаш.
2. Бурчакни тенг уч булакка булиш.
3. Мунтазам еттибурчакни чизиш.
Мя ^ с а л а л а р .  1. Хажми х га тенг булган кубни

иккилаш. Бу масала
jc3- 2  =  0 ( 1)

тенгламани квадрат радикалларда ечиш деган суздир.
( ! )  тенглама квадрат радикалларда ечилиши учун 

77-§ га асосан у  даражаси иккидан юкори булмаган 
тенгламалар занжирига келтирилади.

Аввало (1) тенглама рационал сонлар майдони, яъни 
Q да илдизга эга эмаслигини курсатайлик.

Биз бу масаланинг тескарисини фараз килиб, (1) 
тенглама Q га тегишли илдизга эга дейлик. У золда 
л;8—2 купзад  Q да иккита купайтувчи купайтмасига 
ёйилиб, улардан бири a. b£Q  булганда албатта ах-\- 
-+-Z? куринишга эга будар эди. Лекин бундай булиши 
мумкин эмас, чунки х* — 2 купзад  рационал сонлар 
майдони устида келтирилмайдиган купзаддир.
<2̂  майдон сифатида рационал сонлар майдонини
олиб, я 8—*2=0  тенгламага „кенгайтмалар" мавзусидаги 
иатижани к^ллаймиз. Бу натижага кура ( Q: Q)  дара
жа (Q(a) 5 Q) даражага булинади. «Пекин (Q (a ) : Q) =  3. 
(Q : Q) 8=3 2m булганидан у 3 га булинмайди. Демак,
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кубни иккилаш масаласи квадрат радикалларда ечил- 
майди ёки бошкача айтганда, кубни факат циркуль Dal 
ч и з р и ч  ёрдамида иккита кубга булиш мумкин эмас. \

2. Бурчании учта (тенг) конгруэнт булакларга 1 
б ули ш Бу масаланинг мо^ияти шундан иборатки, бур- ] 
чакни факат ч и з р и ч  ва циркуль ёрдамида учта кон- \ 
груэнт булакка булиб булмайди.

: Бу деганимиз э$ар кандай бурчакни зам учта кон- ' 
груэнт булакка булиш мумкин эмас деган cjte эмас. 
Шундай бурчаклар борки (масалан 90°, 180°), буларни 
циркуль ва ч и з р и ч  ёрдамида учта конгруэнт булакка 
осонгина булиш мумкин. Лекин исталган бурчакни уч
та конгруэнт булакка булишнинг катъий усули мав
ж уд  эмас. Х03ИР ШУ тасдикни исботлаш билан шурул- 
ланамиз. Бунинг учун каралаётган масалани алгебраик 
модияти нуктаи назаридан текширамиз.

Фараз килайлик, бирор 0 бурчакни'нг косинуси бе
рилган булсин, яъни cos0=/ булсин. Унда масала’ я * -
* 6=co.s— мивдорни улчашга келтирилади. Ушбу3

- cos 9=4coss -— 3cos —3 з
тенглама cos Q—t берилгани учун

4xs — 3 x —t =  0 (2)
куринишни олади. Куйилган масалаки б =  60° бурчак 
учун цараймиз. б *=60° да ( 2)

8x s -  6 х  — 1 (3)
куринишга эга булади.

Максадимиз, (3) тенгламанинг бирорта з?ам .раци
онал илдизга эга эмаслигини курсатишдан иборатдир. 
Бу тасдикнинг'тугрилигини курсатиш учун v =  2x ал
маштириш киритиб, (3) ни

v 3 — 3v =  l (4)
шаклга келтириб оламиз.

Фараз цилайлик, (r,s) — 1 булганда (4) тенглама v=*
— — илдизга эга булсин. г>= — ни (4) га куйиб,

Г3 — 35<<?r  =  S3 (5)
га эга булар эдик. (5) нинг чап томони г га булинади. 
Иккинчидан, sb +  3s*r ~ г3 булгани учун г* =  s\ s -\-Зг)
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сон s2 га булинади. (s; r ) «  1 булгани учун юкори- 
дпги шартлар фацатгина булгандагина ба
жарилади. Демак, ■ я —±1 экан, Лекин v=*+l зам, v =
— — 1 зам (4) ни каноатлантирмайди, яъни царама- 
царшиликка учрадик.

Демак, (4) тенгламанинг бирорта илдизи зам раци
онал сонлар майдонига тегишли эмас экан, яъни куйил- 
ган масалани факатгина циркуль ва чизгич ёрдамида 
ечиш мумкин эмас экан.

3. Мунтазам еттибуршкни ясаиг. Фараз килай
лик, мунтазам еттибурчак бирлик дойра ичида чизил- 
ган булиб, унинг бир томони узунлиги х  булсин.

Агар бу еттибурчак учларининг координаталарини 
(я ;  у )  десак, бу координаталар

г" — 1 =  0 (6)
тенгламанинг илдизларидан иборат булади. (6) да 2 =  
w*x + iy дир. Биз караётган зол у ч у н я = 7  булади.Демак,
(6) тенглама

г 7 — 1 = 0  (7)
куринишни. олади. (7) тенгламанинг битта илдизи г = 1  
булгани учун уни

«= гв 4 - г 5 +  г 4 + Ф +  г 2 +  z +  1 (8 )Z—1
куринишда ёзиб оламиз. (8) кинг иккала томонини г3 
га булиб,

г 3 +  1 - | - г а +  г - } - 1  +  г  =  0  (9)
г ъ г

ни досил киламиз. (9) нинг чап томони г ва — нинг 
симметрик фуцкциясидир. Шунинг учун уни асосий 
симметрик купдадлар, яъни 2+ — 's -амда г- — — 1 лар
оркали ифодалай оламиз. У долда ушбу тенглик до
сил булади:

( * +  1 J +  ( * +  1 ^ - 2  ( * +  I )  -  1 = 0. (10)

Агар (10) тенгликда 1+  ~ “ У десак, у  долда ( 10)

дои
у г-\-у‘ — 2у — 1 «О  (11)
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тенгликни зосил циламиз. Сунгра
.  - .  1 J  1z  =*cos<p +  ьsm<p ва -  *=2 =  cos<p — I sincp

2

лар узаро кунш а комплекс сонлардир. Уларни кушиб,

y = 2+ ~  =  2 cos <р ( 12)щ
ифодани зосил киламиз. Энди, биз у  ифодани циркуль 
ва чизгич билан кура олсак, ( 12) га асосланиб, coscp 
ифодани зам кура оламиз ва аксинча. Лекин у  ифо
дани к у р и т  масаласи ( 11) тенгламанинг бирорта ра
ционал илдизга эга булиши масаласи билан богликли- 
гини биз биламиз. Шунинг учун (11) тенгламанинг 
рационал илдизлари йук^игини курсата олсак кифояв 

Гескарисини фараз килайлик, яъни шундай г ва $
бутун  сонлар мавжудки , кискармайдиган — каср ( 11 )

S
нинг илдизи булсин. Унда (11) тенглама

г 3 -J- r 2s — 2rs* — s3 =  0 (13)

куринишни олади. (13) тенгликни г3 =  s(r2 — 2rs — s2) 
ва s3 = r ( r 2 +  rs  — 2s2) каби ёзиб, г3 нинг s га ва, ак 
синча, s3 нинг г  га булинишига эришамиз. Бундай 30- 
лат (г; $)=1 булгани учун факатгина г =  s = ± 1 бул
ганда юз беради. Демак ,  у =  — =" ± 1, у = ± 1 сомs
(11) нинг илдизи экан. Лекин у = ± 1  сони (11) нинг 
илдизи эмаслигини бевосита текшириб билиш мумкин. 
Бундан эса килган фаразимизнинг нотугри эканлиги 
келиб чикади, яъни ( 11) рационал илдизга эга эмас. 
Демак ,  мунтазам еттибурчакни факатгина чизгич ва 
циркуль ёрдамида чизиш мумкин эмас.
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