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Алгебра фанининг дастлабки тушунчалари эрамиз- 
дан III аср олдин Миср ва Юнонистонда пайдо бўлиб, 
унда бутун ва мусбат рационал сонлар устида арифме
тик амаллар қаралган. Грек математиги Диофант тенг- 
ламаларни бутун сонларда ечиш масалалари билан ҳам 
худди шу даврда шуғулланган.

Биринчи ва иккинчи даражали тенгламаларни ечиш 
ҳамда «алгебра» сўзининг пайдо бўлишида эрамиз- 
нинг 800—850-йилларида яшаб, ижод қилган хоразм- 
лик Муҳаммад Ибн Мусо ал-Хоразмийнинг хизмати бе- 
ниҳоя каттадир.

Ф. В и е т  (1540—1603) томонидан алгебрага маълум 
ва номаълум миқдорларни ҳарфлар билан белгилаш 
тушунчасининг киритилиши мазкур фаннинг ривожла- 
нишида ҳал қилувчи омиллардан бири бўлди. Сонлар 
устида бажариладиган қўшиш ва кўпайтириш қоида- 
ларининг умумлаштирилиши алгебраик тенгламалар на- 
зариясининг ривожланиши учун муҳим аҳамият касб 
этди. Алгебраик тенгламалар ва уларни ечиш XIX аср- 
нинг бошларигача алгебра фанининг асосий мавзуи 
бўлиб ҳисобланади.

Даражаси бешдан кичик бўлмаган алгебраик тенг
ламаларни радикалларда ечилиш ёки ечилмаслик ма- 
саласини француз математиги Э. Г а л у а  (1811—1832), 
норвегиялик математик Н. X. А б е л ь  (1802—1829) ва 
бошқа математиклар томонидан группалар деб ата- 
лувчи аксиоматик усулда қурилган тушунча билан боғ- 
ланиши алгебрани ихтиёрий табиатли объектлар устида 
бажариладиган амаллар ҳақидаги фан деб қарашга 
олиб келди. Бу амаллар учун, қандайдир аксиомалар 
бажарилиши талаб этилади, холос. Замонавий алгеб
ра фани ҳам худди шу маънода ўрганилади.

Шундай қилиб, алгебра аввало аниқ сонлар, сўнгра 
алгебраик тенгламалар ҳақидаги фандан ўз ривожла- 
ниш йўлини аксиоматик ва айниқса абстракт асосда 
қураётган замонавий фанга айланди.

Ҳозирги замон алгебра фанининг ривожланишида



Н. Г. Ч е б о т а р е в  (1894—1947), О. Ю. Ш м и д т  
;(1891—1947), А. И. М а л ь ц е в  (1909—1967), А. Г .К у- 
рош  (1908—1971), П. С. Н о в и к о в  (1901—1975) каби 
математикларнинг ҳиссалари бениҳоя юксакдир.

Қўлланмада мантиқ ва тўпламлар назариясининг 
бошланғич элементлари интуитив асосда берилади ва 
бу тушунчалар курснинг кейинги барча мавзуларини 
баён этишда қўлланилади.

«Асосий сонли системалар» мавзусида натурал сон
лар системаси, ҳозирги замон алгебрасининг асосий ту- 
шунчалари бўлган группа, ҳалқа ва майдон тўғрисида 
бошланғич маълумотлар берилади. Рационал, ҳақиқий 
ва комплекс сонлар майдонлари назарияси баён эти- 
лади.

«Чизиқли тенгламалар системалари» бобида эса 
чизиқли тенгламалар системалари ва уларнинг ечим- 
ларини топиш масалалари детерминантлар тушунчаси- 
дан фойдаланмаган ҳолда ёритилади. Мазкур мавзуни 
бундай баён этиш одатдаги усулдан мантиқан осонроқ 
ҳамда мактабдаги факультатив курс учун асос бўлиб 
хизмат қилади.

Матрица ва детерминантлар ҳамда уларнинг баъзи 
бир хоссаларини баён қилиш махсус бобнинг мазмуни- 
ни ташкил этади.

«Векторлар фазоси» бобида эса векторлар система- 
сининг чизиқли қобиғи, чизиқли кўпхиллик ва Евклид 
фазоларининг изоморфлиги ўрганилади.

Ҳозирги замон математикасида кенг татбиққа эга 
бўлган чизиқли операторлар, чизиқли тенгсизликлар 
системалари ва чизиқли программалашларга оид ма- 
салалар ҳам қўлланмамизда ўз ўрнини топган.

Ҳар бир теманинг баёни батафсил ечилган мисоллар 
билан мустаҳкамланади. Бундан ташқари қаралаётган 
мавзу мактаб математика курси билан узвий боғлаб 
қаралади. Қўлланмада талабаларнинг мустақил иш- 
лари учун етарлича мисол ва машқлар берилган.

Муаллифлар мазкур қўлланмани сзишда педагогика 
олийгоҳи талабалари учун тузилган «Алгебра ва сон
лар назарияси» дастури масалаларини изчил баён қи- 
лишни ўзининг асосий вазифаси деб билдилар.

Қўлланмани қўлёзма ҳолатида ўқиб, ундаги бир 
қанча камчиликларни тузатишда ўз маслаҳатларини 
берган Узбекистон Республикаси Фанлар Академияси- 
нинг мухбир аъзоси, Узбекистон Республикаси Фанлар
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I боб.  ТУПЛАМЛАР НАЗАРИЯСИ ВА МАТЕМАТИК 
МАНТИҚ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1-§. ТУПЛАМЛАР ВА ҚИСМ ТУПЛАМЛАР

Тўплам энг муҳим математик тушунчалардан би- 
ридир. Бу тушунча математика фанига тўпламлар на- 
зариясининг асосчиси бўлган немис математиги Георг 
Кантор (1845—1918) томонидан киритилган.

Тўплам таърифланмайдиган математик тушунча бў- 
либ, баъзи бир нарсалар, буюмлар, объектларни бирга- 
ликда қараш натижасида вужудга келади. Масалан, 
барча натурал сонларни биргаликда қараш натурал 
сонлар тўпламини, тўғри чизиқда ётувчи нуқталарни 
биргаликда қараш шу тўғри чизиқ нуқталари тўплами- 
ни беради.

1- т а ъ р и ф .  Тўпламни ташкил этувчи объектлар 
шу тўпламнинг элементлари дейилади.

Тўпламлар одатда латин ёки грек алифбосининг 
бош ҳарфлари билан, уларнинг элементлари эса шу 
алифбонинг кичик ҳарфлари билан белгиланади.

Агар А тўплам а, b, с, . . . элементлардан тузилган 
бўлса, у А =  {а, b, с, . . . } кўринишда ёзилади. Тўпламни 
ташкил этувчи элементлар сони чекли ёки чексиз бўлиши 
мумкин. Шу муносабат билан тўпламлар чекли тўплам ёки 
чексиз тўплам бўлади.

Масалан, А =  {а}, В =  {a, b}, С =  {а, b, с} тўпламлар 
чекли тўплам бўлиб, улар мос равишда битта, иккита, учта 
элементдан тузилган. Натурал сонлар тўплами, (0; 1) ора- 
лиқдаги нуқталар тўплами чексиз тўпламларга мисол бўла 
олади. Баъзи бир чекли ва барча чексиз тўпламларни ўз 
элементлари оркали безосита ёзиш мумкин эмас. Бундай 
ҳолларда мазкур тўпламлар ўз элементларининг характе
ристик хоссалари орқали берилади. Агар А тўпламнинг бар
ча элементлари бирэр Р  хоссага эга бўлса, бу туп лам А =  
=  {*|Р(л')} каби ёзилади. Масалан: 1) ха- — 5х +  6 =  0 
тенгламанинг илдизлари туплами А =  {.г, х- — 5х +  6 =  0 J
кўринишда; 2) рацизнад сонлар тўпламл эса Q =  {г \ r =
бу ерда р ва q Ф 0 ихтиёряй бутун сон} кўринишда белги
ланади.

Бирор а элемент қандайдир .4 гўиламнинг элемента



эканлиги a d  А ёки А Э а каби белгиланади ва а элемент 
А тўпламга тегишли деб ўқилади. £ белги одатда тегишли- 
лик белгисн деб юритилади. Бирор Ь элементнинг А туп- 
ламга тегишли эмаслиги b 1 А ёки Ь $ А каби белгиланади. 
Масалан, ]/2  g А ёки 5 £ А.

Айтайлик, бизга бир нечта А, В, С, . .  . тўпламлар бе- 
рилган бўлсин.

2- т а ъ р и ф. А тўпламнинг ҳар бир элемента В тўп- 
ламда мавжуд бўлса, ва аксинча, В тўпламнинг ҳар 
бир элементи А да мавжуд бўлса, Л ва В тўпламлар 
ўзаро тенг (бир хил) дейилади ва бу тўпламларнинг 
тенглиги

А =  В (1)
орқали белгиланади.

Бу таърифдан кўринадики, иккита тўпламнинг тенг
лиги аслида уларнинг битта тўплам эканлигини бил- 
диради.
Масалан:

1) А =  (2, 5}, В — {х \х2— 1х-\- 10 =  0} бўлса А =  В;
2) А — текисликдаги тенг томонли учбурчаклар 

тўплами, В — шу текисликдаги ички бурчаклари тенг 
бўлган барча учбурчаклар тўплами бўлса, ўз-ўзидан 
маълумки, А =  В бўлади.

3- таъриф.  В тўпламнинг ҳар бир элементи А тўплам- 
да мавжуд бўлса, В тўплам А тўпламнинг кием туплами 
дейилади ва В нинг кием тўплам эканлиги В А кўриниш- 
да белгиланиб, £  белги сактнишлик белгиси деб юритилади.

Агар А, В ва С тўпламлар битта тўпламнинг қисм 
тўпламлари деб қаралса, у ҳолда сақланишлик муно- 
сабати қуйидаги асосий хоссаларга эга:

а) AS. А;
б) А Я.В ва BE: А бўлса, у ҳолда А =  В бўлади;
в) /1 ва f i£ C  дан Л £  С эканлиги келиб чицади.
4- т а ъ р и ф. В тўпламнинг барча элементлари А 

тўпламда мавжуд бўлиб, шу билан бирга А да яна В га 
тегишли бўлмаган элементлар ҳам мавжуд бўлса, В 
тўплам А тўпламнинг хос қисм туплами дейилади.

Хос қисм тўплам
В cz А (2)

орқали белгиланади.
5- т а ъ р и ф. Бирорта ҳам элементга эга бўлмаган 

тўплам бўш тўплам деб аталади ва у 0  орқали белги
ланади.



6- т а ъ р и ф. А тўпламнинг ўзи ва 0  тўплам шу А 
тўпламнинг хосмас қисм тўплами дейилади.

Л ва Б тўпламларнинг тенглигини исботлаш учун

A UB ва В А
эканлиги кўрсатилади.

Бирор А тўплам В тўпламнинг қисм тўплами экан- 
лигини исботлаш деган сўз А нинг ихтиёрий элементи 
В га тегишли эканлигини кўрсатиш, демакдир.

Тегишлилик £ ва сақланишлик JJ муносабатлари бир- 
биридан фарқ қилади. Масалан, тегишлилик муносабати учун 
сақланишлнк муносабатининг биз юқорида кўриб ўтган учта 
хоссаси бажарилмайди.

Э слатм а. Натурал, бутун, рационал ва ҳақиқий сон
лар тўпламларини мос равишда N, Z, Q ва R орқали бел- 
гилайлик.

Унда мазкур тўпламлар учун N cz Z cr Q cr R  муноса- 
батлар ўринлидир.

Исталган п та элементли тўпламнинг барча қисм тўп- 
ламлари сони га тенг. Бу тасдиҳни математик индукция 
принципи асосида исботлаш мумкин.

Ҳақиқатан, бир элементли тўплам иккита қисм тўп- 
лам (шу тўпламнинг ўзи ва 0  тўплам) га эга; 2 =  2' 
бўлганидан п =  1 учун тасдиғимиз ўринли.

Фараз қилайлик, тасдиқ п та элементли Мп =  {*1( х2,
• • • * хп} тУплам УЧУН ўринли бўлсйн. М п тўпламга xn+l 
элементни қўшиб, биз п +  1 та элеменгли Afn+1 =  [х{, х2,
• • ■ » хп> W  тўпламга эга бўламиз. Mn+i тўпламнинг 
ихтиёрий қисм тўплами ё Мп тўпламнинг қисм тўплами- 
дан, ёки Мп нинг қисм тўпламларига ни қўшишдан 
ҳосил бўлган қисм тўпламдан иборат бўлади. Шундай қи- 
либ, Mn+1 тўпламнинг қисм тўпламлари сони Мп тўплам 
қисм тўпламлари сонидан икки баравар кўп бўлади. Бошқа- 
ча қилиб айтганда, М„+1 нинг қисм тўнламлари сони 2 • 2" =
=  2n+1 та бўлади.

Демак, п та элементли тўпламнинг барча қисм тўплам-
лари сони 2п та экан.

М. и с о л л а р. 1. Барча жуфт натурал сонлар тўп- 
лами чексиз тўплам бўлади. Бу тасдиқни исботлаш 
учун исталган п натурал сонга 2п жуфт натурал сонни 
мос қўйиш кифоя.

в



2. Исталган п ф  1 натурал соннинг туб бўлувчилари 
тўплами чекли тўпламдир.

3. 0 ^ л < 7  тенгсизликни қаноатлантирадиган бутун 
сонлар тўпламини қуйидаги икки хил усулда ёзиш мум
кин:

а) А =  {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6};
б) Л =  ( 0 ^ x < 7 | x e Z } .
4. 5 га бўлиниб, 10 га бўлинмайдиган бутун сонлар 

тўплами В =  (I0& +  5 16 £ Z| чексиз тўплам бўлади.
5. А — (а, Ь, с} тўпламнинг барча қисм тўпламларининг 

тўплами (0 , {а}, Щ,  {с}, {а, Ь}, {а, с\, {Ь, с}, (а, Ь, с}} 
дан иборат.

М а ш қ л а р

1. Чекли ва чексиз тўпламларга мисоллар келти- 
ринг.

2. —3 < х < 3  тенгсизликнинг бутун ечимлари тўп- 
ламини икки усулда ёзинг.

3. Бирор соннинг барча бутун бўлувчилари ва бутун 
бўлинувчилари тўплами чекли бўладими?

4. 3 га бўлиниб, 9 га бўлинмайдиган бутун сонлар 
тўплами чеклими ёки чексизми?

5. {1, 2, 3, 4} тўпламнинг барча қисм тўпламларини 
ёзинг.

2- §. ТУПЛАМЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

Л ва В тўпламлар берилган бўлсин. Бу тўпламлар- 
дан янги тўплам ҳосил қилиш мумкин. Бу мақсадда 
тўпламлар устида бажариладиган қуйидаги амалларни 
киритамиз:

1- т а ъ р и ф .  А ва В тўпламларнинг камида битта- 
сига тегишли бўлган барча элементлардан тузилган С 
тўплам шу тўпламларнинг бирлашмаси дейилади ва 
А[)В кўринишда белгиланади.

Юқоридаги таърифга кўра С тўпламни қуйидаги 
кўринишда ёзиш мумкин:

С =  A U В =  {х \х  £ А ёки х £ В}.
Тўпламлар бирлашмаси тушунчасини исталган чекли сон да* 
ги тўпламлар учун ҳам киритиш мумкин. п та Alt А2, • • 
. , Ап тўпламнинг бирлашмаси Ах U Л2 U • • • U Ап =



n
=  (J[ кўринишда ёзилади.

2-та ъриф.  А ва В тўпламларнинг барча умумий эле- 
ментларидан тузилган С тўплам шу тўпламлар кесишмаси 
дейилади па у А О В кўринишда белгиланади.

Ми со л. А =  {], 3, 5, 7}, В — { 1, 2, 3, 4, 5, 6} бўлса, 
у ҳолда А П В =  {1, 3, 5} бўлади.

п та А,, А2, . . . , Ап тўпламнинг кесишмаси А, f)
Пп Л 2 п • • • П А п = .П A i кўринишда ёзилади.

3-таъриф.  А тўпламдан В тўпламнинг айирмаси деб 
А га тегишли, лекин В га тегишли бўлмаган барча элемент- 
лардан тузилган тўпламга айтилади ва у А \ В  кўринишда 
белгиланади.

Мисол.  А =  { \ ,  3, 5, 7}, £  =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} бўлса, 
у ҳолда А \ В  =  {7} бўлади.

4-таъриф.  А нинг В да ҳамда В нинг А да бўлма- 
ган элементлари тўплами шу тўпламларнинг симметрии 
айирмаси дейилади ва у А А В кўринишда белгиланади.

Мисол.  А =  {1, 3, 5, 7}, В — {1, 2, 3, 4, 5, 6) бўлса, 
А А В =  {2, 4, 6, 7} бўлади.

А па В тўпламларшшг айирмаси ва симметрии айирмаси- 
ни мос равишда қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин:

Л \В  =  {х I х б А ва х$ В};
А А В =  {х I х& А ва х$ В) {J {х\х  $ А ва х £ В}.

5-таъриф.  В тўплам А нинг қисм тўллами бўлганда 
А \ В  тўплам В ни Л гача т£лсируечи тўплам дейилади ва 
у В ёки СА В оркали ёзилади.

Мисол.  В =  {1, 2, 3}, А =  {1, 2, 3, 4, 5} бўлганда В— 
=  {4, 5} бўлади. _

Юқоридаги таърифга асосан В (J В — А бўлади. Агар” А 
тўплам бошқа тўпламнинг хос кием тўплами деб каралмаса, 
у ҳолда унинг тўлдирувчиси 0 бўлиб, 0 нинг тўлдирувчиси 
эса А бўлади.

6- т а ъ р и ф. Ҳэр қандай тўпламнинг хос қисм тўплами 
деб қаралмаган тўплам универсал тўплам дейилади ва у« U 
орқали белгиланади.

U универсал тўпламнинг барча қисм тўпламлари тўпла- 
мини 'Г (U) орқали белгилаймиз. Бу ҳолда А £ Т (U) 'ни 

U деб тушунилади. 0  ва А тўпламлар учун ҳам 
0 £T(U)  ва А £ 'Г (U) лар ўринли. Т (U) т ў п лам дан олин-



ган исталган_иккита Л ва В тўпламлзр бирлашмаси, кесиш
маси ҳамда Л ва В тўпламлар Т (U) нинг аникланишига 
асосан яна Т (U) га тегишли бўлади. U универсал тўплам- 
нинг барча кием тўпламлари орасида иккита хосмас қисм 
тўплам мавжуд бўлиб, улардан бири U нинг ўзи, иккинчи- 
си эса бўш тўплам, қолганлари эса хос кием тўпламлар бў- 
лади.

U универсал тўплам чекли бўлса, унинг барча қисм 
тўпламлари ҳам чекли бўлади. U чексиз бўлганда эса 
унинг қисм тўпламлари чекли ёки чексиз бўлиши мум
кин.

Масалан, N  натурал сонлар тўпламини олсак, {1} сz N ,  
{2) <= /V, . . . , {п} с  N  бўлиб, бу ерда ҳар бир кием туп- 
лам чекли бўлгани ҳолда {1,3, . . ., 2/г+ 1, • • • } ciV , {2 ,
4, . . . , 2п, . . . } c z N  да ҳар бир қисм тўплам чексиздир.

Мисоллар.  1. x £ N  бўлганда А =  {х | * > 5 ) ,  В =  
=  {х \х  <  7) лар учун: a) A (J В; б) A f] В; в) N га нисба-
тан А\ г) A U В; д) A U В; е) А П В; ж) (АП В) U (Л 
П В) лар топилсин.
_  Ечиш.  Л =  { х \х  >  5} {5, б, 7, . . . } бўлгани учун 
Л =  {1, 2, 3, 4} ва В =  {8, 9, 10, . . . ) бўлади. Унда:
а) Л U В={5, 6, 7, . . .  }U [1, 2, . . .  , 7}= N, A U B = N \
б) Л Г] В =  {5, б, 7, . . .  ) п {1, 2 , , 7} = { 5, 6, 7}, 
Л п В =  {5, 6, 71;
в) Л =  (1, 2, 3, 4};
г) Л и  В =  (1, 2, 3, 4} U (1. 2_____ 7| =  В, Л U В =  В;
д) Л (J В == {1, 2, 3, 4) U {8, 9j_. . . I =
=  {1, 2^3, 4, 8, 9____}, Л UB =  fl, 2, 3, 4, 8, 9. . .}
е) Л_ПВ == (1, 2, 3, 4| 0 {8, 9, • • • ) =  0 , Л Г) В =  0 ;_
ж) (Л П В) U (А П В) =  0 U {5, 6, 7} =  {5, 6, 7}, (Л f| В) 
U (Л Л В) =  (5, 6, 7}.

2. А =  { 3 k \k £ N } ,  B =  { 2 k \ k £ N }  ва C =  { 9 k \ k £ N )  
бўлса: а) Л (J В; б) Л П В; в) Л Г) & П С лар топилсин.

Ечиш.
а) Л U В =  {2, 3, 4, б, 8, 9, 10, 12____ };
б ) Л П В  =  {6, 12, 18, . . . } = { 6* I АПВ =
=  {6k \ k £  .V};



в) А п в  п с  =  {б, 12, 18, . . .} п {9, 18, 27, . . .} = {18,
36, 54, . . . } =  {18& I k(zN),

А П В П C =  { l 8 k \ k £ N } .

Ма шқ лар
1 . Д =  {х — 1 2 > 7 | x € W }  ва В =  {* 4 - 1 5 <  1 6 | х € Л 0

тўпламлар учун: а) ЛП^;  б) Ли В; в) jV га нисбатан Af)#;
г) Л А В лар топилсин.

2. Л =  {7k\ k£Z) ,  B =  {3 +  k > 5 j k € Z } ,  С =  {7 —
— k >  3 1 & 6 Z} тўпламлар учун: a) A [] В \] C\ 6) A f| 
П (B U С); в) A U (В П C\ г) Л (J (В П C) тўпламларни ту- 

зинг.
3-§. ЭЙЛЕР-ВЕНН ДИАГРАММАЛАРИ

U универсал тўпламни тўғри тўртбурчак билан ва унинг 
хос қисм тўпламларини шу тўртбурчак ичидаги доиралар би
лан тасвирлашни қабул қиламиз. Бу ҳолда тўртбурчакнинг 
штрихланган (1-чизма) бўлаги А қисм тўплам бўлса, штрих- 
ланилмаган бўлаги А тўлдирувчи тўплам бўлади. Бундан 
А П А =  0 эканлиги равшан. 1-чизмага асосан қуйидаги- 
ларни ёза оламиз:

1- расм.



L .

5- расм. 6- расм.

7- расм.

1) A U А =  А; 2) A U А =  (/.
А ва В қисм тўпламларнинг А П В кесишмаси 2- чизма- 

да тасвирланган. Бу кесишма тўртбурчакнинг штрихланган^ 
бўлагидан иборат: Л ва В нинг бирлашмаси 3-чизмадаги 
туртбурчакнинг барча штрихланган бўлагини ташкил килади.

А тўпламдан В нинг айирмаси 4- чизмада берилган. 
Бу айирма туртбурчакнинг штрихланган бўлагидир.

В тўпламни А гача тўлдирувчи тўплам 5- чизмада 
кўрсатилган. Ниҳоят, А тўпламни U универсал тўплам- 
гача тўлдирувчи тўплам 6- чизмада кўрсатилгандек бў- 
лади.

7- чизмадаги штрихланган қисм А ва В тўпламлар- 
нинг симметрик айирмасидир.

Мана шу усулда учта, тўртта ва ҳ. к. қисм тўплам- 
ларнинг кесишмаси ва бирлашмасини Эйлер-Венн дои- 
ралари орқали тасвирлаш мумкин. Бундай тасвирлаш 
одатда Эйлер-Венн диаграммалари деб юритилади. А 
ва В тўпламлар чекли тўпламлар бўлганда уларнинг 
элементлари сони мос равишда п(А)  ва п ( В) каби 
белгиланади. Бундай ҳолда 3- чизмага асосан

п(А U В) =  п ( А ) + п ( В ) - п ( А  П В)у (1)



п(А Л В) =  п(А) +  п(В) — п(А U В) (2)
тенгликларни ҳосил қиламиз. Хусусий ҳолда, 'яъни А Л 
Л В =  га бўлганда (1) ға (2) тенгликлар мос равишда 

п (A U В) =  п (А) +  п (В) ва п (А Л В) — 0 кўринишни ола- 
ди. (1) ва (2) тенгликлар одатда қўшиш ва кўпайтириш к,о- 
нунлари деб юритилади.

М и с о л л а р .  1. Математика факультетининг 1 кур- 
сида 75 талаба ўқийди. Улардан 47 таси мактабда 
инглиз тилини, 35 таси немис тилини, 23 таси эса ҳар 
иккала тилни ўрганган. Курс талабаларидан нечтаси 
иккала тилни ҳам билмайди?

8- расм.

Бу масалани ечиш учун Эйлер-Венн диаграммала- 
ридан фойдаланамиз (8- чизма). Тўғри тўртбурчак си- 
фатида 1 курс талабалари тўпламини оламиз. Бу ерда 
иккита тўплам кесишмаси 23 та элементдан иборат 
бўлгани учун фақат инглиз тилини ўрганганлар сони 
47—23=24 та, фақат немис тилини ўрганганлар сони 
35—23=12 та ва ниҳоят, ҳар иккала тилни билмайди- 
гацлар сони эса 75—(24+23+12) =  16 тадан иборат. 
■х2. Математика факультетидан 100 талабани текши- 
риб кўр^илганда уларнинг 18 таси фақат немис тилини, 
8 таси немис ва француз тилини, 48 таси француз ти
лини, 8 таси француз ҳамда испан тилини ўрганиши ва 
ниҳоят 24 таси ҳеч қандай тилни ўрганмаганлиги аниқ- 
ланди. а) Қанча талаба испан тилини ўрганади?
б) Данча талаба француз тилини ўрганмаслик шарти би- 
лан\немис ва испан тилини ўрганади? в) Қанча талаба 
испан тилини ўрганмаганда ва фақат шундагина фран
цуз тилини ўрганади?

Е ч« ш. Аввало Эйлер-Венн диаграммасини тузиб 
оламиз (9- чизма). Бу ерда ҳар бир дойра немис, фран
цуз ва испан тилини ўрганувчи талабалар тўпламини,



9- расм.

тўғри тўртбурчак эса текширилган талабалар тўпла- 
мини ифодалайди. Учта чет тилдан камида бирини ўр- 
ганувчи талабалар сони 100—24 = 76 тадир. а) Қанча 
талаба испан тилини ўрганишини аниқлаш учун тил ўр- 
ганувчи барча талабалар сони (76) дан немис тили (26) 
ҳамда фақат француз тили (48—8—8) ўрганувчи тала
балар сонини айириб ташлаймиз, унда 76—26—32 = 76— 
—58=18 ҳосил бўлади.

б) Француз тилини ўрганмасдан испан тилини ўр- 
ганувчи талабалар сонини топиш учун тил ўрганувчи 
талабалар сонидан француз ва фақат немис тилини ўр- 
ганувчи талабалар сонини айирамиз. Унда 76—48— 
—18=10 ҳосил бўлади.

Ч*) Испан тилини ўрганмаганда ва фақат шундаги- 
на француз тилини ўрганувчи талабалар сонини топиьй 
учун эса тил ўрганувчи барча талабалар сонидан фақат 
немис тили (18) ва француз ҳамда испан тилини ўрга- 
нувчи талабалар сони (8), фақат испан тилини ўрга- 
нувчилар сони (10) нинг йигиндисини айириш керак 
(9-чизмага қаранг). Демак, бундай талабалар сони 
76—(18 + 8+ 10) =40 экан.

4 -§  ТУПЛАМЛАР УСТИДА АМАЛЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Бирор U унверсал тўпламнинг қисм тўпламлари 
учун қуйидаги тенгликлар ўринли:

1. Исталган иккита А ва В тўпламларнинг кесишма 
ва бирлашмаси коммутатив бўлади, яъни

А П 5  =  5  П АУ 
A U В =  В U А.

2. Бирлашма ва кесишма\маллари ассоциативдир:

о)
(2)

(3)



(А П В) П С =  А П (В П С). (4)
(1) ва (2) нинг ўринли эканлиги кесишма ва бирлашма- 

нинг таърифидан келиб чиқади. Биз ҳозир (4) тенгликнинг 
ўринли эканлигини исботлаймиз. х £ (А Л В) П С бўлсин. 
Унда кесишманинг таърифига асосан x £ A f ) B  ва х £ С  бў- 
лади. х £ А  П В бўлгани учун х £ А  ва х£В .  Демак, х £ А  
ва х £ В  П С. Охирги тасдиқ эса х £ А  f] (В Г) С) эканлигини 
билдиради. Шундай қилиб, х элементнинг ихтиёрий эканли- 
гига асосланиб,

(А Л В) ( ] С Я А  (](В ПС) ( ,)
деб оламиз.

Аксинча, у  £ А Л (В Л Q  бўлсин. У ҳолда г/ £ Л ва 
у £ В f) С бўлиб, бундан у  6 В ва у  £ С. Демак, у  £ А Л В 
ва у  £ С. Охирги [иккита муносабатга асосан эса у  £ (А [) В) 
Л С дир.

Шундай қилиб,
А П(В Г)С)<=(А П В) П С  ( . .)

экан. (*) ва (* *) ларга асосан (4) нинг ўринли эканлиги га 
ишонч хосил қиламиз.

(3) ва (4) тенгликларни исталган чекли сондаги 
тўпламлар учун ҳам ёзиш мумкин.

3. Учта А, В ва С тўплам устида бажариладиган 
кесишма ва бирлашма ^маллари учун дистрибутивлик 
қонуни бажарилади:

Л1 М6 Л С) =  ( Л и Я ) Л ( Л 1 ) 0 ,  (5)
А Л (5 U С) =  (А Л В) U (А Л С). (6)

Охирги муносабатлар исталган чекли сондаги тўп- 
ламлар учун ҳам бажарилади, яъни

A U (Л 5.) =  .Л (A UB,-). (7)i=i i=i

А П ( Д 5;) =  (.и,(Л П в д- (8)
Битта универсал тўпламнинг барча қисм тўпламла- 

ри учун қуйидаги айниятлар ҳам ўринли бўлади:
4. Идемпотентлик қонунлари: A U А — А, (9)

A f ] A  =  A. (10)
5. Ютилиш қонунларш A (J (А Л В) — А, (11)

А Л (A U В) =  А. (12)



6. де- Морган қонунлари: А \] В = А  {] В, (13)
А~гГВ =  А [ } В .  (14)

7. A (J U =  U.
8. А Л U =  А.
9. Инволюция қонуни: А =  А.
1 0 . 0  =  £ / ,  V =  0 .
Бу конунларнинг биттасини, яъни (5) тенгликни исбот 

этаглик. A U (в Л С) нинг исталган х элементи камида А 
га ёки В Л С га тегишли бўлади. Демак, х элемент А га 
ёки В на С ларга тегишли. У ҳолда х элемент A (J В га 
va A U С га тегишли. Шунинг учун х £ {A (J В) Л (A U Q  
бўлади.

Демак,
A U (В Л C ) £ ( A  U В) Л (A U С). (15)

Аксинча, (A U В) Л (A (J С) нинг .хар бир у  элементи 
A U В ва A U С га тегишли. Демак, у элемент А га ёки 
В ва С ларга тегишли. Шу сабабли, у элемент А га ёки 
В Л С га тегишли бўлгани учун бу элемент A U (В Л Q  
га ҳам тегишли. Демак,

(Л U В) Л (A U С) U (В Л С). (16)
(15) ва (16) дан (5) тенглик келиб чиқади.

Қолган тенгликларни исботлашни мустақил иш учун 
қолдирамиз.

М а ш қ л а р

1. Қуйидаги тўпламларнинг ҳар иккитаси ва учала- 
сининг ҳам кесишмалари ва бирлашмаларини топинг:

А — {а, b, с}, В =  {d, е, f, g}, С =  {а, /, g, k, е}.
2. Қуйидаги тўпламларвднг ҳар иккитасининг айир- 

масини аниқланг:
Л =  {1, 2, 3, 4), В =  {4, 5, 6, 7, 8}, С =  {1, 2, 3}.
3. N [ =  {1, 2, 3, . . . , п, . . . } натурал сонлар тўпла- 

ми учун В =  {3, 6, 9, . . . , 3n, . . . } қисм тўплам. В ни 
топинг.

4. А =  {а, b, с, а} тўпламнинг барча қисм тўпламларини 
ёзиб чиқинг.

5. U универсал тўпламнинг Л =  {а, Ь, с, d, е), В — 
=  {а, Ь, с}, С =  {Ь, с, d, /, g} қисмлари учун ( Л\ В)  П С 
ни аниқланг ва буни Эйлер-Венн диаграммалари билан тас
вирлаш.



6. N  универсал тўпламнинг А =  {1, 2, 3, 4, 5}, В =  {1,
2, 6}, С =  {3, 4, 7, 8} кисмлари берилган. (А П В ) \  С ни 
аниқланг ва уни Эйлер-Венн диаграммалари билан тасвир- 
ланг.

7. N универсал "тупламнинг A f| В =  0 шартни қанозт- 
лантирувчи қисм тупламлари учун А £  В, В SE А эканлиги
ни исботланг.

8. Қуйидаги тўпламларни Эйлер-Венн диаграмма
лари ёрдамида_ифодаланг:

а) А П В (1 !С; б) А П В П С; в) (A U В) П С.
9. U тўпламнинг А, В, С қисм тупламлари учун Л с  В, 

В с= С бўлса, A d  С бўладими?
10. 9- мисолдаги шартни қаноатлантирадиган тўп- 

ламлардан баъзиларини ёзинг.
11 . Q+ — манфиймас рационал сонлар тўпламк, Z+ — 

манфиймас бутун сонлар тўплами бўлганда қуйидагиларни 
аниқланг:
a) Z+ и 6) Z+ U N \ в) Л и я  и <?;
г) N'li  Z\ a ) Z + [ ] Q +’ е) Z+ n N-,
ж) (N Л '<?) U Z+- з) Q П Я, и) (R \Q )  U N.

12. 100 та талаба текшириб кўрилганда қуйидаги- 
лар аниқланди: улардан 28 таси испан тилини, 30 таси 
немис тилини, 42 таси француз тилини, 8 таси испан 
ва немис тилини, 10 таси испан ва француз тилини, 5 
таси немис ва француз тилини ва ниҳоят 3 таси ҳар 
учала тилни ўрганар экан. Қуйидагиларни аниқланг:

а) Қанча талаба бирорта ҳам чет тилини бил- 
майди?

б) Қанча талаба фақат француз тилини ўрганади?
в) Қанча талаба француз тилини ўрганганда ва фа- 

цат шундагина немис тилини ўрганади?
Кўрсатма; Эйлер-Венн диаграммаларидан фойдала- 

нинг.

5- §. ТУПЛАМЛАРНИНГ ДЕКАРТ КУПАЙТМАСИ

Иккита бўшмас Л ва В тўпламлар берилган бўл- 
син.

1- т а ъ р и ф .  Л тўплам элементларини биринчи, В 
тўплам элементларини иккинчи қилиб тузилган барча 
жуфтликлар тўплами Л ва б тўпламларнинг декарт 
(туғри) купайтмаси дейилади ва у А х В  орқали белги
ланади.



Бу таърифга асосан А X В =  {(х; у) | х £ А, у  d В) бу- 
либ, бу ерда х элемент (х; у) жуфтликнинг биринчи компо- 
нентаси (ташкил этувчиси), у  эса иккинчи компонентаси деб 
юритилади. Кўп холларда тартибланган жуфтликни узунлиги 
иккига тенг бўлган кортеж деб ҳам юритилади.

Узунлиги п га тенг бўлган кортеж деганда тартибланган 
(я,, а2, , ап) белгини тушунамиз. Бу ерда п кортеж 
узунлиги деб юритилади. Кортеж лар тўпламида тенглик му- 
носабатини киритиш мумкин.

2-таъриф.  Агар иккита (а{, а2, . . .  , ап) ва (Ь{, Ь2,
. . . , Ьп) кортежларнинг узунликлари ва мос компонентала- 
ри ўзаро тенг бўлса, бу кортежлар тенг дейилади.

Масалан, {1, 2, 3}, {1, 3, 2} тўпламлар бир хил. Кор- 
тежларда элементлар тартибланган. Шунинг учун {1, 2, 3}= 
=  {1, 3, 2}, лекин (1; 2; 3 )^ (1 ; 3; 2).

Мисол.  Л =  {1, 2}, В — {4, 5, 6} бўлсин, унда
А Х В  =  {( 1; 4), (1; 5), (1; 6), (2; 4), (2; 5), (2; 6)},
В X А — {(4; 1), (4; 2), (5; 1), (5; 2), (6; 1), (6; 2)},
А X Л =  {(1; 1), (1; 2),[(2; 1), (2; 2)},
В х  В =  {(4; 4), (4; 5), (4; 6), (5; 4), (5; 5), (5; 6),
(6; 4), (6; 5), (6; 6)} 

бўлади.
Агар Л ва В тўпламлар мос равишда т та ва п та 

элементли тўпламлар бўлса, уларнинг А х В  тўғри ку
пайтмаси тп та жуфтликлардан иборат бўлади. Де
карт кўпайтма тушунчасини исталган чекли сондаги 
тўпламлар учун киритиш мумкин.

3-та ъ|риф. Исталган А,, Л2, . . . , Ап тўпламлар бе
рилган бўлса, Л, X Л j  X . . .  X Ап декарт кўпайтманинг 
исталган W кием 'тўплами Л,, Л2, . . . , Ап тўпламлар эле
ментлари орасида аниқланган п ўринли мослик, п га эса шу 
W мосликнинг ранги дейилади.

Хусусий ҳолда, яъни Л, =  Л2 =  . . . =  Ап =  А бўлган- 
да W мослик Л тўпламда аниқланган муносабат деб юрити
лади. W муносабат Л" декарт кўпайтманинг ҳар бир эле- 
ментига Л тўпламнинг битта элементини мос қўяди. Бу ерда 
А" — {(х,, х2, . . . , хп) [х, £ Л, *2 £ Л, . . . , хп € Л } бў- 
либ, (Xj, х2, . . . , хл) узунлиги п га тенг кортеждир.

Декарт кўпайтма коммутатив эмас. Ҳақиқатан, юқорида



келтирилган мисолга эътибор берсак, А х  В Ф В X А бўла- 
ди. Агар ((а; Ь)\ с) =  (а; Ь\ с) деб шартлашсак, мазкур кў- 
пайтма ассоциатив, яъни А X (В х С) =  (А X В) X С. Бу 
тасдиқни машқ сифатида текшириб кўриш мумкин.

6-§. БИНАР МУНОСАБАТЛАР

Биз 5- § да иккита тўпламнинг декарт (тўғри) ку
пайтмаси тартиб билан олинган жуфтликлар тўплами- 
дан иборат эканлигини кўриб ўтган эдик.

1- т а ъ р и ф .  А х В  декарт кўпайтманинг исталган 
R қисм тўпламига Л ва В тўплам элементлари орасида 
аниқланган бинар (икки ўринли) муносабат дейилади.

Агар а £ Л, 6 £ В бўлиб, (а; b) £ R бўлса, а элемент R 
муносабат ёрдамида b элемент билан боғланган деб ўқилади 
ёки R муносабат а ва b элементлар учун ўринли деб юри
тилади ва a R  b орқали ёзилади. Мосликлар одатда р, R , S , 
7\ . . . ҳарфлар орқали белгиланади.

Мисол.  Агар а, Ь лар тўғри чизиқларни ифодаласа, у 
ҳолда а \\ by a_L6 бўлиб, || , _L лар бинар муносабатлар 
бўлади.

Берилган тўпламларнинг ҳар бири чекли тўпламлар 
бўлса, улар орасидаги мосликни фақатгина жуфтлик
лар орқали эмас, балки графлар орқали ҳам ифода- 
лаш мумкин.

2- т а ъ р и ф. Текисликдаги чекли сондаги нуқталар 
ва уларнинг баъзиларини туташтирувчи чизиқлар тўп- 
лами ҳосил қилган фигура граф, нуқталар графнинг 
учлари, бу учларнинг қандайдир иккитасини туташтирув
чи чизиқ графнинг қирраси дейилади. Барча қиррала- 
ри йўналиши стрелка билан кўрсатилган граф ориен- 
тирланган граф дейилади.

А тўпламдаги R бинар муносабатни граф орқали 
ифодалаш учун қуйидагича иш тутамиз:

Даставвал Л тўпламдаги элементларни нуқталар билан 
белгилаб чиқамиз, сўнгра (а; Ь) жуфтликлар учун, яъни (а;
Ь) £ R {афЬ)  бўлганда а дан b элементга 10-чизмада кўр- 
сатилгандек стрелкали чизиқ ўтказамиз.

a =  b бўлса, яъни (a; a ) £ R  га 10-чизмадаги сиртмоқ 
мос келади. Йўналишй икки томонга стрелка билан кўрса- 
тилган қирра ориентирланмаган граф дейилади (11-чизма).

Энди бинар муносабатларнинг тенглиги, инверсияси са 
композицияси тўғрисида тўхталамиз.
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10- расм. 11- расм.

3-таъриф.  R ва S бинар муносабатлар берилган бў- 
либ, ихтиёрий х ва у  элементлар учун (х\ у )£  R бўлганда 
ва фақат шундагина (.х; у) £ 5 бўлса, R =  S дейилади.

4-таъриф.  R ва S муносабатларнинг композицияси (су- 
перпозиттияси) деб бирор г элемент учун (л;; z) £ S  ва (г; у)
£ R шартни қаноатлантирувчи барча (х; у) жуфтликлар 

тўпламига айтилади ва у R о S ёки R * S орқали белгилана-

Таърифга асосан R ва 5 муносабатлар композициясини 
Rs S =  {(х; у) I шундай z мавжудки, унинг учун х S z ва 
z R y  лар ўринли} орқали ёзилади.

^Мисол.

бўлганда R* S =  {(5; 4), (10; 3)} бўлади.
5-таъриф.  /? =  {(x; у) | х £ Л, г/ £ В} бўлганда (у; х) £ /? 

шартни қаноатлантирувчи барча жуфтликлар тўплами R би
нар муносабатнинг инверсияси дейилади ва у R~~x орқали 
белгиланади.

Таърифга кўра =  {(х\ у) | (у\ х) £ R} бўлади.
Мисол.  #={(5; 4), (6; 5), (7; 6)} бўлганда R 1={(4;5)г 

(5; 6), (6; 7)} бўлади.
6- т а ъ р и ф. R нинг барча жуфтликларидаги биринчи эле

ментлари тўпламига R муносабатнинг аниқланиш соҳаси 
дейилади ва у SR ёки Dorn R ор^али белгиланади.

7-таъриф.  R нинг барча жуфтликларидаги иккинчи 
элементлари тўпламига R муносабатнинг қийматлари туп- 
лама дейилади ва у ря ёки 1ш R орқали белгиланади.

ди.

5  =  {(5; 6), (7; 8), (10; 12)}, 
«  =  {(6; 4), (12; 3), (3; 9)}



^7 символ одатда таърифга асосан белгиланишни билди- 
ради. R муносабатнинг аниқланиш ва қийматлари соҳаларини 
мос равишда Dorn R ^  SR =  {х | шундай у  мавжудки, унинг 
учун (л:; у) £ /?}, Irn R ^  =  {у | шундай х мавжудки, 
унинг учун {х\ у) £ R} каби ёза оламиз.

Бинар муносабатлар жуфтликлар тўпламини ифодалагани 
учун муносабатларнинг бирлашмаси, кесишмаси ва тўлдирув- 
чи тупламлари тўғрисида фикр юритиш мумкин.

Мисоллар.  1. п исталган натурал сон бўлганда, W cz 
сz{(n\ п +  1)} муносабат бинар муносабат бўлади.

Ҳақиқатан, бирор (а; b) жуфтлик W га тегишли, яъни 
(а; b ) ^ W  бўлиши учун Ъ =  а +  1 бўлиши зарур ва етарли- 
дир. а +  1 натурал сон эса а дан бевосита кейин келувчи 
натурал сондир. Демак, N  натурал сонлар тўпламида «. . . 
дан бевосита кейин келишлик» муносабати бинар муносабат 
экан.

2. т ва п лар бутун сонлар бў л ганда W а  {(пт\ п)} му
носабат бутун сонлар тўпламида аниқланган бинар муноса
бат бўлади.

Ҳақиқатан, агар а =  пт бўлса ва фақат шундагина (а; 
п) G W бўлади. Агар (а; п) £ W бўлса, а сон п га бўлинади 
(п сон а ни бўлади), дейилади ва п'а ёки а ■ п каби белги
ланади.

3. Q — рапионал сонлар тўпламида аниқланган =  , > ,  
> , < ,  <  муносабатлари хам бинар муносабатлардир.

4. W — барча туб сонлар тўплами бўлсин. Унда исталган 
натурал сон учун а £ W шарт а нинг туб сон эканлигини 
билдиради. Демак, а £ N  нинг тублиги натурал сонлар тўп- 
ламида аниқланган у нар муносабат экан.

5. Иккита а ва 6 натурал сонларнинг энг катта уму- 
мий бўлувчисини топиш тернар муносабат бўлади.

М а ш қ л а р
1. Ҳақиқий сондан куб илдиз чиқариш неча ўринли 

муносабат бўлади?
2. Бирор универсал тўпламнинг қисм тўпламлари 

учун аниқланган бирлашма, кесишма ва тўлдирувчи 
тўпламларни аниқлашларнинг ҳар бири неча ўринли 
муносабат бўлади?

3. {1, 2, 3, 4, 5, 6} тўпламда а сон b га қолдиқсиз 
бўлинади муносабати учун граф қуринг.

4. А =  {iа, Ь, с}, В =  {3, 4, 5, б, 7} бўлса, А X В ва 
В X А лар ни аниқланг.



5 . С =  {1; 2} бўлса, 5-мисолдаги Л, В ва С. лар учун 
Л X (В х  С) ва (Л х  В) X С ларни тузинг ва Л х  (В X С)=  
=  (Л X В) X С эканлигини текширинг.

7- §. БИНАР МУНОСАБАТЛАРНИНГ ТУРЛАРИ

Бинар муносабатларнинг баъзи бир турлари устида 
тўхталиб ўтамиз.

I. Рефлексивлик муносабати.
1- т а ъ р и ф. А тўпламнинг исталган х элементи учун 

xRx бажарилса (рост бўлса), у ҳолда R муносабат Л 
тўпламда аниқланган рефлексивлик муносабати дейи
лади. Агар Л тўпламнинг ҳар қандай элементи учун 
xRx бажарилмаса, R антирефлексив, А тўпламнинг баъ
зи бир элементлари учун xRx бажарилиб, баъзи бир у 
элементлари учун yRy бажарилмаса, R А тўпламдаги 
рефлексидмас муносабат дейилади.

Ми со л лар. 1 . Z  бутун сонлар тўпламида х — у айир- 
манинг пг >  0 бутун сонга қолдиқсиз бўлкниш муносабати 
рефлексив муносабатднр. Дарҳақицат, барча х £ Z  учун х —
— х =  0 айирма m >  0 га қолдиқсиз бўлинади.

2. R  ҳақиқий сонлар тўпламида аниқланган «кичик» (кат- 
та) муносабати антирефлексив, чупки ҳар қандай х G R  учун

(х >  ,v) допмо бажарнлмайди.
3. Л7 тўпламда аниқланган «х ва у нинг энг катта уму- 

мий бўлувчиси d га тенг» муносабати рефлексивмас муноса
бат бўлади. Ҳақиқатан, x = y —d лар учун (d; d) — d бўлгани 
ҳолда, х <  d ва х >  d лар учун [х\ х) Ф d бўлади.

И. Симметриклик муносабати.
2- т а ъ р и ф. Л тўпламдаги ихтиёрий х ва у эле- 

ментлар учун xRy муносабатнинг бажарилишидан yRx 
муносабат ҳам бажарилса, у ҳолда R ни Л тўпламдаги 
симметрик муносабат дейилади.

Л даги х ва у элементлар учун xRy бажарилиб, ле- 
кин у ва х лар учун yRx бажарилмаса, R муносабат Л 
тўпламда симметрикмас муносабат дейилади.

3- т а ъ р и ф. Агар Л тўпламдаги ихтиёрий х ва у 
элементлар учун xRy ва yRx ларнинг ўринли эканлиги- 
дан х = у келиб чиқса, у ҳолда R ни А тўпламдаги ан- 
тисимметрик муносабат дейилади.



III. Транзитивлик муносабати.

4 - т а ъ р и ф .  А тўпламнинг ихтиёрий х, у  ва z  эле
ментлари учун xRy ва yRz  ларнинг бажарилиши (рост- 
лиги) дан xRz  нинг ҳам бажарилиши келиб чиқса, у 
ҳолда R муносабатга А тўпламдаги транзитивлик му
носабати дейилади. Агар xRy  ва yRz  ларнинг ростлиги- 
дан xRz  нинг ростлиги келиб чиқмаса, R га транзитив- 
мас муносабат дейилади.

М и с о  л л ар . 1 . Натурал сонлар тўпламида аниқ- 
ланган қолдиқсиз бўлиниш муносабати транзитив му
носабат бўлади.

2. Натурал сонлар тўпламидаги тенгмаслик муно
сабати транзитив эмас.

Ҳақиқатан х=4, у = 9 ва 2= 4  қийматларда у ф г ,  
лекин x= z.

8-§. ТУПЛАМНИ ЭКВИВАЛЕНТ СИНФЛАРГА АЖРАТИШ

7-§ да бинар муносабатларнинг бир қанча турлари- 
ни кўриб ўтдик. Баъзи ҳолларда битта тўпламда бинар 
муносабатларнинг бир қанчаси аниқланган бўлиши 
мумкин.

1- т ъ р и ф .  Агар А тўпламда аниқланган R бинар 
муносабат бир вақтнинг ўзида рефлексив, симметрик ва 
транзитив бўлса, у ҳолда R муносабатга эквивалентлик 
муносабати дейилади.

Эквивалентлик муносабати от ёки з= каби белгила
нади.

Масалан: 1) исталган бўшмас А тўплам элементла
ри учун аниқланган тенглик муносабати; 2) тўғри 
чизиқлар (бир текисликда ётувчи) тўпламида аниқлан- 
ган параллеллик муносабати; 3) учбурчаклар тўплами- 
даги ўхшашлик муносабати; 4) геометрик фигуралар- 
нинг тенгдошлик муносабати эквивалентлик муносабати 
бўлади.

А тўпламда аниқланган эквивалентлик муносабати 
шу А тўпламни ўзаро кесишмайдигаи синфларга ажра- 
тиш тушунчаси билан узвий боғланган.

Биз энди шу тушунчани баён этишга киришамиз.
А тўпламнинг қисм тўпламларинь Аа деб белгилаймиз.

Бу ерда а сон {1, 2, 3............k) =  /  тўпламнинг элементи-
дир.

2-таъриф.  Агар бўшмас А тўпламнинг Аа (а £ /, I Е.



£.iV) қисм тўпламлари учун қуйндаги шартлар бажарилса, 
яъни

а) барча Аа (а =  1, 2, . . . )  қисм тўпламлар бўш эмас;
б) а Ф Р бўлганда Аа П =  0 ;
в) А =  U бўлса (бу ерда (J Аа белги барча Ла лар-

а
нинг бирлашмасини ифодалайди), А тўплам ўзаро кесишмай- 
диган Аа қисм тўплам (синф) ларга бўлакланган (фактори- 
зацияланган) дейилади.

Масалан, барча бутун сонларни 3 га бўлиб, уларни бу- 
лишдан ҳосил бўлган қолдиқлари бўйича синфларга ажрат- 
сак, Z  =  { 3 k \ k £ Z }  U {3fc+ 1 \ k £ Z )  U {3fe-f 2 \ k £ Z )  ҳо- 
сил бўлади. Бу ерда {3k | k £ Z), {3k +  1 1 k £ Z }  ва {3k +  
+  2 | k £ Z }  тўпламлар юқоридаги учта шартни қаноатланти- 
ради.

Қуйидаги теорема ўринли.
Теорем а. Агар бирор бўш бўлмаган А тўплам эле

ментлари учун р эквивалентлик муносабати ўринли 
бўлса, А тўплам факторизацияланган бўлади ва ак- 
синча, яъни А тўпламнинг ҳар бир факторизацияси шу 
тўпламдаги бирор эквивалентлик муносабати билан 
боғланган бўлади.

Исбот и .  А тўпламнинг ихтиёрий х элементига р муно
сабат бўйича эквивалент бўлган барча элементар тўпламини 
Сх деб белгилаймиз, яъни Сх =  {у £ А | урх}.

Сх нинг аниқланишига асосан СХЯА .  хр х  ўринли бўлга- 
ни учун х  £ Сх. Демак, А нинг ҳар бир элементи қандайдир 
Сх кием тўпламга тегишли бўлади.

Энди Сх П Су =  0 эканлигини кўрсатамиз.
Агар Сх П С Ф 0 бўлса, Сх — Су бўлади. Бошқача қи- 

либ айтганда, Сх эквивалентлик синфи бўлади. Ҳақиқатан, 
Сх П Су ф  0 бўлганда Сх ва Су ларга тегишли бўлган г 
элемент топилади. Унда z £ Сх бўлгяни учун г р х  рост. 
Худди шунинглек, z £ C y бўлганидан z р у  хам ўринли. р 
муносабат транзитив бўлгани учун хр г ва z р у лардан хр  у 
ёки х £ Су бўлади.

л: элемент Сх нинг ихтиёрий элементи эканлигидан

С ,=  с„ (I)

дир. р муносабатсимметрик муносабат бўлгани туфайли у р г



ва г р у муносабатлар ҳам бажарилади. Бу муносабатлар 
у £ Сг ва z £ Су эканлигини кўрсатади.

р муносабат транзитив бўлгани учун у рг, z p x  ларга 
асосан урх дея оламиз. Охирги муносабатдан эса у £ Сх дир. 
у элемент Су нинг ихтиёрий элементи эканлигига асосан

бўлади. (1) ва (2) дан Сх =  Су лиги келиб чиқади.
Агар а, b £ Сх бўлса, унда ару ва Ьру лар ўринли. Унда 

р симметрии муносабат бўлганидан xpb ўринли бўлади. а р х  
ва хрb ларлан эса apb ҳосил бўлади. Демак, иккита элемент 
бшта синфга тегишли бўлса, унда улар эквивалент бўлар 
экан. Худди шунингдек, агар apb бўлса, а £ Cb ва b £ Сь 
бўлади. Теореманинг биринчи қисми исботланди.

Энди теореманинг иккинчи қисмини исботлаймиз.
Фараз қилайлик, {Ва} тўплам а £ N , А тўпламнинг қан- 

дайдир факторизанияси бўлсин. х £ Ва ва у £ Ва бўлганда 
ва фақат шундагина хру деб оламиз, бу қисқача

орқали ёзилади.
Унда: 1) ҳар бир х £ А элемент биттагина қисм тўпламга 
тегишли бўлганидан хрх ўринли, яъни р муносабат рефлек-

2) х, у £ Ва ва у, z £ (4) бўлса, юқоридаги (3) муно
сабатга асосан хру ва ypz бўлади. Лекин у £ А элемент фа- 
кат битта қисм синфга тегишли бўлгани учун Ва — В^ дир. 
Охирги муносабат эса (4) га асосан х, z £ Вр эканлигини 
кўрсатади. (3) муносабатга биноан эса х, у £ В^ ни xpz деб 
ёза оламиз. Шундай қилиб, хру ва ypz лардан xpz нинг 
ўринли эканлиги ҳосил қилинди. Демак, р муносабат тран
зитив экан; 3) х, у £ Ва эканлиги х ва у нинг битта синфга 
тегишли эканлигини билдиргани учун хру ва урх муносабат
лар бажарилади. Демак, р муносабат симметрии муносабат 
бўлади. 1) — 3) лар эса р нинг А тўпламдаги эквивалент
лик муносабати эканлигини тасдиқлайди. Теорема тўла нсбот 
бўлди.

Бундан сўнг, агар бирор А тўплам р эквивалентлик 
муносабати ёрдамида эквивалентлик синфларига бў- 
лакланган бўлса, бу эквивалентлик синфлар тўплами-

(2)

х, у £ В а _^ хру (3)

сив;



ни А/p деб юритамиз. А\р одатда фактор-тўплам дейи
лади.

М и с о л л а р .  1. Z тўпламнинг барча элементларини 9 га 
бўлиб чиқамиз. Агар Z нинг элементларини 9 га бўлишдан 
ҳосил бўлган қолдиқлар бўйича синфларга ажратсак, С0 =  
=  {9А| k е Z}, Сг =  {9k +  1 I k JS Z}, . . , C8 =  {96 +  8 1 ft 
€ Z} синфлар ҳосил бўлади. ўз-ўзидан маълумки, 1ф} ва 

8
Q  П С, =  0  ва (J С, =  Z бажарилади.

' /=о
2. Барча натурал сонлар тўпламини қаралаётган на

турал соннинг туб ёки туб эмаслиги бўйича ҳам факто- 
ризациялаш мумкин.

3. М барча кўпбурчаклар тўпламини ифодаласин. 
Бу кўпбурчаклар тўпламини томонлари сони бўйича 
танлаб олсак, эквивалентлик сиифлари ҳосил бўлади.

4. Тўртбурчаклар тўпламида эквивалентлик муноса
бати сифатида томонларининг параллеллиги тушунча- 
сйни киритсак, мазкур тўплам учта эквивалентлик 
синфига бўлинади. Улар: а) параллелограммлар; б) тра- 
пециялар; в) ҳеч қандай иккита томони параллел бўл- 
маган тўртбурчаклар тўпламидан иборат.

М а ш қ л а р
1 . Ҳақиқий сонлар (майдонида) тўпламида аниқ- 

ланган |* | =  |*/| муносабат эквивалентлик муносабати 
эканлигини исботланг ва унинг геометрик маъносини 
тушунтиринг.

2. а, Ьу с ва d бутун сонлар учун а +  d =  Ь +  с бул- 
ганда ва фақат шундагина (а; Ь) со (с; d) десак, Z тўплам 
эквивалентлик синфларига ажралишини кўрсатинг.

3. Ҳақиқий сонлар тўпламида аниқланган ху >0  
муносабат эквивалентлик муносабати бўлишини исбот
ланг.

4. Агар А =  {1, 2 , 3, 4, 5} бўлса, {(1; 1), (1 ; 2), (2; 1), 
(2; 2), (3; 3) (4; 4), (5; 5)} кортежлар тўпламида нечта экви- 
валентлик муносабати аниқланган?

5. Бирор тўпламда рефлексив, симметрик, лекин 
транзитив бўлмаган муносабатга мисол келтиринг.

6. Шундай муносабатни топингки, у бирор тўплам- 
да рефлексив, транзитив бўлгани ҳолда симметрик 
бўлмасин.

7. Бирор тўпламда симметрик, транзитив, лекин 
рефлексив бўлмаган муносабатга мисол келтиринг.



Акслантиришлар (функциялар) тушунчаси матема
тика фани учун энг муҳим бўлган тушунчалардан би- 
ридир.

1- таъриф.  Иккита бўшмас Л ва В тўпламлар берилган 
бўлсин. Агар А тўпламнинг ҳар бир х  элементи учун x f y  
муносабатни қаноатлантирувчи ягона у £ В  мавжуд бўлса, 
f  мосликка акслантириш (функция) дейилади ва у /: А-+В 
ёки У = f (х) кўринишларда белгиланиб, А тўплам /  акслан- 
тиришнинг анщланиш соҳаси деб юритилади.

У =- f М шартни қаноатлантирувчи тартибланган (х\ у) 
жуфтликлар тўплами sea функция графиги дейилади. х ^ А ,  
у , 6 В бўлганда {(х^ уг), (х{, г/2), . . . , (х2; y j ,  . . .} тўплам 
бирор функциянинг графигини аниқлаши учун бу тўплам 
У г Ф У 2 бўлганда (хх\ у ^  ва (хх\ у2) каби тартибланган жуфт- 
ликларни ўзида сақламаслиги зарур ва етарли.

2- т а ъ р р ф.  Агар А =  В бўлса, f акслантириш тўпламни 
ўз-ўзига акслантирувчи алмаштириил дейилади.

f : A - * B  акслаитиришда х £ А  га мос келувчи В тўплам 
элементи юқорида эслатганимиздек f{x) каби белгиланади ва 
х элементнинг образи (тасвири), л; эса f(x) нинг прообрази 
(асли) деб юритилади.

/: А ->■ В акслантиришнинг таърифига асосан, исталган 
х £ А  ягона f ( x )£B  тасвирга эга, лекин В нинг исталган 
элементи ҳар доим хам ас лига эга бўлавериши ва эга бул- 
ганда бу тасвир ягона бўлиши шарт эмас.

1-м  и со  л. А — одамлар тўплами, В — мусбат ра- 
ционал сонлар тўплами бўлсин. f : А-+В муносабат ҳар 
бир одамга унинг сантиметрларда ҳисобланган бўйини 
мос қўйсин.

Маълумки, ҳар бир одамга қандайдир ягона узун- 
лик мос келади, лекин 1000 см га мос келувчи одам 
мавжуд эмас ва шунингдек 175 см бўйга эга бўлган 
одамлар ҳам ягона эмас.

2- м и с о л, f : х->х2 мослик барча ҳақиқий сонлар 
тўпламини манфиймас ҳақиқий сонлар тўпламига акс- 
лантиради.

3 -т а ъ р и ф Агар В тўпламнинг ҳар бир элементи 
аслига эга бўлса, f : А-+В акслантиришга сюръектив 
(устига) акслантириш дейилади.

2-мисолдаги акслантириш сюръектив акслантириш 
бўлади.

4 - т а ъ р и ф .  Агар В тўпламнинг ҳар бир у элемен-



ти биттадан ортиқ аслига эга бўлмаса, бундай акслан- 
тиришга инъектив (ичига) акслантириш дейилади.

Инъектив акслантиришда А тўпламнинг хар хил элемент
лари В тўпламнинг ҳар хил элементларига ўтади, яъни х,

А бўлиб, х ф х х ^ f ( x ) ¥ = f { x 1) эканлиги келиб чиқади.
5-та ъриф.  Агар f : A - + B  акслантириш бир вақтнинг 

ўзида сюръектив ва ннъектив бўлса, бундай акслантиришга 
биектив акслантириш дейилади.

А ва В чекли тўпламлар учун сюръектив акслантиришда 
п (Л) >  п (В), инъектив акслантришда п (Л) <  п (В) ва ниҳоят 
биектив акслантиришда эса п (Л) =  п (В) бўлади.

Фараз қилайлик, f : A - + B  бўлиб, At S=A бўлсин.
6- таъриф.  х £ А г бўлганда, f(x) тасвирларнинг { / (х)} 

тўпламига Л1 тўпламнинг f  акслантиришдаги тасвири дейи
лади ва у / (Л,) орқали белгиланади.

7-та ъ риф. Агар B1S: В бўлса, Вг тўпламнинг тўла 
асли деб Bt га кирувчи барча элементлар аслларининг тўп- 
ламига айтилади ва у f~ l (В1) орқали белгиланади.

6 f ^ sDomf  =  {x| шундай у мавжудки, унинг учун (х\ 
y)£f}  ва p^S; Im / =  {у\ шундай х мавжудки, унинг учун 
(*; У) С /} тўпламлар мос равишда функциянинг аниқланиш 
ва қийматлари соҳаси деб юритилади.

8- таъриф.  Л тўпламнинг хар бир х элементини яна 
шу х элементга ўтказувчи (акслантирувчи) акслантиришга 
айний акслантириш дейилади ва у ел :А-*~ А орқали бел
гиланади.

Энди акслантиришлар композицияси (суперпозицияси) тўғ- 
рисида фикр юритамиз.

Фараз қилайлик, учта бўшмас Л, В ва С тўплам берил
ган бўлиб, улар учун /  :А-*- В  ва g : В -> С акслантиришлар 
ўрнатилган бўлсин. Мазкур акслантиришлар ёрдамида Л ни 
С га ўтказувчи h акслантиришни тузиш мумкин. Бунинг 
учун Л тўпламнинг ҳар бир х  элементига f (x)£ В ни мос 
қўямиз. Ҳар бир f(x) га эса С тўпламнинг g(f(xj)  элементи
ни мос қўямиз, яъни қуйидаги схемани ўрнатамиз:

х£А-*~ }[(х) £В-+  g (f (х))£С.
Агар Л тўпламни С га акслантирувчи мосликни h десак, 

унда h(x) =  g{f(x)) эканлигига ишонч хосил қиламиз. h —
— gi f  (*)) акслантириш одатда /  ва g  акслантиришлар ком
позицияси деб юритилади

Демак, h{x) — g (f (х)) функция f(x) ва g (у) функция- 
лар композицияси бўлиши учун қуйидаги иккита шарт бажа
рилиши керак экан:



1) h(x) нинг аниқланиш соҳаси / ( х) функциянинг аниқ- 
ланиш соҳасига тегишли бўлган шундай х0 элементлардан 
тузилганки, уларга мос келувчи /  (х0) элементлар g(y) функ- 
циянинг аниқланиш соҳасига тегишли бўлади;

2) h(x) нинг аниқланиш соҳасига тегишли бўлган ихти
ёрий нуқтадаги қиймати f(x) ва g(y) ларнинг қийматлари 
билан қуйидагича боғлангандир: h (х0) — g(f (х0)).

Шундай қилиб, h(x) нинг х0 нуқтадаги қийматини топиш 
учун, аввало f  (х0) =  уй ни топиб, сўнгра g (у0) ни топиш 
керак. Ана шу g(y0) қиймат х0 нуқтадаги h(x) нинг қийма-
ти бўлади ва бу фикр схематик усулда х0 -*■ уй z0 =  g (г/0)

t________л__t
орқали белгиланади.

Мазкур схема қуйидагича ўқилади: «Агар f(x) функция 
х0 га г/0 ни, g(x) функция эса у0 га г0 ни мос қўйса, у ҳол 
да h(x) функция х0 га г0 ни мос қўяди».

Мисол.  / (х) =  х2, g (х) =  sinх бўлсин. Унда схема

* о -^ о  =  *0"* sin
♦ t

кўринишда бўлгани учун h (х) =  sin (х2) бўлади. Энди аксин-
ча g (х) =  sin х ва /  (х) =  х2 функциялар композициясини то-
пайлик. Бу композицияни hx (х) орқали белгиласак, у ҳолда- .

sin . ( . . . ) * .  х0 — ► sinx,,----- -» (smx0)3
t________________ t

схема ҳосил қилиниб, бундан ht (х) =  (sin х)2 =  sin2 х га эга 
бўламиз. sin х2 Ф sin2x бўлгани учун функциялар компози
цияси функцияларнинг ёзилиш тартибига ҳам боғлиқ экан, 
яъни, агар у — f(x) ва z =  g(x) функциялар композицияси
ни (gof)(x) десак, if°g) (x) =  g(f(x)) бўлиб, у (g°f)(x) —
— f i g (■*)) га тенг эмас экан.

А тўплам бирор тўпламни ўзини-ўзига ўтказувчи 
функциялар тўплами бўлсин.

9- т а ъ р и ф. Агар А тўпламдан олинган ихтиёрий 
иккита f (x)  ва g(x)  функцияларнинг композицияси 
if°g) (x) Ҳам ШУ A тўпламга тегишли бўлса, у ҳолда 
А тўплам функциялар композициясига нисбатан ёпиқ 
ёки композиция берилган А тўплам учун ички алгебра
ик ам ал дейилади.

Мисол.  /  (х) =  ах +  b, g{x) =  сх +  d чизиқли функция
лар берилган бўлсин. Унда (fog) (х) =  с (ах +  b) +  d =  асх 4 - 
+  bc +  d — ахх  +  bt чизиқли функциядир. Демак, чизиқли



функциялар тўпламида аниқланган композиция амали ички 
алгебраик амал экан.

Энди тескари акслантиришлар ҳақида фикр юритамиз.
10- т а ъ риф. Агар f : A - * B  ва g \ B - > A  акслантириш

лар берилган бўлиб, gf :{А -> А) =  еА акслантириш ўринли 
бўлса, g акслантириш f  акслантиришга чап тескари, fg:(B-+-

В) = ев акслантириш ўринли бўлганда эса g  акслантириш 
f  га ўнг тескари акслантириш дейилади.

Агар fg =  ев , gf =  ед бўлса, f акслантириш тескарила- 
нувчан дейилади ва g акслантириш f  га тескари акслан
тириш деб юритилади ва g =  орқали белгиланади. Агар 
fg  = г(г:х-*-х)  бўлса, у ҳолда f ва g лар ўзаро тескари 
акслантиришлар дейилади.

Теорема, f : А В акслантириш тескариланувчан 
булиши учун бу акслантириш узаро бир цийматли (биек
тив) бўлиши зарур ва етарли.

И с б о т и .  З а р у р и й  шар т. Фараз қилайлик, f : A - ^ B  
ва g:B-+-A акслантиришлар ўзаро тескари акслантиришлар 
бўлсин. Унда ўзаро тескари акслантиришлар таърифига асо
сан gf = еА ва fg =  ев тенгликлар бажарилади. Энди f акс- 
лантиришнинг ўзаро бир қийматли акслантириш эканлигини 
текширамиз. Бунинг учун А тўпламдан ихтиёрий х элемент- 
ни олиб, унга аввал g  акслантиришни, сўнгра f  аксланти- 
ришни татбиқ этсак, f(g(x)) =  f(g)(x) =  ев{х) =  х бўлади. 
x = f(g{x)) тенглик f нинг сюръектив (устига) акслантириш 
экинлигини кўрсатади.

Энди /  нинг инъектив (ичига) акслантириш эканлигини 
кўрсатамиз. Бунинг у.чун тескарисини фараз қиламиз, яъни 
иккита ўзаро тенг бўлмаган х  £ А ва х' (Е А элементлар бир 
хил образга эга (f(x) =  f(x' )£B)  бўлсин. У ҳолда gf(x) =  
=  gf(x') “  х' дан х =з хг келиб чиқади. Шундай қилиб, 
f  акслантириш натижасида f(x) ва f(x') образларга мос ке- 
лувчи аслилари ҳам тенг бўлиб, фаразимиз нотўғри экан. 
Бундан эса f нинг инъектив акслантириш эканлиги келиб 
чиқади. Маълумки, инъектив ва сюръектив акслантиришлар 
биргаликда биектив акслантириш бўлади. Демак, f — биек
тив акслантиришдир. Худди шу усулда g  нинг хам биектив 
акслантириш эканлигини кўрсатиш мумкин (буни мустақил 
иш сифатида тавсия этамиз).

Е т а р л и  шар т. Фараз қилайлик, f : A - + B  акслантириш 
биектив акслантириш бўлсин. Энди унинг тескариланувчи 
эканлигини кўрсатамиз. Ҳақиқатан, f : A - ^ B  биектив акс
лантириш бўлгани учун В тўпламнинг ҳар бир у элементи



ягона g{y) аслига эга. Унда g:B -+A  акслантиришни кири- 
тамиз ва g  нинг /  га тескари акслантириш эканлигини кўр- 
сатамиз. Бунинг учун f g —eB ва gf =  еА тенгликлар бажа- 
рилишини исботлаймиз. Агар А тўпламдан бирор х элементни 
олиб, унга /  акслантиришни татбиқ этсак, f(x)£B ҳосил 
бўлади. g акслантириш В ни А га акслантиради, уларнинг 
хар бири ўзаро бир қийматли бўлгани туфайли gf(x) =  x 
бўлади. Охирги муносабат эса gf =  еА эканлигини билдира- 
ди.

Энди В тўпламнинг ихтиёрий у  элементини олсак, / нинг 
ўзаро бир қийматли акслантириш эканлигига асосан шундай 
х£А  топила дики, y =  f(x) бажарилади. Унда g(y)= ев (х) — 
=  х  бўлиб, бундан fg (у) =  f (х) — у дир. Демак, f(g(y)) — 
=  у бўлгани учун fg — ев тенглик ўринли. Теорема тўла 
исбот этилди.

М исоллар. 1. Қуйидаги акслантиришни оламиз: Ф:Z -*■ 
-V {0}, яъни x £Z  бўлганда ф(*)=0. Бу акслантириш устига 
(сюръектив) акслантириш бўлади.

2. ф: jV\{ 1} -*- Р бўлиб, Р — туб сонлар тўплами. Бу ерда 
Ф (п) функция п нинг энг кичик туб бўлувчиси бўлса, маз- 
кур акслантириш хам устига акслантириш бўлади.

3. x £ R  бўлганда ф(х) =  |*| бўлса,; ф :R-*-R аксланти
риш ичига акслантириш бўлади.

4. {(г, х3 +  х +  1) \x£R} муносабат бўлиб, У =  f(x)=> 
=  х2 +  х +  1 функция х =  и бўлганда / (и) =  ы2 +  и +  1 
бўлади.

5. {(х*\ x)\x£Z} муносабат акслантириш эмас, чунки бу 
тўплам (4; — 2) ва (4; 2) кўринишлардаги жуфтликларга 
эга.

6. {(х; х2)| x £Z)  муносабат акслантириш, чунки бу му- 
носабатни ифодаловчи тўпламда уг ф у 2 бўлганда (дсх; уг) ва 
(х{, Уа) жуфтликлар мавжуд эмас. Бу функция Z тўплам- 
ни Z нинг ичига акслантиради.

7. Агар f (х) — ех бўлса, /:  R-*- R+ акслантириш устига 
(сюръектив) акслантириш бўлади.

8. f(x) =  2x +  1 функция x £ R  бўлганда тескариланув- 
чан акслантириш бўлади.

Бу фикрни тасдиқлаш учун f (дгх) =  f (х2) муносабатдан 
х1 =  х2 нинг келиб чиқишини кўрсатиш кифоя. Ҳақиқатан, 
2хх +  1 =  2 ха +  1 дан =  х2 эканлиги аниқ.



Қуйидаги муносабатлардан қайсилари функция эканлигини 
аниқланг ва уларнинг аниқланиш соҳаси ва қийматлартўп*
ламини топинг:

Ь {(*; У)
2. {(х; у )
3. {(х; у)
4. {(*; У)

х, y£N,  // =  х2};
х, y £ N ,  х <  у <  х +  1};
х, y £ Z ,  у =  х};
х, у £ N  ва x сон у ни бўлади};

5. {(х; у) jx, y£R, у =  а , а >  0}.

10-§. ТАРТИБ МУНОСАБАТИ

Математика ва унинг баъзи бир татбиқлари учун 
тартиб муносабати муҳим аҳамиятга эга. Иккита сонни 
миқдори бўйича, одамларнинг ёшлари бўйича, китоб- 
ларни жовонда терилиши бўйича таққослаганда биз 
тартиб муносабатга дуч келамиз.

1 -та ъ р и ф . А тўпламда антисимметрик ва транзи
тив бўлган бинар муносабатга тартиб муносабати дейи
лади. Тартиб муносабати киритилган тўпламга тартиб- 
ланган тўплам дейилади.

Агар А да аниқланган р тартиб муносабати: 1) реф
лексив бўлса, унга қатъиймас тартиб муносабати; 2) 
антирефлексив бўлганда эса қатъий тартиб муносабати 
дейилади.

2- т а ъ р и ф. А тўпламда аниқланган р тартиб муно
сабати боғланган бўлса, яъни А тўпламнинг ихтиёрий 
х ва у элементлари учун хру ёки х=у,  ёки урх муноса
батлардан фақат биттаси бажарилса, р га чизиқли 
тартиб муносабати дейилади.

Чизиқли бўлмаган тартиб муносабати одатда қисман 
тартибланганлик муносабати деб юритилади.

М и с о л л а р . 1. Сонлар (комплекс сонлардан бош- 
қа) тўпламида аниқланган кичик эмаслик ( ^ )  муно* 
сабати қисман тартиб муносабати бўлади.

2. Натурал сонлар тўпламида аниқланган қолдиқ- 
сиз бўлиниш муносабати ҳам қисман тартибланган му- 
носабатдир.

3. Бутун сонлар тўпламида аниқланган қолдиқсиз 
булмниш муносабати эса тартиб муносабати эмас, чунки 
a\b,b\a эканлигидан ҳар доим а =  Ь келиб чикмайди.

3- т а ъ р и ф. Қисман тартибланган А тўпламнинг бе-



рилган а  элементи учун а ^ х  ( х ^ а )  муносабат (х  их
тиёрий) бажарилса, а га Л тўпламнинг энг кичик (энг 
катта) элементи дейилади.

Қисман тартибланган тўпламлар умуман олганда 
энг катта ёки энг кичик элементларга эга бўлмаслиги 
мумкин. Тартиб муносабати одатда орқали белги
ланади.

М и с о л л а р .  1. Миқдорлари бўйича тартибланган 
ҳақиқий сонлар тўплами энг катта ва энг кичик эле- 
ментга эга эмас.

2. Манфиймас ҳақиқий сонлар тўплами эса энг ки
чик элемент (яъни 0) га эга, лекин энг катта элемент- 
га эга эмас.

3. Натурал сонлар тўплами бўлиниш муносабатига 
нисбатан энг кичик элемент 1 га эга, лекин энг катта 
элемент мавжуд эмас.

4- т а ъ р и ф. Агар қисман тартибланган Л тўплам- 
нинг а  элементидан қатъий катта (қатъий кичик) бўл- 
ган элементлари бўлмаса, а га Л тўпламнинг максимал 
(минимал) элементи дейилади (3-таърифга қаранг).

Қисман тартибланган тўпламнинг минимал ва мак
симал элементларини энг кичик ва энг катта элемент- 
лардан фарқлай билиш керак.

Демак, а  х бўлганда а =  х  бўлса, а максимал элемент, 
у  <^b  шартда y  =  b бўлса, Ь минимал элемент бўлади.

2. A = N \ {  1} тўпламдаги ихтиёрий а ва & лар учун Ыа 
(Ь элемент а элементнинг бўлувчиси) бўлса, b ^  а каби ёзи
лади. Бундай холда барча туб сонлар минимал элементларни 
ташкил этган ҳолда энг кичик элемент эса мавжуд эмас.

5 - т а ъ р и ф .  Агар чизиқли тартибланган А  тўплам- 
нинг ихтиёрий В қисм тўплами доимо энг кичик эле-

Қисман тартибланган тўп- 
лам бир қанча максимал ёки 
минимал элементларга эга 
бўлиши мумкин.

М и с о л л а р .  1. Қуйидаги 
графларда «стрелка» учидаги 
элемент «стрелка» бошланиш-

а С
12- расм.

^  даги элементдан «катта» деб 
олайлик, у ҳолда (12-чизма) 
графларда b, f лар максимал 
элементлар, а , с, d  лар эса 
минимал элементлардир.



ментга эга бўлса, бундай тўпламга тўла тартибланган  
тўплам  дейилади.

Натурал сонлар тўплами тўла тартибланган тўп- 
ламга мисол бўла олади.

Э с л а т м а .  Берилган тўпламда тартиб тушунчаси- 
ни бир қанча усулда киритиш мумкин. Масалан, нату
рал сонлар тўпламида:

1) табиий тартиб {1, 2, 3, . . . , п, . . .};
2) тескари тартиб {. . . , п, . . . , 3, 2, 1} ларни кири

тиш мумкин.
N  c Q  бўлгани учун рационал сонлар майдонини ҳам 

бир неча усулда тартиблаш мумкин.

11-§. МУЛОҲАЗАЛАР ВА УЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

Ҳар қандай математик назария ўз объектларига эга 
бўлиб, у шу объектлар ёрдамида тузиладиган ҳар хил 
жумлаларни ўрганади. Масалан, мактабда ўрганила- 
диган алгебра курси тенглама ва тенгсизликлар ҳақи- 
даги жумлалар билан иш кўради. Аниқроқ қилиб айт- 
ганда, ҳар қандай математик назария у ёки бу математик 
жумланинг чин (рост, тўғри), ёлғон (нотўғри) лигини 
текшириш билан шуғулланади.

1 - т а ъ р и ф .  Рост ёки ёлғонлиги ҳақида фикр юри- 
тиш (аниқлаш) мумкин бўлган дарак гапларга ж у м л а  
( м у л о ҳ а з а )  дейилади.

Мулоҳазалар назарияси математик мантиқ деб ата« 
лувчи фаннинг дастлабки элементар тушунчаларидан 
бири бўлиб, у қуйидаги усулда қурилади:

1) қаралаётган объектлар (мулоҳазалар) тўплами 
берилади;

2) объектларнинг баъзи бир хоссалари ва улар ора- 
сидаги баъзи бир муносабатлар баён этилади.

Юқоридаги тушунчаларга мулоҳазалар назарияси- 
нинг бошланғич тушунчалари деб юритилади.

Мулоҳазалар назариясининг бошланғич объектлари 
содда (оддий) мулоҳазалардан иборатдир. Содда муло- 
ҳазалар латин алифбесининг кичик ҳарфлари а, Ъ, с,... 
ёки р, q, г,... каби белгиланади.

Ҳар бир содда мулоҳаза рост ёки ёлғон бўлиши 
мумкин. Мулоҳазаларнинг рост (рост мулоҳаза қийма- 
ти 1 орқали белгиланади) ёки ёлғон (ёлғон мулоҳаза қий- 
мати 0 орқали белгиланади) лиги уларнинг мазмунига



қараб аниқланади. Кўп ҳолларда рост мулоҳаза (р), ёл- 
ғон мулоҳаза эса (ё) орқали белгиланади.
Масалан

р  : «2 <  3»
q : «5 — туб сон»;
г : «7 +  3=18»;
t  : «3 — жуфт сон»

лар мулоҳазалар бўлиб, уларда р  ва q  мулоҳазалар 
рост, г  ва  t  мулоҳазалар эса ёлғондир.

Математикада ҳар бир теорема мулоҳаза ҳисобла- 
нади. Лекин берилган теоремани исботлаш учун унгача 
ростлиги исботланган бошқа теоремалар, аксиомалар 
ва бошланғич тушунчалардан фойдаланилади.

Энди мулоҳазалар устида бажариладиган амаллар 
ҳақида фикр юритамиз.

Содда мулоҳазалардан боғловчи ёки боғловчи сўз- 
лар ёрдамида мураккаб мулоҳазалар ҳосил қилинади. 
Узбек тилидаги «эмас», «ва», «ёки», «... келиб чиқади», 
«зарур ва етарли» каби боғловчи сўзларга биттадан 
мантиқий амал мос келади.

Мулоҳазалар устида бажариладиган амаллар қуйи- 
дагича аниқланади.

Инкор амали.
2- т а ъ р и ф. р  мулоҳазанинг и н кори  деб р  рост 

бўлганда ёлғон, р  ёлғон бўлганда рост бўладиган янги 
мулоҳазага айтилади. _

р  мулоҳазанинг инкори ч р  ёки р  каби кўринишларда 
белгиланади. Масалан, р : «2 — тоқ сон», ;

"Я р : «2 — тоқ сон эмао>.
Бу ерда р  мулоҳаза ёлғон, i p  эса ростдир.

Ҳеч қандай мулоҳаза бир вақтда рост ва ёлғон бўлиши 
мумкин эмас. Бу қоида учинчисиии инкор этиш қоидаси деб 
юритилади. “1 р  нинг инкори бўлган 1  ( l  /)) мулоҳаза 
икки каррали инкор деб юритилади.

1  1  р  ни қуйвдагича изоҳлаш мумкин: «р мулохаза 
бажарилмайди дейиш нотўғри». Мазкур фикр эса р  нинг 
ростлигини билдиради, яъни, агар р  рост бўлса, 1 1 / )  хам 
рост, р  ёлғон бўлса i  ~i p  ҳам ёлғондир. Бундан р  ва

1 р мулоҳазаларнинг қийматлари бир хил дея оламиз ва 
бу тасдиқни п ~i р  =  р  кўринишда белгилаймиз.

Конъюнкция амали.
3-таъ ри ф . р  ва q рост бўлганда ва фақат шундагина 

рост бўладиган янги мулохазага р  na q мулоҳазалар кон ъю н к-  
цияси дейилади ва у p / \ q  орқали белгиланади.



Конъюнкция амалига узбек тилидаги «ва» боғловчиси моо 
келади. Масалан, р : « 2 — туб сон»;

q : «2 — жуфт сон»;
р/\Я '-  «2 — туб Еа жуфт сон».

Дизъюнкция амали.
4- т а ъриф.  р  ва q мулохазаларнинг камида биттаси 

рост бўлганда рост бўладиган, қолган ҳолларда ёлғон бўла- 
диган янги мулоҳазага шу мулоҳазалар дизъюнкцияси  дейи
лади ва у p \ J q  орқали белгиланади.

Дизъюнкция амалига узбек тилидаги «ёки» боғловчиси 
мос келади.

Масалан, р  : «2 <  3» — рост;
q : «2 =  3» — ёлғон; 
p \ J q  : «2 <  3» — рост.

Импликация амали.
5 - т а ъ р и ф. р  мулоҳаза рост, q мулоҳаза ёлғон бўл- 

гандагина ёлғон, қолган ҳолларда рост бўладиган янги 
мулоҳазага р  ҳамда q мулоҳазаларнинг и м п л и к а ц и я с и  
дейилади ва у  q = > q  кўринишда ёзилади.

Импликация амалига ўзбек тилидаги «агар... бўлса, 
у ҳолда... бўлади» каби боғловчи сўзлар мос келади.

Масалан, р : «3 • 3 =  9» — рост;
q  • « 4 . 4  =  16» —  рост.

Импликация таърифига асосан p = > q :  «Агар 3-3 =  9 бўлса, 
у ҳолда 4-4 =  16 бўлади» рост мулоҳаза. p = > q  импликация- 
да р  мулоҳаза асос, q мулохаза эса хулоса деб юритилади.

р  q импликация қуйидагича ўқилади; «р дан q келиб 
чиқади»; «р бўлиши учун q нинг бўлиши зарур», «р мулохаза 
q мулохаза учун етарли».

Эквиваленция амали.
6 - т а ъ р и ф.  р  Еа q мулохазаларнинг иккаласи хам рост 

ёки иккаласи ҳам ёлғон бўлганда рост, қолган ҳолларда ёл- 
foh бўладиган янги мулоҳазага шу мулохазаларнинг экви- 
валенцияси  дейилади.

Эквиваленция амали р  о  q орқали белгиланиб, унга 
ўзбек тилидаги «Агар . . . бўлса, шу ҳолда ва фақат шу 
ҳолда . . . бўлади», «. . .  бажарилиши учун . . . бажарилиши 
зарур ва етарли» каби боғловчи сўзлар мос келади.

Масалан, р  : «Берилган натурал сон 3 га бўлинади»;
q : «Берилган соннинг рақамлар йиғиндиси 3 га

бўлинади».
р  о  q, яъни «берилган сон 3 га бўлинади, шу холда 

ва фақат шу ҳолда, агар унинг рақамлари йиғиндиси 3 га 
бўлинса» рост мулохаза.



Мулоҳазалар ва улар устида бажариладиган манти- 
қий амаллар биргаликда мулоҳазалар алгебраси деб 
юритилади.

Ҳар бир мантиқий амалга унинг ростлик жадвали 
деб аталувчи жадвал мос келади.

инкор конъюнкция

р •чр

1 0

0 1

дизъюнкция

р я рУя
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

р я рАя
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

импликация

р я p = > q

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

эквиваленция

р я p&q
'1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Мулоҳазаларнинг конъюнкцияси ва дизъюнкцияси 
иккитадан ортиқ мулоҳазалар учун ҳам ўринли бўли- 
ши мумкин.



Pv Ръ • • • > Pn мулоҳазаларнинг дизъюнкцияси ва конъюнк-
п п

циялари мос равишда V  Pi ва А  Pi кўринишларда белгила- 
1=1 i=i

п
ниб, барча pv  р2 . . .  , рп лар рост булгандагина Д  р{ —

— рост, plt рг, . . . , рп лардан камида биттаси рост бўлган-
П

да V  Pi — Р°ст бўлади, қолган холларда ёлғон бўлади.

Юқорида кўриб ўтганимиздек, ҳар бир мулоҳазага 
ростлик жадвалидан битта уступ мос келиб, бу устун 
элементлари 1 ёки 0 лардан иборат. Биз бундан сўнг 
бу устунни қаралаётган мулоҳазанинг қийматлари ус- 
туни деб юритамиз.

7- т а ъ р и ф. Қийматлари устуни бир хил бўлган 
(устма-уст тушган) мулоҳазалар ўзаро тенг кучли му- 
лоҳазалар дейилади.

р ва q мулох.азаларнинг тенг кучлилиги p= q  каби 
белгиланади.

Масалан, р qs=(p=> <?)Л(<7=$- Р) ўринли. Бу тенг 
кучлиликни исботлаш учун қуйидаги ростлик жадвалидан фой- 
даланамиз:

р я p<*q p ^ q q ^ p ( р ^ Ф  A (?=>■ p)

1 1 1 1 I l

1 0 0 0 1 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 1 1 1

Бу жадвалнинг учинчи ва олтинчи устунлари бир хил. 
Демак, р о  <7 ва {р=$~ q) /\(q=>- р) муло.ҳазалар тенг куч
ли.

12-§. МУЛОҲАЗАЛАР АЛГЕБРАСИНИНГ ФОРМУЛАЛАРИ

Мулоҳазалар алгебрасининг асосий вазифаларидан 
бири ҳар қандай мураккаб мулоҳазанинг рост ёки ёл- 
ғонлигини исботлашдан иборат. Лекин берилган мурак
каб мулоҳазадаги содда мулоҳазалар ва уларни боғ- 
ловчи мантиқ амаллар ортган сари мазкур мулоҳазанинг



ростлик жадвалини тузиш қийинлаша боради. Бу қи- 
йинчиликни бартараф этиш учун мулоҳазалар алгеб
расининг формуласи ва ўзаро тенг кучли формулалар 
тушунчаларини киритамиз.

1- т а ъ р и ф .  1) р, q, г... лар мулоҳазалар алгебра
сининг формулаларидир.

2) Агар р ва q мулоҳазалар алгебрасининг формулалари 
бўлса, у ҳолда 1  р, р / \q ,  р \ /  q, p=$~q ва р <* q лар 
ҳам формула бўлади.

3) Мулоҳазалар алгебраси 1) ва 2) дан бошқа 
формулаларга эга эмас. Кўп ҳолларда 2) ёрдамида 
аниқланган формулалар мураккаб формулалар деб 
юритилади.

Ҳар бир мураккаб формуланинг ростлик қиймати 
(рост ёки ёлғонлиги) унинг таркибидаги элементар му- 
лоҳазаларга эмас, балки уларнинг ростлик қийматла- 
рига боғлиқдир. Шунинг учун исталган мураккаб фор- 
мулага аргументлари рост ёки ёлғон қийматни қабул 
қилувчи функция деб қараш мумкин.

Маълумки, бундай функция (мантиқий функция) 
нинг ростлик циймати ҳам {1 , 0} тўплам элементидан 
иборат.

З ^ т а ъ р и ф .  Аниқланиш ва ўзгариш соҳалари {I, 0} 
тўпламдан иборат бўлган функцияларга Буль функция- 
лари дейилади (Д. Буль — англиялик машҳур мантиқчи 
ва математик).

Бирор мураккаб А формула берилган бўлсин. Бу формула 
компоненталари (аргументлари) т xlt х2, . . .  , хп орқали бел
гилаймиз. Унда А формулани биз А А (хх хг. . . .  , хп) ку- 
ринишда ёза оламиз. ___

3-таъриф.  xi (i =  1 , п) аргументларнинг ҳар бири қа- 
бул қилиши мумкин бўлган барча 1,0 қийматлари тизими 
(набори) да А(х1У х2 , . . , хп) формулани ифодаловчи ман
тилий функция рост (ёлғон) қийматга эришса, бу формула 
айнан рост (ёлғон) формула дейилади.

Айнан рост формула одатда /, айнан ёлғон формула эса 
Ь каби белгиланади.

Масалан, А (хг, х2, хя) ^  ((x1Aa'2A x3)A ( i  xj) =  L —- ай
нан ёлғон; B(xYx2, х3) :̂ ((х1\ /х2\ / x3)\/l~i х )̂ =  l эса айнан 
рост формула (текшириб кўринг).

Э с л а т м а .  А (хх, х2, . . .  , хп) формулада п та элементар
мулоҳаза бўлса, бу формуланинг ростлик жадвали 2пта йўл 
(сатр) дан иборат бўлади (исбот қилинг).



4- таъриф.  Агар мулохазалар алгебрасининг К (Л,, Л2,
, . . . , Ап) формуласи пропозиционзл ўзгарувчилар қинмат- 
ларининг ҳеч бўлмаганда битта тизимида 1 қийматни кабул 
қилса, бундай формула бажарилувчи формула дейилади.

Ҳар қандай айнан рост формула бажарилувчи формула 
бўлади.

А(хv x J ^ X i A x t

бажарилувчи формуладир. ___
5- т а ъ р и ф. Таркибидаги xi {i =  1, п) ўзгарувчиларнинг 

мумкин бўлган барча қийматлари тизимида A(xlt х2, ■ ■ • , 
хп) ва B(xlt х2, . . . , хп) формулаларнинг қийматлари устуни 
бир хил бўлса, бу формулалар ўзаро тенг купли дейилади 
ва у A (xv хг, . . .  , хп)^ В (х 1, х2, . . .  , хп) каби белгиланади.

Мулоҳазалар алгебрасида муҳим роль ўйнайдиган бир 
қанча тенг кучли формулаларни келтирамиз:

1) ~| л Л =  Л (икки каррали инкор конуни);
2) А /\В  =  В /\А  (конъюнкциянинг коммутативлиги);
3) А \/В = = В \/А  (дизъюнкциянинг коммутативлиги),
4) Л Д(ВДС ) =  (ЛДВ)ДС (конъюнкциянинг ассоциатив- 

лиги):
5) А \/(В \/С ) =  (А \/В )\/С  (дизъюнкциянинг ассоциатив* 

лиги):
6) А /\{B \J С) ^  (А/\B ) \J (А/\С) (конъюнкциянинг дизъ- 

юнкцияга нисбатан дистрибутивлиги);
7) А \/(В /\С )  =  (A \/fi)A (A V C  (дизъюнкциянинг конь- 

юнкцияга нисбатан дистрибутивлиги);
8) 1 (ЛДВ) =  1  А у - [ В \
9) 1  (Л \/5 ) =  п Л Д  В;

(бу иккала тенг кучлилик Де Морган қонунлари деб юритилади)
10) Л Д Л э А  (конъюнкция ва дизъюнкция амалларининг
11) Л \/А  А идемпотентлик қонунлари);
12) А Д / -  А;
13) AS/L — А;
14) ЛД~|  A s L ;
15) А V  “1 A as 1 (учинчисини инкор этиш қонуни);
16) A A L - b
17) A y  I /;
18) А \/(А Д  В) == А (ютилиш қонуни);
19) А Д ( А у Я ) ^ А ;
20) A ^ B a ^ i  А\уВ\
21) 1  (Л=^В) =  А Д -1 В;



22) Л о В  == ( Л Д В \ / ( п  А /\  ^  В);
23) п (А<г>В) (п  А \/  п В )Д (Л \/5).
Юқоридаги асосий тенг кучлиликлардаги ҳар бир 

формула иккита компонентга боғлиқ функциялардир. 
Бу тенг кучлиликларни исталган чекли сондаги форму
лалар учун ёзиш мумкин (ростлик жадваллари ёрда- 
мида ёки мантиқий амаллар ёрдамида юқорида келти- 
рилган тенг кучлиликларни исбот қилинг).

Энди мантиқий (логик) амалларнинг бажарилиш 
тартиби тўғрисида бир оз тўхталиб ўтамиз.

Агар формуладаги амалларнинг тартиби қавслар 
ёрдамида кўрсатилмаган бўлса, улар қуйидаги кетма- 
кетликда, яъни инкор, конъюнкция, дизъюнкция, имп
ликация ва энг охирида эквиваленция тартибида бажа
рилади. Кўп ҳолларда амалларни бажариш кетма-кет- 
лиги қавслар ёрдамида кўрсатилади.

Масалан, А(х, у , z)^x= > ~i у Д г о Д ~1 x\Jy  формулада 
амаллар юқорида айтилганидек, и , Д , V» =̂ » °  кетма-кет- 
ликда бажарилади. В(л\ у, z)^(((x<*z)=> х)\/~1 z) / \y  фор
мулада эса амаллар и , о ,  =^, V  ва Д  тартибда бажари
лади.

Мулоҳазалар алгебраси жуда кўп муҳим амалий 
татбиқларга эга. Ҳозирги замон электрон ҳисоблаш ма- 
шиналарининг ишлаш жараёни ҳам мулоҳазалар ал- 
гебрасига асосланган. Бунинг сабаби шундан иборатки, 
мулоҳазалар алгебрасидаги учта ва ундан ортиқ ал
гебраик амалларни доимо иккита алгебраик амалга 
келтириш мумкин.

Ҳақиқатан, Де Морган қонунлари

"1 (xAy)^(n *)V(n у)- (О
"1 (Л/г/) =  ( 1  х )Д ( 1  у) (2)

га асосан ихтиёрий формуладаги п ва Д  амалларни 1  ва
V  амаллари билан ва аксинча, л ва V  амалларни эса ^ 
ва А  амаллари билан алмаштириш мумкин.

Энди о  ва амалларни фақат я ва А  ( 1  ва V )  
амаллари билан алмаштириш мумкинлигини кўрсатамиз. Бу
нинг учун

x V y  ((^ х)Л(^ У)), (3)
* A i f - 4  ( ( п  * ) V ( n  У)) (4 >

формулалар хамда асосий тенг кучлиликлардан фойдаланамиз. 
Асосий тенг кучли формулалардан 22) га асосан х<*у аш



135 C * A y ) V ( ( “ ! х)Л (~ 1 У)) Ўринлн. (3) га асосан эса (х/\у)У  
V (^  *Л~1 У) =  ^ ((^ (*A*/))A(~i (п  *А  п у)) бўлгани учун 
х о г , =  1  (п  (хЛ у)Л (~1 ( “> *А  ~>*/))) бўлади. х ^ у  a  i x V  
V y  га яна (3) ни татбиқ этсак, х=>у = 1  ( “I (~| x)A(~i У)) 
ҳосил бўлади. Агар (4) формуладан фойдалансак, мулоҳаза- 
лар алгебрасининг ихтиёрий формуласини 1  ва V  орқали 
ифодалаш мумкин.

Маш қлар
1. А, В,*С ва D мулоҳазалар мос "равишда 1, 0, 0, 1 

бўлганда қуйидаги формулаларнинг ростлик қийматини топинг;
а) А\/(В/\С); д) A s j B ^ n  D;
б) D ^ { B /\C ) \  е) ( Д о В )=>(1 ЛV-S);
в) С=>- (A AD); ж) (DAC) ^ ( A  А  ̂  В)\
г) A^(C\/D) \  з) ( M “ifi)V D = *(5A n C ).
2. Қуйидаги формулаларнинг хар бири учун ростлик 

жадвалини тузинг:
а) А=>(А=>В)\ г)
б) А\/В<ъВ\/А\ д) (Л=^п b a Q V (~ m v b );
в) А=>~] (ВАС);  е) (А V В)=> (АА п  В).

13-§. ПРЕДИКАТЛАР

Мулоҳазалар алгебраси ёрдамида содда мулоҳаза- 
лардан мураккаб мулоҳазалар ҳосил қилинишини биз 
12- § да кўриб ўтдик. Мулоҳазалар мантиқининг камчи- 
ликларидан бири шундан иборатки, унинг ёрдамида 
объектларнинг хоссалари ва улар орасидаги муносабат- 
ларни ёритиш мумкин эмас. Математик мантиқнинг 
бундай масалалар билан шуғулланадиган қисми одатда 
предикатлар логикаси (мантиқи) деб юритилади.

1 - т а ъ р и ф .  Таркибида эркли ўзгарувчилар қат- 
нашиб, бу ўзгарувчиларнинг қабул қилиши мумкин 
бўлган қийматларида мулоҳазага айланадиган дарак 
гапга предикат дейилади.

х объектнинг бирор J® хоссага эга бўлиши <f(,v) каби 
белгиланиб, f ( x )  бир ўринли предикат деб юритилади.

Ми с о л л а р .  1 . (х) : «х — туб сон» кўринишдаги преди
кат берилган бўлсин. Бундай ҳолда еР (х) бир номаълумли 
функцияни ифодалаб, унинг аникланиш сохаси натурал сон
лар тўплами N дан, қийматлари соҳаси мулоҳазалар тўпла- 
мидан иборат бўлиб, ҳар бир мулоҳазанинг қийматлари соҳа-



си sea икки элементли {0, 1} тўпламдан иборат. Бу функция 
қийматларининг жадвал кўриниши қуйидагичадир:

X 1 2 3 4 5 6 7 8

<Р(х) 0 1 1 0 1 0 1 0

2. Е (х) : «х — жуфт сон» каби предикат берилган бўлсин. 
Унинг ростлик жадвали

X 1 2 3 4 5 6 7

Е(х) 0 1 0 1 0 1 0

кўринишда бўлади.
Юқоридаги иккита мисолдан қуйидаги фикрларни 

айта оламиз.
1. Предикатлар мулоҳаза эмас, лекин х нинг бирор 

тўпламга тегишли аниқ қийматларида у мулоҳазага 
айланади.

2. Агар М қандайдир объектлар тўплами бўлса, бу 
тўпламдаги предикат — хосса деганда биз шу М тўп- 
ламда рост ёки ёлғон қийматни қабул қилувчи бир ар- 
гументли функцияни тушунамиз.

2- т а ъ р и ф. М  тўпламнинг iP (х) предикатни рост мулоҳа- 
зага айлантирувчи D қисм тўпламига ^  (х) предикатнинг 
ростлик соҳаси дейилади.

3- таъриф.  Агар iP(х) предикат М тўпламнинг барча 
элементларида рост (ёлғон) қийматни қабул қилса, (х) пре
дикат М тўпламда айнан рост (айнан ёлғон) дейилади.

4-т а ъ риф. К (Alt . . . , Ak\ at ...........am\ x„ . . . , xs;
Pv , Pr) формула Pv  . . .  , Pr предикатлар T  тўпламда 
камида битта усулда аниқланганда, xlt . . . , xs предмет ўз- 
гарувчилар 7  тўплам элементлари билан камида битта усул
да а лмаштирилганда ҳамда Alt . . . , Ak пропозиционал ўз- 
гарувчилар қийматларининг камида битта тизимида 1 қкймат 
қабул қилса, у холда К  формула Т  тўпламда бажарилувчи 
дейилади. Қ  формула ихтиёрий Т  тўпламда бажарилувчи 
бўлса, у холда у бажарилувчи формула дейилади. -

М и с о л л а р .  1 . #>(х):«х — мусбат» — предикат N  [̂ тўп- 
ламда айнан рост бўлади.



2. R (x) : «x < 0 »  — предикат N  тупламда'айнан ёлғон.
3. Е(х) «х — жуфт сон» — предикат N  тўпламда бажа

рилувчи предикатдир.
Биз юқорида битта номаълумга (эркли ўзгарувчига) 

боғлиқ бўлган бир ўринли предикатларни кўриб ўтдик.
Предикат икки, уч, . . . , п ўринли ҳам бўлиши мумкин.
Масалан, Z  тўпламда Ғ (х, у) «х <  у » предикат икки 

ўринлидир. п ўринли предикат &(xv  х2, . • . , хп) орқали 
белгиланиб, бу предикат бирор А тўпламнинг х , , хг, . . . , 
хп элементлари орасидаги £Р муносабатни ифодалайди.

Қийматлари А тўпламга тегишли бўлган п ўринли (хх, 
х2, , хп) предикат берилган бўлсин. Объектларнинг ҳар 
бир тайин х1 =  а1 £А,  х2 = а2£ А, . . . , хп'= а п£А  киймат- 
ларида *Р(а1У аг, . . .  , an) мулоҳаза рост ёки ёлғон бўлади.

п ўринли предикатлар учун ҳам айнан рост, айнан 
ёлғон ёки бажарилувчи предикатлар тушунчасини аниқ- 
лаш мумкин.

1 , 2, 3, ўринли предикатлар мос равишда унар, би
нар, тернар предикатлар дейилади. Ноль ўринли преди
кат ўзгармас мулоҳазани ифодалайди.

14-§. КВАНТОРЛАР

Биз 13-§ да еР(х) предикат х нинг бирор А тўплам- 
га тегишли аниқ қийматларида мулоҳазага айланиши- 
ни кўриб ўтдик. Предикатлардан мулоҳаза ҳосил қи- 
лишнинг яна иккита усули мавжуд.

Аввал қуйидаги мисолни кўриб чиқайлик:
x £ N  бўлганда

— З х + 2  =  0» ( 1)

бўлсин. Агар (1) предикатни барча x £ N  лар учун қарайди- 
ган бўлсак, у ёлғон мулоҳаза бўлиб, ^баъзи бир x £ N  лар 
учун эса рост мулоҳаза бўлади. ' ;

Бирор М  тўпламнинг «барча х элементлари учун» деган 
жумла қисқача Vx£Af ,  «баъзи бир х элементлар учун» де
ган жумла эса g  х £ М орқали белгиланиб, улар мос равиш
да умумийлик ва мавжудлик кванторлари деб юритилади.

( V x £ A ) f ( x )  (2)

(қисқача: У  x£f(x))  белги «Л тўпламнинг барча х элемент
лари учун f(x) предикат рост»,



(қисқача: 3  xf(x)) белги эса «А тўпламнинг шундай х элементи 
мавжудки, бу элемент учун f(x) предикат рост» деб ўқила- 
ди.

(2) ва (3) мулоҳазалар одатда кванторли мулоҳазалар 
дейилади. f(x) предикат А тўпламнинг барча элементлари 
учун рост булгандагина (2) мулоҳаза рост қийматга эга, f (x) 
предикат айнан ёлғон ёки бажарилувчи бўлганда, (2) муло- 
ҳаза ёлғон, яъни ¥ x f ( x )  ёлғон бўлади.

f(x) предикат А тўпламнинг барча элементлари учун ай
нан ёлғон бўлгандагина з  х /  (х) ёлғон бўлади.

Икки, уч, . . . , п ўринли предикатлар воситаси билан 
ҳам кванторли мулоҳазалар ҳосил қилиш мумкин.

Масалан, (Y х Чу) f(x; у) мулохаза бирор тўпламнинг 
«барча х ва барча у элементлари учун f (х; у) рост» деб ўқи- 
лади. (з  х Ч у) f (х; у) мулоҳаза эса қаралаётган А тўп- 
ламнинг «баъзи х элементлари ва ҳамма у элементлари учун 
f(x; у) рост» деб ўқилади.

Яна қуйидаги ҳоллар бўлиши мумкин: У * з  у fix, у), 
3 * 3  У fix, у), V xV у з *  fix', у ; z), gjc g t / g z / ( x ;  у; г),

Бу кванторли мулоҳазаларнинг ҳар қайсиси айнан рост 
ёки айнан ёлғон бўлиши мумкин.

Масалан, Z тўпламда /  (*; у) : «х сон у дан кичик» деган 
предикат воситаси билан тузилган V х з  у f{x\ у) мулоҳаза 
исталган х ни олганда ҳам шундай у топиладики, улар учун 
«х <  у» деган мулоҳаза айнан рост, чунки исталган х учун 
у =  х +  1 деб олсак, х < у тенгсизлик бажарилади.

15- §. ПРЕДИКАТЛИ ФОРМУЛАЛАР

Фараз қилайлик, (х) ва Q(x) предикатлар мос 
равишда А ва В тўпламларда рост бўлиб, А ва В тўп- 
ламлар бирор тўпламнинг қисм тўпламлари бўлсин.

Ҳозир шу иккита предикатга мантиқий амалларни 
татбиқ этиш натижасида ҳосил бўлган янги предикат- 
ларнинг ростлик соҳалари билан танишиб ўтамиз.

1 . R1(x)^:^(x)/\Q(x)5 предикат f(x)  ва Q(x) предикат
лар ростлик соҳалари кесишмасида рост бўладиган предикат- 
дир.

2 . R2( x ) ^ ^  (x)\/Q{x) предикат ^(х) ёки Q(x) ларнинг 
камида биттаси рост бўладиган соҳада рост бўлади. R2(x) 
предикатнинг ростлик соҳаси A (J В тўпламдир. А соҳа fP (х) 
нинг ростлик соҳаси, В эса Q(x) нинг ростлик соҳаси.



3. Я8 (*)— “> ^  М предикат &Г* (х) ёлғон бўлган соха да 
рост, Р(х)  рост бўлган сохада эса ёлғондир. Демак, R3 (х) 
предикат CtA ^ A  тўлдирувчи тўпламда рост экан.
- 4. Rt ( x ) ^  P(x)=>Q(x) предикат фақат Ў(х) рост, Q(x) 
ёлғон бўлган соҳадагина ёлғон, қолган соҳаларда рост бўла-
ди. Бунда ростлик соҳа А f| В бўлади.
I» i 5. Rt, (x) (x) предикатнинг ростлик соҳаси M
нинг шундай қисм тўпламидан иборатки, унда •f’(x) ва Q(x) 
бир вақтда рост, ёки бир вақтда ёлғон бўлади. Бошқача қи- 
либ айтганда, Rb (х) предикатнинг ростлик соҳаси (А П В) (J
U (.4 П В) бўлади.

Мисол.  x £ N  бўлганда iP (х): «х >  2» ва Q(х) : «4|д» 
предикатларни ифодаласин. Унда * Т ( х ) ( х )  предикатнинг 
ростлик соҳаси__А =  {3, 4, 5, . . . }, В =  {4, 8, 12, . . . } =  
=  {4 kjk t  N}, А =  {1, 2}, B = { 4 k +  l \ k£N}{J{4k + 2 \ k £  
£ N)  U {4 k -f- 3[& £ iV} (J {1, 2, 3} тўпламдан иборат бўлгани 
учун 04 пЯ) и (Л Г)5) =  {1, 2, 4, 8, 12, . . .  } бўлади.

Энди предикатлар логикасининг формулалари ва 
уларнинг ўзаро тенг кучлилиги ҳақида фикр юритамиз. 
Қаралаётган предикатларнинг ростлик соҳасини М ор- 
қали белгилайлик. М тўпламнинг бизга маълум эле
ментларини а, Ь, с, ... ёки

^1» ^2» «3. * * • ( 1)
орқали белгилаймиз. Унинг номаълум элементларини эса х ,  
у, г, . . . ёки

x v  х2, х 3, . . . (2)
орқали белгилаб, ( 1) нинг элементларини индивидуал 
предметлар^ (предмет ўзгармаслар), (2) нинг элемент
ларини эса предмет ўзгарувчилар деб юритамиз.

1 - т а ъ р и ф .  а) М тўпламда аниқланган ҳар қандай 
мулоҳаза ва предикат предикатлар логикасининг фор- 
муласидир. ___

б) Агар Fi (i =  I, п) формула бўлса, V Ғ g  Fi ва ~i Fi 
лар ҳам формуладир.

в) Агар Ғ ва Ф формула бўлса, (Ғ \/Ф ), (Ғ /\Ф ), (Ғ=>Ф) 
ва (Ф=ф-Ғ) лар ҳам предикатлар логикасининг формуласи 
ҳисобланади.

г) Предикатлар мантиқида а), б), в) формулалар- 
дан бошқа формулалар мавжуд эмас.

2- т а ъ р и ф .  Қвантор татбиқ этиладиган ўзгарув- 
чилар боғланган ўзгарувчилар, квантор тегишли бўл-



маган ўзгарувчилар эса эркин предмет ўзгарувчилар 
дейилади.

Кванторли предикатлардаги предмет ўзгарувчилар 
эркин ва боғланган ўзгарувчилар бўлиши мумкин.

Масалан, F-^gArG-ZV ( * + * /  =  5) предикатда х боғлан- 
ган, у эса эркин ўзгарувчидир. Демак, таркибида эркин ўз- 
гарувчи бўлган предикат шу ўзгарувчининг функциясидан 
иборат, яъни g  х £ N  (х +  у =  5) =  F (у) бўлади.

Шундай қилиб, предикатлар мантиқининг исталган форму- 
ласи ўзгарувчи мулоҳаза, предикат ва эркин номаълумга 
боғлиқ бўлган функциядир. Масалан, ^ ^ ( g  х)(Чу)^(х', у)\/  
\JQ (z)\/А формулани олсак, у # \  Q предикатга А ўзгарув- 
чили мулоҳаза ҳамда эркин номаълумга боғлиқ бўлган функ
ция бўлади.

3- т а ъ р и ф. Агар битта М соҳада қаралаётган ик
кита Ғ ва Ф формулаларда: 1) барча ўзгарувчи преди- 
катларни М да аниқланган индивидуал предикатлар 
билан; 2) ўзгарувчи мулоҳазаларни М даги индиви
дуал мулоҳазалар билан; 3) эркин предмет ўзгарувчи- 
ларни М нинг индивидуал предметлари билан алмаш- 
тирганда Ғ  ва Ф формулалар бир хил рост ёки ёлғон 
қийматни қабул қилса, улар М соҳада ўзаро тенг куч- 
ли дейилади.

Исталган соҳада тенг кучли бўлган Ғ  ва Ф форму
лалар айнан тенг кучли формулалар дейилади.

Мисол.  Ф —̂ (Y х£  M)(ff’(x)) V  А ва F - * - ( Y x £ M )  
(Ў (х)\/ А) формулалар ўзаро тенг кучли. Бу ерда А ўзгарув- 
чи мулоҳаза бўлиб, х боғланган ўзгарувчи бўлганлиги туфай- 
ли иккала формула ҳам эркин ўзгарувчига боғлиқ эмас. Де
мак, Ф ва Ғ ларнинг иккаласи ҳам мулоҳазадир. Ф ™ Ғ 
эканлигини исботлаш учун Ф нинг ростлигидан Ғ нинг рост- 
лигини (ва аксинча) келтириб чиқарамиз.

Фараз қилайлик, Ф рост формула бўлсин. Бундай ҳолда 
дизъюнкция таърифига асосан М  тўпламнинг барча элемент
лари учун #’(х) ёки А рост. Иккала ҳолда ҳам М тўплам- 
нинг барча элементлари учун Ғ ^ ( Ч  x£M)(f>(x)\/А) айнан 
рост мулоҳаза бўлади. Аксинча, Ғ формула рост бўлса, 
Чх £ /И учун (Р (х) ёки А, ёки ҳар иккаласи рост. Унда 
(Чх £ AI) (Ў (х)V А ) ^ Ф  хам рост. Демак, 3-таърифга асо
сан F =  Ф бўлади. Қуйидаги формулаларнинг ўзаро тенг 
кучли эканлигини исбот қилинг:

( Ч х € М )( ў (х)Д А) ш ( Ч х £ M)(S> (х))АА\
(з X € м) (ff> (х) V А) -  (а X 6 М) W) V л ;



16- §. МУЛ0ҲАЗАЛАРНИ МАНТЦҚНЙ БЕЛГИЛАР ЕРДАМИДА
ЁЗИШ

Математик мулоҳазаларни мантиқий белгилар ёрдамида 
ёзиш учун одатда чекли сондаги базис предикатлар танлаб 
олинади. Қолган хосса ва муносабатлар базис предикатлар 
ҳамда озод номаълумлар ёрдамида тузилган таъриф, теоре
ма.п л р оркали ифодаланади.
Мисол сн(| атида Z тўпламда базис предикатлар учун х 4- у =  
=  г ,х -ц  =  п, х — y =  v ва х<Су предикатларни танлаб 
оламиз. Ўз-узидан wai-лумки, юқоридаги предикатлар асо
сий амаллар ва тартиб муносабатини ифодалайди.

Знди юқоридаги Сазис предикатлар ёрдамида Z тўплам- 
нинг баъзи бир хоссаларини ифодэлаймиз.

1. Исталган a £ Z  соинн b£Z  сонга қолдиқли бўлиш 
ҳақидаги теорема куйидагича ёзилади: Ча, Yb£Z(b--ФО) =>■ 
=* 3<7 (<7 € Z), а л (a=bq - f  г)Д(г =  0)V(0 <  r)A(r <  |6|) (r£Z).

Охирги мулоҳаза бундай ўқилади: «Барча а ва Ь бутун 
сонлар учун, агар b нолга тенг бўлмаса, шундай q ва г 
бутун сонлар топиладики, улар учун a — bq +  r бўлиб, г 
сони 0 га тенг ёки но/дзн катта ва |6| дан кичик бўлади».

2. у\х, яъни (д: сон у  га бўлинади) предикатни қуйидаги- 
ча аншугай оламиз*

У\х^ -gq£Z (x =  q-y).
М и с о л л а р .  1 . Қуйидаги предикатлар берилган бўлсиш

/  (х): «х — тўртбурчак»,
Ф(х): «х — квадрат».

«Баъзи тўртбурчаклар квадратлардир» деган тасдиқ қуйи- 
дагича ёзилади:

З а: /(х)= ^ ф (х).
2. Фараз қилайлик, x£R  бўлганда f(x) функция R тўп- 

ламда аниқланган ҳақиқий қийматли функция бўлсин. Бундай 
ҳолда f  (х) функциянинг х =  х0 нуқтада, (а\ b) оралиқда уз- 
луксизлиги ва (а; b) оралиқда текис узлуксизлиги мос равиш- 
да қуйидагича ёзилади:

а) f(x) функция х0 нуқтада узлуксиз: Y(e >  0) ^(r >  0) ,
Y(x £ i?) (|x — x0l <  r => I/ (x) — f Oo)| <  e);

б) / «функция (а; 6) сралиқда узлуксиз: (Ус  £ (a; £>)Y(e>0)'



3 ('’> 0)V(Jc€(a; b)){\c — x \ < r ^ \ f ( c )  — f(x)j < e );
в) f(x) функция (a; b) да текис узлуксиз: ( Y ( e > 0) g  

( r > 0 )
V c f ( a ;  b))Yx£(a; b )( \c -x \ <  r=> \f(c) ~  f(x)\ < e ) .
Агар б) ва в) ларга эътибор қилсак, , улар бир- биридан 

фақатгина У с £ (а; b) ифоданинг турган ўрни билан фарқ 
қилади, ҳолос.

1. 2, 3, 4, 5, . . . , п ўринли предикатларга мисоллар 
келтиринг.

2. Мактабда ўрганилган математик қонунларни умумий- 
лик ва мавжудлик кванторлари ёрдамида ёзинг.

3. N  (х), Z  (х) Q (х), R  (х) лар мос равишда х  нинг нату
рал, бутун, рационал ва ҳақиқий сон эканлигини билдирсин. 
Қуйидаги предикатли формулаларни шундай кванторлар билан 
боғлангки, улар рост мулоҳазалар бўлсин:

4. «х2 — у = у2 — х» предикатни кванторлар билан шун
дай боғлангки, у рост (ёлғон) бўлсин.

5. еР(х): «х — туб сон»,
Q(x) : чх — жуфт сон»,
5 (х; у): «-у сон х  сонга бўлинади» каби предикатлар 

бўлганда, қуйидаги формулаларни ўқинг ва уларнинг рост 
ёки ёлғонлигини аниқланг:

а) (У х  £ Z) (S (2; x)=>Q (х));
б) Z) (Q(х)ДФ(х)^  5(2; х));
в) (Vx£Z)  1  Q ( x ) ^ - 1  S(x ; х);
г) (Vx£Z)(f>(х) =>(Э y£Z)(Q (у)A S (х; </));
Д) 3  х € Z (Q (х)А^(х)) А 1  (3 х) (Q (х )А ^  М )Л (3 У) (х Ф 

^ y A Q W A ^ W

17- §. ЎЗАРО ТЕСКАРИ ТЕОРЕМАЛАР

Математикадаги теорема тушунчаси квантор ва предикат 
тушунчалари билан узвий боғлиқдир. Теоремадаги шарт ва 
хулоса қандайдир М. тўпламнинг ихтиёрий элементлари учун 
бажарилиши талаб этилади, яъни х £ М нинг А хоссага эга 
бўлишидан унинг В хоссага эга бўлиши келиб чиқади. Бу

М а ш қ лар

а) Z(x)=>N(x);
б) 7V(x)=>Z(x);
в) Z (х) => Q (х);

г) R(x)=>Q (х);
д) N(x)=s~Q (х);
е) Q (х) Я (х);

ж) Z(x)=s- i? (х).



ерда А теореманинг шарти, В эса теореманинг хулосасидир. 
Предикатлар темасида кўриб ўтганимизга асосан х нинг А 
хоссага эга бўлиши бир ўринли А(х) предикатен билдирар 
эди. Демак, кўпчилик теоремаларни

(Vx£M)(A(x)=>B(x))  (1)
кўринишда ёза оламиз. Бу ерда умумийлик кванторига боғ- 
лиқ бўлган Y x £ M  қисмни теореманинг кириш қисми, А (х) 
ни (1) теореманинг шарти, В (х) предикатен эса (1) теорема
нинг хулосаси деб юритилади. Теоремаларни (1) кўринишда 
ёзиш унинг шарти ва хулосасини осонгина ажратишга имкон 
беради.

/ -  т еорем а . Учбурчакнинг юзи унинг асоси билан 
баландлиги кўпайтмасининг ярмига тенг.

Мазкур теоремада унинг шарти ва хулосаси кўзга 
яққол ташланиб турмайди. Энди уни қуйидагича ёза- 
миз:

Агар берилган кўпбурчак учбурчак бўлса, унинг 
юзи асоси билан баландлиги кўпайтмасининг ярмига 
тенг.

Қуйидаги белгилашларни киритсак, яъни
М кўпбурчаклар тўплами: х — кўпбурчак,
А(х): «х кўпбурчакнинг томонлари сони учга тенг»,
В(х): «х нинг юзи» ни ифодаловчи предикат бўлса, юкр-

ридаги теоремани (х — учбурчак) =>■ (̂ Sx = - âĥ j орқали ёза

оламиз. Бунда а — учбурчакнинг асоси, h — унинг баландли
ги, Sx — учбурчакнинг юзи.

Умуман теорема— «М тўпламнинг ихтиёрий х элементи 
А хоссага эга бўлса, у ҳолда у В хоссага ҳам эга бўлади» 
деб ўқилади

Ҳар бир (Чх£М)(А(х)=$-В(х)) теоремада А (х) ва В (х) 
предикатлар М соҳада рост мулоҳазалар бўлиб, В (х) муло- 
ҳаза^ҳақиқатан А (х) дан келиб чиқади, яъни (1) теореманинг 
хулосасини ифодалайди. Демак, (1) теоремада А (х) шарт 
асос вазифасини бажаради. В(х) нинг А (х) дан келиб чиқи- 
ши яна шу билан тасдиқланадики, биз (1) теоремани (яъни 
В (х) нинг ростлигини) исботлашда .албатта А (х) нинг ростли- 
гига суянамиз. Бу муҳокама теоремани билдирувчи ГЛ(х)=>- 
=s-В(х) импликация ихтиёрий х£М  учун айнан рост форму
ла эканлигини кўрсатади. Демак, А (х) =>■ В (х) импликация М 
тўпламда айнан рост бўлмаса, бу тасдиқ В (х) 'нинг А (х) 
дан хулоса бўлиб чиқмаслигини билдиради. Бу ҳолда (1) 
ифода теоремани билдиради.



Теоремалар одатда тўрт хил бўлади:
1) (Чх  6 М) (А (х) =>- В (х)) — тўғри теорема;
2) ( V x Z М)(В(х)=>- А(х)) — тескари теорема;
3) (Ух£Л4)(“ А (х) =>■ "1 В (х)) — тўғри теоремага карама- 

қарши теорема;
4) (Y x 6 .'W)(n В(х)=> ~! А(х)) — тескари теоремага қара- 

ма-қарши теорема.
Уз-ўзидан маълумки, хe A f бўлганда х нинг аниқ\ 

қийматларида А(х) ва В(х) предикатларнинг хар 
бири фақатгина икки хил — рост ёки ёлғон мулоҳаза- 
ларни ифодалаши мумкин. Агар берилган теоремада 
унинг шарти ва хулосаларнинг ўринларини алмаштир- 
сак, тўғри теоремага тескари теорема ҳосил бўлади.

Юқорида келтирилган тўрт хил теоремалардан баъ
зи бирлари ўзаро тенг кучлидир.

Иккита мулоҳаза импликацияси таърифига асосан 
қуйидаги жадвални тўлдирамиз:

А(х) В(х) П А(х) 1В(х) А(х)=> 
~В(х)

В(х)=&-
=>А(х)

1 А(Х)*У 1 ~}В(х)=*
=*~|Д(дг) j=* 1 А(х)

1 1 0 0 1 1 1 1

I 0 0 1 0 1 I 0

0 1 1 0 1 0 0 I

0 0 1 1 1 1 1 1

Бу жадвалдан кўринадики,
Y*04(jc)=>-B(jc)) -  Yx("i В(х)=>-ч А{х)У,

Чх(В(х)=$- А (х))= Чх(~\ A(x)=^~i В(х)),
яъни тўғри теорема билан тескари теоремага қарама- 
қарши теорема ва тескари теорема билан тўғри теоре
мага царама-қарши теоремалар тенг кучли экан.

Бирор теорема иккинчисига тескари бўлса, бу тео
ремалар ўзаро тескари теоремалар деб юритилади. 
Агар ҳар бир теоремада унинг тушунтириш қисми кўр- 
сатилмаса, тескари теорема ўз маъносини йўқотади.

2-теорема . Ромбнинг диагоналлари ўзаро перпенди
куляр бўлади. , 

Мазкур теоремага тескари а: В(х), р: А(х) теоре
мани тўғридан-тўғри бир қийматли усулда топиш мум->



кин эмас. Бунда А(х) берилган тўртбурчак ромб, 
В(х) ромбнинг диагоналлари ўзаро перпендикуляр.

Ҳақиқатан, агар ромбни тўртбурчаклар тўплами 
элементи деб қарайдиган бўлсак, диагоналлари ўзаро 
перпендикуляр бўлган ҳар қандай тўртбурчак ҳам ромб 
бўлавермайди. Агар ромбни параллелограммлар тўп- 
ламидан олсак, у ҳолда бу теоремага тескари теорема 
қуйидагича бўлади:
(Y Q, Q — параллелограмм), (Q1 — po мб) (Q — нинг диаго
наллари перпендикуляр) кўринишни олиб, охирги теорема эса 
ростдир.

18-§. ЗАРУРИЙ ВА ЕТАРЛИ ШАРТЛАР

Мактаб математика курсидан маълумки, баъзи бир 
теоремалар етарли, зарур ва етарли ҳамда зарурий 
шартлар билан боғланган бўлади. Биз ҳозир теорема
лар қандай ҳолларда юқоридаги боғловчи сўзлар ёр
дамида ифодаланишини кўриб ўтамиз.

Бўшмас М тўплам элементлари учун А(х) ва В(х) 
предикатлар аниқланган бўлсин. Қуйидаги ўзаро қара- 
ма-қарши теоремаларни кўриб ўтайлик.

1. Агар М тўпламнинг баъзи бир х элементлари 
А(х) хоссага эга бўлса, улар В(х) хоссага ҳам эга бў- 
лади.

2. М тўпламнинг баъзи бир х элементлари В(х) 
хоссага эга бўлса, улар А(х) хоссага ҳам эга бўлади.

Бу тасдиқларни қуйидаги кўринишда ҳам ёзиш 
мумкин:

1. М тўпламнинг А(х) хоссага эга бўлган элемент
лари В(х) хоссага ҳам эга бўлиши зарур.

2 . М  тўпламни барча элементларининг А (х) хоссага эга 
бўлишидан уларнинг В(х) хоссага эга бўлиши келиб чиқади 
ёки х (j М элементнинг А (х) хоссага эга бўлиши унинг В (х) 
хоссага эга бўлиши учун етарли.

Масалан, M ^ N  ва В(х):«х — жуфт сон», А (х): «х сон
4 га қолдиқсиз бўлинади» каби предикатлар берилган бўл- 
син. Бундай ҳолда

ва
(3x6iV)( f iW ^ А(х ) )  

(Y x £ N) { A{ x ) ^ B ( x ) )

(1)

(2)
тасдиклар рост бўлади, лекин

( Y x  £ Л7) (В (х) => А (х)) (3)



тасдиқ рост эмас. (Масалан, 38 сони, гарчи жуфт сон 
бўлса-да, 4 га бўлинмайди.) Шундай қилиб, (2) теорема 
рост бўлганда А(х)  предикат В(х)  учун етарли шарт, 
В(х)  предикат эса А(х)  учун зарурий шарт бўлади. 
Агар бир вақтнинг ўзида (2) ва (3) теоремалар ўринли 
бўлса, бундай теоремалар зарур ва етарли шартлар би
лан .боғланган теоремалар деб юритилади.

Қуйидаги теорема шундай теоремалардан биридир:
Натурал соннинг 9 га бўлиниши учун унинг рақам- 

лари йиғиндиси 9 га бўлиниши зарур еа етарлидир.
Мис оллар .  Қуйидаги тасдикларни ( V * €  М) (Л (*)=>•
В (х)) кўринишда ёзинг:
1 . Ҳар қандай мусбат рационал сон бирорта кесма- 

нинг узунлигини ифодалайди.
2. Исталган учбурчакнинг баландлиги қарама-қар- 

ши томонга ёки унинг давомига перпендикуляр бўлади.
3. Параллелограмм диагоналлари узунликлари квад- 

ратлари йигиндиси унинг тўртта томони узунликлари 
квадратларининг йиғиндисига тенг.

4. Қуйидаги нуқталар ўрнига зарур, етарли, зарур 
ва етарли сўзлардан тегишлисини қўйинг:

а) бирор соннинг 6 га бўлиниши учун унинг 3 га 
бўлиниши...

б) кетма-кетликнинг лимитга эга бўлишн учун 
унинг чегараланган бўлиши ...

в) бирор соннинг 5 га бўлиниши учун унинг ноль 
билан тугаши...

г) берилган учбурчакнинг тўғри бурчакли учбурчак 
бўлиши учун a2 + b2 = c2 бўлиши. ...

5. Мактабда ўрганган теоремаларингиздан камида учтаси- 
ни ( V х £ М) (А (х) => В (х)) кўринишда ёзинг.

Бу тасдиқларнинг қайси бири теорема бўлади? Қайси 
ҳолларда тескари, қарама-қарши, тескарига қарама- қарши 
тасдиқлар ўринли бўлади?

19- §. ТЕОРЕМАЛАРНИ ИСБОТЛАШ УСУЛЛАРИ

Бирор фикрнинг рост ёки ёлғонлнгини тиклаш учун 
тўғри хулосага олиб келувчи қоидалар одатда манти
лий қонунлар деб юритилади.

Мантиқий қонунлар билан шуғулланганда айнан 
формулалар мух.им аҳамият касб этади.

Ҳар қандай айнан ёлғон L формулага айнан рост 
1  L = I формула мос келгани учун, биз фақатгина ай-



нан рост формулалар билан шуғулланамиз. Ана шун
дай формулалардан бири учинчисини инкор этиш қо- 
нунидир:

i p \ / p = i ,  ( о
яъни иккита ўзаро қарама-қарши р ва п р мулоҳазалардан 
бири доимо рост.

Мазкур конун р ёки “1 р нинг ростлик қийматига ҳам 
ва хатто уларнинг аниқ мазмунига ҳам боғлиқ эмас. Шунинг 
учун бу қонундан ихтиёрий мантиқий фикрлаш, исбот ва 
хулосалаш жараёнида фойдаланиш мумкин.

Мисол.  Агар п Ф 1 ихтиёрий натурал сон бўлганда 
р:«п— туб сон», "1 р: —п «туб сон эмас» каби мулоҳазалар 
бўлса, н p\Jp  рост бўлади. Ҳақиқатан, 1 дан фарқли истал
ган натурал сон туб ёки мураккаб бўлади.

Зиддият қонуни. Иккита ўзаро қарама-қарши мулоҳаза- 
лар бир вақтнинг ўзида рост бўла олмайди. Бошқача қилиб 
айтганда, i i ! ( i p A r i - i  (2)
бўлади. (2) формуланинг айнан ростлиги тг\ р / \ р  формула
нинг? айнан ёлғонлигини билдиради. Бундай холда конъюнк
ция таърифига биноан р ёки ~пр нинг биттаси ёлғон.

Ми с о л .  «5 — туб сон» — рост;
«5 — мураккаб сон» — ёлғон;
«5 — туб Еа мураккаб сон» — ёлғон;
«5 — туб ва мураккаб сон эканлиги ёлғон» — 
рост.

Математик теорема — ростлиги исботлаш дан кейингина 
аниқланадиган мулоҳазадир.

( Y x £  М) (А (л") =4- В (х)) теоремани исботлаш деган сўз те
гишли асосларга суяниб, илмий ва мантиқий жиҳатдан тўғри 
муҳокама қилиш жараёнида В(х) нинг (яъни теоремадаги 
исботлаш лозим бўлган қисуининг) ростлигини юзага чиқа- 
риш демакдир. Биз бундан кейин зарурат бўлмаганда 
{ Ч х £ М )  (Л(У1 =>В(х)) кўринишдаги теоремани қисқача 
А=>В орқали ёзамиз.

Исботлаш турли усуллар билан олиб борилади. Ис- 
ботнинг асосий усуллари қуйидагилар:

1) бевосита исботлаш усули;
2) қарама-қаршисини фараз қилиб исботлаш усули;
3) тескарисидан исботлаш усули;
4) тўлиқ математик индукция принципи асосида 

исботлаш усули.



Бу усулларни математик мантиқ формулалари ёр
дамида кўриб ўтамиз.

1. Бевосита исботлаш усулининг моҳияти шундан 
иборатки, унинг асослари бўлиб А ва А=>В мулоҳаза- 
лар, хулосаси бўлиб эса В мулоҳаза хизмат қилади. 
Бошқача қилиб айтганда, теореманинг берилган қис- 
мидан ва «Берилган қисми ўринли бўлса, исботланади- 
ган қисми ҳам ўринли бўлади» деган мулоҳазадан бу 
теореманинг исботланадиган қисми келтириб чиқари- 
лади. Бундан бевосита исботлаш усулининг формуласи

ёзилади.
Бу формуланинг доимо ростлигини биламиз. Бунга 

яна бир марта ишонч ҳосил қилиш мумкин.
Демак, бевосита исботлаш усули мантиқий жиҳат- 

дан тўғри усул экан. (3) мантиқий қонун одатда 
(modusponens) модус поненс (ажратиш қоидаси) қо- 
нуни деб юритилади.

2. Қ а р а м а - қ а р ш и с и н и  ф а р а з  қ и л и б  ис 
б о т л а ш  у с у л и н и н г  м о ҳ и я т и  ушбудан иборат: 
теореманинг исботланадиган қисми (яъни хулосаси) 
ёлғон (нотўғри), шу сабабли унинг инкори 1  В рост деб 
фараз қилинади. Бу фараз ва А=^В тасдиқдан 1 А нинг 
ростлиги келиб чиқади, чунки

Ҳақиқатан, 1  Б Д  (А=> В)=>~1 А = ~1 (п £ Д ( п  А \/  B))V  
V"П А =  1  П В \/(А / \  1 В)\у и А =  /'. Лекин теорема шартига 
асосан п А эмас, балки А рост. Ҳосил бўлган зиддият 1  В 
рост деган фаразимизнинг нотўғрилигини ва демак, В нинг 
ростлигини тасдиқлайди.

(4) формула қарама- қаршисини фараз қилиб исботлашнинг 
формуласини беради ва унинг айнан ростлиги мазкур усул- 
нинг мантиқан тўғри эканлигини билдиради.

3. Т е с к а р и с и д а н  и с б о т л а ш  у с у л и .
Биз 17- параграфда V х(А(х)=> В (х)) =  V х ("1 В (х) =► 

= > ■ А(х)) эканлигини кўрсатган эдик. Кўп ҳолларда берил
ган х{А(х)=> В (д')) теоремани исботлаш анча оғир (ҳатто 
мумкин эмас) бўлиб, лекин тескари теоремага қарама-қарши

АЛ(А=>В)=>В (3)
А Л =ф- Вдан иборатдир. (3) формула кўп ҳолларда —1--------- шаклда

1 ВД(Л=4-В)=>п А 

формула айнан ростдир.

(4)



теоремани исботлаш анча қулай бўлиши мумкин. Ана шун
дай ҳолларда берилган теорема ўрнига унга тенг кучли бўл- 
ган, тескари теоремага қарама-қарши теорема исботланади.

Мисол сифатида қуйидаги теоремани олайлик. а ва 6 лар 
векторлар бўлсин. _  ___ _

Т еорем а. (V а Ф  О, V Ъ ф  0),

1а+!>| =  \~а\+  Ы=^Д || Ь.  (5)
Тескари теоремага қарама-қарши теорема:

(V~a ф  0, ъ ! ) ф 0 ) ( а ф Т ^ + 1 > \ ф \ а \  +  \Ь\. (6)
4. Қ а р а м а-қ а р ш и с и н и м а ъ н о с и з л и к к а  

к е л т и р и б  и с б о т л а ш  у с у л и  юқорида баён зтил- 
ган қарама-қаршисини фараз қилиб исботлаш усули
нинг турларидан бири бўлиб, у қуйидаги маънога эга: 
бу усул бўйича ҳам А дан келиб чиқадиган В хулоса 
ёлгон. Демак, унинг 1  В инкори рост деб фараз қили- 
нади. Сўнгра ~\В=$~С вап Стасдиқлар тўғри бўла- 
диган янги хулосанинг мавжудлиги кўрсатилади.

Лекин битта асосдан бир-бирига зид бўлган С в а ^С  
оқибатнинг келиб чиқиши маъносиздир. Ана шу маъ
носизликка асосан 1̂В рост деган фараз нотўғри бўлиб, 
демак, В рост эканлиги тасдикланади.

Энди бу усулни ифодаловчи мантиқий формуланинг 
айнан ростлигини кўрсатамиз.

'Ч В=>С ъа. В =>1 С маъносизликдан оқибат сифатида 
В формула келиб чиққанлиги учун мазкур усулни ифодалов
чи формула

(̂ ] В = ^ С ) Д ( “1 В=> 1  С)=>В
ёки

~\В => С, ~ \В ^ -~  £
в

кўринишда бўлади. Бу формула эса айнан рост.
Ҳақиқатан, ( 1  В =>С )Д (“1 В=>~\ С)=ф-В =  1  ((В\/С)А  

A(fiV^i С))\/В^ - 1 (В V C)V п (Б V ^ C)VB =  ( i  В А 
A^i QV("i В А С ) \ / В ^ ( ^  В\/- \  в у В ) \ / ( - \  В\/С\/В)  А
А(^1 С \ у ^  В \ / В ) / \ ( ^ С \ / С \ / В )  =  1 / \ 1 Л 1  — !■



20-§. АЛГЕБРАИК АМАЛ ВА АЛГЕБРАЛАР
Ҳозирги замон алгебра фани тўплам ва унинг эле

ментлари учун аниқланган алгебраик амал ва унинг 
хоссаларини ўргатади.

1- т а ъ р и ф .  Бўш бўлмаган А тўплам берилган 
бўлсин. А х А  декарт кўпайтмани А тўпламнинг ўзига 
мос қўювчи а : Ах А - +А  акслантиришига А тўпламда 
аниқланган бинар алгебраик амал дейилади.

Бу таърифга асосан, а, Ь £ А бўлганда тартибланган (а; Ь) 
жуфтликка шу А тўпламнинг аниқ битта С элементи мос 
келгани ҳолда (b\ а) жуфтликка с £ А мос келмаслиги мум
кин. а акслантириш ёрдамида (а; Ь ) £ А х А  жуфтликка с £ А  
нинг мос қўйилиши а (а; Ь) =  с, (а; 6) а =  с ёки a a b  =  с 
орқали белгиланади.

А тўнламнинг элементлари учун аникланган бинар (икки 
ўринли) алгебраик амаллар одатда махсус танланган 0, _L, 
Т , *, • • • белгилар билан белгиланади. Мактаб математика- 
сидан маълумки, а +  b ва а-b лар мос равишда а ва b эле- 
ментларнинг йиғиндиси ва кўпайтмасини билдиради.

2- т а ъ р и ф. Ап~~{ х  А =  Ап бўлиб, декарт кўпайтманинг 
тартибланган ҳар бир (а19 а2, , ап) элементига А тўплам- 
нинг ягона яп+1 элементи мос қўйилган бўлса, А тўпламда 
ранги п га тенг бўлган (п ўринли, п — ар) алгебраик амал 
аниқланган дейилади. г.

п ўринли алгебраик амални а  оркали белгиласак, у (av  аг, 
. . . , ап) а  =  ап+1 ёки а (а1У а2, . , . , ап) =  art+1 кўриниш- 
ларда ёзилади. Баъзи ҳолларда ап_̂ { i  А бўлиши мумкин. 
Бундай ҳолда қаралаётган алгебраик амал қисмий алгебраик 
амал деб юритилади.

Алгебраик амаллар ноль, бир, икки, уч, ... , п ўрин- 
ли бўлиши мумкин ва улар мос равишда нулар, унар, 
бинар, тернар, ... п — ар алгебраик амаллар деб юри
тилади.

А тўпламнинг исталган элементини алоҳида олиш —• 
ноль ўринли алгебраик амалдир. Бир ўринли алгебраик 
амал деганда А тўпламни ўз-ўзига акслантиришни ту- 
шунамиз. Бирор сонлар тўпламида аниқланган а :  6 =



= c : d  пропорция уч ўринли алгебраик амал бўлади. 
п та натурал соннинг энг катта умумий бўлувчисини 
топиш п ўринли алгебраик амалга мисолдир.

Натурал сонлар тўпламида аниқланган «а дан бе
восита кейин келади» муносабати бир ўринли алгеб
раик амалдир.

Битта А тўпламнинг ўзида бир қанча алгебраик 
амаллар аниқланиши мумкин. Шу амалларни биз f lt 
/2, . . . ,  fs орқали белгилайлик.

3- таъриф.  Бўш бўлмаган А тўплам ва унда қаралаёт- 
ган алгебраик амаллар тўплами £2 дан тузилган <  А, Й >  
тартибланган жуфтлик алгебра дейилади.

А тўпламда қаралаётган амаллар сони чекли бўлганда бу 
алгебра А =  <  А, Д, f2, ■ ■ ■ , fs >  кўринишда белгиланиб, 
узунлиги s +  1 га тенг бўлган кортежни ифодалайди. Бу 
ерда А тўплам қаралаётган алгебранинг асосий тўплами, f v  
/ 2, . . . , fs амаллар эса асосий алгебраик амаллар деб юри
тилади. f  алгебраик амалнинг ранги одатда г (/) орқали бел
гиланади.

4-таъриф.  Агар r(fi) =  ri (t =  l, 2 ............ s) бўлса,
(rv r2, , rs) кортеж <  A, /х f2 . . . , f s >  алгебранинг 
тури (типи) дейилади.

Масалан, <  Z, + ,  •,— >  алгебра (2, 2, 2) турли алгеб- 
радир.

п =  0 бўлса, А° —*■ А операцияга нулар операция дейи- 
либ, у ҳолда нулар операцияга А тўпламнинг ихтиёрий 
танланган элементи мос қўйилади.

<.N , + ,  •, 1 >  алгебра эса (2, 2, 0) турли алгебрадир 
(1 сон кўпайтириш амалига кўра N  даги нейтрал элемент).

М и с о л л а р .  1) Натурал сонлар тўпламида аниқ- 
ланган айириш амали бинар алгебраик амал бўлмай, 
балки қисмий бинар алгебраик амалдир, чунки истал
ган иккита натурал сон айирмаси ҳар доим ҳам нату
рал сон бўлавермайди.

2) N  тўплам элементлари учун аниқланган a a b ^ a b 
мослик алгебраик амал бўлади.

3 ) Бутун сонлар тўпламида сонларни қўшиш, кў- 
пайтириш, айириш амаллари бинар алгебраик амал бў- 
лади.

4) Мулоҳазалар устида бажариладиган (инкор ама- 
лидан бошқа) мантиқий амаллар мулоҳазалар тўпла- 
мида бинар алгебраик амаллар бўлади.

5) Бирор U универсал тўпламнинг қисм тўпламла-



ри учун бажариладиган бирлашма ва кесишмалар би
нар алгебраик амал бўлади.

6) Иккита натурал т ва п соннинг умумий бўлув- 
чисини топиш бинар алгебраик эмас, чунки мазкур 
сонлар бир нечта умумий бўлувчиларга эга бўлиши 
мумкин.

7) Иккита векторнинг скаляр кўпайтмаси ҳам би
нар алгебраик амал эмас, чунки у векторларнинг ска
ляр кўпайтмаси вектор бўлмай, балки сондир.

8) Бутун сонлар тўплами Z  ва бу тўпламда аниқланган 
қўшиш, айириш амаллари бўйича <  Z, + ,  — >  алгебрани 
ташкил қилади.

9) <  N,  + ,  • >  алгебра (2,2) турли алгебрадир.
10) Бирор бўш бўлмаган М тўпламнинг барча қисм тўп- 

ламлари тўпламини 2м деб белгилайлик. Бундай ҳолда 
< 2^,(1 . U, — >  алгебра (2, 2 , 1) турли алгебра бўлиб, 
бу ерда П, U ва — лар мос равишда кесишма, бирлашма 
ва тўлдирувчи тўпламларни билдиради.

11) R  ҳақиқий сонлар тўплами учун <  i?, + ,  —, *, 1 >  
алгебра (2, 2, 2 , 0) турли алгебра бўлади.

М аш қ лар
1 . a £ R  бўлганда f:a->\a\  мослик неча турли алгебра 

бўлади.
2. N тўпламда х-у — х? {Yx, y(zN), яъни даражага 

кўтариш амали коммутатив бўладими ёки ассодиатив бўла- 
дими? Мру'- \

3. Ҳақиқий сонлар тўпламида х2 +  у2 =  z2 шартни қаноат- 
лантирувчи (х'} у\ z) учликлар тўплами неча турли алгебраик 
амал эканлигини аниқланг.

21-§. БИНАР АЛГЕБРАИК АМАЛЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ
Биз 20- § да кўриб ўтганимиздек, бирор сонлар тўп- 

ламида аниқланган қўшиш, кўпайтириш, даражага кў- 
тариш, айириш ва бўлиш амаллари бинар алгебраик 
(баъзан қисмий алгебраик) амаллар эди.

Мактаб алгебра курсидан маълумки, қўшиш ва кў- 
пайтириш амаллари коммутатив, ассодиатив ва кўпай- 
тириш амали қўшиш амалига нисбатан дистрибутив- 
дир.

Лекин математикада учрайдиган барча бинар ал
гебраик амаллар ҳар доим хам коммутатив ёки ассо- 
циатив бўлавермайди. Фараз қилайлик, А тўпламда



иккита ҳар хил"Г ва 1  каби бинар алгебраик амаллар 
берилган бўлсин.

1-таъриф.  Агар А тўпламнинг ихтиёрий а ва Ь эле
ментлари учун а~г b = Ь~г а тенглик бажарилса, у ҳолда 
Т  бинар алгебраик амал А тўпламда коммутатив дейилади.

Масалан: 1) Сонлар тўпламида аниқланган қўшиш ва 
кўпайтириш амаллари коммутатип бўлади; 2) сонлар тўпла- 
мида аникланган даражага кўтариш амали коммутатив эмас, 
чунки ab Ф Ъа.

2-таъриф.  А тўпламнинг исталган учта а, b ва с эле
менти учун а~г (Ь~г с) = (а~]~ b)~f с тенглик ўринли бўлса, 
у холда ~г алгебраик амал А тўпламда ассоциатив дейила
ди.'

Масалан: 1) Ихтиёрий сонлар тўпламида аниқланган 
қўшиш ва кўпайтириш амаллари ассоциативдир; 2) ҳақиқий 
сонлар тўпламида аниқланган даражага кўтариш амали ассо
циатив эмас, чунки ( а ) с ф а Ьс (Va,  b, с£ R).

3-таъриф.  А тўпламнипг исталган учта а, b ва с 
элементи учун а т  (b _L с) =  {а т  Щ -L (а т  с) тенглик бажа
рилса, у ҳолда т  амал JL амалга нисбатан дистрибутив 
дейилади.

Масалан: 1) Сонлар тўпламида аникланган кўпайтириш 
амали қўшишга нисбатан дистрибутив, чунки а ■ (Ь +  с) =  
=  а-Ь-\-а.‘С(Уа, Ь, с £ R) тенглик ўринли. Лекин а +  {Ь-с) Ф  
Ф (a +  b) - (а +  с) (Va, b, c£R)  бўлгани учун қўшиш 
амали кўпайтириш амалига нисбатан дистрибутив эмас; 2) 2м 
тўпламда аниқланган бирлашма амали кесишмага нисбатан 
ва аксинча, кесишма амали бирлашма амалига нисбатан дис
трибутив бўлади (исботланг).

4- т а ъ р и ф. Бўш бўлмаган А тўпламда аниқланган "Г 
бинар алгебраик амал ва шу тўпламнинг исталган х ва у 
элементлари учун х~га  =  у~га{а~\-х =  а~гу)  тенгликдан 
х =  у келиб чиқса, у ҳолда А тўплам элементлари учун т  
амалга нисбатан чапдан (ўнгдан) қисқартириш қонуни ўрин- 
ли дейилади.

Агар А тўпламнинг элементлари учун бир вақтнинг ўзи- 
да чап ва ўнгдан қисқартириш қонуни ўринли бўлса, А тўп- 
ламда қисқартириш қонуни ўринли деб юритилади.

Масалан: 1) 0 ва I дан фарқли а сон учун а =  ау тенг- 
ликдан х =  у  ҳосил бўлади, яъни даражага кўтариш амали 
учун чапдан қисқартириш қонуни ўринли;

2) х  =  уа тенгликда, а тоқ сон бўлса, х =  у  келиб чи- 
қади, лекин а жуфт сон бўлганда х =  у келиб чиқмайди.



Шунинг учун х =  уа тенгликда а жуфт сон бўлган ҳол 
учун ўнгдан қисқартириш қонуни ўринли эмас;

3) исталган сонлар тўпламида кўпайтириш амалига нис
батан ҳар қандай а ф  О учун чапдан ва ўнгдан қисқартириш 
қонуни ўринли, яъни а-х =  у-а дан х =  у ҳосил бўлади.

5- т а ъ р и ф. Агар А тўпламда шундай е элемент мавжуд 
бўлсаки, ихтиёрий х £ А учун е~у х = х(х~г е = х) тенглик 
бажарилса, у ҳолда е элемент ~г амалга нисбатан чап (ўнг) 
нейтрал элемент дейилади.

6- таър иф.  А тўпламнинг ихтиёрий х элементи учун 
х~г е = е~у х =  х тенглик ўринли бўлса, е элемент (е £ А) 
Т  амалга нисбатан нейтрал элемент дейилади.

7- теорема. Агар А туплам т  амалга нисбатан чап 
еа ўнг нейтрал элементларга эга бўлса, у ҳолда бу эле
ментлар тенгдир.

И с б о т и .  Тескарисини фараз қилайлик, яъни А тўплам 
элементлари учун е' чап нейтрал элемент, е эса ўнг нейтрал 
элемент бўлиб, е Ф е  бўлсин. е ва ег элементлар ҳамда А 
тўпламнинг ихтиёрий х ва у элементлари учун

/о\ь I idi— У
ва

х~г е =  х (4)
ўринли бўлади. (4) тенгликда х = е\  (3) да эса у =  е деб 
оламиз. Унда ё  е = е ва ё  т  е = ё  ларга биноан ё  = е 
бўлади. Демак, фаразимиз нотўғри экан. Теорема исботланди.

Масалан: 1) 0 ва 1 сонлари Z  тўпламда мос равишда 
қўшиш ва кўпайтириш амалларига нисбатан нейтрал элемент- 
лардир;

2) 2х =  х тенглама ҳеч қандай х учун ўринли бўлмайди. 
Демак, даражага кўтариш амали чап нейтрал элементга эга 
эмас;

3) хе == х тенглик е =  1 да бажарилгани учун 1 сони ўнг 
нейтрал элемент бўлади. Чап нейтрал элемент мавжуд бўл- 
магани учун даражага кўтариш амали нейтрал элементга эга 
эмас;

4) исталган Д g акслантиришлар композицияси учун ай- 
ний акслантириш нейтрал элемент бўлади.

Фараз қилайлик, т  бинар алгебраик амал А тўпламда 
аниқланган бўлиб, бу амал учун е нейтрал элемент ^мавжуд 
бўлсин. _

7- т а ъ р и ф. Агар А тўпламнинг а ва а элементлари



учун а~га =  е бўлса, а элемент а га нисбатан чап симмет
рик элемент, а эса а га нисбатан ўнг симметрии элемент 
дейилади.

Масалан, R  ҳақиқий сонлар тўпламида а сон қўшиш 
амалига нисбатан — а га симметрик, а ф  0 элемент кўпай- 
тириш амалига нисбатан а~' га симметрикдир.

8- таъриф.  Агар А тўпламнинг а ва а элементлари 
учун а~га  =  а~уа  =  е тенглик ўринли бўлса, а элемент а 
га симметрик элемент, а ва а лар эса ўзаро симметрик 
элементлар дейилади.

Агар а элементга симметрик а элемент мавжуд бўлса, а 
тескариланувчан элемент дейилади.

2- т еорем а . Агар А тўпланда анщланган т  бинар 
алгебраик амал ассоциатив ва а элемент тескариланувчан 
бўлса, унда а га симметрик элемент ягона бўлади.

Ис б о т и .  Фараз қилайлик, иккита ҳар хил х ва у  эле
мент т  бинар алгебраик амал бўйича битта а элементга сим
метрик бўлсин, яъни а~г х =  е = - х Т  а ва а~г  у =  у~[~а =е.

т  бинар алгебраик амал ассодиатив бўлганидан қуйида- 
гин и ёза оламиз: :х =  х~у е =  x ~ f (а~г у) =  (х т а) т  у  — 
=  е Т  у = у. Демак, х =  у экан.

М аш қлар
1. Z тўпламда шундай ' т .  -L алгебраик амалларни то- 

пин гки, уларда т  амал ассоциатив ва коммутатив бўлгани 
ҳолда, JL га нисбатан дистрибутив бўлмасин.

2. R  да шундай алгебраик амал киритингки, ўнгдан ҳам, 
чапдан хам кискартариш қонуни ўринли бўлмасин.

22-§. ҚИСМ АЛГЕБРАЛАР. АЛГЕБРАЛАРНИНГ 
ГОМОМОРФЛИГИ ВА И30М0РФЛИГИ£

Баъзи бир алгебралар ва уларнинг ’элементлари ўхшаш 
хоссаларга эга бўлиши мумкин.

Маоалан, R  — хақиқий сонлар тўплами, Д+ "эса мусбат 
ҳақиқий сонлар тўплами бўлганда /? =  < / ? , - Ь, 0 >  R ’ =  
=  <  R +, •, 1 >  алгебраларнинг хар бирида биттадан би
нар ва биттадан нулар алгебраик амаллар аниқланган бўлиб, 
улар учун
1) х +  у =  у +  х {Чх, y£R)\ У) х- у  =  у-х {Чх,  y£R+)\
2) х +  0 =  х (Y x £ R ,  а  О£Д); 2’) х - l= x(4x£R + , д1£Д+);
3) х +  у =  О (Y x£R, a  y£R)\ 3') х - у =  1 (4x£R+,^y£R+)



каби «ўхшаш» хоссалар ўринли. Алгебраларнинг бундай «ўх- 
шаш» хоссалари уларнинг изоморфлик тушунчаси билан уз- 
вий боғлангандир. Алгебраларнинг изоморфлик тушунчасини 
баён қилишдан олдин бир хил турли алгебралар устида тўх- 
талиб ўтамиз.

Иккита бўш бўлмаган Л ва А' тўплам берилган бўлиб, 
уларда мос равишда чекли сондаги Ғ =  {/,, f2, . . fk} ва 
Ғ' =  {/|. /г* • • •> f'i) алгебраик амаллар аииқланган бўлсин. 
Бу ерда /t- (i =  1, k) ва /' (/ =  1,/) алгебраик амалларнинг 
барчаси хар хил ўринли ёки баъзи бирлари бир хил ўринли, 
бошқалари эса хар хил ўринли бўлиши мумкин. Юқорида 
эслатганимиздек, f i ёки f. ларнинг баъзилари ноль ўринли 
алгебраик амаллар бўлса, улар мос равишда А  ёки А' тўп- 
ламнинг айрим элементларини ифодалаши мумкин.

1-таъриф.  А  ва А' тўпламда аниқланган алгебраик 
амаллар сони тенг бўлиб, Л тўпламда аниқланган f( (i=l,k)  
алгебраик амалларнинг ранги билан А' тўпламда аниқланган 
ва f i £ Ғ  амалларга мос келувчи /' £ Ғ' алгебраик амаллар- 
нинг'ранглари ўззро тенг бўлса, Л = < - 4 , Ғ > ,  А '= < Л ' ,Ғ '>  
алгебралар ўзаро бир хил турли алгебралар дейилади.

Шу таърифга асосан биз юқорида кўриб ўтган < i f ,  - f ,  
0 >  ва (Я+, •, 1 >  алгебралар бир хил турли алгебралар- 
дир.

2- т а ъ р и ф .  Агар Л алгебранинг асосий Л тўплами чек
ли (чексиз) бўлса, у ҳолда Л =  <  A, Ғ >  алгебра ҳам чек
ли (чексиз) алгебра дейилади.

А тўпламнинг бирор бўш бўлмаган В қисм тўпламини 
олайлик.

3 - таъриф.  Агар blt b2, . . Ьп£В  бўлгандаД- (blt . . ., 
bn) £ В бўлса, у холда В тўплам f t £F  амалларга^нисбатан 
ёпиқ дейилади. (  . ?' j

Масалан, Z =  <  Z, + ,  •, 0,1 >  алгебра берилган' бўл- 
син. N  cr Z  бўлиб, V  a, b £ N  учун a- \ -b£N,  a-b£ N a бўл- 
ганидан N тўплам «+» ва «•> амалларига нисбатан ёпиқ 
бўлади.

4 - таъриф.  Л е й  бўлиб, Л =  <  A, Ғ > ,  В =  <  В, 
Ғ'  >  алгебралар учун г (/,•) =  г (/') ва f t (а„ а2, . . ., ат) =  
=  f/ (ар а2, . . ., ат) (Уйр а2........ ат£А) шартлар бажа
рилса, бу хрлда Л алгебра В алгебра учун қисм алгебра 
(алгебраости) дейилади (бунда т сон f} амалнинг ранги,/£ 
амал Л алгебранинг га мос келувчи бир амали).



Масалан, N0 =  {0, 1 , 2 , . . . ,  п, . . .} бўлганда N  =  <  JV,
4 -, • >  алгебра <  Z,  + ,  • >  алгебра учун қисм алгебра 
бўлади. Лекин <  N 0, — >  тартибланган жуфтлик <  Z,
— >  алгебра учун кием алгебра бўлмайди, чунки натурал 
сонлар тўплами айириш амалига нисбатан ёпиқ эмас.

Энди алгебраларнинг гомоморфлнги ва изоморфлиги ҳа- 
кида фикр юритамиз.

5- т а ър иф.  Бир хил турли А =  < Л , Ғ >  ва А '=  
=  <  А', Ғ ' >  алгебралар берилган бўлиб, А тўпламни А ' 
тўпламга бир қийматли акслантирувчи шундай <р: А -*■ А' 
акслантириш мавжуд бўлиб, унинг учун ф (f{ (а,, а2, . . ., 
а„)) =  (ф (<2|), ф (а2), . . ., ф (а„)) тенглик А тўпламнинг 
барча элементлари учун бажарилса, у холда А алгебра А * 
алгебрага гомоморф аксланган дейилади (бунда п сон / £ 
амалнинг ранги).

Масалан, V a £ R  учун ф (а) =  | а | акслантириш <  R ,
• >  алгебрани <  R f ,  • >  алгебрага гомоморф акслантира
ди, бу ерда R f  манфиймас хақиқий сонлар тўплами.

А алгебранинг А' алгебрага гомеморфлиги А ~  А' ор- 
қали белгиланади. Агар /1 ~  А' бўлса, у ҳолда А' алгебра 
А алгебранинг гомоморф образи деб юритилади.

6-таъ'риф.  Агар А алгебранинг А’ алгебрага ф гомо
морф аксланиши биектив акслантириш бўлса, у ҳолда А ал
гебра А' алгебрага изоморф дейилади ва алгебралар изо
морфлиги А А' оркали белгиланади.

Масалан, <  R+, •, 1 >  ^  <  Д, + .  0 > -  Ҳақиқатан, 
а £ R+ бўлганда ф (а) =  log2a акслантиришни олсак, R + тўп- 
лам R  тўпламнинг устига бир қийматли аксланади ҳамда 
l°ga (fl"b) =  log2a +  log2fr ва log2 1 =  0 бўлгани учун R  да 
бинар ва нулар алгебраик амаллар сақланади. j

Энди г)? (а) =  2а кўринишдаги акслантириш ёрдамида
<  R, + ,  0 >  алгебра <  R+, •, 1 >  алгебра устига акс

ланади. Бундан ташқари ф (\|/ (о)) =  ф \|) (a), log22°=a га асо. 
сан ф-“ф =  Ц; • ф =  е айний акслантириш бўлгани учун ф 
акслантириш изоморф акслантиришдир.

Бўш бўлмаган А тўпламда бир қанча алгебраик амаллар 
билан биргаликда қандайдир муносабатлар ҳам аниқланган 
бўлиши мумкин. Масалан, Z  тўплам элементлари учун ки- 
чиклик, катталик, қолдиқсиз бўлинишлик, бир нечта соннинр 
энг катта умумий бўлувчиси ва бошка муносабатлар аниқ- 
ланган. Бўш бўлмаган А тўпламда аниқланган муносабатлар 
wu w2, . . ws лардан иборат бўлса, Q =  {wv  w2, . . ®5} 
каби белгилашни киритамиз.



Бўш бўлмаган А тўплам, унда аниқланган Ғ  =  {fv  / 2, 
. . fn } алгебраик амаллар ва Q =  {wlt w2, . . м>4) [муно
сабатларнинг тартибланган учлиги алгебраик система деб ай- 
тилади ва у <  А, Ғ, Q >  орқали белгиланади.

Масалан, N ~  <̂  N, •, <  >  алгебраик система бў- 
лади.

Тартибланган <  A, Q >  жуфтлик эса баъзан модел деб 
юритилади. Масалан, N =  <̂  N, <  >  — модел бўлади.

Биз бундан сўнг алгебраларнинг турлича кўринишлари- 
дан иборат бўлган группа, ҳалқа, майдон, чизиқли фазо, чи- 
зщли алгебра ва бошқа тушунчалар билан шуғулланамиз.

Маш қлар

1. N =  <  N, +  >  алгебрани Н =  {1, — 1} бўлганда 
N' =  <^Н, • >  алгебрага гомоморф акслантиринг.

2. Q =  <  Q+, • >  алгебрани <  Z, +  >  алгебрага го
моморф акслантиринг.

3. Q — <  Q \  {0}, • >  алгебрани ўз- ўзига неча усулда 
изоморф акслантириш мумкин?

4. Q =  <  Q, 4-, •>  алгебра R = < . R ,  + , •>  алгебра 
учун қисм алгебра бўладими?

5. /? =  < /? ,  • >  алгебра чексиз кўп кием алгебрага 
эга эканлигини исботланг.

6. Агар fx, /2, /з лар мос равишда айириш, қолдиқсиз 
бўлиниш ва квадрат илдиз чиқариш каби амаллар бўлса:
а) < N ,  fx > ;  б) < Z ,  /2 > ;  в) < Q ,  / 3> ;  г) <  R, / 3 >  
лар алгебра бўладими?

7. N, Z, Q ва R тўпламларнинг шундай Nx, Z x, Qu Rx 
қисм тўпламларини топингки, улар учун: а) <С Nx, fx > ;
б) <  Z x, f2 > ;  в) <  Qx, /з >  ва г) <  Rx, f3 >  лар алгеб
рани ташкил этсин.

8. В cr Z  қандай бўлганда <  Z, +  >  алгебрани <  В, 
+  >  алгебрага изоморф акслантирувчи ф акслантириш мав
жуд? Агар мавжуд бўлса, уни аниқланг.

23-§. НАТУРАЛ СОНЛАР СИСТЕМАСИ

Биз алгебраик системалар темасини кўриб ўтгани- 
мизда унинг асосий тўплами исталган элементлардан 
тузилган бўлиши мумкнн деган эдик. Агар қаралаётган 
системаларнинг асосий тўплами элементлари сонлар-



дан иборат бўлса, бундай системалар одатда сонли 
системалар деб юритилади.

Бу курсда асосан натурал, бутун, рационал, ҳақиқий 
ва комплекс сонлар системалари билан шуғулланила- 
ди. Сонли системаларни қуришнинг асосий иккита усу
ли мавжуд. Улар конструктив ва аксиоматик усуллар- 
дир. Бу иккала усул ҳам тўплам тушунчасига асослан- 
ган бўлиб, дастлаб натурал, сўнгра рационал, ҳақиқий 
ва комплекс сонлар системалари қаралади.

Конструктив усулнинг моҳияти шундан иборатки, 
янги қурилаётган система аввалдан маълум ҳисоблан- 
ган тушунча ёрдамида баён этилади. Масалан, нату
рал сонлар системаси учун бошланғич тушунча тўплам 
ҳисобланса, рационал сонлар системаси учун бошлан- 
гич тушунча натурал сонлар системасидир ва ҳ. к.

Сонлар системаларини аксиоматик усулда қуришда 
эса ҳар бир системанинг асосий хоссалари аксиомалар 
ёрдамида берилади.

Энди натурал сонлар системасини аксиоматик усул
да баён этамиз. Бунинг учун асосий бошланғич муно
сабат сифатида «Ь элемент а элементдан бевосита ке
йин келади» муносабати ва бу муносабат учун ўрин- 
ли бўлган аксиомалар системасини оламиз.

Таъриф.  Бғрор бўшмас N тўпламнинг а ва b элемент
лари учун «b элемент а элементдан бевосита кейин келади» 
муносабати ўринли бўлиб, мазкур тўплам элементлари учун 
қуйидаги тўртта а кс ио ма  бажарилса, у холда N  тўплам- 
нинг элементлари натурал сонлар дейилади:

1) ҳеч қандай натурал сондан кейин келмайдиган 1 сони 
мавжуд (агар а дан бевосита кейин келадигаи элементни а ' 
десак, бу аксиомада а! ф 1 кўринишда ёзилади);

2) исталган а натурал сон учун ундан бевосита кейин ке- 
ладиган натурал сон ягонадир, яъни

(a ^b)=>(a' =  b') (Ya,  b£N);

3) I сонидан бошқа ихтиёрий натурал сон битта ва фақат 
битта натурал сондан кейин келади, яъни

(а' =  Ь')=^(а«=Ь) ( Va ,  b£N)\

4) агар натурал сонлар тўпламининг исталган М  қисм 
тўплами: а) 1 ни ўз ичига олса; б) ихтиёрий а элементнинг 
М да бўлишидан а' нинг хам да бўлиши келиб чиқса,



М  қисм тўплам N  натурал сонлар тўплами билан устма-уст 
тушади, яъни

V  (McJV) ((1 GM)'A((aGM=^a';6 M))=>M =  iV
(индукция аксиомаси).

Юқоридаги аксиомаларни дастлаб Италия математиги Пе- 
ано (1858— 1932) таклиф этгани учун улар Пеано аксиома- 
лари деб юритилади.

Индукция аксиомасининг моҳияти қуйидагидан иборат: 
( Y n £ N )  (А (х) В (х)) теоремани исботлаганда аввало унинг 
п =  1 учун ростлиги кўрсатилади. Сўнгра берилган теорема 
n — k учун тўғри деб фараз қилиниб, унинг п =  k +  1 учун 
ростлиги исботланади. Шундан кейин теорема исталган п на
турал сон учун тўғри деб ҳисобланади. Теоремаларни бу 
усулда исботлаш математик индукция принципи асосида ис
ботлаш усули деб юритилади. Шу усулнинг тўғрилигини ис- 
бот қиламиз.

1 -теорема  (математик индукция принципи). Агар бирор 
В (п) тасдщ п — 1 учун рост бўлиб, унинг n — k да рост- 
лигидан n =  k-\- 1 учун ҳам ростлиги келиб чикса, В (п) 
тасдщ исталган натурал сон учун ҳам рост бўлади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, М с  N тўплам В (п) тасдиқ 
рост бўлган барча натурал сонлар тўплами бўлсин. У ҳолда 
теорема шартига асосан: а) 1 £ М, чунки п =  1 учун теорема 
рост; б) n =  k£ M  бўлсин, яъни В (k) тасдиқ k натурал сон 
учун рост бўлсин. У ҳолда теорема шартидан В (k') рост, 
демак, k' £М  натурал сон k дан бевосита кейин келувчи сон 
бўлганидан М  тўплам учун 4) аксиоманинг а) ва б) шарт- 
лари ўринли. Демак, тасдиқ исталган натурал сон учун рост.

Математик индукция прянципига м и с о л л а р  келтира- 
миз.

1 . 12 +  22 +  32 + . . .  +  гаа =» п (2rt+1)-- ( 1)6
тенглик п нинг ҳар қандай натурал қийматида тўғри экан
лигини исботланг.

1*2*3Ҳақиқатан ҳам, п =  1 бўлса, I2 = ------- = 1 ,  I2 =  1 бў-
6

либ, (1) тенглик тўғри.
Бу ерда А (г) тасдиқ деганда дастлабки г та натурал 

сон квадратларининг йиғиндисини тушунамяз. Математик ин
дукция принципига асозан А (г) рэгт деб олинади, яъни

р 22 +  З2 +  . . . г2 =  !г (г+ (2г+ !>. (2)
i 6



тенглик тўғри бўладн. сиди А (г) нинг рсстлигидан фойда- 
ланиб, A ( r +  1) нинг рсстлигини кўрсатамиз. Бунинг учун 
(2) тенгликнинг иккала қисмига ( r +  I)2 ни қўшамиз:

12+  22 +  32 +  . .  . + г2 +  (г+ 1)2 =
=  г (г +  1) (2г + 1) +  +  1)2 =  г (r+l)(2r+ 1) +  6 (л + 1)г =

6 6 
в  ( г + 1 ) (г (2г + 1) + 6 ( г + 1)) =  (г +  I) (2г2 +  г +  6г +  6) ^

6 6 
^  (Г +  1) (2г*+7г +  6) __ (г+1) (г +  2) (2г +  3)

6 6
Демак,

12 +  2°-+ 32+  . . . +  ( г +  1)г =  jL +_ i l (r +  2)L2r +  3) , (3)
6

Бу тенглик А ( г + 1 )  тасдикни ифодалайди, чунки (1) даги 
п ни г +  1 билан алмаштирсак, (3) ҳосил бўлади. Демак, 
(1) тенглик барча натурал сонлар учун ўринли экан.

2. I3 +  23 +  З3 +  . . . +  п3 =  ( " I я + .Ц J  (4 )

тенглик п нинг ҳар қандай натурал қийматида тўғри экан
лигини исботланг.

(4) тенгликнинг тўғрилигини математик индукция прин- 
ципига асосан исботлайлик.

1) п =  1 да I3 =  тенглик тЎғри, яъни Л (1) 
рост.

2) Фараз қилайлик, А (г) рост, яъни

13 +  23+  33+  . . . +  r3 =  | - (r+ 0 J  (5)

тенглик тўғри бўлсин.
А (г) нинг ростлигига асосланиб, А ( r +  1) нинг ростлигини 
кўрсатамиз. Бунинг учун (5) тенгликнинг иккала томонига 
( r +  I)3 ни қўшамиз:

13 +  23 +  З3+  . . .  +  г* +  ( г +  1)3 =

=  (-■ 1} J  +  (г +  I)3 =  (г +  I)2 (-^  +  г +  1) =

,  J £ ± »  . (г. +  4г +  4) =  ( - (г +  1 у.



Бу тенглик (4) даги п ни г -f  1 билан алмаштирилганли- 
ғини ифодалайди. Демак, (4) тенглик исталган п натурал 
сон учун тўғри экан.

3. Биномиал теорема.
Мактаб математикаси курсидан қуйвдаги айниятларнинг ўрин- 
ли эканлиги маълум:

(а +  Ь)°= 1;
(а +  b)1 =  а +  Ь;
(а +  Ь)2 =  а2 +  2 аЬ +  Ь\
(а +  bf =  а3 +  3а2Ь +  3 аЪ2 +  Ь3\
(а +  Ь)4 =  (а +  Ь)2 (а +  Ь)2 — а* +  4а3Ь +  6a2b2+4ab3+b*.
Энди биз олдимизга п >• 4 бўлганда (а +  Ь)п нинг коэф- 

фициентларини ҳисоблашни мақсад қилиб қўямиз.
Агар юқоридагиларга эътибор берсак, а +  b иккиҳад- 

нинг ҳар хил даражалари ёйилмасида а ва b лар қуйидаги 
коэффициентлар билан қатнашади:

п =  0 да 1 (/i =  0 ҳол умумий-
п =  1 да 1 1  ликни бузмаслик
п =  2 да 1 2  1 учун олинади)
п =  3 да 1 3  3 1 
п — 4 да 1 4  6 4 1 
л =  5 да 1 5 10 10 5 1

Бу схемага Паскаль учбурчаги дейилади. Мазкур учбур- 
чакдаги хар бир сон ўзидан юқорида турган (чап ва ўнгда) ик
кита соннинг йиғиндисига тенг.

Масалан, (а +  Ь)в =  а8 +  8а76 +  28ав62+ 56а363+ 7 0 а 4Ь4+  
+  56а365 +  28 a2b° +  8аЬ7 +  Ьв.

Агар Паскаль учбурчагининг п- сатрида турувчи сонларни 
мос равишда С°, С\, С̂ , . . ., С*, . . . ,  С" орқали белгила- 
сак, С° =  С" =  1 ва юқорида эслагганимиздек

Сг+1 =  Сг~\ +  СГ , (б)п п—\ 1 п—\ '

тенгликлар ўринли бўлади. Демак,
(а +  Ь)п = а п +  С\ап~хЬ +  с у ~ 2Ь2+ .  . .+  Сп- 1аЬп~1+Ьп (7)
тенглик ўринли. (7) тенгликни Ньютон биноми дейилади.

(7) тенгликнинг ўнг томони биномиал ёйилма, чап томони 
бином, унинг коэффициентлари эса биномиал коэффициентлар



дейилади. Слт биномиал коэффициент қуйидагича ҳисоблана- 
ди:

Qm _  П (п — 1) (п — 2). ■ . (п— (т— 1)) _  п! ,g*
п 1-2-3 . . . т т\(п-т)\' ’

(8) формулада л! =  1-2*3*. . .-п, 0! =  1 деб тушунилади.
(7) формуланинг тўғрилигини п бўйича индукция методи 

асосида исбот қиламиз. Бу формуланинг п =  1 , 2 , 3  ларда 
ўринли эканлигини юкорида кўриб ўтдик. Фараз килайлнк, 
бу тасдиқ даража кўрсаткичи п дан катта бўлмаган даража- 
лар [учун ўринли бўлсин. Унда (7) муносабатнинг иккала 
томони ни а 4 - b га кўпайтирамиз:

(а 4- Ь)л+1 =  (а 4 - Ь)п-{а 4- Ь) =  ап (а 4- Ь) 4- . . .  4-
+  С* а''—* Ьк (а +  Ь)+ . . - 4- Ъп (a +  b) =  а"+1 +

+  ап Ь 4- • . • +  С* - 1 ап+2~к ЬК~ Х 4 - . . .  4-

+  С* -1 а”+1~* Ък 4- С* а"+1“ * bk 4- С* а'“ * &ft+1 +

4- • • •  4- abn 4- bn+1.
Ўхшаш ҳадларни ихчамлагандан сўнг Qn+1“ * bk бирҳад ол- 
дидаги коэффициент

Qk—\ I Qk ___________ ”1__________l
n n th _ 1M („ _ _1_ 1\!(k — 1)! (n — k+  1)! k\ (n — k)\

• 1 *' „ . X(k— 1)1 (ti — k)\ \n — k+  1 ‘ k j (k — I)! (n — k)!
w ' я + 1 _  (я4- pk rk - \  I rk

k(n — k + 1) Al (n — A 4- 1)! j n+p " " n+1
дан иборат бўлади. Шундай қилиб, (7) формула a-\-b  ик* 
киҳаднинг п +  1 даража кўрсаткичи учун хам ўринли экан. 
Математик индукция принципига асосан мазкур формула ис* 
талган п £ N  учун рост деган хулосага келамиз.

4. Л ва В чекли тўпламлар бўлиб, А тўплам m та эле» 
ментдан, В  тўплам п та элементдан иборат бўлсин.

а) А тўпламни В нинг ичига инъектив акслантиришлар 
сони [(биз уни А’" деб белгилаймиз) А"' — п (п — 1) (п —
— 2) . . . (п — (т — 1)) та эканлигини исботланг.

б) Л ни В нинг ичига мумкин бўлган барча акслантириш
лар сони пт та эканлигини исботланг.

И с б о т и .  а) /я <  о бўлиши шарт, акс ҳолда А тўплам 
В нинг ичига инъектив аксланмайди. Исботни т бўйича ин
дукция методи асосида олиб борамиз. т =  1 да =  п бў-



либ, тасдиқ рост. Энди ушбу тасдиқни m — k да ўринли 
деб, унинг m = k  +  1 учун тўғрилигини исботлаймиз. п эле
ментли тўпламга k - f  1 элементли тўпламнннг барча ички 
инъектив акслантиришларини ҳосил қилиш учун шу п эле
ментли тўпламнинг барча h элементли ички инъектив акслан- 
тиришларининг ҳар бирига п — k та элементларни кетма- кет 
бирлаштириб чиқиш керак.

Натижада п элементли тўпламга k элементли тўпламнинг 
ички акслантиришлар сони п — k марта ортади, яъни 
Ak+{ — Акп (п — k) — n (п — 1) (п — 2) . . . (п—(k— 1)) (п—k). 
Ак акслантиришларнинг барчаси ҳар хил бўлганч учун Л*+' 
та акслантиришларнинг ҳам барчаси ҳар хил бўлади.

Шундай килиб, математик индукция принципига асосан 
Ап — п (п — О • • • (п — (т — 1)) экан-

б) М  тўпламни В нинг ичига мумкин бўлган барча акс
лантиришлар сонини М™ 'деб белгилаймиз. 1) Агар М  тўп- 
лам бир элементли тўплам бўлса, бу элемент В нинг барча 
элементларига аксланиши мумкин. Демак, M ln =  п бўлади. 
Шундай қилиб, тасдиқ т =  1 учун рост.

2) Тасдиқни т =  k — 1 элементли тўплам учун "рост 
деб фараз қиламиз, яъни Мк~1 — пк~[ бўлсин, у холда тас- 
диқни tn = k элементли М тўплам учун исбот қиламиз. Ҳа- 
қиқатан, k элементли M  тўпламня В тўплам ичига мумкин 
бўлган барча k — 1 элементли қисм тўп лам лари акслан- 
тиришларвдан k элементли акслантиришлари (яъни М тўп- 
ламни В нинг ичига акслантиришлари) ни ҳосил қилиш ?учун 
k — 1 элементли қисм тўнламга ak элементни қўшамиз. 
У ҳолда М  =  Мх U {ak} ўрлнли бўлиб, М х f| {«fe} =  0  бў- 
лади. Mt қисм тўпламнинг ҳар блр акслангиряшнга {ak} нинг 
п та акслантириш:! мэг ’келганн *учун (чунки ak элемент В 
нчнг исталган элеменгига аксланяии мумкин), k элементли 
М  тўпламнинг барча ҳар хил акслантиришлари сони М к =  
=  Мк~[ ■ п =  пк~'1-п =  пк, яъни М к =» пк га тенг бўлади.

М а ш қ л а р

1 . п элементли тўпламнинг барча т элементли қисм тўп- 
ламлари сони С"1 =  п ‘ :- п̂ формула

билан аниқланишини исботланг.
2 . п элементли тўпламнинг ўз-ўзига ўзаро бир қийматли



акслантиришлари (ўрнига қўйишлари) сони Рп =  п\ формула
билан ҳисобланишини исботланг.

3 . Қуйидаги тенгликлар п нинг ҳар қандай натурал қий- 
матларида тўғри эканлигини исботланг:

а) I +  2 + 3 + - . . - b n  -

б) 1 +  3 +  5 +  . . . +  ( 2 n +  l ) = ( r c +  l)2.
в) l2 +  32 +  52 +  • • • +  (2n +  l)2 =  l!L+  >)(2n +  l) ( n+_);

г) l 3 - f  33 +  53 +  • • • +  (2n +  l)3 =  (n+1)  (2n2+ 4 n  +  l);
д) 1 +  2q +  Zq* +  . ■ . +  nq"~l =  ‘ ~ (П + ^  •

4. Мактаб математика курсидаги қайси теоремалар 
математик индукция принципи асосида исботланади?

24. §. ГРУППАЛАР

Баъзи бир алгебраик системалардаги алгебраик 
амалларнинг хоссалари мактаб математикаси курсида 
кўриб ўтилган қўшиш ва кўпайтириш амаллари хосса- 
ларига яқин хоссаларга эга бўлади. Бундай алгебраик 
системалар қаторига группа, ҳалқа, майдон, чизиқли 
фазо ва чизиқли алгебралар киради. Ҳозирги замон ал
гебрасининг асосий вазифаларидан бири юқорида са- 
наб ўтилган алгебраик системаларнинг асосий хосса- 
ларини ўрганишдан иборат. Бу системаларнинг энг 
соддаси группадир. Энди шу тушунчани баён этишга 
киришамиз.

Битта бинар ~у ва битта унар * алгебраик амалларга 
эга бўлган бўш бўлмаган G тўплам берилган бўлсин.

1-таъриф.  Агар G тўпламда қуйидаги а к с и о м а л а р  
бажарилса, у ҳолда <  G, т ,  * >  алгебра группа дейилади:

1) (V  a , b , c£G)  а т ^ Т  с) = (а Т ^ ) Т с ,  яъни т  би“ 
нар алгебраик амал ассоциатив;

2) ( Y  a^G,  T{e£G) а ± .е  =  а = е  т а, яъни т  алгеб
раик амалга кўра ҳар бир a£G  элемент учун ўнг ва чап е 
нейтрал элемент мавжуд;

3) ( ¥  а £ G, з  а* £ G) а т  я* =  е =  а* т  а, яъни исталган 
a£G  учун ўнг ва чап симметрик элемент мавжуд.

"Г бинар алгебраик амал G тўпламда группа хосил қи- 
лувчи амал деб юритилади ва у G тўпламнинг исталган а 
ва b элементларидан тузилган тартибланган (а; Ь) жуфтлик
ка ягона c£G  элементни мос қўяди.



2- таъриф.  Arap<G,  т >  * >  группа бўлиб, группа- 
нинг таърифидаги (Y fl, b£G) а т  b =  b Т а коммутативлик 
шарти ҳам бажарилса, у ҳолда <  G, т> * >  группа Т би
нар алгебраик амалга нисбатан коммутатив группа ёки 
абель группаси дейилади.

Группа таърифида учрайдиган G тўплам ва унда қара- 
лаётган бинар алгебраик амалнинг танланишига қараб бир 
қанча группаларни ҳосил қилиш мумкин.

3 - таъриф.  Агар G тўплам элементлари т~ бинар ал
гебраик амалга нисбатан ассоциатив бўлса, <  G, т  >  ал
гебра ярим группа дейилади.

Масалан, N  тўплам қўшиш ва кўпайтириш амалларининг 
ҳар бирига нисбатан ярим группадир.

Нейтрал элементга эга бўлган ярим группа моноид деб 
аталади.

Масалан, <  N, •, 1 >  моноид бўлади.
Т бинар алгебраик амални оддий кўпайтириш амали би

лан алмаштирсак, ҳосил бўлган группа мультипликатив 
группа деб аталади. Бундай ҳолда а -b га а ва b элемент- 
ларнинг купайтмаси дейилади.

Кўпайтириш амалига кўра нолдан фарқли а элементга 
симметрик бўлган элемент а-1  орқали белгиланади ва бу 
элемент а га тескари элемент дейилади.

Кўпайтириш амалига нисбатан нейтрал элемент 1 орқали 
белгиланади.

Т бинар алгебраик амални қўшиш амали билан алмаш
тирсак, группа аксиомалари қуйидаги кўринишни олади: ^

1. (V а, Ь, с £ G) а + {Ь +  с) =  {а +  Ь) +  с, яъни G тўп- 
ламдаги ихтиёрий учта элементни қўшиш ассоциатив.

2. (V а £ G, g  0 £ G) а +  0 =  а, яъни G тўпламда нейт
рал элемент ноль мавжуд.

3. (Y а £ G, g  (— а) £ G) а +  (— а) =  О, яъни G тўплам- 
нинг ихтиёрий а элементи учун қарама- қарши элемент мав
жуд.

<  G, + ,  0 >  группанинг ихтиёрий а Еа b элементлари 
учун а +  b =  b +  а бўлгани сабабли <  G, + ,  0 >  алгебра 
коммутатив группа бўлади.

Қўшиш амалига нисбатан қаралаётган бундай группалар 
аддитив группалар деб аталади.

4-таъриф.  <  G, Т> * >  группанинг бирор М  кием 
тўплами <  G, “г* * >  даги алгебраик амалга нисбатан груп
па ташкил этса, Ж га < G , т »  * >  группанинг қисм груп
паси дейилади.

Теорема. <  G, * >  группанинг қисм туплами



< G , т .  * >  да кием группа ташкил этиши учун қуйи- 
даги иккита шарт бажарилиши зарур ва етарли:

1. h T h ' £ M  (Y ft, h ' £ M ) ;
2. Y h £ M ^ h r l £M

{M нинг исталган ft элементига тескари бўлган ft-1  элемент 
ҳам М  га тегишли).

Ис б о т и .  М тўплам группа бўлса, Mcz<^G,  т ,  * >  
юқоридаги иккита шарт албатта бажарилади.

Фараз қилайлик, юқоридаги иккита шарт бажарилсин. У 
ҳолда Yft€<G, т> *> учун бўлади. Mc=<G,
Т .  * >  бўлгани учун исталгарг ft, ft', h" £ M  лар учун 
h Т  W  Т  h") =  (ft ~г h') т  h" тенглик бажарилади. Демак, 
М  группа. <  G, "г. * >  группанинг қисм группалари тўп- 
лами бўш тўплам эмас, чунки <  G, т .  *'> нинг ўзи ва 
унинг бирлик (нейтрал) элементидан тузилган {е} группа
лар <  G, 7". * >  учун қисм группа бўлади.

Мисоллар.
1. Барча бутун сонлар тўплами Z нинг элементлари учун 

қўшиш амали аниқланганлиги сабабли бу тўпламда аддитив 
группанинг барча аксиомалари бажарилади. Нейтрал элемент
О, а учун симметрик элемент (— а) дан иборат. Шунинг 
учун <  Z, +  >  аддитив группадир.

2. <  Z, • >  группа бўлмайди, чунки <  Z, • >  алгебра 
учун группанинг таърифидаги 3- аксиома бажарилмайди. Дар- 
ҳақиқат, а ф ±  1 бўлганда а-1  4 Z.

3. Q — барча рационал сонлар тўплами бўлганда <  Q, 
+ >  алгебра аддитив группа бўлади.

4- <  Q, • >  алгебра группа бўлмайди, чунки бу алгебра 
учун а =  0 бўлганда группанинг таърифидаги 3- аксиома ба- 
жарилмайди.

5. <  <?\{0}, • >  алгебра мультипликатив группа бўлади.
6. <  < ) \{0}, +  >  алгебра группа бўлмайди, чунки бу 

алгебрада аддитив группанинг таърифидаги 2- аксиома бажа
рилмайди.

М а ш қ л а р

Қуйидаги тўпламлар уларда аниқланган алгеб
раик амалларга нисбатан группа ҳосил қилиш-қилмас- 
лигини аниқланг:

1. а) Йўналиши бир хил бўлган векторлар тўплами 
векторларни қўшиш амалига нисбатан;

б) фазода ихтиёрий йўналишдаги векторлар тўп- 
лами векторларни қўшиш амалига нисбатан;



в) барча жуфт сонлар тўплами қўшиш амалига нис
батан;

г) {1, - 1} тўплам кўпайтириш амалига нисбатан;
д) барча ҳақиқий сонлар тўплами қўшиш ёки кў- 

пайтириш амалига нисбатан;
е) а +  b V 3 (а = b Ф  О, Y  а, b£Q)  кўринишдаги сонлар 

тўпламининг кўпайтириш амалига нисбатан Абель группаси 
эканлигини исботланг.

2. О нуқта атрофида бажарилган барча фазовий 
бурилишлар тўплами бурилишларни кўпайтиришга нис
батан коммутатив бўлмаган группа ташкил қилишини 
исботланг.

25-§. ГРУППАНИНГ СОДДА ХОССАЛАРИ

1 - хосса. Исталган группада нейтрал элемент бир 
қийматли усулда аниқланади ва группанинг исталган 
элементи учун ягона тескари (симметрик) элемент мав
жуд бўлади (исботланг, 2 1 -§  га қаранг).

2- хосса. Ҳар капдай мультипликатив группада бўлиш 
муносабати ўринли, яъни исталган а ва Ь элементлар учун 
шундай л; ва у  элементлар топиладики, улар учун а х =  Ь 
ва у - а = Ь  тенгламалар ягона ечимларга эга бўлади.

Ис бот и .  а х — b тенгламани чапдан а~1 га кўпайтир- 
сак, бир томондан аГ1 (ах) = (а~л а) х =  сх =  х, иккинчи 
томондан эса а~1 (ах) = аГ1 Ъ ларга эга бўламиз. Бу икки 
муносабат х =  а~ 1 b бўлгандагина ўринлидир. х =  а-1  b эле
мент a x=b  тенгламанинг ечими бўлади. Ҳақиқатан, а (а~'16) =  
=  (aa~l) b = е-b = b, аГ1 Ъ ечим а - х =  b тенглама учун 
ягона ечим бўлади. Агар бирор с ҳам a-x =  b нинг ечими 
бўлса, у ҳолда c—a~l b бўлади. Ҳақиқатан, с=ес=(а~1 а) с=  
= а~1 (ас) = аГ1 Ь, с = а~л b бўлади.

Худди шу усулда у-а  = Ь тенгламанинг y= ba - 1 дан 
иборатлигига бевосита юқоридаги усулда текшириш 
йўли билан ишонч ҳосил қилиш мумкин.

3- хосса. Исталган группада элементларни чап ва 
ўнг томондан қисқартириш қонуни ўринли (исботланг, 
21- § га қаранг).

4 -хосса. Группанинг а - 1 элементига тескари эле
мент а нинг ўзидан иборат.

И с бот и .  аГ1 га тескари элементни (я-1)*-1 десак, груп
па таърифидаги 3-аксиомага биноан (а-1) (а-1)-1  =  е бўла- 
ди. 1-хоссанинг иккинчи қисмига асосан а~х'а = е. Охирги 
икки тенгликдан аГ1 (а" 1)-1  =  а - 1 -а. Ҳосил бўлган тенг-



ликка ўнгдан қисқартириш қонунини қўлласак, (а 2) х = а  
келиб чиқади.

Шундай қилиб a-b =  e бўлганда а ва b лар бир-би- 
рига тескари элементлар бўлиб, бу ерда a =  b~l ва
6 =  a_1 бўлар экан.

Э с л а т м а .  Агар қаралаётган бинар алгебраик 
амал қўшиш амалидан иборат бўлса, аддитив группада 
ягона ноль элемент ( 1- хосса), ҳар бир х элемент учун 
ягона қарама-қарши (~х) элемент ( 1-хоссанинг 
иккинчи қисми) мавжуд, ниҳоят мазкур группада 
а + х  = Ь тенглама (2- хосса) ягона х = Ь—а ечимга эга 
бўлади.

5-хосса. < G , - , “1>  группанинг ихтиёрий п та эле
менти шу группада аниқланган алгебраик амалга нис
батан ассоциатив бўлади.

И с б о т и .  Исботни кўпайтириш амалига нисбатан 
олиб борамиз. Бунинг учун математик индукция прин- 
ципидан фойдаланамиз. 1) м= 1,2 бўлганда исботнинг 
ҳожати йўқ. п = 3 хол эса 2- аксиомада берилган. 2) Фа
раз қилайлик, тасдиқ n =  fe учун рост бўлсин, яъни п та 
кўпаювчининг кўпайтмаси қавсларнинг қўйилиш тарти- 
бига боғлиқ бўлмасин. Унда а[у д 2 , • • ■» ап элементлар кў-

п
пайтмасини қисқача П ai кўринишда ёза оламиз. д2, . . ап, 

i=i
an+i та элементнинг қандайдир қавсларга боғлиқ бўлган кўгтайт. 
масини a деб белгилаймиз. n +  1 та элемент кўпайтмасини ҳар 
бир қавсда п дан ортиқ бўлмаган кўпайтувчилар кўпайтмаси шак- 
лида (индуктив фаразимизга биноан) ёза оламиз, яъни а =  (at • 
•ОаХ. . . a^-ak+,. . . я„-а,1+1 бўлиб, бу ерда натижа қавсларга

к п+1
боғлиқ бўлмагани туфайли охирги кўпайтмани а — П а,- • П ai

i= 1 £ = * + 1
п + 1

орқали белгилаймиз. П a; кўпайтмада кўпайтувчилар сони
l'=ft+l п+1

п тдан катта эмас. Демак, бу кўпэйтмани П  й ( =
i= f c + 1

fl’J
“  (П  at) an+l кўринишда ёза оламиз. Энди ассоциативлик

k п
қонунини учта элемент, яъни П ^  П a fw  л,1+1 ларга қўл-

l=\  i=k+ \



k п к n
лаймиз. У ҳолда а =  П (( П at)  «n+i) =  (Г1 а,- П ai)ak+\

i=  I »=A+1 » = 1 /=*+1
k tl

ҳосил бўлади. Яна индукция принципига биноан П ai П  а,- =
(=1

П
=  П Щ ҳосил қилиниб, ҳар биридаги кўпайтувчилар сони п 

i=\
п п-f- 1

дан ортиқ бўлмагани учун а =  (П я*) an+\ =  П ^  га эга
i=i u i

бўламиз.
6-хосса. ар av . . ak £G элементларнинг ах-а2 . . . ak 

кўпайтмасига тескари бўлган элемент a j ] . . . a~ l aj-1 бўла- 
ди.

Ҳақиқатан,

(о, д2 . . . ak)-(a^} а-^ . . . a2 l-a~') =

=  (ar a2 . . .  • • • af '  '«Г1) =
=  (а, -а2 . . . а*_,) «.(flj-J, . . . а - 1 - a f l) =  (a, -a2 . . . ak_2) X

x K _, -orii)-(Qri2 • • • ЙГ' V )  =  (fli '<h • • • flA-2)X
x  e-(a^ 2 • • • °Ғ ',flr ‘) =  • • ■ =  а , -а]-1 =  e>

(a,-a2 . . .а л) (а^ . . . a ^ - a f 1) =  e.

Шундай қилиб, (a,-a2 . . . cA)-1  =  a^ 1 . . .  a—[-a~x бўлади. 
Хусусий ҳолда (a-b)-1 =  Ь~1-аГ1.
1-хосса. а-а . . .а  кўпайтмани a" кўринишда ёзиб, уни

П

а элементнинг п- даражаси деб юритамиз. Шунингдек, 
a- 1  а - 1 . . . аГ1 = ( а _1)" ни (a~l)n = а~п орқали ёзамиз. Бу 
ҳолда аГ1 нинг п- даражасига эга бўламиз. Энди V  a £ < lG t 
"Г, * >  учун а0 =  е (а ф  0) деб қабул қиламиз. Демак,
<  G, х .  * >  группанинг ихтиёрий элементининг исталган бу
тун даражаси яна <  G, * >  нинг элементини ифода
лайди.

Қуйидаги тенгликларни исботлаш осон: ат-ап =  ат+п, 
(ат)п = атп. Бунда т ва п исталган бутун сонлар. Фақат 
ўрин алмашинувчи а ва Ъ элементлар учунгина (а ■ Ь)" =  ап Ьп 
дир (исботланг). ап ва а~п лар ўзаро тескари элементлардир, 
чунки



п  n4-(—п) 0 п  — па -а =  я ^  = а  = е, а -а = е.
Элементларининг сони чекли бўлган группага чекли груп

па ва элементларининг сони чексиз кўп бўлган группага 
чексиз группа дейилади. Группа элементлари сонига бу груп- 
ганинг тартиби деб айтилади. Аддитив группада п та эле-

п

ментнинг йиғиндиси х, +  х2 +  . . . +  хп =  'У xk орқали бел-

п  т  т - \ - п

гиланади. Бу ерда ^  xk +  ^  xk+n =  ^  хк умумлашган
А=1 *=1

ассоциатив қонуни ўринли бўлиб, унинг ҳам исботи индук
ция методи асосида олиб борилади.

П
Агар 2  xk йиғиндида барча қўшилув чилар ўзаро тенг 

*=i
бўлса, уни х +  х + . . .  +  х =  пх орқали ёзамиз. Бу ерда 
шуни алоҳида таъкидлаш лозимки, кўп ҳолларда п сони қа- 
ралаётган группага тегишли бўлмаслиги мумкин. пх элемент 
одатда х нинг п карралиси деб юритилади.

£Яна қуйидаги тенгликлар ўринли бўлади;
1) пх +  тх =  (п +  т) х\
2) m (пх) — /п/гг,
3) т х  — пх =  (т — /г) х 
(исботланг).

26- §. ҲАЛҚА ВА УНИНГ СОДДА ХОССАЛАРИ

Биз «Группалар» назарияси билан танишганимизда! 
қаралаётган тўплам элементлари учун битта бинар ва 
битта унар алгебраик амаллар ўринли эди. Энди бўш 
бўлмаган R тўплам элементлари учун иккита бинар 
алгебраик амал (биз уларни қисқача «кўпайтириш» ва 
«қўшиш» деб юритамиз) ва битта унар алгебраик амал 
(исталган а элемент учун симметрик бўлган элемент- 
нинг мавжудлиги) ўринли деб қараймиз.

1 - т а ъ р и ф .  R тўпламнинг элементлари учун икки
та бинар алгебраик амал, яъни « +  » ва «•» амаллари 
аниқланган бўлиб, бу тўпламда қуйидаги а к с и о м а 
л а р  бажарилса, у ҳолда < /?  +  , • >  алгебра ярим ҳал- 
қа дейилади:

1) а +  {Ь +  с) =  (а +  Ь) -Ь с ( у  а, Ь, с £ Я);
2 ) a + b  =  b +  a { V a , b £ R ) \



3) (a ~h х — b +  л ) => (a =  b) Д  (x +  a = x  +  b) =$■ (a =  b) 
(Y a, b, x£R);

4) a-{b-c) =  (a-b)-c (Y  a, b, c£R)\
5) (a +  b) с = ac +  be, с (a +  b) =  ca +  cb (Y  a, b, c£R).
Arap юқоридаги аксиомалар билан биргаликда ab =

= ba (Y  a, b £ R) бўлса, у ҳолда R  ярим ҳалқа коммутатив 
дейилади. R тўплам чекли бўлганда R ярим ҳалқа ҳам чек
ли деб юритилади.

R тўпламнинг исталган а элементи учун а + 0 = 0 + а = а  
бўлса, 0 элементга R  тўпламнинг ноль элементи, Y  a £ R  
учун ае =  а ва еа — а бўлса, е элементга R  ярим ҳалқа- 
нинг бирлик элементи дейилади.

N  =  {1, 2, 3, . . ., п, . . .} тўплам учун тузилган <  N, 
+ ,  • >  алгебра натурал сонларнинг ярим ҳалқаси бўлади. 
Бу ярим халка бирлик элементга эга бўлган .коммутатив 
ярим ҳалқадир.

2- таър иф.  <  JV, + .  , <  > алгебраик системага нату
рал сонлар системаси дейилади.

Эс л а т ма .  Кўп ҳолларда натурал сонлар тўплами си
фатида Л70 =  (0, 1, 2, п, . . .  } тўплам қаралади. 
Мазкур тўплам қўшиш ва кўпайтириш амалларига нисбатан 
ноль ва бирлик элементларга эга. Юқорида кўриб ўтганимиз- 
дек jV0 =  A'' lJ {0} тўпламда қўшиш ва кўпайтириш амалла
ри аниқланган ва ягонадир. Мазкур амаллар коммутатив ва 
ассоциатив. Кўпайтириш амали қўшиш амалига нисбатан 
дистрибутивдир.

3-таъриф.  Агар R  тўплам кўпайтириш ва қўшиш амал
ларига нисбатан ёпиқ бўлиб, қуйидаги шартлар бажарилса, 
яъни

1) < R ,  +  > — аддитив группа;
2) <  R, • >  — ярим группа;
3) кўпайтириш амали қўшиш амалига нисбатан дистрибу

тив, яъни
а (Ь]+ с) =  ab+ac, (b'+ с)а =  ba'+ ca (Y  а, Ь, с £ R))

бўлса, у ҳолда <CR, + ,  • >  система ҳалқа дейилади.
Агар юқоридаги шартлар билан биргаликда яна
4) ab = Ьа ( У  а, b £ R) бўлса, у ҳолда < / ? ,  +  , . >  

система коммутатив ҳалқа дейилади.
Исталган R  халка элементлари учун аниқланган кўпайти- 

ришнинг айиришга нисбатан дистрибутивлик қонуни ҳам ба
жарилади, яъни а (Ь — с) =  ab — ас, (b — с)а =  Ьа — са лар 
ўринли бўлади. Ҳақиқатан, с +  (b — с) = b тенгликнинг ик
кала томонини чапдан а га кўпайтирсак, ас a(b — c) =  ab



ҳосил бўлади. Охирги тенгликнинг иккала томонига — ас 
элементни қўшсак, a(b -г- с) =  ab — ас ҳосил бўлади.

Энди ҳалқанинг таърифидан келиб чиқадиган баъзи бир 
содда хоссалар билан танишиб ўтамиз:

Г. R ҳалқа аддитив группа бўлгани учун у ягона ноль 
элементга ва ҳар бир элемент учун — а орқали белгиланув- 
чи ягона қарама- қарши элементга эга. R ҳалқада а +  х =  Ъ 
тенглама ягона ечимга эга (21-§ га қаранг).

2°. Учта элементни қўшишдаги ўринли бўлган ассоциатив- 
лик қонунини исталган п та элемент учун ёзиш мумкин, 
яъни

k
°\ + fl2+  * ' • +  Qk =  ^  

i=i
йиғинди қандайдир қавслар орқали ёзилган бўлса, бу 
йиғинди қавсларнинг қўйилиш тартибига боғлиқ эмас.

3°. Агар а{ —а2 =  . . .  = а п =  а бўлса, (1) йиғиндини 
а элементнинг п карралиси кўринишида қуйидагича ёзиш 
мумкин: па =  а +  а -f . . . +  а.

П
Бундан фойдаланиб, па +  та йиғинди па +  та =  

= а +  а +  . . . + а  +  а +  а +  . . . +  а—а +  а +  • • • + а =
п т п-\-т

=  (п +  т) а, па +  та =  (п +  т) а кўринишда ёзилади. по 
кўпайтмани ҳалқанинг иккита элементи кўпайтмаси деб қа- 
раш мумкин эмас.

Агар R  ҳалқа бирлик е элементга эга, яъни Y a £R,
3е£ R, а-е =  а бўлса, у ҳолда па — п (еа) — пеа тенглик 
бажарилгани сабабли, пе £ R бўлади.

4°. а га қарама- қарши бўлган —а элементнинг п кар
ралиси (— а) +  (— а) +  • • • +  (— а) =  (— п)а — —па бу-

П
лади. (п +  т)а =  па-\-та  тенгликдан т — — п бўлганда 
(п +  (— п)) а — (п — п)а =  па — па =  0 элемент ҳам ҳосил 
қилинади, яъни О а =  0 тенглик доимо ўринли.

Биз охирги тенгликни ҳосил қилишда а га ҳеч қан- 
дай шарт қўймадик.

4-таъриф. а Ф 0, Ьф 0 бўлганда а-6 =  0 бўлса, а оа
6 лар нолнинг бўлувчилари дейилади.

Бу тушунчалардан қуйидагини ёза оламиз: нолнинг 
бўлувчисига эга бўлмаган ҳалқада кўпайтманинг нолга 
тенг бўлиши учун кўпайтувчилардан камида биттаси 
нолга тенг бўлиши варур.



Лекин бу тасдиқнинг тескариси умуман тўғри эмас, 
яъни кўпайтувчиларнинг бирортаси ҳам нолга тенг бўл- 
маганда, кўпайтма нолга тенг бўлиши мумкин.

М и с о л .  (— 1 ; 1 ) оралиқда узлуксиз бўлган функ
циялар тўплами қўшиш ва кўпайтириш амалига нисба
тан ҳалқа бўлади (текшириб кўринг). Биз мазкур 
функциялардан иккитасини қуйидаги усулда оламиз:

Уз-ўзидан маълумки, бу функцияларнинг ҳар бири 
яолдан фарқли, лекин уларнинг кўпайтмаси f ( x ) X  
Хф(*) = 0  бўлади.

Юқоридаги мисолга биноан ҳалқа нолнинг бўлувчи- 
ларига эга бўлар экан.

27-§. ҚИСМ ҲАЛҚА ВА ҲАЛҚА ХАРАКТЕРИСТИКАСИ

1 - т а ъ р и ф .  R ҳалқанинг бирор М қисм тўплами 
R  да аниқланган иккита бинар алгебраик амалга нис
батан ҳалқа ташкил этса, М тўплам R ҳалқашшг қисм 
ҳалқаси дейилади.

Масалан, барча жуфт сонлар тўплами барча бутун 
сонлар ҳалқасининг қисм ҳалқаси бўлгани ҳолда, бар
ча бутун сонлар ҳалқаси ўз навбатида барча рационал 
сонлар ҳалқасининг қисм ҳалқаси бўлади.

Қуйидаги теорема R ҳалқада бирор М қисм тўплам- 
нинг ҳалқа ташкил қилиш ёки қилмаслигини аниқлаш- 
да муҳим роль ўйнайди.

Теорем а. R ҳалқанинг бирор бўш бўлмаган М қисм 
тўплами ҳалқа бўлиши учун бу тўплам ихтиёрий а ва b 
элементлар билан биргаликда уларнинг йиғиндиси, 
айирмаси ва кўпайтмасини ўзида сақлаши зарур ва 
етарли.

Ис бот и .  Е т а р л и л и г и .  М  халка бўлсин. М  да теоре- 
мадаги шартлар бажарилади ва М cr R  бўлгани учун М  қисм 
ҳалца бўлади.

З а р у р л и г и .  Фараз килайлик, У а, b £ M  бўлганда 
a- j ~b£M,  а — b £ M  ва a - b £ M  бўлсин. М нинг кием 
халка эканлигини кўрсатамиз. Шунқай қилиб, М да иккита 
бинар алгебраик амал аниклаиган. Энди М нинг аддитив 
группа эканлигини кўрсатамиз. Бунинг учун М да



a -f х =  b ( 1)
тенгламанинг ягона ечнмга эга эканлигини кўрсатиш кифоя. 
Теорема шартидан а £ М,  Ь £ Л1 =>- Ь — а =  с £ /И ва Я тўп- 
ламда аниқланган айириш амалининг хоссасига асосан а +  
+  (Ь — а) =  Ь ёки а +  с =  b тенгликлар ўринли бўлади. Бу 
ерда с = Ь — а. Бу эса (1) тенгламанинг ечимидир. Демак, 
М тўплам R  ҳалқанинг қисм ҳалқаси экан. Ҳалқанинг таъри- 
фига кўра бу ечим ягона.

Эслатма .  а +  Ь =  о — (— b) бўлгани учун теоремадаги 
биринчи шартни, яъни а +  b £ М шартни олмасдан, қолган 
иккита шарт билан чеклансак ҳам М қисм ҳалқа бўлади.

Исталган R ҳалқа учун {0} ва R ҳалқанинг ўзи қисм 
ҳалқалар бўлади. Бу қисм ҳалқалар, одатда R ҳалқанинг хос 
қисм ҳалқалари деб юритилади. Шундай қилиб, исталган R  
ҳалқа учун қисм ҳалқалар тўплами бўш бўлмайди.

Энди ҳалқа характеристикаси тўғрисида сўз юритамиз.
Фараз қилайлик, R бирлик элементга эга бўлган ҳалқа бўл- 

син. Биз ўз олдимизга бирлик е ф  0 элементни ўз ичига 
олувчи ва R  нинг бирлик элементини ўз ичига олувчи барча 
қисм ҳалқалари учун ҳам қисм ҳалқа бўладиган, яъни энг 
кичик қисм ҳалқани топиш вазифасини қўямиз. Бу қисм 
ҳалқа ўзида е ни ичига олгани учун у — е ни ҳам ўз ичига 
олади. У ҳолда пе = е +  е + . . . + е  ва — tie =

=  (— е) -f- (— e) +  . . . +  (— е) лар ҳам мазкур ҳалқага те* 
o’

гишли бўлади. Сўнгра пе — me =  {п— т) е, (пе) • (me) =  пте 
бўлгани учун е элементнинг бутун карралилари тўплами яна 
ҳалқа бўлади. Агар биз бу қисм ҳалқани Rt десак, у R  
ҳалқадаги е бирлик элементни ўз ичига олган энг кичик. 
қисм ҳалқа бўлади. Бу ерда икки ҳол бўлиши мумкин:

а) п ф 0 бўлганда пе ф  0;
б) п ф  0 бўлганда пе =  0.
n £ N  бўлиб, натурал сонларнинг исталган қисм тўплами 

доимо энг кичик элементга эга бўлганидан б) шартни қа- 
ноатлантирувчи энг кичик т сони топилади.

2- таър иф.  Агар т ф О  да те ф 0 бўлса, R x ҳалқа 
ноль характеристикали, т Ф 0 да те =  0 бўлса, Rx га т. 
характеристикам ҳалқа дейилади.

Сонли ҳалқаларнинг барчаси ноль характеристикали хал- 
қадир. __

М и с о л л а р .  1. {а +  b Y р )  тўплам коммутатив ҳалқа 
бўлади (бу ерда р — туб сон, a, b £ Z).



Ҳақиқатан, г) ах, а2, bu b^£ Z  бўлганда 

(at +  by V~p) (a2 +  b2 V p )  =  (а&  +  &A p) +  (а Д  +

+  аф^ V p = o!  +  b ' V p
бўлиб, бу ерда

а' =  аха2 +  bxb2 р, b' =  atb2 +  афх, а', Ь' £ Z ;

б) (at +_ЬУр) — (а2 +  Ь2 Vrpj=(a1—а2) +  (6Х—b2) V p  =  
=  c +  dy"p; бу ерда c ^ a ^ — a^ d = ЬХ — Ьг, 'c,d £ Z. 
Демак, {а +  b У~р [ а, b £ Z )  — ҳалқа.

2 . R ҳалқанинг ихтиёрий иккита хосмас қисм ҳалқалари 
(агар шундайлари мавжуд бўлса) кесишмаси яна R  учун 
хосмас қисм ҳалқа эканлигини исботланг.

3. Қуйидаги ҳалқани кўрамиз: барча бутун сонларни 
қандайдир т >  О сонга бўлиб, уларни ҳосил бўлган қол- 
диқлар бўйича эквивалентлик синфларга ажратамиз, яъни 
иккита а ва b бутун сонларни т га бўлганда хосил бўлган 
қолдиқлар бир хил бўлганда ва фақат шундагина улар ўз- 
аро эквивалент деб юритилади. Бу синфлар С0, Сх, . . . Сяг_ 1 
бўлсин. Унда Z / (n) =  {С0, С,, . . . , С„_,, . . . , Ст_ ,}  синф
лар тўплами ҳосил қилиниб, бу ерда Ck =  {tnq +  k) кўри- 
нишга эга. Энди Z/(m) тўпламдаги иккита элементни қўшиш 
ва кўпайтириш қоидаларшш цуйидагича киритамиз:

^  j L r  агар k +  Р < т>
* ”*" р I Cd, агар k +  p > m ,  k-\rp — mq]+d бўлса;

г с = \ Ckp' агар кр <  тк ' р I С(, агар kp >  т, kp =  mq\+1 бўлса.

Бу амалларнинг бир қийматли ва бажарилувчан эканлиги 
кўриниб турибди. Шунинг учун Z /{m) коммутатив ҳалқа бу- 
лади. £ < m  бўлганда Ck-C{ — Ck эканлигидан С, бу ҳал^а 
учун бирлик элементдир. Бундан ташқари тС1 — Ст = С а 
эканлигига биноан бу ҳалқа т характеристикали ҳалқага ми
сол бўлади. М =  {(а; Ь) /а,  b £ Z} тўплам учун қўшиш ва 
кўпайтириш амалларини қуйидагича киритинг:

1) (а; Ь) +  (с; d) =  (а +  с; b +  d)\
2) (a; b)-(c; d) =  (a -с; b d).

Қуйидагиларни исботланг:
1. М  тўплам — ҳалқа бўлади.



2. А =  {(а; О) / а £ Z} ва В =  {(0; b) /b £ Я}лар М нинр 
қисм ҳалқалари бўлади.

3. М ҳалқа нолнинг бўлувчиларига эга.
4. М у А ва В ларнинг бирлик элементлари устма-уст 

тушмайди.

28- §. ГОМОМОРФ ВА ИЗОМОРФ ҲАЛҚАЛАР

Иккита бўш бўлмаган R га R' тўпламлар берилган бў- 
либ, улардан биринчиси (+ ) ва (•) амалларига нисбатан, 
иккинчиси эса ® ва © амалларига нисбатан ҳалқа ташкил 
этсин. Биз бу ҳалқаларни ҳам мос равишда R ва R' деб 
белгилаймиз.

1- таъриф.  Агар шундай ср:R-+R' акслантириш учун 
қуйидаги иккита шарт бажарилса, яъни

[ф (а +  Ь) =  ф (а) ф  ф (Ь) (V a, b £ R)\
Ф(а■ Ь) =  ф(о);® ф[(b) [(V ia , b £ R)

тенгликлар ўринли бўлса, у [ҳолда R ҳалқа R' ҳалқага го
моморф дейилади.

Ф :R -+ R ’ акслантиришда R нинг барча элементлари об- 
разини ф (R) орқали белгилаймиз. ф (R) с: R' тўплам одатда 
Ф :R -+ R ' гомоморфликнинг образи деб юритилади. Куйида- 
ги теорема ўринли:

1- т еорем а. R ҳалқа R' ҳалқага гомоморф аксланган- 
да, яъни ф;.R -+ R’ бўлса,

1) R нинг ноль элементи R' нинг ноль элементига;
2) R даги ихтиёрий а элементга қарама- қарши бўлган

— а элемент R' даги аГ1 га қарама-қарши бўлган (— а)~х 
элементга;

3) агар R ҳалқа е бирлик элементга эга бўлса, бу эле
мент R' нинг ё  бирлик элементига аксланади.

ф -
И сботи. 1) R ^ a  а £ R' бўлсин. У ҳолда R  ҳалқада 

ноль элемент мавжудлигидан а -f- 0 =  а бўлади. Лекин R  
хам ҳалқа бўлганй учун ; унда  ̂а +  х ~  b тенглама ягона 
ечимга эга. Демак, R’ да

с ®  и ==а (1)
тенглама ҳам ягона ечимга эга. (1) тенгламали қапоатланти- 
рувчи ечим R' ҳалқа учун ноль элемент бўлади. Ҳақиқатан, 
а 4- 0 =  а тенгликка ф акслантиришни татбиқ этсак, ф (а +  
-f 0) =  ф (а) ҳосил бўладн. Лекин ф (а) =  а ҳамда ф (а +



+  0) =  ф (а) ф  ф (0) =  ф_(а) бўлганлигидан ф (0) =  0 бўлади. 
Биз бундан сўнг и ни 0 деб белгилаймиз.

2) Энди — а £ R элементнинг — а га аксланишини кўр- 
сатамиз: — a -f- а =  0 учун ф(— а +  а) =  ф(— а)©ф(а) =  
=  0 ёки— а +  а =  0 £ R’.

3) Агар R бирлик элементга эга бўлса, ф (а • е) =  ф (a) q
0  ф(е), а-е =  а ҳамда ф(а-е) =  ф(а) =  а шартларга асосан 
■а © е — а бўлиб, е бирлик элементдир.

2- т еорем а. Исталган ҳалқанинг гомоморфлик образи 
яна ҳалқа бўлади.

И сботи. Фараз қилайлик, R ҳалқа бўлиб, R' да икки 
■бинар алгебраик амал аниқланган бўлсин. Теорема шартига 
кўра R  нинг ҳар бир а элементига R' нинг қандайдир а эле
менти мос келади, яъни шундай ф акслантириш натижасида 
<р(а) =  а бўлади. R’ нинг ҳалқа эканлигини кўрсатиш учун 
ундан қандайдир а, b ва с элементларни олиб, улар учун 
ха л ка нин г барча аксиомаларн уринли эканлигини кўрсатамиз. 
Биз ш у лар дан қуйидаги иккитасини кўрсатамиз:

1. a Q (Ь 0  с) =  а 0  b © 0 0 с ўринли бўлади. Ҳақиқатан, 
R  ҳалқа бўлгани учун а ■ (b +  с) =  a b +  а -с тенглик ўрин- 
ли. Бундан ташқари ф : R -*■ R' акслантириш гомоморф акс
лантириш бўлганидан ф (а ■ (Ь +  с)) =  ф (ab +  ас) тенгликнинг 
43п томони а © ф 0  с) бўлиб, ўнг томони_ эса а © b 0  b © с 
ни беради. У ҳолда а © (6 ф  с) =  а © fe © а © с. Демак, R' 
да кўпайтириш амали қўшиш амалига нисбатан дистрибутив 
экан. _

2. а ©л: = Ь  тенглама R' да ягона ечимга эга. Бунинг 
учун & ва а ларнинг b ва а аслилари учун а © х =  b тенг- 
ламани ечиш кифоя. Сўнгра ф гомоморфликка асосан а©  
©  х =  Ь ҳосил бўлади ва унинг ечими а +  х =  b тенглама 
ечимининг образидан иборатдир.

3-таъриф. R ҳалқани R' ҳалқага гомоморф аксланти
рувчи ф : R R' акслантириш R нинг хар хил элементлари
ни R' нинг ҳар хил элементларига ўтказса, яъни V a, b £R  
учун а Ф b =>■ ф (о) ф  ф (b) бўлса, ф акслантириш R ни R' га 
изоморф акслантириш дейилади. R халқанинг R' га гомо- 
морфлиги R ~  R' орқали, изоморфлиги эса R ^ R '  орқали 
белгиланади.

Исталган изоморф акслантириш гомоморф акслантириш 
бўлгани учун ф :R -+ R ' изоморф акслантиришда юқорида 
келтирилган теоремалар ўринли бўлади.



R ҳалқаии ўз-ўзига изоморф акслантириши R ҳалқанинг 
автоморфизмы дейилади.

Бундан ташқари, агар ф (R) с  R' бўлса, ф акслантириш 
ичига акслантириш, ф (R) — R' бўлганда эса устига гомоморф 
акслантириш деб юритилади.

М и сол . о, b £Q  бўлганда а +  b "|/"3 кўринишдаги сон
лар тўпламини Q { V 3] орқалн белгилайлик. У ҳолда 
< Q  [ У'З], + ,  —, , 1 >  алгебра ҳалқа бўлади ва ф(а +  
+  Ь |/3 )  =  а — Ь 1 /3  акслантириш Q 1\^3] ҳалқани ўз- ўзи- 
нинг устига акслантиради. Мазкур акслантириш тегишли эле- 
ментларни қўшиш ва кўпайтиришда ҳам сақланади.

Ҳақиқатан, агар х = а +  b ]/3 , у  =  с 4- d 1^3 'десак,. 
Ф (.v) =  a — b У  3, ф (у) =  с — d ) / 3  бўлади ҳамда

Ф (а:- 1/)=ф [(а +Ь]/~ 3) (c+d]/" 3)] =  (ас — 3 cd) —(ad+bc)]/^ 3;

фМ ф(у) =  (а — Ь ] /  3)(с — d ] / ~ 3), 
ф (х-у) =  ф(х) • ф (у)- 

Ф (х 4- У) =  ф [(а +  Ь У  3) +  (с 4- d У  3)] =  ф [(а +  с) +  (Ь 4- 

+  0 ) У з ) ] = ( а  + с ) - ф  +  0 ) У з  =  ( а - ь У з )  +  ( с -

— d Y  3) =  ф (х) +  ф (у), <р(х +  у) =ср(х) +  ср (у) 
тенгликлар ўринлидир. _

Демак, ф акслантириш Q [ У  3] ҳалқанинг автоморфизми- 
дан иборат экан.

Машқлар
1. Z  ~  Zj{m) эканлигини кўрсатинг.
2. а, b £ Q бўлганда {а 4- b У  2} ва {а 4- b У  3} ҳалқа- 

лар изоморф бўладими?
3. Иккита чекли ҳалқа ўзаро изоморф бўлса, уларнинг 

элементлари сони тўғрисида нима дейиш мумкин?

2 9 -  §. М А Й Д О Н  В А  У Н И Н Г  С О Д Д А  Х О С С А Л А Р И

1-таъриф. Камида иккита ҳар хил элементга эга бул- 
ган коммутатив ҳалқа элементлари учун а ф  0 бўлганда



тенглама ягона ечимга эга бўлса, бундай ҳалқа майдан 
дейилади.

Энди майдоннинг таърифидан келиб чиқадиган баъзи бир 
содда х о сса л а р  билан танишиб ўтамиз.

1°. Исталган майдон коммутатив ҳалқа бўлганидан ком- 
мутатив ҳалқанинг элементлари учун ўринли бўлган барча хос
салар (исталган а £ £Р учун — а &Ў нинг мавжуд ва ягоналиги, 
ягона ноль элементнинг мавжудлиги, п та элементни кўпайти- 
ришнинг ассодиативлиги, а элемент учун ±  па каррали эле- 
ментларнинг мавжудлиги ва бошқалар) майдон элементлари 
учун ҳам бажарилади.

2°. Исталган 0* майдонда бирлик элемент мавжуд ва яго- 
надир (исботланг).

3°. еР майдоннинг нолдан фарқли исталган а элементи 
учун тескари а-1 элемент мавжуд ва ягонадир.

И сботи. Майдон таърифидаги (1) тенгликда b =  е де
сак, ах =  е бўлиб, а' =  а~1 дир. а ф  0 учун тескари аГ1 
элементнинг ягоналиги мультипликатив группа элементи 
учун ягона тескари элементнинг мавжудлигини исботлаш 
каби исботланади (21 -§ га қаранг).

4°. Майдон нолнинг бўлувчиларига эга эмас.
И сботи. Тескарисини фараз циламиз, яъни майдон нол

нинг бўлувчиларнга эга бўлсин. Унда а ф  О бўлганда

ах =  0 (2)
тенглама ечими ҳам нолдаи фарқли бўлиши керак. (2) нинг 
иккала томонини чапдан а-1 ra кўпайтирамиз: а-1 ах =  0=> 
-> ех =  0 =>• х =  0. Бу эса (2) тенгламанинг нолмас ечимга 
эга эканлигига зиддир. Демак, фаразимиз нотўғри экан. 
Шундай қилиб, майдон нолнинг бўлувчиларига эга эмас экан.

Уз- ўзидан маълумки, майдонда е Ф  0, яъни бирлик эле
мент ноль элемент билан устма-уст тушмайди. Лекин ҳал- 
қаларда бўлгани каби майдонлар ҳам ноль ва р характе- 
ристикали бўлиши мумкин.

Таъриф. Агар п £ N  бўлганда пе=0  тенглик ҳар қан- 
дай п учун бажарилмаса, бундай майдон ноль характеристи- 
кали майдон дейилади.

Агар п ф  0 бўлганда пе =  0 бажарилса, у ҳолда р =  
=  min п деб белгилаймиз ва қаралаётган майдон р харак- 
теристикалн майдон дейилади.

Барча сонли майдонлар ноль характеристика ли бўлади. 
(Исботланг.) Z /(2) майдон икки харзктерисгикали бўлади.



Чунки Z/(2) =  { с0, ct} бўлиб, с{ Ф  0, лекин с, +  с, =  2с ,=  
=  £’„ дир. Бу майдон баъзан GF(2) орқали белгиланади. 

М исоллар.
1. Рационал ва ҳақиқий сонлар ҳалқаси майдон бўлади.
2. a, b £ Q бўлганда {а +  b У  2} тўплам майдон бўладн. 
Бунинг учун с Ф 0, й ф О  бўлганда (а +  b У  2) (с-f-

4- d У 2)"1 =  m -f  п У  2 эканлигини кўрсатиш керак. Чунки 
{а +  b V 2} тўпламнинг коммутатив ҳалқа ташкил этишлиги 
бизга маълум. Ҳақиқатан,

(а +  ЬV 2  )• (с +  d У 2 Г 1 =  =

_  (,а + ь У Щ е - d V f ) _  (ac-2bd) +(bc~ad) Қ2 _  ^
(с +  d y "2 )(c  — 4 / 2 )  с2 — 2d8 ’

(а b У  2) (с -{- d У^2) =  tn п У 2
s * ас — 2bd be — adбулиб, бу ерда m =  —— — , n =  ■

с* — 2d? с2 —2d2
3. Z/(2) ва Z/(3) ҳалқалар майдон бўлади.
Z /(3) нинг майдон эканлигини кўрсатамиз. Маълумки, 

Z /(3) {(?0, с,, е2} бўлиб, бу ерда элементларни қўшиш ва 
кўпайтириш қуйидагича аниқланар эди:

+ 0̂ Cl Сг

Со со Cl Сг

Cl С2 *0

Со С2 Со ci

• Со Cl С2

Со Со Со со

Cl Со С1 с2

С2 Со с2 Cl

Демак, с{ 4- с { £ Z/(3) ва J сг- • с. £ Z/(3) экан. Бу тўплам- 
да сА-д: =  се (к^фО, е =  0, 1,2) тенглама доимо ягона ечим
га эга.

4. Z /(4) =  (с0, Су, с2, с3) майдон бўлмайди, чунки у нол
нинг бўлувчиларига эга. Дарҳақиқат, с2 Ф  с0, лекин с2-с2 — 
=  с°‘5. Коэффициентлари рационал сонлардан иборат бўлган



кўринишдаги кўпҳадлар берилган бўлсин. Q майдонда ечим
га эга бўлмаган тенгламалар (масалан, х2 +  1 =  0) мавжуд 
бўлгани учун ф (х) =  Ъ0 +  Ъхх 4- Ь2хг 4- . . .  4- bnxn Ф 0 дея

/  (X)оламиз. Энди ф (jc) Ф  0 бўлганда кўринишдаги функция-Ф(дг)
лар тўпламини Q(x) деб белгилаймиз. Q(x) да қўшиш ва 
кўпайтириш амалларини қуйидагича киритамиз:

'> IJr ,  +  ? П -  <фW * 0 .  ft<*)* 0 ) ,
<Р00 h (х ) ф (х )- /1  (х )

2) Ш  . =  Ж ±(*> (Ф(Х) ф о, к(х)Ф0).
'  Ф М  h (х) < р (х )Л (х )  W V  W  ;

Демак, — ' 4- £ Q=(x), £ Q (х) экан. Q (х)
“  Ф ( * Г  Л ( * Г *  <р(х) А(Х) 4 w

да ҳар бир ф  0 учун тескари элемент мавжуд.
Л (*)

Ҳақиқатан, f- ~  • р (х) =  ^  нинг (d (х) ф  0, ф (*) =/= О,
Л (лг) d (х)

} (х) ф  0) иккала томонини = (^ Щ )  га кўпайтирсак,
f W \ф (*>/

р (*) =  б Q (х) эканлиги маълум бўлади.
d (x)-f(x)

Демак, Q (х) майдон экан. Бу майдон, одатда нисбатлар 
(рационал функциялар) майдони деб юритилади.

М а ш қ£л а р
Қуйидаги тўпламлар майдон ташкил қиладими?
1. Барча натурал сонлар тўплами.
2. а, b£Q  бўлганда а +  b У~3 кўринишдаги сонлар туп- 

лами.
3. р туб сон ва о, b £ Z  бўлганда барча а +  b \ r р  кўри- 

нишдаги сонлар тўплами.
4- Z /ф) =  {0, 1 , 2 , . . .  ,р—1} тўплам. Бу ерда г =  О, 1,

2, . . . , р — 1 деганда бирор m £ Z  сонни р сонга бўлиш- 
дан ҳосил бўлган қолдиқни тушунамиз.

30- §. ҚИСМ МАЙДОН

1 - т а ъ р и ф. iP майдоннинг камида иккита ҳар хил эле
ментига эга бўлган Q қисм тўплами f  да аниқланган қўшиш 
ва кўпайтириш амалларига нисбатан майдон ташкил этса, Q га 
ZP нинг қисм майдони {ў  да кием майдон) дейилади.



Т еорем а , ў  майдоннинг камида иккита ҳар хил эле
ментига эга бўлган Q қисм тўплами да қисм майдон ҳо- 
сил қилиши учун

а) a — b£Q, a -b£Q  (Va, £>̂ <3)Л m
б) a—1 6Q (О Ф a, Y a £ Q  J v '

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарли.
И сботи. 1. Q қисм майдон бўлса, (1) шарт албатта 

бажарилади.
2. (1) шарт бажарилган ҳолда, Q нинг майдон ҳосил 

қилишини исботлаймиз.
а) шартга асосан a£Q  бўлгани учун а — а =  0 £ Q  бўлиб, 

Q да ноль элемент мавжуд. Яна шу а) шарт бўйича Va £ Q,
О— а =  — a£Q  дан Q да а га қарама-қарши элемент мав
жуд. Энди V a, b£Q  ни олсак, — b£Q  бўлганидан a —
— (— b) =  а b га келамиз. Шундай қилиб, V a , b£Q  
учун a +  b£Q  ва a-b£Q , яъни Q тўплам элементлари учун 
иккита бинар алгебраик амал аниқланган. Q тўплам нинг 
қисм тўплами бўлиб, <  Р, -+•, •, 0 >  коммутатив ҳалқа 
бўлгани учун < Q , + ,  •, 0 >  алгебра < Р ,  + ,  •, 0 >  
нинг кием ҳалқаси бўлади.

б) шартга мувофиқ V а £ Q (а Ф 0) учун а~ 1 £ Q бўлга. 
нидан, яна а) га асосан, a-a-1 =  e£Q  келиб чиқади. На- 
тижада < Q , + ,  •, 0 >  нинг майдон эканлиги тасдиқлана- 
ди.

Ҳар бир майдон ўзининг кием майдони эканлиги рав- 
шан. Шу сабабли «Р майдонга шу £Р нинг хос қисм майдо- 
ни деймиз. lP дан фарқли ҳар бир Q cziP  қисм майдон хос
мас қисм майдон деб аталади.

Энди қуйидаги таърифни берамиз:
2- т а ъ р и ф. Ҳеч қандай хосмас қисм майдонга эга бўл- 

маган майдонга минимал (ёки туб) майдон дейилади.
Т еорем а . Исталган S3 майдоннинг барча қисм май- 

донлари кесишмаси минимал қисм майдон бўлади.
И сботи. Фараз қилайлик, майдон k та «Ра, . . . , 

9 >k қисм майдонга эга бўлсин. Аввал П  ^а П • • • П  

нинг кием майдон эканлигини кўрсатамиз. Кесиишанинг таъ- 
рифига асосан a £ 3 >i ва b £ f ‘i (i =  \7k) бўлгандагина а£& >' 
ва b £0"  бўлади. ff>i лар майдон бўлгани учун а +  b £ P i ва 
a -b £ S ii (i =  1, k). Унда яна кесиишанинг таърифига асосан 
а +  b£iP' ва a -b £ f"  бўлади. Бундан ташқари а£*Р дан



а”  б # ’; эканлигига асосан, а~ £ 0 '  дир. Демак, еР' майдон 
экан.

Энди ИР' нинг туб майдон эканлигини кўрсатамиз. қисм 
майдон барча «Р,- (i — 1, k) қисм майдонларнинг кесишмаси- 
дан иборат бўлгани учун s  i >i ва ' s  0  дир.

Тескарисини фараз қ^лайлик, яъни қандайдир Q' ҳам еР 
нинг туб қисм майдони бўлсин. У ҳолда Q"=iP' f|<2' майдон 
яна «Р нинг кием майдонларидан бирини ташкил этади ва 
бу ерда Q " sP ' ва Q"sQ' дир. Лекин i J’ ва Q' лар ИР нинг туб 
қисм майдонлари эканлигига биноан охирги муносабатдан 

=  Q' =  Q" келиб чикади. Теорема исбот бўлди.
3-таъриф. Қуйидаги х о сса л а р га  эга бўлган Q тўп- 

ламга рационал сонлар майдони  дейилади:
1) Z<^zQ, яъни барча бутун сонлар Q да сақланади;
2) Q — майдон;
3) Z  тўпламдаги сонларни ҳўшиш ва кўпайтириш бинар 

алгебраик амаллар Q даги қўшиш ва кўпайтириш амаллари 
билан устма-уст тушади;

4) Q — туб майдон.
Q майдоннинг элементлари рационал сонлар деб аталади.

Мактаб математика курсидан маълумки, исталган рацио
нал сон — кўринишга зга бўлиб, бунда V т, n £Z  (п Ф 0)

п
бўлади. Рационал сонлар қуйидаги хоссаларга эга:

1) =  т ! =  n k  (п ф  0, I ф  0);
П I

2) — +  — =  (п Ф 0, 1ф  0); 
п L nl

3) HL . ±  =  (Я ^  о, / ф  0);
п I nl

4) '■ - у  — ( п ф О, к ф О , 1 ф 0).
п I nk

т =  бўлгани учун Z a Q  эканлиги келиб чиқади. Биз 
п

буни таърифда ҳам эслатиб ўтганмиз.
29-параграфда баён этилган барча хоссалар рационал 

сонлар майдони учун ҳам бажарилиб, Q нинг бирлик эле
менти 1 дан, ноль элементи эса 0 дан иборатдир. 0=^a£Q  
бўлганда a-1 = 0  тенглик бажарилмаганлиги учун Q ноль 
характеристикали майдон бўлади.



Биз майдоннинг аксиоматик таърифини берганимиз- 
да унинг элементларига ҳеч қандай чекланишлар 
(шартлар) қўймаган эдик. Бу элементлар учун фақат- 
гина иккита бинар алгебраик амал ва бир қанча ак
сиомалар бажарилиши талаб қилинар эди, холос.

Энди майдонда мусбат элемент тушунчасини кири- 
тайлик.

)> — тартиб муносабати бўлсин.
Агар <  А, + ,  •, 1 >  тартибланган майдоннинг а эле

менти учун а +  а ф  а ва а +  а ^ а ( а ^ > а - \ - а )  шартлар 
бажарилса, у ҳолда а  элементни шу майдоннинг мусбат  
(манфий) элементи дейилади.

1 - т а ъ р и ф. Агар !Р майдон элементлари учун мусбат 
бўлшшшк хоссаси (биз бу хоссани >»0 орқали белгилаймиз) 
аниқланган бўлиб, унинг учун қуйидаги аксиом алар  ба
жарилса, <Р, +, •, 0, 1, )> >  ̂  8* системага тартиблан
ган майдон дейилади:

1) ў  майдоннинг исталган а элемента учун о> -0 , а =  0,
— а )» 0 шартлардан фақатгина биттаси бажарилади:

2) а )> Ь, b y -  с (Y а, b, с £ ў )  бўлса, у ҳолда а с 
бўлади;

3) агара)>0, b >-0 бўлса, а +  b )»0 ва а-Ъ >• 0 бўлади.
2-таъриф. Агар —а 0 бўлса, а га манфий элемент 

дейилади.
3- т а ъ р и ф. а, нинг а — Ь айирмаси мусбат бўлса, 

а элемент b элементдан катта дейилади ва а >  b орқали 
белгиланади, бундай ҳолда b элемент а дан кичик деб юри
тилади га у 6 <  а орқали ёзилади.

Агар а — Ь айирма манфий элементни ифодаласа, а эле
мент b элементдан кичик бўлади. Чунки бундай ҳолда 
b — а =  — (а — Ь) элемент мусбат бўлгани учун b >  а ёки 
а <  6. а — 6 =  0 дан а =  b бўлиши ўз- ўзидан маълум.

1 - теорема. Тартибланган майдоннинг а мусбат эле
менти 0 дан катта ва манфий b элементи 0 дан кичик- 
дир.

И сботи. а  — 0 — а мусбат бўлгани учун а > 0. Шу- 
нингдек, 0 — Ь =  — Ъ нинг мусбатлигидан 0 — Ь >  0 ёки
— b >  0 келиб чиқади.

Агар а b муносабатда а элемент Ь нинг чап томонида 
ва b элемент а нинг ўнг томонида туради деб шартлашсак, 
ҳамма мусбат элементлар 0 нинг ўнг томонида ва барча 
манфий элементлар эса 0 нинг чап томонида жойлашган



бўлади. Бундай тартибланиш, одатда табиий усулда тартиб- 
ланиш деб юритилади.

Тартибланган майдондаги элементнинг модули деганда 
қуйидагини тушунамиз:

. , j  a t а ^  О,
W = \ _ a f а <  0.

Кўпайтма ва йиғиндининг модули қуйидаги шартларга 
бўйсунади:

\а-Ь\ — |й|-|£>|; \а +  Ь\ <  |а| +  \Ь\-
Бу хоссаларни чекли сондаги элементлар учун ҳам ёзиш 

мумкин. [а|2 =  а2 =  |— а|'2 >  0 муносабат ўринли бўлиб, бу 
ерда (а == 0)»(а2 =  0) бўлади.

е элемент k  майдоннинг бирлик элементи. е ~  е-е — еъ 
бўлгани туфайли е мусбат, пе =  е-\- е . . . +  е йиғинди п

та мусбат элементнинг йиғиндиси бўлгани учун пе >  0. Де
мак, п =  пе =  0 тенглик ҳеч вақт бажарилмагани учун тар
тибланган майдон доимо ноль характеристикали майдон бўла- 
ди.

Натурал сонларни мусбат, уларга қарама-қарши 
сонларни манфий деб юритсак, бутун сонлар ҳалқаси Z 
ни фақатгина бир хил усулда (яъни табиий усулда) 
тартиблаш мумкин бўлади. Бундай ҳолда барча ман
фий сонлар нолнинг чап томонида, барча натурал сон
лар нолнинг ўнг томонида жойлашади.

4- т а ъ р и ф. Агар R ҳалқа («Р майдон) элементлари учун 
Архимед аксиомаси деб аталувчи, яъни исталган а ва Ь >  О 
сонлар учун шундай n £ N  сон топиладики, натижада nb^>a 
бўлади, деб аталувчи аксиома бажарилса, R ҳалқа (#“ май
дон) га Архимед маъносида тартибланган ҳалқа (майдон)  
дейилади.

Майдон доимо бирлик элементга эга бўлгани сабабли 
Архимед аксиомаси майдон учун (У  а £ S’, ^ n £N ) пе^> а 
кўринишга эга бўлади.

2- теорема. Бутун сонлар ҳалқаси ва рационал сон
лар майдони Архимед маъносида тартибланган бўлади.

И сботи. Аввало Z нинг Архимед маъносида тартиблан
ган эканлигини кўрсатамиз. а ва b >  0 бутун сонлар берил
ган бўлсин. Агар а <  0 бўлса, у ҳолда 1 • 6 =  ft >  я бўлади. 
Агар а >  0 бўлса, у ҳолда а ва b натурал сонлар учун 
п — a -f- 1 деб олиш кифоя. Унда nb >  а бажарилади. Де
мак, Z Архимед маъносида тартибланган ҳалқа экан.



Энди Q нинг Архимед маъносида тартибланган эканлиги
ни кўрсатамиз. Фараз қилайлик, а  исталган рационал сон 
бўлиб, Ь >  О бўлсин.

Бунда қуйидаги икки хрл бўлиши мумкин:
1) а  <  0 бўлсин, бундай ҳолда 1 -b = b >  а  бажарилади:

k2) а >  0 бўлсин. a £ Q  бўлгани учун уни а =  —  (/ ¥= 0)
кўринишда ифодалаш мумкин. а >  0 эканлигвдан k pa I 
ларнинг иккаласи ҳам бир хил ишорали бўлади. с Ф 0 учун
k k • С— =  —  шартга асосан k ва / нинг ишораларини доимо
/ /'С

мусбат деб ҳисоблаш мумкин. Демак, I >  1 деб қараш мум-
k tnкин. Айтайлик, а = — , 6 =  — > 0  бўлсин. У холда
/ s

пЬ =  ■!— ■ бўлиб, k-s =  n -m -l шартни қаноатлантирувчи nQ
S

учун n0b =  a тенглик ўринли. Лекин (n0 +  1 )m l >  ks бўл- 
гани туфайли охирги тенгсизликдан (п0 +  1) — >  — келиб

S /

чиқади. Сўнгги тенгсизлик эса (п0 + 1 ) 6 > а  эканлигини 
билдиради. Теорема исбот бўлди.

3 2 .  § . Ҳ А Қ И Қ И Й  С О Н Л А Р  С И С Т Е М А С И

Биз рационал сонлар майдонининг Архимед маъносида 
тартибланган майдон эканлигини кўрсатдик. Лекин бу май
донда

* М 2 = ; о ;  ( о

кўринишдаги квадрат тенглама ечимга эга эмас. Шунинг учун 
Q майдонни кенгайтириш масаласини қўямиз. Бу кенгайтма 
шундай бўлиши керакки, у Q майдонни ўз ичига олиши 
ҳамда унда (1) кўринишдаги тенгламалар ечимга эга бўлиши 
керак. Бунинг учун фундаментал кетма-кетликлар тушунча- 
си дан фойдаланамиз.

Фараз қилайлик, тартибланган майдон ҳамда элемент- 
лари шу майдонга тегишли бўлган аъ а2, . . . , апУ . . . =
=  {aki°k=v bl9 b2, . . .  bk,  • • •  =  {bk)7=\ кетма-кетликлар бе
рилган бўлсин.

1 - т а ъ р и ф. Агар исталган е >  0 учун шундай п = п 0 (е) 
натурал сои мапжуд бўлсаки, р >  nQ ва q >  п0 иомерлар 
учун Iар — a j < e  тенгсизлик бажарилса, {a^%Lx кетма-кет- 
ликни ф ундамент ал  ёки Қош и кет м а-кет лиги  дейилади.



/ -  теорема. Исталган яқинлашувчи кетма- кетлик 
фундаментал кетма- кетлик булади.

И сботи. Фараз қилайлик, an£ f  ва бўлганда
lim ап =  а бўлсин.
П**0О

Яқинлашувчи кетма-кетликнинг таърифига асосан истал
ган е >  0 (е 6 0 )  учун шундай n0£ N  мавжудки, \ап — а\<£

<  ~  тенгсизлик п > л 0(е) шартни қаноатлантирувчи барча
n £ N  лар учун бажарилади. Агар р >  п0, q > n 0 бўлса, аб
солют қийматнинг хоссасига биноан қуйидагиларни ёза ола
миз:

\<*f---а9\ — \ар ---а +  ° --- aq\ <  \ар--- ° | +

+  K - ° l < f +  f = e -

Шундай қилиб, Iар — ац\ — е бўлгани учун {ап} кетма-кет
лик фундаментал кетма-кетлик бўлади.

Лекин «Р(t =  1, 2, 3, . . . ) бўлганда [барча фунда
ментал кетма-кетликлар лимита яна «Р майдонга тегишли 
бўлавермайди. Масалан, геометриядаги умумий ўлчовдош ва 
умумий ўлчовдош бўлмаган кесмалар тушунчаларини олай- 
лик. Агар кесмалар умумий ўлчовдош бўлса, уларнинг узун
ликлари — рационал сон билан ўлчанади ва аксинча, ҳар

П
бир — рационал сонга бир жуфт умумий ўлчовдош кесма-

П
лар мос келади. Лекин квадратнинг томони билан унинг 
диагонали умумий ўлчовдош бўлмаган кесмалардир. Шунинг 
учун квадрат диагонали узунлиги унинг томони узунлиги 
орқали ҳеч қандай рационал сон билан ифодаланмайди.

Шунингдек, элементлари рационал сонлардан иборат бўл- 
ган {an}^,i фундаментал кетма-кетликнинг лимита 'мавжуд 
бўлса, у ҳар доим ҳам рационал сон бўлавермайди.

2-таъриф. еР тартибланган майдон бўлиб, унинг эле- 
ментларидан тузилган ҳар қандай фундаментал кетма-кетлик
нинг лимита яна майдонга тегишли бўлса, «Р га тўла май
дон дейилади.

Масалан, рационал сонлар майдони тўла эмас.
3- т а ъ р и ф. Агар 8  Архимед маъносида тартибланган ва 

тўла майдон бўлса, ундай майдонга узлуксиз майдон дейи
лади.



4-т а ъ риф. Камида иккита ҳар хил элементга7эга бўл- 
ган тўплам элементлари учун қуйидаги аксиом алар  ба
жарилса, <  В, -К •, системага ҳақиқий сонлар 
системаси дейилади:

1) R  тўплам Q майдонни ўзида сақловчи майдондир;
2) V а, Ь £Л  учун қуйидаги уч ҳолдан фақатгина̂ бит* 

таси ўринли:
о > Ь , а =  Ь ёки —а > 6;

3) ¥ а  >  О, ЧЬ >  О (Ча, b £ R )  учун (а +  b >  0) Д  
(а • Ь >  0);

4) исталган а 6 Л ва й >  0 учун шундай л £ JV топилади* 
ки, натижада nb^> а бўлади (Архимед аксиомаси);

5) элементлари R  га тегишли бўлган {ап}”=1 фундамен
тал кетма-кетлик R  га тегишли лимитга эга.

Бу аксиомалардан қуйидагилар аниқланади:
1. Q cz R  бўлгани учун R  нинг бирлик элементи Q нинг 

бирлик элементи билан устма-уст тушади, шунинг учун 
уни 1 деб белгилаймиз. Бундай ҳолда а ф 0 учун а -а~ х =а 
=  а~х-а =  1 бўлади.

2. 1) аксиомага асосан R  майдон бўлгани учун унда 
майдоннинг барча хоссалари (29- параграфга қаранг) 
бажарилади.

3. 2) ва 3) аксиомалар R  нинг тартибланган майдон 
эканлигини кўрсатади.

4. 4) аксиомага асосан Н Архимед маъносидагн 
тартибланган майдондир.

5. 4) ва 5) аксиомалар R  нинг тўла ва узлуксиз 
майдон эканлигини кўрсатади. ;

Машқ лар

1. Агар а, Ь, с ва d лар ҳақиқий сонлар бўлса, қуйи- 
дагиларни исботланг:

а) а <  b бўлганда а +  с <  Ь - f  с;
6) а >  6 бўлганда с — а <  с — Ь;
в) а <  b бўлиб, с <  0 бўлса, ас >  Ьс\ с >  0 бўлганда 

эса ас <  Ьс\
г) а >  0 бўлса, — >  0 бўлади.

а
2. Рационал сонлар майдонида х1 — р — 0 тенглама 

(р — туб сон) ечимга эга эмаслигини исботланг.
3. хг — р =  0 тенглама ҳақиқий сонлар майдонида ечим

га эга эканлигини исботланг.



• • • кетма-кетликлар тўпламини F деб белгилайлик. 
{ak — нолга яқинлашувчи кетма-кетлик бўлса, {a j р {Ьк} 
деб оламиз. Шундай шартда р нинг эквивалентлик муноса
бати эканлигини исботланг.

3 3 -  §. К О М П Л Е К С  С О Н Л А Р  М А Й Д О Н И

Мактаб математика курсидан маълумки,
х2+  1 = 0  (1)

тенглама ҳақиқий сонлар майдонида ечимга эга эмас. Шунинг 
учун биз ўз олдимизга R  =  <  /?, + ,  •, 0, I >  майдонни 
шундай кенгайтириш масаласини қўямизки, натижада у кен- 
гайтмада (1) тенглама ечимга эга бўлсин. R  майдонни ўз ичи
га олувчи кенгайтма майдонни қуришнинг бир қанча усулла- 
ри мавжуд. Ҳозир шу усуллардан биттасини баён қиламиз.

Бунинг учун аввало исталган a £ R  ҳақиқий сонга (а; 0) 
жуфгликни мос куямиз. Энди b £ R  бўлганда (а; Ь) тартиб
ланган жуфтликлар тўпламини С деб белгилаймиз ҳамда 
бу тўплам элементлари учун тенглик муносабатини, қўшиш ва 
кўпайтириш каби бинар алгебраик амалларни мос равишда 
қуйидаги аксиомалар ёрдамида киритамиз:

1) (а; 6) =  (с; d)<»(a =  c)f\(b =  d)(Y (а; Ь), (с\ d)£  С);
2) (а; Ь) +  (с; d) =  (а +  с; b +  d) (Y(a; Ь), (с; d) 6 С);
3) (а; b) • (с; d) — (ас — bd\ ad +  be) (Y(a; b), (с; d) £ С).
Юқоридаги аксиомалар {(a; b) | a, b £ R }  тўпламнинг жуфт- 

ликларни қўшиш ва кўпайтириш амалларига нисбатан ёпиқ 
эканлигини кўрсатади.

/ -  т ео р ем а , {(д; b)\a, b £ R } тўплам коммутатив 
ҳалқа булади.

Исботи. Аввало С =  {(a; b)\a, b £ R )  тўпламнинг адди
тив группа эканлигини кўрсатамиз. Ҳақиқатан, бу тўпламда

а) (a; b) +  (с; d) =  (с; d) +  (a; b);
б) ((a; b) +  (cr, d)) +  (e; f) =  (a; b) +  ((c; d) +  (e; /));
p) (a; b) +  (0; 0) =  (a; b)\
r) (a; b) +  ( - a ;  -£>) =  (0; 0)

шартлар бажарилгани учун <  С, -f  >  алгебра аддитив 
группадир. Энди С тўпламнинг элементлари учун

(а; Ь) ( (< d) +  (*; f)) =  (а; b) (с; d) +  (а; Ь) («?; f) (2)



тенгликнинг бажарилишини кўрсатамиз.
(2) тенгликнинг чап томонига аввал 2) аксиомани, сўнгра

3) аксиомани қўлласак,
(а; Ь) ((с; d) - f  (c;f/)) =  (ас +  ae — bd — bf;

ad +  af +  bc]+'be)] ;(3)
ҳосил бўлади. Энди (2) нинг ўнг томонига аввал 3) аксио
мани, сўнгра 2) аксиомани қўллаймиз:

(ас — bd; ad +  be) -f  (ae — bf; af -f- be) e= (ac — ae —
— bd — bf; a d + a f  +  be +{be). (4)

(3) pa (4) нинг ўнг томонлари тенг бўлгани учун (2) тенг
лик ўринлидир. Шундай қилиб <  С, + ,  • >  алгебра комму
татив ҳалқа экан. (Купайтириш амалининг коммутатив*экан
лигини исботланг.)

2 - т ео р е м а . <  С, + ,  • >  алгебра майдон булади.
2-теоремани исботлаш учун <  С, - f , • >  нинг бирлик 

элементга эга эканлигини ҳамда унинг ҳар қандай нолдан 
фарқли элементининг тескариланувчи эканлигини кўрсатиш 
кифоя. Исталган (а; V) жуфтлик учун (а; 6)(1; 0) =  (а — 0; 
6 +  0) =  (а; b) бўлганидан (1; 0) жуфтлик <  С, - f , • >  
ҳалқанинг бирлик элементидир. Биз уни 1 деб юритамиз.

Энди а ф  0 ёки b Ф 0 учун (а; Ь) элементнинг тескари
ланувчи эканлигини кўрсатамиз. Бунинг учун

(а; Ь)(х; у) =  1 (5)
тенгламани ечиш кифоя. 3) аксиома ёрдамида (5) ни

(ах — by; ay +  bx) =  1 =  (1; 0) (6)
орқали ёзиб оламиз. Энди 1) аксиоману қўлласак,

(ax'— by =  1, (7)
+  ay =  О

система ҳосил бўлади.  ̂ ; -----г~ ьг)  ЖУФТЛИК (̂ ) сис*
теманинг ечимидир. Демак, <  С, + ,  •, 0, 1 >  алгебра май
дон экан. Ана шу майдон комплекс сонлар майдони деб 
юритилади. Бу майдон одатда С ҳарфи билан белгиланади 
ва у ўзида ҳақиқий сонлар майдонини сақлайди, чунки юқо- 
рида биз эслатиб ўтганимиздек, 6 =  0 да (а; 0) жуфтликлар 
тўплами ҳақиқғ й сонлар тўпламини ифодалайди. Энди 
а =  (а; Ь) жуфтликни 2) аксиомадан фойдаланиб,

а  =  (а; Ь) +  (0; 0) =  (а +  0; 0 +  Ь) =  (а; 0) +  (0; Ь) =
=  а( 1; 0)+ b(0; 1), а  =  а(1; 0) +  Ь(0; 1)



кўринишда ёзиш мумкин. (0; 1) =  i десак, а  =  а +  bi кўри- 
нишни олади. Бунда а ва Ь сонлар ҳақиқий сонлар бўлиб, 
а сон а  соннинг ҳақиқий қисми, b эса а  соннинг мавҳум 
қисми, i мавҳум бирлик дейилади. Агар а =  0, b ф  0 бўл- 
ca, bi га соф мавҳум сон дейилади.

3 4 - § .  К О М П Л Е К С  С О Н Н И Н Г  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  Ш А К Л И  

В А  Г Е О М Е Т Р И К  Т А С В И Р И

а =  а +  bi комплекс сонни текисликдаги декарт коорди- 
наталари системасвда А(а\ b) нуқта билан тасвирлаш қабул 
қилинган. У ҳолда а =  а +  0 • / ҳациқий сон абсцисса ўқида 
ётувчи В (а; 0) нуқта билан, bi =  0 +  bi мавҳум сон ордина
та ўқида ётувчи С(0; b) нуқта билан тасвирланади (13-чиз
ма). 0 =  0 -j- 0 • i сонга мос келувчи нуқта координата боши 
бўлади. Масалан, а  =  — 3 +  4 i, Р =  5, у — — 7 i сонлар 
мос равишда At (— 3; 4), В1 (5; 0) ка Сг (0; — 7) нуқталар 
билан тасвирланади.

Бундай тасвирлашда 
абсцисса ўқи — ҳақиқий

_______ /l(n.F>) ўқ ва ордината ўқи —
<lo.b)<-------------  мавҳум ўқ деб юритила-

I ди. а =  a +  bi комплекс 
I J / '  ^ сонни боши координата
■ s '  ! бошида ва учи А (а; Ь)

' _____________ L нуқтада ётувчи вектор
о j а д/а.о) билан ҳам тасвирлаш

мумкин. Бу ҳолда ҳақи- 
13-чизма. қий сонлар, ҳақиқий ўқ-

да ётувчи векторлар би
лан ва мавҳум сонлар мавҳум ўқда ётувчи векторлар 
билан тасвирланиши равшан. Умуман айтганда, комп
лекс сонлар тўплами билан текисликдаги барча нуқта- 
лар тўплами орасида биектив акслантириш мавжуд.

а =  а +  bi комплекс соннинг геометрик тасвирини ифо- 
даловчи векторнинг узунлиги бу комплекс соннинг модули 
дейилади в а у  г =  |а| =  |а +  bi\ кўринишда белгиланади. 
г =  /а| ни Пифагор теоремаси бўйича 13- чизмадаги тўғри 
бурчакли АО В учбурчак дан топамиз. Бунда г =  }Лг2 +  fe- 
бу лад и. Масалан, а =  — 3 +  4 1, р =  yf b  — t V  7 сонлар- 
нинг модуллари мос равишда гх =  |а| =  1^9 +  16 =  5, гх = 5  
ва ra =  |p| =  V b  +  7 =  У \2  =  2 /3 " ,  г2 =  2 У З  га тенг. 
Нолдан фарқли ҳар бир комплекс соннинг модули м усбат



ҳақиқий сондир. Ox ўқнинг мусбат йўналиши билан ОА 
вектор орасидаги бурчакни <p деб белгилаймиз. Унда лА О В  
дан а =  г cos ф ва b — г sin ф ларни топамиз. Буларни а  =>
— a +  bi га қўямиз: |

а  =  г (cos ф"+ tsin ф). (1)
а  комплекс соннинг (1) шаклига унинг тригонометрии 

шакли дейилади, бунда г >  О, лекин исталган (манфий, ноль, 
мусбат) ҳақиқий қийматларни қабул қила олади. Бу ф бур- 
чак а комплекс соннинг аргумента деб аталади. а  =  а +  Ы 
ифода а комплекс соннинг алгебраик шакли деб юритилади.

(]) ни умумий шгклда а — г (cos (ф +  2 k я) +  i sin (ф +  
- f  2 k л)) деб ёзиш мумкинлиги рағшандир, бунда k — ис
талган бутун сон.

Ҳар бир комплекс сонни юқорида айтилган шаклларнинг 
биридин иккинчисига ўтказиш мумкин. Масалан, алгебраик 
шаклдат а  =  1 — У  3 i комплекс сонни тригонометрик 
шаклга келтирайлик. Бунинг учун г билан ф ни топиб, 
уларнинг қийматларини (1) га қўямиз. Бу ерда

Г =  У 12 +  ( _ |Л З )2 =  у г + 3  =  у т  =  2, г =  2.

о а 1 . Ь V 5Энди, cos ф =  — =  -у  ва sin ф =  — =  — лардан ф нинр
5 зхтўртинчи чоракда эканини ва 300° га ёки —  га тенглигини3

кўрамиз. Шундай қилиб, а =  2 ĉos +  i sin - у  j 'ҳосил 
бўлади.

3 5 - § .  К О М П Л Е К С  С О Н Л А Р  У С Т И Д А  А М А Л Л А Р

Ихтиёрий шаклда берилган комплекс сонлар усти
да қўшиш, айириш, бўлиш ва кўпайтириш амалларини 
бажариш мумкин. Алгебраик шаклдаги комплекс сон
ларни қўшиш, айириш ва кўпайтириш қоидалари комп
лекс сонлар майдони аксиомаларидан осонгина келиб 
чиқади. (Мустақил бажаринг.)

Биз қуйида тригонометрик шаклдаги комплекс сон
лар устида кўпайтириш ва бўлиш амалларини кўриб 
ўтамиз.

Тригонометрик шаклдаги а  =  г (cos ф  +  i sin ф ) б э  Р 
=p(cos0 +  / sin 0) комплекс сонларни кўпайтириб,



a-P =s г -р ((cos ф-cose — sin ф sin 0) +
+  i (sin ф cos 0 +  cos ф sin 0))

a-p =гр(соэ(ф +  0) — tsinfa +  0)) (1)
га эга бўламиз.

Демак, тригонометрик шаклдаги иккита комплекс соннинг 
кўпайтмаси модули кўпайтувчилар модулларинннг кўпайт- 
масига ва аргумента кўпайтувчилар аргументларининг йиғин- 
диснга тенг бўлган тригонометрик шаклдаги комплекс сон 
бўлади. Масалан, а  =  4 (cos 17° +  t sin 17°), р =  3 (cos 28° -}- 
+  i sin 28°) бўлса, у ҳолда

а • р =  12 (cos 45° +  i sin 45°).
(1) формулани умумлаштириш мумкин. Ҳақи^атан, тўла 

математик индукция принципи асосида п та
a i =  ri (cos Ф1 +  1 s'n Ф1)» 
а2 =  r 2 (cos ф2 Ч- t sin ф2),

ar. =  rn(C0SCPn +  J' sin(Pn) 
комплекс сон кўпайтмзсини қуйидагича ҳогил қиламиз: 

ar a2 . . . аа ^ г г га . . . rn(cos(фх +  ф2 +
4- • • • фп) +  15т(ф1 +  фа+  . . .  +Ф„)). KZ)

N  =»rlt K l = г 2...........|a j — rn ва le v a ,  . . . a„| =
— ri * r2» • • • rn тенгликлар дан

lar « 2 . • . aJ =  K l-W  • • • KI , ;(3)
тенглик ҳосил бўлади.

h  =  Г2 =  \  . . = r n = r  ва Ф1 =  ф2 =  . . .  == Ф„ =  ф
бўлса, a x ••= аа =s. .  . =  a„‘=  а бўлиб, (2) ва [(3) лардан 
қуйидаги тенглик келиб чиқади:

la" =  (г (cos ф +  t sin ф))п =  г” (cos п ф -f i sin п ф). (4)
(4) формула Муавр формуласи деб аталади.

(4) формула қуйидагиня билдиради: a =  г (cos ф +  1 sin *ф) 
куринищдаги комплекс сонни п-даражага кўтариш учун 
унинг модулини шу даражага кўтариб, аргументинн эса п 
марта орггириш керак.

М исоллар.



1. (2(cos 18° +  i sin 18°))5 =  25(cos 5-18° +  i sin 5-18°) -  
=  32 (cos 90° +  i sin 90°) =  32 (0 +  M ) =  32 i,

(2 (cos 1 8° -f  t sin 18°))b =  321.
2. cos nx ва sinnx ларни cos л: ва sinx функцияларнинр 

даражалари орқали ифодаланг.
Ечиш. Аввало Муавр формуласига биноан

(cos х +  t sin х)п =  cos nx -f- i sin nx (5)
ra эга бўламиз. Иккинчидан, агар (cosx +  i sinx/1 га Нью
тон биноми формуласини қўлласак,

(cos х +  i sin x)n =  C°n cos” x +  C\ i cosn—I xsin x —

— (fn cosn~ 2xsin2x — i C* cos'1-:}x sin3 л +  • • •
+  СГп i'tsinn x =  (cos'1 x — C2n cos'1-2 x sin2 x +

+  C*n cos'1-4 sin4 x — . . .) i (Ĉ  cos'1-1 xsin x  —
— C*n cos'1-3 sin3 x +  C\ cos'1-5 x sin5 x — . . .) (6)

ҳосил бўлади. (5) ва (6) тенгликларда ҳақиқий ва мавҳум 
қисмларни ўзаро тенгласак,

cos nx =  cos'1 х — С* cosn~~x sin2 х +  С4 cos'1-4 sin4 x — . . .  

sin nx =  C\ cosn—1 x s in x — C3„ cos^^sin3x +ft П
+ С ъп cosn~ 5 sin5x — . . .  ҳосил бўлади.

Исталган a  =  r (cos cp +  i sin ф) комплекс сонни P =* 
=  p(cos0 + /sin 0) комплекс сонга бўлиш қуйидагича бажа
рилади:
а  __ г cos ф - f  i sin ф ___ г (cos ф +  i  sin ф) (cos Q — i sin 0 ) ___

P p cos 0 + 1  sin 0 p (cos 0 +  1 sin 0) (cos 0 — i  sin 0)

__ г (cos ф cos 0 +  sin ф sin 0) +  i (sin ф cos 0 — cos ф sin 0)

p cos2 0 +  sin3 0

ёки
■2- =  -  (cos (q> -  0) +  i sin (Ф -  0)). (7)

P P

Демак, тригонометрик шаклдаги иккита комплекс сон
нинг бўлинмаси ҳам тригонометрик шаклга эга бўлиб, бўлин- 
манинг модули бўлинувчи ва бўлувчи модулларининг бўлин- 
масига, аргумента эса бўлинувчи ва бўлувчи аргументлари- 
нинг айирмасига тенг экан.

<



М исол. a =  7(cos20° — /sin20°) ва 0 =  4 (cos 10° 4-
4- i sin 10") сонларнинг бўлинмасини топайлик. Аввало a  нн 
тригонометрик шаклга келтирамиз: a =  7 (cos (— 20°) 4-
4- i sin (— 20°)).

Энди (7) формула бўйича

j  =  j  (cos (— 20э — 10Э) +  i sin (— 20’ — 10°)) =»

=  — (cos 30° — i sin 30°) =  — ( ] /T  — i),
4  8

ни топамиз.
Энди комплекс сонлар модулларининг йиғиндиси хосса- 

ларини кўрамиз.
a =  а 4- bi ва fi =  с +  di комплекс сонлар О А ва ОВ 

векторлар билан тасвирланади. Бунда қувддаги уч ҳол

l-ҳол. О А ва О В векторлар бир тўғри чизиқда ётмайди. 
Бу ҳолда а  4- Р =  (а +  с) 4- (Ь 4* d) i йиғиндини тасвирловчи
вектор О А ва ОВ векторлардан параллелограмм қоидаси

рўй бериши мумкин: \

п

с

а



билан топиладиган ОС =  0А  +  О В вектсрдан иборат бўла- 
ди (14-чизма).

д АОС дан |0С! <  \0А\ +  |ЛС| =  1041 +  10Я| ёки |а +  В|<  
< |а |  +  |р| келиб чиқади.

15- чизма.

2-ҳол. О А 8а ОВ векторлар бир тўғри чизиқда ётгани 
ҳолда бир хил йўналган бўлсин (15-чизма).

\0В[ — \АС\ бўлади.
|0С| =  \0А\ +  \0В\ =  \0А\ +  \АС\ тенгликдан |0С|=|0>3|+ 

+  \АС\ ёки |<х +  Р| =  |а| +  |Р| ҳосил бўлади.
3-ҳол. О А ва О В векторлар 

бир тўғри чизиқда ётиб, қара- 
ма-қарши йўналишга эга бўлсин 
(16- чизма).

Бу ҳолда 10С| =  \\0Л| — \0B\\ 
ёки /а +  Р| =  ||а |— jpi|, лекин 
(а| — |р| <  |а| +  |Р| бўлгани учун 
1« +  р/ <  N  +  IPI ни ҳосил ҚИ- 
'ламиз.

Учала ҳолни бирлаштириб(
|а +  р |<  |а| +  |р| тенгсизликка i6- чизма.
эга бўламиз.

Тула математик индукция принципи воситаси билан бу 
тенгсизлик қуйидагича умумлаштирилади:

1а1 + аг + • • • + a„l < lail + |аа| + • • • + К1-



Шундай килиб, комплекс сонлар йиғиндисининг модули 
қўшилувчилар модулларининг йиғиндисидан катта эмас.

Иккита а  ва р комплекс сон айирмасининг модулини хи- 
соблаш масаласи қуйидагича ечилади: а  — Р =  ,у деб белги- 
ласак, бундан а  =  7 +  р хссил бўлади. Демак, ! |а| =  |v +  
+  Р| <  Ы +  !Р1- Бу тенгсизликдан |у| >  |а| — |р| ёки

| а - Р | > | а |  - Щ  (8)
келиб чиқади.

Иккинчи томондан \а — р| =  |— (Р — a)J =  |р — a| бўлади. 
(8) га асосан зса |Р — а| >  |р| — |а| =  — (|а| — |Р|) бўлади. 
Демак,

|а — р| >  — ([а| — |Э|)- (9)
(8) ва (9) дан

| a _ p |> |! a | - |P | |  (10)
ҳосил қилинади. Булардан ташқари |a +  Pj =  |a — (—Р)|>  
>  |а| — |— Р| =  [ос.,' — |Р| дан \а -f  Р| >  jaj — iP| бўлади.

Биз юқорида эслатиб ўтганимиздек, ҳар бир a =  x +  y i  
комплекс сонга текисликда битта М (х; у) нуқта мос келади 
ва аксинча. Шунинг учун текисликнинг ҳар бир (х; у) нуқ- 
тасига a =  х +  yi комплекс сонни мос қўйиш ўзаро бир 
қийматли акслантиришни ифодалайди.

Фақат мавҳум қисмининг ишораси билан фарқ қиладиган 
комплекс сонлар ўзаро қўшма комплекс сонлар дейилади.

Кўп ҳолларда ҳар бир нуқтаси қандайдир комплекс сон
ни ифодаловчи текислик комплекс текислик деб юритилади.

Комплекс текисликда ихтиёрий иккита ўзаро қўшма 
a — х +  y i ва a =  х — yi комплекс сонлар Ох ўққа нисба
тан симметрик жойлашган бўлади. Ўзаро қарама- қарши 
бўлган 2 ва — z комплекс сонлар координата бошига нисба
тан симметрикдир.

Энди комплекс сонларнинг геометрик жойланишига оид 
баъзи бир мисолларни кўриб ўтамиз.

1-ми с о л. г комплекс сон учун
\ z + 2 - i \  =  \z +  4i\ (11)

тенгликни каноатл антирувчи комплекс сонларга мос келувчи 
нукталар комплекс текисликда кандай жойлашган бўлади?

Ечиш. (11) тенгликни \г — (— 2 +  t)| =  |z — (— 4 /)| ор- 
қали ёзиб оламиз. Маълумки, | — г2| модул иккита гх ва га 
комплекс сонга мос келувчи нуқталар орасидаги масофани 
билдиради. Шунга кўра (11) тенгликнинг чап са ўнг томон-



лари z =  х +  yi комплекс сонга мос келувчи А (х; у ) нуқ- 
тадан М (— 2; 1) ва N (0; — 4) нуқталаргача бўлган масо- 
фаларнинг ўзаро тенглигини билдиради. Демак, (11) тенглик
ни қаноатлантирувчи нуқталар тўплами M N  кесманинг ўрта 
перпендикулярини ифодалар экан.

2-мисол. Комплекс текисликнинг қайси нуқталарига 
мос келувчи комплекс сонлар учун

2 < |г  +  2 — 3 i | < 4  (12)
тенгсизлик ўринли бўлади?

Ечиш. zL =  z ~h 2 — 3 i десак, (12) тенгсизлик
2 < [ z 1l < 4  (13)

кўринишни олади.
Координаталари |zj >  2 тенгсизликни қаноатлантирувчи 

нуқталар маркази координата бошида ва радиуси 2 га тенг 
бўлган доиранинг ташқи нуқталаридир. Координаталари 
(Zjj <  4 тенгсизликни қаноатлантирувчи нуқталар эса марка
зи координата бошида ва радиуси 4 га тенг бўлган доира
нинг барча нуқталаридан иборат. Шундай қилиб, координа
талари (13) тенгсизликни қаноатлантирувчи нуқталар маркази 
координата бошида булга н, 
радиуслари эса мос рави ш- У ‘
да 2 ва 4 га тенг бўлган 
концентрик айланалардан 
ҳосил қилинган ҳалқа нуқ- 
таларидан иборат бўлиб, 
ички айлана нуқталари 
(17-чизма) бу тўпламга те
гишли эмас.

z =  Zj — 2 +  3 i тенг- 
ликка биноан координата
лари г  =  х -f- y i комплекс 
сонга мос келувчи нуқта- 
лар Zj га мос келувчи нуқ- 
таларни 2 бирлик чапга ва
3 бирлик юқорига суриш 
натижасида ҳосил бўлади.
Натижада биз излаган нуқ- 
талар маркази (—2;3) нуқтада, радиуслари мос равишда 2 ва 4 
га тенг бўлган концентрик айланалар ёрда мида ҳосил қилин- 
ган ҳалқада ётади (ички айлана нуқталари бу тўпламга кир- 
майди).

3-ми с о л. Координаталари

х

17- чизма.



(1+ |г * + 1|)*
тенгламани каноатлантирувчи комплекс сонлар текисликда 
қандай жойлашган бўлади?

ЕЧИШ- 10&« (1+ | J + / 1)4 =  -  l0g*«( 1 +  I +  1 1 )4 =

=  -  -J-lo&d +  I г2 +  i |)4=  -  log2(l +  Iг2 +  i\)

бўлгани учун (14) тенгламани

Ы (1 +  |гг- ; | )  =  1о&(1 +  |*г+ ; | )
ёки 12г — i I =  I г2 +  г I кўринншда ёэиб оламиз.

Энди z — x-j- iу десак, охирги тенгламадан
(хг -  у*)* +  (2ху -  I)2 =  (х2- у У  +  (2ху +  I)2 (15)

хосил бўлали. (15) тенглама эса:
а) ж =  0 ва у ихтиёрий сон:
б) у =  0 ва А' ихтиёрий сон бўлгандагина ўринли бўла- 

ди. Шундай килиб, координаталари (14) тенгламани қаноат- 
лантирувчи нуқталар тўплами: а) мавҳум ўқ, б) ҳақиқий 
ўқ нуқталаридан иборат экан.

3 6 -  ?. К О М П Л Е К С  С О Н Д А Н  И Л Д И З  Ч И Қ А Р И Ш

Комплекс сонлардан илдиз чиқариш масаласи Муавр 
формуласи ёрдамида ижобий ҳал қилинади. Ҳақиқатан, биз- 
га а =  a +  bi комплекс сон берилган бўлсин. Уни а =  
=  r(cos ф +  г sin ф) шаклга келтириб оламиз. Зндиги мақсад 
шундай р =  р (cos 0 +  г sin 0) комплекс сонни топишдан ибо- 
ратки, унинг учун

Ра = а  Г(0
тенглик бажарилсин. (1) тенгликни

(р (cos 0 +  i sin 0))" =  г (cos ф +  i sin ф)
ёки

p"(cos п 0 -f- i sin л 0) =  r (cos ф +  i sin ф)
шаклда ёзиб оламиз. Бу ерда иккита тригонометрик шаклда
ги комплекс сонларнинг тенглигига эгамиз. Шу сабабли 
уларнинг модуллари тенг бўлиб, аргументлари эса бир-бири- 
дан 2kn{k\£Z) га фарқ қилади. Демак, рп =  г ва л0 =  ф +  
+  2кя тенгликлар ўринли. Бу тенгликлардан



p j y r .  е  -  * ± !± г . (2)
ҳосил бўлади.

Модуль мусбат ҳақиқий сонни тасвирлагани сабабли, биз
р =  \ г г нинг мусбат ҳақиқий қийматинигина оламиз. То
пил ган (2) қийматларни (I) га қўйиб,

r(cos9+ i 5Шф) =  у /7 ^ cos - -  +  /sin — (3)

ни ҳосил қиламиз.
Бу формулада k ихтиёрий бутун сон. Лекин k га

к =  0,1,2, , п -  1 (4)
қийматларнигина бериш кифоя. Чунки бу қийматларда (3) 
нинг ўнг томони п та ҳар хил комплекс сонни беради. Бун- 
га сабаб шуки, k нинг қиймати 1 га ортса, 0 аргументнинг
қиймати — га ортади. Энди п >  2 бўлгани учун —  сон 

п п
cos0 ва sin0 ларнинг даврвдан кичик эканлиги равшан. Шу
сабабли cos 9 нинг (шунингдек, sin 0 нинг ҳам) бирин-кетин
турган ҳар икки қиймати тенг эмас. Энди k — ихтиёрий
бутун сон учун (k =  nq +  г, 0 <  г <  п — 1) cos Ф +  2̂ п- =

_ с р  с ' у + 2И  +  г)я / ф 4- 2k я . п \ ф4-2гя : cos I -t ~I-------- \-2qn j=  cos —---- ,

rw +  2kn ф +  2гяcos — ------ =  cos — -------
n n

ни ҳосил қиламиз. Бунда г нинг қиймати (4) сонларнинг
биридан иборат. Худди шунга ўхшаш sin -  =  sin ^ - r7t-

n n
ни ҳосил қиламиз.

Шундай қилиб, а  комплекс сондан ҳосил қилинган п- 
даражали илдизлар п та ҳар хил қийматларга эга. Улар 
(3) дан k нинг (4) қийматларида ҳосил бўлади.

3) илдиз k =  0 ва k =  п лар учун бир хил қийматни 
ифодалагани сабабли, k га &= 1, 2, . . . , я қийматларни 
ҳам бера оламиз.

М исоллар. I. а  =* —У 2 +  i |^2 комплекс сондан 3- 
даражали илдизларни чиқаринг.

Бунинг учун аввало а  ни тригонометрик шаклга келти- 
рамиз:

г = У 2 + 2  =  2, г =  2; cos<p= — Ц - ,  sin<p=£2..



Демак, ф =  135° ёки — . Энди (3) га мувофиқ;
4

i / oV 'Зя~ Г .~3я\ з г - f  ( 3f  +  2k* а * “ | /  2 /c o S j + t s in — j = y  2^cos --------j-
Зл \T + 2to\

+  is in — -— I, k =  0,1,2.

1) k =  0, a0 =  (cos-j- +  i sin y ) :

2) k =  \, <xt'=  y ^ c o s -^ -  +  i sin

3) k =  2, a 2 =  i ^ c o s  ! ^ +  i s in -^ -j .

л
r ------------------- — +2Ая

2- P* =  V i  =  ] /  cos-j-+ I sin-^- =  cos — -̂----- f-
Я
— 4-2foi 

+  i s in — 2— ’

бунда r =  1 бўлгани учун
p0 =  cos -J  +  / Sin JLt p0 =  ^ 2;
q 5я . . • 5л л  • • я  q о Pi =  cos—  +  t sm —- =  — cos ------- 1 sin — = —Po, Pi =

4 4 4 4

3. yk =  Y  —8 = Y 8(cosn +  isinn) =  2 ( c o s +
, . . я + 2 £ я  \+  I sm —-—  .

3 )

1) k =  0, Y0=  2 (cos j -  +  i sin y ) = 1  +  i V 3, Y0 =  1 +  

+  iV 3;
2) k =  1, Yi’=  2(cos я +  i sin л) =  — 2, Yi =  — 2;

3) k = 2 , y2= 2 ( c o s y + t s in Y )  =  l — iV 3 ,  y2= 1 —i / 3 .



а  комплекс сондан 2-даражали (квадрат) илдиз чиқарил- 
ганда иккита илдиз ҳосил бўлиб, улардан бири а0 бўлса, 
иккинчиси а х =  — а0 бўлади. Ҳақиқатан,

а=1Л-(созф -f- i sinф) =  У  г (cos^i-^-^—M sin 2 kn~
\ 2 2

(k=0,1) дан ушбуларни топамиз:
«0 =  у 7 [ « » - |-  +  tsin-2- J,

ax = V r  ^cos^-j- +  nj+tsin(-|L +  я jj =  — V r  (соз-^ +

+  i s i n - | - ) = — a0.

a = l  сондан л-даражали илдиз чиқариш формуласи цуйи- 
дагича:

п /— пг---------------- г- 2kn , . . 2 kn, -----
/ 1  = У  cosO + ( sinO =  cos ~  +  1 sin ~ { k  =  1, n), (5)

чунки r =  1 да ф =  0 бўлиб, у  г =  £/T  =  1 бўлади.

Масалан, a = l  бўлса 1 =cos +  i sin дан

2л . . .  2л 1 _ i_ V 3 .  1 , У з .  
o x =  c o s - j  +  tsin-g- = — Y  T 1' a i --------f + V * ’

4я' . . . 4я 1 КЗ. 1 У з . 
a 2 =  cos -g- +  I sin — 1= ---- j-------2 1’ “ 2==-----2------ 2~i;

6я I • • 6л I  fa3 =  cos —  +  i sin —  =  1, a3 =  a0 =  1.
О  О

a =  — 1 дан n-даражали илдиз
п / --------г  п г  j : ( \ - \ - 2k) л  . . . (\-\-2k)nу  — 1 =  у  COS Я +  I sin п =  cos---- -------h I Sin —1——

{k= \T n )
формула ёрдамида чиқарилади.

Комплекс сондан квадрат илдиз чиқаришнинг иккинчи 
усули билан танишайлик.

Алгебраик шаклдаги комплекс сондан чиқарилган квад
рат илдизни ҳам алгебраик шаклда излаймиз, яъни

V a + b i = x  +  y i ,  (6)
бунда х ва у лар номаълум ҳақиқий сонлардир. a +  bi  дан 
чиқарилган квадрат илдизнииг таърифига асосан, (х +  у г)2— 
=  a-Y-bi ёки х*—у2-\-2ху i= a + b i .  Иккита комплекс соннинг



тенглиги шартига кўра х2—у 2 =  а2 па 2ху =  Ь. Иккала тенг
ламани квадратга кўтариб, х4 — 2x2r/2 +  £/4 =  а2 ва 4х2у 2 =
— Ь2 ларга эга бўламиз. Буларни қўшсак, * 4 -2 х2у 2 +  у* =  
=  а2 -\-Ь2 ёки х2 +  у2 =  |^а2 +  ft2 бўлади. Бунда х2 +  у2 
мусбат хаки кий сонни ифодалагани учун квадрат илдизни 
плюс ишораси билан олдик. Энди х2+ у 2 — V a 2 +  Ь2 ва х2—
— у2 — а тенгламани аввал қўшиб, сўнгра айириб,

.я -  a + V & W  - a + V & W
2 У 2

ларни ҳосил қиламиз. Булардан эса

±  y W f g _ ,  у  „ ± | / ^ г ± } £ 5 Е .  (7)

Равшанки, а +  j/ а 2 +  62 >  О ва — а2 +  62> 0  дир. 
Шу сабабли, (7) илдизлар ҳақиқий сонларни тасвирлайди. 
.г ва у  ларнинг ишораларини аниқлашда қуйидагиларни эъти- 
борга оламиз:

а) 0 қийматда 2jq/ =  6 га биноан ху^>0  дир. Демак, 
бу ҳолда х ва у  ларни бир хил ишора билан олишимиз 
лозим.

б) Ь <  0 қийматда эса ху <  0. Шу сабабли х ва у  лар
ни ҳар хил ишора билан олиш керак.

Шундай қилиб, b >  О ва Ь <  0 ларга мос қуйидаги ик
кита формула ҳосил бўлади;

>/3+«~i±('/"-±t55L + i ] /  ̂ 2±)£5BL)(8)
(6 >  О учун);

(9)

(6 <С 0 учун).
(8) ва (9) формулага a+ 6i дан квадрат илдиз чиқариш фор
мулалари дейилади.

3 7 -  § . И К К И  Ҳ А Д Л И  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Икки ҳадли тенгламаларнинг умумий кўриниши
ип — а]= 0 (1)

дан иборат бўлиб, бунда а — нолдан фарқли ихтиёрий комп
лекс сон. Бу тенгламани исталган V/"а илдиз қаноатланти-



ради: ]д — а =  а — а =  0. Демак, (1) тенгламанинг п 
та ҳар хил илдизи мавжуд. Улар

у г а =  У r (cos Ф +  i sin ф ) =  г (cos -  ~*~2 kn +

формула ёрдамида топилади.
хп — \ =  0 (2)

тенгламани қарайлик. Бу тенглама ушбу [п та ҳар хил ил- 
дизга эга:

(1) тенгламанинг битта тайин uk илдизини (2) тенглама
нинг ҳамма л та х2, . . .  , хп илдизига кўпайтирсак, (1) 
нинг ҳамма л та илдизлари ҳосил бўлади. Чунки, uk • xi сон
(1) ни қаноатлантиради, яъни (ukх£)п — а =  икх?— а = а - \  —
— а =  0, (uk х ў —а =  0. Демак, (1) тенгламанинг барча 
ечимларини топиш учун унинг бирорта ечимини топиб, уни
1 нинг барча л-даражали илдизларига кетма-кет кўпайтириш 
кифоя экан.

М исол. и3— 1 =  0 тенгламани ечайлик. Бу тенглама

ҳосил қилинади. Берилган тенгламанинг ҳамма илдизларини 
топиш учун дс®—1= 0 нинг ҳамма илдизларини оламиз:

илдизларининг бири иг =  —i бўлиб, у uk =  V i  =

=  cos-----g------ f- t sin— g—  формуладан k= 2  қийматда

П  71
— +  2k n ' Y +2 71



Уларни и2 га кўпайтириб, қуйидаги илдизларни ҳосил қи> 
ламиз:

V3 . 1 . /з"  , 1 ..
Wo  ̂ 2 1 2 1̂ 2 I 2  ̂*

, 1 • VT , 1 .
 ̂ 2 2  ̂ 2 2  ̂*

ы2 =  — ixa =  — I, и2 =  — L 

М а ш қ л а р
1. 1 нинг я-даражали илдизлари тўплами кўпайтириш 

амалига нисбатан группа ташкил қилишини исботланг.
2. 1 нинг n-даражали илдизлари тўпламининг геометрик 

тасвири қандай тўпламни ифодалайди?
3. г  комплекс сон | z +  2 — i | =  | z +  4t I тенгламани қа- 

ноатлантиради. Шу тенглама илдизларига мос келувчи нук,- 
талар текисликда қандай жойлашган бўлади?

4. log2(l +  I z2 — i I) +  logl e ------ --------=  0Sle(l + | ?*+il)«
тенгламани қаноатлантирувчи комплекс сонларга мос келув
чи нуқталар текисликда қандай жойлашган бўлади?

5. Қуйидаги шартларни қаноатлантирувчи комплекс сон
ларга мос келувчи нуқталар текисликда қандай жойлашган 
эканлигини аниқланг:

а ,  logn U | , - | g |  +  ' <  2;
’ ьуз  2 +  \г\

б) It — 1 — 2zl > 9 ;
в) I г — 2|2 -(- [ г +  2 12 =  26;
r) I z — 11 =  |г +  i I =  I г — 1 +  i I;
д) | г +  2 +  11 =  | z — 1 — 4i'|.
6. Қуйидаги алгебраик шаклдаги комплекс сонларни 

тригонометрик шаклга келтириб, сўнгра Муавр формуласини 
қўлланг:

а) (1 +  О10; б) (1 -  /)1в; в) { V z  +  i)20; Г) { у з  - 1)30;
д) (1 +  cos а  4- i sin а)п.

7. Қуйидагиларни ҳисобланг:

а) y^i+T; б) 'yf v ~ 3 + i ; о) у ^ —Г ;

г) f T ;  д) у V U h  е)



8. Агар eA =  cos------ ( - /s in ---- (k ~ 0 ,n —1) бўлса, l+ 8 j +
П П

+  e2 +  . . - +  en_j =  0 эканлигини кўрсатинг.
9. (a +  b f  = C°n an +  C\ an~ 1 b + C 2n an~ 7 b2 +  . . .  +  

-f  C" bn ёйилма иа Муавр формуласи ёрдамида ҳамда 8-ми- 
солдан фойдаланиб, қуйидаги айниятларни исботланг:

а) \ +  Cln + C 2n +  . . .  +  Спп = 2 п;

б) .1.+ С2п +  С< +  . . . = C ln +  С* +  . . . =  2n_1;

в) С° +  <* +  С6п +  . . . =  J - ( >  +  2 cos

r) + < £ + < £  +  . . .  = 4 - ( 2 n- 4 2 2co s^ ).

10. Y a, b £ R  бўлганда a +  bi шаклдаги комплекс сон
лар йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси ва с ф О  ёки <1фО
бўлганда ° нисбатлар яна a +  bi шаклдаги комплекс 

с  +  di
сон эканлигини кўрсатинг.



3 8 -  § . В Е К Т О Р  Ф А З О  Ҳ А Қ И Д А  Т У Ш У Н Ч А

Математика фанида шундай тўпламлар мавжудки, 
бу тўпламларнинг ихтиёрий биттасидан олинган ҳар 
қандай иккита элементларнинг йиғиндиси ва бирор Р  
майдон элементларининг берилган тўплам элементла- 
рига кўпайтмаси яна қаралаётган тўплам элементлари 
бўлади.

Масалан: а) комплекс сонлар тўпламини олайлик. 
Ихтиёрий иккита комплекс соннинг йиғиндиси ва ҳа- 
қиқий соннинг комплекс сонга кўпайтмаси яна комп
лекс сон бўлади.

б) С [а,- ь] белги [а, Ь] кесмада узлуксиз бўлган 
функциялар тўплами бўлсин. Бу ерда ҳам юқоридаги 
иккита шарт бажарилади (текшириб кўринг).

Элементлари биз айтиб ўтган иккита хоссага эга 
бўлган тўпламлар векторлар фазоси деб аталади.

Энди биз шу тушунчани баён этишга киришамиз.
Бўш бўлмаган V тўплам ва 8  майдон берилган бўлсин.

V тўпламнинг элементларини х, у, г, . . .  ёки аи а2, а3, . . .  
орқали, S3 майдон элементларини эса а, р, у, . . .  ёки а2, 
а2, а3, . . . орқали белгилайлик. V тўплам элементлари учун 
битта бинар алгебраик амал, яъни «+» амали ва битта унар 
алгебраик амали аниқланган бўлсин, яъни V нинг элементла- 
рини қўшиш ва 8  нинг элементларини V нинг элементларига 
кўпайтириш амали бўйича ёпиқ бўлсин.

1-таъриф. Агар қуйидаги ак си ом ал ар  бажарилса, 
яъни:

1) V — аддитив абель группа;
2) (а р )х  =  а(Рх) (Vx£K, у а ,  P£<f);
3) а(х +  у) =  ах + а у ( у * , У€У, V a £ 8 ) ;
4) (а +  р)х =  а х \+  Р* (y-x£V , V а »Р€^);
5) l -х =  х (V x £ V , 1 € Л

бажарилса, у ҳолда V тўплам 8  сонлар майдони усти
га қурилган вектор фазо дейилади.

Вектор фазо элементларига векторлар, 8* майдон 
элементларига эса скаляр дейилади.



Шундай қилиб, йўналишга эга бўлган кесма, яъни 
вектор тушунчасини қуйидаги маънода кенгайтирдик:

а) V тўпламнинг элементлари бўлган векторлар фа- 
қатгина йўналишга эга бўлган кесмалар эмас, балки 
ихтиёрий табиатли элементлар бўлиши мумкин;

б) iP майдон фақатгина ҳақиқий сонлар майдони 
эмас, балки ихтиёрий майдон бўлиши мумкин.

3) ва 4) аксиомалар векторлар фазосининг. скаляр 
миқдорига ҳамда векторга нисбатан чизицли эканли
гини кўрсатади. Шунинг учун вектор фазо кўпинча 
чизиқли фазолар ҳам деб юритилади. майдон ҳақи- 
қий (комплекс) сонлар майдони бўлса, V фазо ҳақи- 
қий (комплекс) сонлар майдони устидаги фазо деб 
юритилади.

Энди вектор фазонинг таърифидан келиб чиқадиган 
қуйидаги хоссалар билан танишиб ўтамиз:

1°. Аввало 1) аксиомага _биноан V чизиқли фазо аддитив 
группа бўлганидан у ягона 0 элементга эга. Бундан ташқа- 
ри V нинг хар бир х эламенти учун ягона — х қарама-қар- 
ши элемент мавжуд.

О'Х =  0 ( Y x £ V, ное^)-
Ҳа кика тан, V нинг исталган х элементи учун 0 ■ х =  

=  (0 +  О)* =  О-х+Оосбўлади. О • х = 0 - х-\-0-х тенгликнинг 
иккала томонига — 0 • х ни қўшамиз. Унда 0 = 0  ■ x ҳосил 
бўлади. Бу тенгликнинг чап томонидаги 0 £ V, ўнг томони- 
даги 0£еР.

3°. о -0 =  0 (Y aG ^, 0 6V).
Ҳақиқатан, a • 0= a  • (0 +  0)= a  • 0 +  a • б ўринли. Охирги 

тенгликнинг иккала томонига— а-0  ни қўшамиз. Унда 0 =
— а- 0 ҳосил бўлади.

4°. Агар а - л: =  0 бўлса, ёки a =  0, ёки х ="0 бўлади. 
Ҳақиқатан, агар а ф О  бўлса, унда а-1 мавжуд. Демак, 
a -1(ax) =0=!>-(a-1a)x =0_=^-х_= 0. Энди х ¥=Ъ бўлсин. 
x= (xu xlt . . .  , хп) да Х{Ф 0 бўлсин. У ҳолда а х = 0  
бўлади. Бундан a =  0 бўлади.

5°. А гар ах= а у  бўлиб, a # 0  бўлса, x — у  бўлади. 
Бу тасдиқни исботлаш учун ах =  ау  нинг иккала томонига 
—ау  ни қўшамиз. Унда ах — а  у =  0 => а(х — у) =  0 тенг
ликнинг иккала томонини а-1 га кўпайтирсак, х — у =  0=>



=>х =  у ҳосил бўлади ёки 4) хоссага биноан эса афО  
бўлгани учун х — у =  0. Демак, х =  у.

Юқорида кўриб ўтилган чизиқли фазо баъзан V =  <К, 
+ ,  | Я, £ орқали белгиланади, бу ерда wK:x-*-\x.

Ми'сЪ]ллар. 1. ai 6 R(i =  1 ,п) бўлганда узунлиги п га 
тенг бўлган (а,, а2, . . . , а п) кортежлар тўпламини оламиз 
ва бу тўпламни Rn ёки Rn оркали белгилаймиз. Rn тўп- 
ламнинг элементлари учун тенглик муносабати, иккита эле- 
ментни қўшиш ва векторни сонга (скаляр)га кўпайтириш 
қовдаларини мос равишда қуйидагича киритамиз:

1 ) а . =  b tо  (аи а2, . . .  , ап) =  b2........... bn) (i=~\7n);
2) (а,, а2, . . .  , an) +  (blt b2, . . .  , 6п)^ (а , +  Ьи а2 +

+  Ь2.......... an +  bn)i.
3) а (я,, а2, . . .  , а„)ч^(аа1, аа2, . . . , аап).

Rn тўпламда вектор фазонинг барча аксиомалари нажарила- 
ди. Бу тўплам учун 0 =  (0, 0, . . .  , 0) ва — а =  ( —а{, 
—а2, . . .  , — ап) лар мос равишда ноль ва а га қарама- 
қарши векторни ифодалайди. R фазонинг элементлари одат- 
да п ўлчовли векторлар, a =  {av a2, . . .  , at , . . .  , ал) век- 
тордаги ai £ R элемент эса а векторнинг i-координатаси деб 
юритилади. i (i =  1, п)-координатаси 1 дан, кол га н координа
талари ноллардан иборат бўлган et =  (1,0, . . .  , 0), е2 =  (0,
1, . . .  0), еп =  (0,0, . . .  , 1) векторлар орт ёки бирлик 
векторлар дейилади. Rn фазо одатда п ўлчовли векторлар- 
нинг арифметик фазоси деб юритилади.

2. Уч ўлчовли фазодаги геометрик векторлар (йўналган 
кесмалар)нинг V3 тўплами векторларни қўшишнинг маълум 
қоидасига нисбатан, R ҳақиқий сонлар майдони устидаги 
вектор фазони ифодалайди.

3. Коэффициентлари R сонлар майдони элементларидан 
иборат, даражалари эса п сондан катта бўлмаган f(x) =
— а0хп +  а{хп~1 4- ••• +  +  кўпҳадлар тўплами 
кўпҳадларни қўшиш ва кўпҳадларни сонга кўпайтириш ама
лига нисбатан шу R майдон устидаги вектор фазо бўлади. 
Кўпҳадлар тўпламининг ноль вектор вазифасини ҳамма 
коэффициентлари 0 га тенг [(х )= 0-хп +  Ол;”-1 +
+  0 х  +  0 кўпҳад бажаради. f(x) = а 0хп +  а1х, ~ 1 +  . . . -г



+  ап - \ х  +  а п га қарама-қарши элемент —  f(x) =  —  OgX" —

— alxn~l — . . . — ап_ |Х—ап бўлади.
Қолган аксиомаларнинг бажарилиши ҳам юқорида- 

гидек текширилади.
4. Даражалари фақат п га тенг бўлган кўпҳадлар 

тўплами векторлар фазосини ташкил этмайди, чунки 
иккита кўпҳадни қўшганда йиғинди кўпҳад даражаси ti 
дан кичик бўлиб қолиши мумкин.

5. Даражалари п дан катта бўлмаган ва барча ко
эффициентлари мусбат сонлардан иборат бўлган кўп- 
ҳадлар тўплами ҳам векторлар фазоси бўлмайди, чун
ки бундай кўпҳадни манфий сонга кўпайтирилса, унинг 
барча коэффициентлари манфий сонлардан иборат бў- 
лади.

Ма шқла р
1. R — ҳақиқий сонлар тўплами г/чун <  R, + , - ,0, 1> 

алгебра қуйидаги майдонлар устида чизиқли фазони ташкил 
этадими:

a) Q; б) R; в) С (С — барча комплекс сонлар тўплами)?
2. <С , +  , Д 1 >  алгебра Q, R ва С майдонлар устида 

чизиқли фазо ташкил этишини аниқланг.
3) <Q, 0 ,1 >  алгебра қандай сонлар майдони усти

да чизиқли фазо бўлади?

3 9 -§ . Қ И С М  Ф А З О Л А Р

Группа, ҳалқа ва майдон каби вектор фазолар учун ҳам 
қисм фазо тушунчасини киритиш мумкин.

1-таъриф. майдон устида аниқланган V вектор фа
зонинг бирор L қисм тўплами V да аниқланган алгебраик 
амалларга нисбатан вектор фазосини ташкил этса, L га V 
фазонинг қисм фазоси дейилади.

Т еорем а . V вектор фазонинг бирор L қисм тўплами 
қисм фазо бўлиши учун, қуйидаги иккита шартнинг ба
жарилиши зарур ва етарли:

а) ( V*. L) ~x— ~ y£ L \
б) iy -x ^ L , y a £ 0 ) a x £ L .
И сботи . З а р у р л и ги . L вектор фазо бўлса, унда

а) ва б) шартларнинг бажарилиши равшан (вектор фазо таъ- 
рифига биноан). Бундан ташқари L с  Ғ экани берилган. Шу- 
нинг учун L қисм фазодир.

Е тарли лиг и. а) ва б) шартлар ўринли бўлсин. Унда



x £ L  эканлигидан x — x =  0 £L  эканлиги келиб чиқади. 
Сўнгра 0 £ L ва x $ L  эканлигига_ ва а) шартга асосан 
О — х =  —x £ L  бўлади. Энди x , y £ L .  бўлса, —y £ L  
ҳамда яна а) шартга асосан х—( —у) =  х +  y £ L  бўлади.

Шундай қилиб, L c z V  тўпламда вектор фазонинг барча 
шартлари (қолганларини текшириб кўринг) бажарилади. Шу- 
нинг учун L тўплам V фазонинг қисм фазосидир.

V вектор фазонинг бир нечта қисм фазолари кесишмаси 
яна қисм фазо бўлади. (Исбот қилинг.)

Энди V вектор фазо векторларининг бирор А тўпламини 
оламиз. Шу А тўпламни ўзида сақловчи барча кием фазо
лар кесишмаси с: муносабати бўйича энг кичик қисм фазо 
бўлади. Бошқача қилиб айтсак, Л с / , , ,  A cz Lv  . . .  ,

П

A c z  Ln бўлиб, L =  П Li бўлса, L қисм фазо А ни ўз ичига
олувчи энг кичик қисм фазо бўлади. Ана шу фазога А тўп- 
лам векторларига тортилган чизиқли цобиқ дейилади. Биз 
бу тушунчага кейинроқ яна кайтамиз.

V фазонинг ўзи ва {0 }  тўпламлар V фазонинг кием фа
зосидир. Бу икки фазо одатда V нинг хос қисм фазолари, 
қолган кием фазолар эса V нинг хосмас қисм фазолари деб 
аталади.

М исоллар. I. iP майдон устидаги даражаси п дан 
юқори бўлмаган кўпҳадларнинг V фазосига тегишли, дара
жалари т <  ti шартни қаноатлантирувчи Ғ(х) кўпҳадлардан 
иборат W тўплам V нинг қисм фазосини ифодалайди.

Ҳақиқатан, у-Ғ(х), Ф(х) £ W учун дарҒ(;с) <  т <  п ва дар 
Ф(х) <  т бўлгани сабабли Ғ(х) +  Ф(х) £ W ва aF(x)£W6^na- 
ди, чунки дар(F{x) +  Ф(х)) <  т <  п ва дар F{x) <  п. 
Бунда дар }{х) деганда f(x) нинг даражаси тушунилади.

2. Бир, икки ва уч ўлчовли векторларнинг R1, R2, R3 
фазолари учун R1 с  R 2czR3 муносабатлар ўринлидир.

Ма шқ л а р
1. R + — мусбат ҳақиқий сонлар тўплами бўлсин. Бу 

тўплам элементлари учун қўшиш ва x£R  ни a £R  га кў- 
пайтириш амалларини қуйидагича киритамиз:

а) ( Y x> y£R +) x + j+ ± x - y ;
б) (x £ R + , X£R) kx^tx^.
1) R+  нинг вектор фазо эканлигини исботланг;
2) R+  нинг бирлик ва x £ R +  га қарама-қарши элемент

лари қандай кўринишга эга?



2. <С , + , —,0 ,1>  чизиқли фазо (С — комплекс сонлар 
майдони устида) учун қисм фазо бўладиган вектор фазодан 
бир нечтасини ёзинг.

3. R3 фазода бирор текисликка параллел бўлган барча 
векторлар тўплами чизиқли фазо бўладими?

4. С ва Q тўпламлар берилган бўлиб, «+» иккита 
комплекс сонни қўшиш, эса г =  а-{-Ы комплекс сонни 
k £ Q  га кўпайтириш бўлганда <С, + ,  —, [w^ | X£ Q}> ал
гебра Q нинг устидаги чизиқли фазо бўладими?

4 0 -§ . В Е К Т О Р Л А Р  С И С Т Е М А С И Н И Н Г  Ч И З И Қ Л И  Б О Ғ Л А Н И Ш И

Қуйидаги иккита векторни олайлик:

О!- ( 1 ,2 ,  - 1 ) ,  а, =  (2, 4 , - 2 ) .
Агар бу векторларнинг биринчисини— 2 га кўпайтириб, 

иккинчи векторга қўшсак, —2а1+ а 2= 0  вектор ҳосилбўлади.
1-таъриф. S0 сонлар майдони устида қурилган V век

тор фазонинг чекли сондаги

1̂» • • • >

векторлари учун камида биггаси нолдан фарқли шундай аи 
а 2, . . Л  a k сонлар топилсаки, улар учун ушбу

а уа £ + а 2а2 +]. ■ -1+ «& б (2)
тенглик бажарилса, у ҳолда (1) система чизиқли боғланган 
система дейилади. Агар (2) тенглик фақат, а х =  а2 =  . . . =  
=  ак =  0 булгандагина бажарилса, у ҳолда (1) система чи- 
зиқли эркли (боғланмаган) система дейилади.

2 -та ъриф. Агар исталган k{(i — 1, т) сонлар учун
а =  +  k2a2+  . . . +  km~am (3)

тенглик бажарилса, у ҳолда а вектор ai (/ =  1, т) вектор- 
лар орқали чизиқли “ифодаланади (а вектор ai векторларнинг 
чизиқли комбинациясицан иборат) дейилади.
а =  (6,4,4) вектор =  (1,2,3), а2 =  (3,2,1) ва а3 = (1 ,—2,—3)

векторларнинг чизиқли комэинациясидан иборат. Ҳақиқатан, 
-а2+  1 -а3 =  а тенглик ўрднли, чунки

2а~ +  а3+ а 3 =  2(1,2,3) +  (3,2,1) +  ( 1 , - 2 ,  - 3 )  =  (6 ,4,4)=а.
121



V фазодаги чекли векторлар системасининг чизиқли беғ- 
ланиши қуйидаги хоссаларга эга:

1-хосса . (1) зекторлар системасининг: а) камида битта 
вектори ноль вектордан иборат бўлса; б) қандайдир иккита 
вектори пропорнионал бўлса, бу система чизиқли боғланган 
бўлади. _  _

И сботи . Ҳақиқатан, агар ak=  0(1 <  6 <  m) десак, (1) 
системанинг k- векторини а  Ф 0 га, қолган векторларини эса 
нолларга кўпайтирсак, 0 а х -f  0-оа -f  . . . +  а  - 0 +  . . . +  
-f 0 • ат =  0 бўлади. Энди

а-l =  Р а, (4)
бўлиб, бу ерда Р Ф 0 бўлсин.

Бундай ҳолда (1) системанинг /- векторини 1 га, /- век
торини эса —р га, қолган векторларни эса 0 га кўпайтириб, 
натижаларни қўшсак, (4) га асосан 0-ах+  . . . +  0-я;_1+ 
-f  1 -а,- +  0 а(+1 -+-. . . -f  (—Ра/) +  . . . + 0 - а т — 0 га эри- 
шамиз.

2- хосса. Агар (1) система чизиқли боғланган бўлса, ис
талган bl% b2, . . . , bk система учун

ai> °2. • • • . am. blyb2, . . . ,%  (5)
система ҳам чизиқли боғланган бўлади.

И сботи . (1) система чизиқли боғланган бўлганлиги ту
файли за,- ф  0 учун ajOy +  а2оН - • • ■ +  « а  =  Cf _тенг- 
лик бажарилади. У ҳолда сс^ -f- а2а2+  . . . +  omcm -Ь 
- f0 -6 1 4 -0 -6 2 +  -- . +  0-bm = 0  тенглик ўринли бўлга- 
нидан (5) система ҳам чизиқли боғлангандир.

3 -х о сса . Берилган V фазода (1) система чизиқли боғ- 
ланмаган бўлса, унинг ҳар қандай қисм системаси (система 
бўлаги) ҳам чизиқли боғланмаган бўлади.

И сботи. Фараз қилайлик,
al t a2, . . ., ак (1 < £ <  m) (6)

система (1) нинг к,исми бўлиб, у чизиқли эркли бўлмасин, 
яъни (5) система (1) чизиқли боғланган системани ифодала- 
син. Унда 2- хоссага асосан av  а2, . . .  , ak, ak+l, . ■ ., am, 
яъни (1) система ҳам чизиқли боғланган бўлади. Бу эса бе
рилган хосса шартига зид. Демак, фаразимиз нотўғри.



4- хосса. (1) векторлар системасининг исталган ьектори 
шу система орқали чизиқли ифэдаланади.

И сб’оти. Исталган a^i =  1, т) вектор учун қуйидаги 
тенглик ўринли:

f l i = 0 ,fl1 +  0-a2 +  . . . +  1 • Д; +  0- +  . . . +  0J« ат.

Бу тенглик (1) системанинг ихтиёрий векторини шу система 
орқали чизиқли ифодаланишини кўрсатади.

5 -хосса . (1) векторлар системаси чизиқли боғланганбў- 
лиши учун улардан камида биттаси қолганлари орқали чи- 
зиқли ифодаланиши зарур ва етарли.

И сботи. Зарурли ги . (1) система чизиқли боғланган 
бўлсин. Векторлар системасининг чизиқли боғлақлиги таъри- 
фига биноан __

®Л +  а 2а2 +  . . . +  сста т б  (7)
тенгликда коэффициентлардан камида биттаси нолдан фарқ- 
лидир. Фараз қилайлик, а у Ф 0 бўлсин. (7) дан a la1=  
=  — а 2а2— . . . — а тат тенглик ёки

ау =  hjTt +  h3a3+ .  . . +  hmam (8)

тенглик ҳосил булади, бу ерда h. =  — — (k =  2, т) лар ска-
__ ai

ляр миқдорлар. Демак, ах вектор қолган векторлар орқали
чизиқли ифодаланди.

Етарлилиги. Фараз қилайлик, (8) шарт бажарилсин.
У ҳолда (8) тенгликни

hai +  ka2+ • • • +  lm cim =  0 (9)
кўринишда ёза оламиз. Бу ерда lL =  1, 1£ =  —/it (/ =  2, т) 
бўлиб, (9) тенглик (I) системанинг чизиқли боғланган систе
ма эканлигини кўрсатади.

Биз юқорида эслатганимизга биноан V фазо чексиз 
бўлсин. Шунинг учун векторлари сони чекли бўлмаган 
системанинг чизиқли боғланганлиги тушунчасини кири
тиш мақсадга мувофиқдир.

3- т а ъ р и ф. сонлар майдони устида қурилган 
чизиқли фазонинг бирор чекли бўлмаган К векторлар 
системаси ўзида камида бирорта чекли сондаги чизиқ- 
ли боғланган векторлар системасини сақласа, К  
векторлар системаси ҳам ўзаро чизиқли боғланган дейи
лади. Агар К системанинг барча чекли сондаги вектор-
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лар системаси чизиқли боғланмаган бўлса, система ҳам 
чизиқли боғланмаган система дейилади.

Маш қлар
!. Битта а вектордан иборат бўлган система чизиқли боғ- 

ланмаган бўлиши учун а Ф 0 бўлиши зарур ва етарли эка
нини кўрсатинг. _  _

2. Иккита вектордан тузилган а, b система чизикли 
боғланган бўлиши учун а =  ХЬ (бу ерда X — скаляр миқдор) 
тенглик бажарилиши зарур ва етарли эканини исботланг.

3. а, р, 7 скаляр миқдорлар қандай шартларни қаноатлан- 
тирганда R3 нинг учта (1, а, а2), (1,р, р2) ва (1, у, уг) вектор- 
лари бирор сонлар майдони устида чизиқли боғланмаган бў- 
лади?

4. Агар а ф О  бўлса, 1, а ,а 2, . . . , а 1-1 система^„[а] 
фазода чизикли боғланган система бўла оладими? 1, а ,а2, . . . ,  
а п~ 1, а п система-чи?

4 1 -  § . В Е К Т О Р  Ф А З О Н И Н Г  Б А З И С И  В А  Ў Л Ч О В И

1-таъриф. Векторларнинг 5 системаси базиси деб 
қуйидагн шартларни қаноатлантирувчи S' кием системасига 
айтилади:

1. 5'  — чизиқли боғланмаган векторлар системаси;
2. 5  системанинг ҳар бир вектори S' система векторла- 

рининг чизиқли комбинацияси бўлади.
2 -та ъриф. Агар V векторлар фазосининг ўзаро чизиқли 

боғланмаган шундай
Xv  Х2, . . . , Хп, . . . , Xk (1 )

векторлар системаси мавжуд бўлсаки, V нинг қолган 
барча векторлари (1) система орқали чизиқли ифода- 
ланса, у ҳолда (1) векторлар системаси V вектор фа* 
зонинг базиси дейилади.

Фараз қилайлик,
^2, . . . , ап (2)

векторлар _системаси’ V вектор фазонинг базиси бўлсин. Унда 
ихтиёрий a£V пекторни (2) базис орқали чизиқли ифодалаш 
мумкин, яъни шундай а г, а2, . . .  , ап сонлар топиладики, 
натижада

а =  a l0l -f а .^  +  . . . +  а~ап (3)
тенглик бажарилади.



3-таъриф. V фазонинг (2) базис векторлари учун (3) 
тенглик ўринли бўлса, (alt а2, . . . , ал) кортежга а век- 
торнинг (2) базисга нисбатан координаталар сатри дейи
лади.

Биз кейинроқ координаталар сатрини ҳар қандай 
вектор учун (берилган базисга нисбатан) ягоналигини 
кўрсатамиз.

Агар 2 -таърифни қаноатлантирувчи (1) система чек
ли бўлмаса, у ҳолда бундай вектор фазога чексиз ўл- 
човли вектор фазо деб аталади.

(1) система V нинг базиси бўлса, V фазо k ўлчовли фа
зо дейилади. V фазонинг ўлчови dim V орқали белгиланади.

4-таъриф . Чекли векторлар системасининг ранги деб 
ундаги чизиқли боғланмаган векторларнинг максимал сонига 
айтилади.

1- т еорем а . Rn фазонинг исталган п+1 та вектори 
ўзаро чизиқли боғланган бўлади.
_  И сботи . е1 =  (1, 0, . . .  0), ей — (0, 1, . . . , 0).............
е п— (0, 0, . . . ,1) векторлар системаси чизиқли боғланмаган 
бўлади. Ҳақиқатан, a le1 +  а2е2 +  . . . +  ап еп =  (ах, а2, . . . 
а п) вектор ноль векторни ифодалаши учун а х =  а2 =
. . . =  ап =  0 бўлиши керак. Энди Rn нинг исталган п +  1 
та вектори ортлар орқали чизиқли ифодаланишини кўрсата- 
миз.

Исталган ноль бўлмаган а =  (ах, а2, . . . , а„) векторни 
оламиз. Юқорида кўриб ўтганимиздек a = (c tv  а2, . . ., ап) =  
=  а1_£1+  а 2е.2 +  . ._. + а п еп бўлади. Бундан а — — ах ех — 
—а2е2 — . . . — &пеп=  0 келиб чиқади. Охирги тенглик п+1  
та а, ех, е2, . . . , еп векторнинг чизиқли боғланган эканли
гини кўрсатади. Натижада elt е2, . . . , еп ортлар Rn ариф
метик фазонинг базисини ташкил этади.

2- т еорем а. V вектор фазонинг ихтиёрий вектори
(2) базис векторлар системаси орқали ягона усулда чи- 
зщли ифодаланади.

И сботи. V чизиқли фазода (2) система базис бўлса, 
унда базиснинг таърифига асосан, исталган п +  1 та вектор 
чизиқли боғланган бўлади. Демак, камида биттаси нолдан
фарқли шундай a lt а 2...........ап, ап+\ сонлар мавжудки,
улар учун



«1 0l!+>2 ° 2 +  • • - +  anan +  “a+l Xi =  0 (*“ !.*) (3')
тенглик [бажарилади. Ўз-ўзидан маълумки, (3') тенгликда 
ал+1 =5̂ 0, акс ҳолда

ajOj +  а2а2'+  . . . +  а„ал =  0 (4)
бўлиб, (4) тенглик (2) системанинг базис эканлигига зид ке
лади. (3') тенгликнинг иккала томонини an+1 га бўлиб ва 
(п -+- 1)- ҳаддан бошқа ҳадларни қарама-қарши ишора билан 
ўнг томонга ўтказиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

Xf =  h[a[ +  /z2o2 +  . .  . +А„ ап (5)
a k ----

(5) да hk ------------- (k =  1, n) бўлади.
ak+\

Энди (5) чизиқли ифодаланишнинг бир қийматли (ягона) 
эканлигини исботлаймиз. _

Тескарисини фараз қилайлик, яъни х, вектор учун (5) дан 
фарқли камида яна битта

~xi — PiQi +  Рг°г +  • • • +  Рпап (6)
чизиқли ифодаланиш мавжуд бўлсин.

(5) тенгликдан (6) ни ҳадлаб айирамиз. У ҳолда

(л1^ р 1к + ; ( л 2- р 2)а4+ . . .+ [ (А ; -Р п)ал\ = 0  (7)

тенглик ҳосил бўлади. (2) векторлар системаси чизикли боғ- 
ланмаган бўлгани туфайли (7) тенглик фақат ва фақат барча 
коэффициентлар нолга тенг бўлгандагина бажарилади. Де
мак, hk =  PA(ft =  1, п) тенгликлар ўринли. Теорема исбот бўлди.

Шундай қилиб, Rn фазо чексиз кўп векторлар система- 
ларига эга бўлиб, уларнинг ҳар бири п та ўзаро чизиқли 
боғланмаган векторлар системасидан иборат экан.

Эслатм а. Бу китобда кўпроқ чекли ўлчовли фазолар 
билан шуғулланамиз. Чекли фазонинг п ўлчови бу фазо ба- 
зисини ташкил этувчи векторлар сонига тенглигини кўрдик. 
Алгебрада яна чексиз ўлчовли фазолар ҳам қаралади. Чек
сиз ўлчовли фазонинг ҳар қандай базиси ҳам чексиздир, 
яъни чексиз кўп чизиқли боғланмаган векторлардан тузил
ган система дир.

Масалан, R  майдон устидаги f(x) кўпҳадлар фазоси чек
сиз ўлчовли фазодан иборат. 1, х, х2, . . . , хп, . . . система 
бу фазонинг базисини тасвирлайди.



1. (О, 1, 1) (1,0,1), (1, 1,0) векторлар системасининг ран- 
гини топинг.

2. Lx ва Ь2 лар Rn нинг қисм фазолари бўлиб, L1 (\L2 =  
=  {0} бўлса, dim Lx U £ 2) =  dim Lx -f- dim L2 тенглик ўринли 
бўладими?

3. a, b ва с векторлар системаси R3 нинг базиси бўл- 
ганда а +  Ь, а +  с, Ь +  с векторлар системаси ҳам базис 
бўлишини исботланг. _

4. ах аг, ..., ак, . . .  , as система V фазонинг базиси бўл- 
ганда av  аг„ а  ак...........as система ҳам V нинг бази
си эканлигини исботланг (бу ерда а]¥= 0 скаляр миқдор).

42- §. Векторлар системасининг эквивалентлиги

Rn фазо векторларининг қуйидаги иккита системаси бе
рилган бўлсин:

2̂» • • • » т̂* (1)
Ьц 2̂» • ' ' > ŝ*

1-таъриф. (2) системанинг ҳар бир bL вектори (1) сис
тема орқали чизикли ифодаланса, (2) система (1) система 
орқали чизиқли ифодаланади дейилади.

Бирор системанинг иккинчи бир система орқали чизиқли 
ифодаланиш муносабати транзитивдир. Ҳақиқатан, учинчи

1̂» 2̂» • • ' * (3)
система (2) орқали чизиқли ифодаланади [деб фараз қилсак, 
ушбу тенгликлар бажарилади:

Г
^  =  . 2 “ ;/ a, (i =  1, s), (4)

/= 1
S

^ = 2 P ^ ^  =  iT a  (5)
1=1

bL нинг (4) даги ифодасини (5) га қўйиб, қуйидагига ке- 
ламиз:

S Г  Г  S г

~ск = 2  Р« ( 2 « « Я - )=  2  ( 2 Р « « / / ) ' h  Ух~апI-l /=l 1=1 /=1



Бу тенглик (3) системанинг (1) система орқали чизиқли ифо- 
даланишидир.

Шундай қилиб, (3) система (2) орқали, (2) эса (1) 
орқали чизиқли ифодаланса, (3) система (1) орқали 
чизиқли ифодаланади.

2- т а ъ р и ф. Иккита векторлар системасидан бирин- 
чиси иккинчиси орқали ва аксинча, иккинчиси бирин- 
чиси орқали чизиқли ифодаланса, бундай векторлар 
системаларига эквивалент векторлар системалари (эк
вивалент системалар) дейилади.

Векторлар системаларининг эквивалентлик муноса
бати ҳам транзитивдир, чунки (1) ва (2)лар ўзаро, (2) 
ва (3) лар ўзаро эквивалент бўлса, у ҳолда (1) система 
(3) системага эквивале^тдир.

7- т ео р е м а . Агар с вектор (1) система орқали чизиқ- 
ли ифодаланса ва (1) система (2) системага эквивалент бўл- 
са, у ҳолда с вектор (2) система орқали чизиқли ифодала
нади.

Г S

Исботи.  c =  2 a<ai ва a i - 2 »  •ц Ь, тенгликлардан 
t=i /=1

с -=  2  “< ( 2 М / ) = 2 « / ( 2  h i f t r 2 « Л * = 2 б,
1=1 /=1 /=1 (=1 /=1 /=1

тенгликка келамиз. Бунда а £, ва 8j лар скаляр миқдор-
лар, яъни S3 майдоннинг элементларидир.

2 - т е о р е м а . (1) система чизиқли эркли бўлиб, у  (2) 
система орқали чизикли ифодаланса, (1) нинг векторлари 
сони (2) нинг векторлари сонидан катта бўлмайди, яъни 
r < s  тенгсизлик бажарилади.

Исботи.  г >  s деб фараз [қилайлик. Теорема шартига 
кўра

S

'ai =  1*«Й +  Ий ̂  +  • • • +  и ,А =  2  и ; А  (̂6)

Координаталари pt I, ц,-2, . . . , сонлардан иборат бўл- 
ган г та s ўлчовли қуйидаги векторларни оламиз:

с/в 0*Л. '̂2.........hs) (г =ГГ7)Г



г >  s бўлгани сабабли Rs фазода бу Еекторлар чизиқли боғ-  
ланган. Демак, камида биттаси нолдан фарқли klt k2, . . ., ks

Г Г

сонлар мавжуд бўлиб, улар учун 2  M i =  2
i=i 1=1

Г

• • • • * His) — 2 ( * ?ili ii> ki Hi2 ...............ki ^ 1S) =  0 тенглик ба-
i=i _

жарилади. Бунда векторларнинг йиғиндиси 0 вектор ва бу
векторлар чизикли боғланмаган бўлгани учун

2  k&i\ =  °* 2  =  0.......... 2  kP b  =  О,
/= 1 {=*\ 1 = 1 

Г
2  к№ц =  0 (/ =  iT"s) (7)
(=1

бўлади.
(6) ва (7) ларга асосан, қуйидагига эга бўламиз:

г  т f s  S Г S

2  îai~  2  ( 2  и*/ j = 2 (  2 * /  ^i/) ^ ~  2  (О'бу)= о. 
<=1 1=1 /=1 /'= 1 1=1 /=1

Бу тенглик эса (1) системанинг чизиқли эрклилигига зид 
келади. Шу сабабли г <  s тенгсизлик бажарилади.

1-натижа. Иккита эквивалент (1) ва (2) векторлар сис
темасининг ҳар бири чизиқли эркли система бўлса, уларнинр 
векторлари сони тенг, яъни г =  s бўлади.

Исботи.  1-теоремага асосан, бир томондан г <  э ва 
иккинчи томондан s <  г бўлади. Бундан г =  s келиб чиқади.

2- нат и ж а. ах, а2, . . .  , ат системанинг максимал г 
ва s та векторларидан тузилган иккита чизиқли борланма- 
ган қисм системасини олсак, г =  s бўлади.

И сботи .  Берилган
oi, о2, . . . , ~ат (8)

системанинг максимал г та векторидан тузилган битта чи- 
зицли эркли қисм системасини

aJt а2...........аг (г <  т) (9)
дейлик.

(8) системанинг ҳар бир вектори (9) орқали чизиқли ифо
даланади. Аксинча, (9) система (8) нинг чизиқли комбина-



циясвдан иборат, чунки (9) нинг ҳар бир ac(i =  1, г) вектори 
(8) орқали қуйидагича чизиқли ифодаланади:

a .=  0-flj +  0-at +  . . . +  -f- 1 • a,-f-

+ 0*a(+1+  • • • +  0-am.
Шундай қилиб, (8) ва (9) системалар эквивалент система- 
лардир.

(8) нинг максимал s та векторидан тузилган иккинчи чи- 
эиқли эркли қисм системасини

an, a i2, . . . , a i s (s^ m )  (10)
орқали белгиласак, юқоридаги муҳокамага асосан, (8) ва(10) 
системалар, у ҳолда (9) ва (10) системалар эквивалент сис
темалар бўлиб, 1- натижага мувофиқ, r =  s бўлади. Демак, 
r =  m шартда s — m бўлиб, (9) ва (10) лар битта система- 
ни билдиради.

3-натижа.  Эквивалент бўлган

6i, a% ............as, (11)
bx, b3 , • • • , bt (12)

векторлар системаларининг ранглари тенг.
Исботи. (11) ва (12) ларнинг к ва I рангларини аниқ- 

ловчи чизиқли боғланмаган қисм системалари
av  аг , . . , ak (k <  s), (13)

bv  Ьг , , b ,  (I ^  0 (14)
бўлсин. (11) ва (12) системалар — эквивалент.

2 -теоремага кўра, (11) система (13) орқали чизиқли ифо
даланади, (13) нинг ҳар бир at- вектори эса (11) орқали 
а. =  0-ах +  . . . + 1  • а ■ +  • • . +  0- as кўринишда ифодалана
ди. Худди шунга ўхшаш (12) ва (14) системаларнинг экви- 
валентлиги кўрсатилади. Эквивалентлик муносабати транзи
тив бўлгани сабабли, (13) ва (14) системалар эквивалентдир. 
У ҳолда 1- натижага асосан k =  I эканлиги келиб чиқади.

4 3 -  §. И З О М О Р Ф  Ч И З И Қ Л И  Ф А З О Л А Р

Айтайлик, майдон устидаги чекли ўлчовли иккита V 
ва V' чизиқли фазолар берилган бўлеин.

Таъриф. Агар V ва V' чизиқли фазолар орасида шун-



дай <р акслантириш мавжуд бўлиб, у V нинг ҳар бир к 
векторини V' нинг битта х' векторига (шу билан бирга V 
нинг ҳамма векторларини V' нинг ҳамма векторларига) ўз- 
аро бир қийматли акслантирса ва қуйидаги шартлар бажа
рилса, V ва V' фазолар ўзаро изоморф чизщли фазолар де- 
нилади:

Ф _  __Ф _  _  _  Ф _  _

1_) х~^ х ва у ~ ^ у '  бўлса,_х -f  y j ' ^ j c ' у' бўлади. Бун
да x +  y £ V , х' +  ў '£  V \V x , у£ V, х', у' £ VJ,

_  ф _  _  ф _
2 х~>~х’ бажарилганда ах~>~<хх' бажарилади. Бунда

а~x£V, a ? £ V '  ( У « € ^ ,  x£V , х7 £V').
V ва V' чизиқли фазоларнинг изоморфлиги =  орқали 

белгиланади.
Т еорем а . 0  майдон устидаги п ўлчовли исталган ик

кита V ва V' чизиқли фазолар изоморфдир.
Исботи.  V ва V' ларнинг базисларини мос равишда

е2, • • • » &nt (1)

е\, е2, . . .  , [eh (2)
орқали белгилайлик ва V нинг ҳар бир х— а хех +  а 2е2 -Ь 
- + - . . . +  апеп векторига V' нинг _мос координаталари тенг 
бўлган х' =  ахе[ -f  aae' +  . . . + a n ёп векторини мос қўямиз!

х =  а х ех +  ctjej, +  . . . +  ап еп̂ *~ х' =  ах <?i+aa е2 +  . . . 4-

+  %  С  (3)
бунда а{- £ 0 .  Бу акслантириш ўзаро бир [қийматлидир, чун
ки яна

У —P iei +  Раеа +  • • • + ^ п еп ~ ^ у  =

— Рх̂ х +  Ра е* +  $пе'п (4)

акслантиришни олиб, х =  у  десак, а,- =  Pt(t =  1, п) келиб чи.
қади. У ҳолда х' =  у ' бўлади.

(3) акслантириш изоморфизм таърифининг иккала шарти- 
ни қаноатлантиради. Ҳақиқатан.

х  +  ў =  ( а ^ х +  а 2ё2 +  . . . + а п еп) +

+®i~ex +  f a t +  . . .  + Р Я )  =



— (®1 +  PiK +  (а2 +  Рг) ̂ 2 +  • •■+(<*„ +  P'l) еп -*>- 

(«1 +  Pi)е\ +  (об2 +  Р2) е2 +  . . . +  (ап +  P Jе ’п —

=  (ссх (?|+а2е2 +  • . • +  а л &i) +  (Pi С| +  Р2 ̂ 2 +  • • • +  Ра е>»)=
=  ? + ? .

Х +  у  ~ у х ' +  Ў', х + у  =  х' +  у ’. 

у_а б 0  учун а х =  аахех +  аа2 е2 +  • • • +  &ап еп ->■ 

аах е\ +  аа2 е2 +  . . . +  аап еп =  ах', ах =  ах'.

Шундай қилиб, Vns* V'n бўлади. (3) акслантиришдан қу- 
йидагилар ҳосил бўлади:

0 =  0 • 0 • e2 -t~. . . ~Ь 0 • с п — >■

->■ 0- е 1 +  0• е2 +  . . . +  0 -7'п =  0',
— m — '
о-*- о .

«1 =  а2 =  . . . =  а ,_ , =  a (-+1 =  . . . =  ап =  0, a f =  1

— — ф —, — < қииматларда: х =  е- х =  е i.
Демак, (1) базис векторлари мос равишда (2) базис век- 

торларига аксланади.
Мисол. Ҳақиқий сонлар майдони устидаги векторлар

нинг уч ўлчовли R3 фазоси ва даражалари 2 дан юқори 
бўлмаган f(x) =  a0 -f a tx +  a2x2 кўпҳадларнинг уч ўлчовли 
R'3 фазолари изоморфдир.

—  ф —  /_j
Буни исботлаш учун е(- — >- х (i =  1, 2,3) акслантириш

ни ўрнатиш кифоя.

а =  (а0, а 2) -► f(x), 

Ь=(Р01 Pi, Р2) 4 - g(x) =  Ро +  Рхх +  Р2х2.
У холда

а +  b — (айву +  а хег 4- а 2е3) +  ф0еу +  Рхе2 +  Р2<?3) =

=  (а0 +  Ро) ел +  (а, ’-f Р1У2 +  (<*2 +  Рг)ез (а0 +  Р0) +



+  («1  +  P i ) *  +  («2 +  P a )  * j  =  ( a 0  +  x  - f  a2x J )  +

+  ( P o  +  P i *  +  P a * 4 )  =  / ( * )  +  g ( * ) .

Ъ + ~ Ь -у f(x) +  g(x)
ва

a a =  aa0 eL +  aax e2+  aa2 e3 -£■ a a0 +  aaxx +  aa2x2 =  a /L(*)>

a a —>~ a f(x)
бўлади. Бунда a0, а1э a2, a лаР ҳақиқий сонлар.

4 4 - § В Е К Т О Р Л А Р  С И С Т Е М А С И Н И Н Г  Ч И З И Қ Л И  Қ О Б И Ғ И

Биз қисм фазолар темасида Vn чизиқли фазонинг чекли
п

сондаги қисм фазолари кесишмаси L =  f]^Li яна V нинг
қисм фазоси бўлишини айтиб ўтган эдик, L қисм фазо бўл- 
гани учун у

alt а2, . . . , ап (!)
векторлар системаси билан биргаликда уларнинг

1̂ Qj +  к2аг "Ь • • • Ч~ (V (2)
кўринишдаги барча чизиқли комбинацияларини ҳам ўзида 
сақлайди. (2) кўринишдаги ифодани f  майдон устидаги V 
чизиқли фазонинг чизщли қобиғи дейилади.

Биз бундан кейин бу чизиқли қобиқни L (alt а2, . . .  ,a j  
орқали белгилаймиз ва унинг баъзи бир хоссал ар и  билан 
қуйида танишиб ўтамиз.

1- теорема. Агар

ьи ь2, . . .  , Ът (3)
системанинг ҳар бир вектори (1) система орқали чизщли 
ифодаланса, у  ҳолда

L&i, , b j< =  Ualt a2, (4)
бўлади.

Исботи.  Фараз цилайлик,

~bk = aMat +  ак2аг +  . . . +  akn an (k =̂ T7m) (5)



бўлсин. Бундай ҳолда L(blt b............bm) нинг ихтиёрий x
вектори

* =  PA 4- P2&2 +  • • • +  Pm bm =  Pi(aua1 4- 
+  a12a2 +  . . . +  ainan) +  (32(a21â  +

+  a22a2 +  • • • +  «2 na„) 4- . . .  4- Pm(amiai +

+  a m , f l 2 +  • • • +  «„)€Ца1( a2.......... an)

бўлади. Бу эса L(bv  b2, . . .  , bm) ^ L  (alf a2, . . .  an) эка
нини билдиради.

Бўш тўпламнинг чизиқли қобиғи {0} тўпламдан иборат 
деб олинади.

2- теорема. Агар (1) системанинг ранги г га тенг 
бўлса, L(au а2, . . . , ап) чизиқли цобиқ г ўлчовли бўлади

Исботи. (1)системанинг рангини аншуювчи қисм систе
мами

aL, аг, . . .  , аг (5)

орқали белгилаймиз. Унда базиснинг таърифига асосан (1) 
системанинг исталган вектори (5) орқали чизиқли ифодала
нади. У ҳолда 1-теоремага асосан, L(alt а2...........аГ, . . . ,ап) -
— L (av  а2, . . .  , ar) бўлади ҳамда L(alt a2, . . . , an ar+l,
. . . , an) да исталган r+ k (k =  1, n —г) та вектор чизиқли 
боғланган бўлгани туфайли L(alt а2 , . . . , ап) ҳам r ўлчов- 
ли қисм фазодир.

Мисоллар.  1. О* сонлар майдони устида аниқланган, 
даражалари п дан катта бўлмаган f{(x) (i =  1, 2, 3, . . )  кўп- 
ҳадларнинг ■'«♦I фазосвдан M =  (1, х, х%, . . .  , xm}(l
<  п) системани оламиз. Бу системадан тузилган L(M) чи- 
зиқли қобиқ элементлари f(x) =  а0 4- atx +  а2х2 4 - . . .  4-
4- атхт{ak££P, k =  \, п) кўрннишдаги кўпҳадлардан тузил
ган қисм фазони ифодалайди. Агар m <n бўлса, L(M)czVnJr 
ва т — п бўлганда эса L(M) - V i  бўлади, чунки иккин
чи ҳолда М система Vn+l фазонинг базисини ташкил этади.

2. а, b ва с векторлар _(бу ерда а Ф 0) битта тўғри 
чизиқда ётса Ца, Ь, с) =  L(a) бўлади.



3. а, b ва с векторлар компланар бўлмаган векторлар 
бўлиб, с —~~а + Ь  бўлса, L (a , Ь, с ) =  L(a, Ь) бўлади (ис
ботланг).

Машқлар
1. Агар av  ~а2, . ,а т, Ь система чизиқли боғланган 

бўлса, у ҳолда av  a2, . . .± am система чизщли эркли бўл- 
ганда ва фақат шундагина b £ L (аи а2, . . . ,  ат) эканлигини 
исботланг.

2. Агар aJt a2, . . . .  ak£L (b ly b2, . . . , bm) ва k >  m 
бўлса, у ҳолда av аг, , ak системанинг чизиқли боғлиқ 
эканлигини кўрсатинг.

4 5 -  § , Қ И С М  Ф А З О Л А Р Н И Н Г  [Й И Ғ И Н Д И С И  В А  Т Ў Ғ Р И  Й И Ғ И Н Д И С И

Айтайлик, А чизиқли фазо ва Аи А2, . . . , Ап лар унинг
П

қисм фазолари бўлсин. Маълумки, f| А; =  В  ҳам А чизиқ-
/=1

ли фазонинг қисм фазоси бўлади. Қисм фазолар кесишмаси 
тушунчаси орқали уларнинг йиғиндиси ва тўғри йиғиндиси 
тушунчалари мавжуд. _

1* т а ъриф. £ А1( хг £ А г, . . .  ,х п £А п бўлганда

*i +  хг +  . . . +  хп (1)
кўринишдаги барча йиғиндилар тўпламига Alt Л2, . . . ,  Ап 
қисм фазолар йиғиндиси дейилади ва у

А1 +  Аг +  . . . + А п (2)
орқали белгиланади.

Мисол. А чизиқли фазо сифатида R 3 (уч ўлчовли вектор 
фазо) даги барча чизиқли эркли векторлар тўпламини оламиз. 
Аг сифатида хОу текисликка параллел бўлган барча чизиқли 
эркли векторлар фазосини, А2 сифатида хОг текисликка парал
лел бўлган барча чизикли эркли векторлар фазосини оламиз. 
Бу ҳолда /4х ва А2 ларнинг йиғиндиси А фазони беради. 
А\ П А2 эса Ох ўққа параллел бўлган чизикли эркли вектор
лар тўпламидан иборатдир.

Ҳақиқатан, i, j, k лар мос рзвишда Ох, Оу, Ог ўқлар- 
га параллел бўлган базис векторлар бўлса, A 4л?онинг их-



тиёрий х вектори x j= a i +  b j +  dk кўринишда бўлиб, бу ер
да a i  + b j£ A v  с (+  d k £ A 2 бўлади.

2- таъриф. Агар (2) қисм фазонинг ҳар бир вектори 
ягона усулда (1) кўринишда ифодаланса, (2) йиғиндига 
At (i =  1, п) қисм фазоларнинг тўғри йиғиндиси дейилади 
ва у /41@Л2'сР) . . . орқали белгиланади.

1- т ео р ем а . A((i =  1, п) қисм фазоларнинг ҳар бири 
қолган қисм фазолар йиғиндиси Ау 4- А2 -f  . . . +  Л,-_, +  
+  Л,-+ 1 +  • • • +  An билан ягона ноль умумий элементга 
эга бС/лса ва фақат шундагина (2) йиғинди А1(1=\,п)қисм  
фазоларнинг тўғри йиғиндиси бўлади.

Исботи. Зарурлиги.  х =  xt +  х2+  . . . +  xrt € Л( +  
+  А2 +  . . . +  Ап бўлиб, х вектор yL £ Л£- (i =  1, п) бўлган- 
да х =  i/j +  +  • . . -\-уп кўринишга эга бўлиб, Ф 
бўлсин. Бундай ҳолда х, +  х2 +  . . ■ +  хп =  y t +  у2 +  
+  ■ • ■ +  Уп теигликдан х, — у , =  (у2 — х2) +  ( у й — х3) +  
+  • • • +(У п —J n) € А, П (Л2 +  А3 +  . . . +  Ап) ни ҳосил 
қиламиз. х, ф  у { бўлса, Л( f| (Л2 +  +  • • • “1“ '"U ^  W  
бўлади. Худди шу усулда xt — y t =  (у{ — *,) +  . . . +

+  ( ^ _ i  +  \ _ i )  +  ( ^ + i  — ^ + i )  +  • • • +  &  — )  S  A i n
П (Л, +  A2 +  . . . +  A;_, +  Ai+t +  . . .  +  An) муносабатга
биноан, x c Ф  y t бўлса, А{ П (Ау +  А2 +  . . . +  /4^ + Л ,-+1+  
+  . . .+Лл) Ф  {0} деган хулосага келамиз. Демак, (2) тўғри 
йиғинди бўлмаса, At f| (At +  A2 . .  ■ +  At_ x ■+• Л,-+1 +  . . . +  
-f Лл) =  {0} шартлар бир вақтда бажарилмас экан.

Етарли лиг и. Тескарисини фараз қилайлик, яъни Л,- П 
Л (Л, +  Л2 +  . . . + A l_ l + A i+l +  . . .  +  Л„) *  {0} бўл- 

син. Бундай ҳолда х £ Л, +  Л2 +  . . . +  Ап нинг (I) кўри- 
нищда ягона усулда тасвирланмаслигини_кўрсатамиз. _

Ҳақиқатан, бир томондан х —х{ + х 2 ■+■ • • . +  бў- 
либ, яъни (1) ўринли бўлгани ҳолда, иккинчи томондан нол- 
дан фарқли at £ Al П (Л, +  Л2 +  • • • +Л1-_1 +Л/+, +  . . . +
+  Л„) вектор учун шундай а х £ Лр а2 £ Л2.......... а,._, £ Л,_,,
cf+1 £ Л{-+1, . . . , ап £ Ап векторларни топиш мумкинки, на-



тижада х{ +  х2 +  . . . + * , - +  . • . +  хп =  (л:, +  а,) +  (х2 +  
+  а2) +  . . . +  +  й,-_|) +  Ц- — aj) +  1 . . +  (хп +  ап) 
тенглик бажарилади. Бунинг учун а{ =  ах +  а.2 +  . . . +  
+  a,_i +  а[+1 +  . . .  +  ап деб олиш кифоя. Демак, (2) 
йиғинди тўғри йиғинди бўлмайди. Теорема тўла исбот бўл- 
ди. Д ф / 4 2® • • • ® An =  Vn бўлган ҳол муҳим аҳамиятга 
эга. Бундай ҳолда Vn фазо At қисм фазоларнинг тўғри

П
йиғиндисига ёйилган деб юритилади хамда dim Vn = ^ d im

1=1
тенглик бажарилади.

Ма шқ л а р
1. Исталган R3 фазо бир ўлчовли учта ўзаро перпенди

куляр бўлган фазоларнинг тўғри йигиндисидан иборатдир. 
Фазодаги ихтиёрий нуқта координаталари Ох, Оу ва Oz 
ўқлардаги нуқталар координаталари оркали бир қийматли 
усулда аниқланишини кўрсатинг.

2. R3 да берилган учта қисм фазодан ихтиёрий иккита- 
сининг тўғри йиғиндиси бўлган қисм фазога мисол келти
ринг. _  _

3. а, р, . . . , р £ R  ва е{, е2, . . . , еп орт векторлар 
бўлганда (а е, +  р е2 +  . . . +  р еп} =  Vn тенглик ўринли 
бўладими?

4. Агар А чизиқли фазо Av  Аг қисм фазоларнинг тўғри 
йиғиндисидан иборат бўлса, у ҳолда: а) Л1 ПЛ2 =  {0};
б) dim А =  dim Аг +  dim Аъ эканлигини исботланг.

4 6 -.§ . Ч И З И Қ Л И  К Ў П Х И Л Л И Қ Л А Р

£Р майдон устидаги п ўлчовли V фазонинг W қисм фазо- 
си ва V фазога тегишли ха вектор берилган бўлсин. W нинг 
исталган у  вектори учун z — х0 +  у кўрннишдаги вектор
лар тўпламини И билан белгилаймиз.

1-таъриф. х0 +  W — {хй +  у I х0 £ V} тўпламга W қисм 
фазонинг х0 векторга силжишидан ҳосил бўлган чизиқли 
кўпхиллик дейилади ва у Н —x0 +  W орқали белгиланади.

Бу тенглик шуни кўрсатадики, W нинг ҳамма векгорла- 
рига х0 векторни қўшсак, Н нинг ҳамма г вгкгорлзри ҳо- 
сил бўлади.



1- теорема. Я кўпхиллик V нинг қисм фазосини mac- 
еирлаши учун хй £ W, яъни Я =  W шарт бажарилиши 
зарур ва етарли.

Исботи.  Зарурлигй .  Я кўпхиллик кием фазони 
тасвирласа, Я да 0 ноль вектор_мавжуд бўлиб, демак, қан- 
дайдир г вектор учун г =  х0 -f у =  0 бажарилади, бундан 
х0 =  — у £ W келиб чиқади. У ҳолда W қисм фазо қўшиш 
амалига нисбатан группа эканини назарда тутиб, группанинг 
таърифига кўра H =  x0 +  W =  W, H =  W ни ҳосил қила- 
миз. _

Етарли лиг и. х0 £ W бажарилса, Я қисм фазо экани 
равшан, чунки группанинг хоссасига асосан Я =  x0+ W = W ,  
Я =  W бўлади.

Натижа.  Я кўпхиллик V нинг қисм фазоси бўлмасли- 
ги учун х0 i  W шарт бажарилиши зарур на етарли.

Умуман, V нинг битта қисм фазосини турли х0, х'0, х’0,
. . . £ V векторлар бўйлаб силжитишда турли Я, Я', Я” , . . . 
кўпхилликлар ҳосил бўлади. ,r0 +  W кўпхилликка тегишли 
ихтиёрий х ва у  векторларнинг айирмаси_ W_ қисм фазога 
тегишли бўлади. Ҳақиқатан, х —х0+  г ,_ у  —£ 0 +  zi> бунда 
z, Zy £ W эканлигидан х — у =  {х0 -\- г) — (х0 +  г±) =  г —
— г0 £ W бўлади. _  _

2- теорема. Ихтиёрий иккита xa +  W ва y0+ W  
кўпхиллик умумий элементга эга булмайди ёки улар уст- 
ма- уст тушади.

Исботи.  Айтайлик, x0+ W  ва у0 +  W _кўпхилликлар 
умумий л: элементга эга бўлсин. У ҳолда х0 — х £ й?ва 
у 0 — x £ W  бўлади. Қуйидаги тенгликларни ёзамиз: х0+  
+  W — х +  ((Xq — х) +  №),_ у о +  W =  х +  ((у0 — х) +  W ). 
Бундаги (х0 — х) +  W ва (у0 — х) +  W цўшилувчилар W би
лан устма- уст тушади.

Демак, юқоридаги иккита кўпхиллик x + W  кўпхиллик- 
ка тенг бўлади, яъни берилган кўпхилликлар устма-уст ту
шади.

3- теорема. V вектор фазонинг W ва W' қисм фазо
лари берилган бўлсин. У ҳолда

H ^ b  +  W, Я2 =  х2 +  W' (I)
кўпхилликлар устма-уст тушиши учун W ва W' лар



устма-уст тушиши еа х1— x2 £ W  бўлиши зарур ва етар
ли.

Исботи.  Зарурлиги.  Н1 — Н2 — Н бўлсин  ̂ V xj- Н 
векторни _қуйидаги _кўринишларда ёзамиз: _х =  xt +_у ва
x =  х2 +  у'. Бунда у  £W , у £W ' бўлиб, хх +  у  =  х2+ у '  
тенгликдан

? - ( * i  — *2) + Ў  (2) 
тенглик келиб чиқади. Агар х вектор Н да ўзгарса, у ҳол- 
да у' вектор W' қисм фазода ўзгаради.

Демак, хар бир у' £ W’ га у £ W топилиб, натижада (2) 
ўринли бўлади. _  _  _

Хусусий холда, у' =  0 бўлса, у ҳолда у  =  — (х1 — х2) 
бўлади. Бундан кўринадики, ху — x2 £ W  экан.

Лекин (2) дан W'5=lW муносабат бажарилади. Шунга 
ўхшаш мулоҳаза W Е W' муносабатга олиб келади

Шундай қилиб, W =  W' ва Xj —х2 £ W.
_Етарлилиги. W =  W' ва хх — х2 £ W, яъни Нх =  

=  хх -Ь W, Н2 =  х2 +  W',_x1 — х2 бўлсин. Ихтиёрий
x £ H t векторни х =  хг+  у  (бунда у  £ W) кўринишда ёза
миз. Бундан х j  (хх —х2) +  (xj +  у) =  х2 +  [(xt — х2) +  у\,
xi — x2 £ W  ва у £W_ бўлгани учун ва W нинг қисм фазо- 
лигидан (Xj — х2) +  у  £ W бўлади.

Демак, х £ Н2, яъни Е Н2 муносабат ўринли. Шунга 
ўхшаш Н2'~Н1 ни исбот қиламиз.

Бу муносабатлардан Нх — Н2 тенгликка эга бўламиз.
Натижа.  Н =  x0 +  W чизиқли кўпхиллик ўлчови W 

қисм фазо ўлчови билан устма- уст тушади, яъни dim Н =  
=dim W. R3 фазода тўғри чизиқлар бир ўлчовли, текислик- 
лар эса икки ўлчовли чизиқли кўпхилликлардир.

4 7 - § .  С К А Л Я Р  К У П А Й Т М А Г А  Э Г А  Б У Л Г А Н  Ф А З О Л А Р

Вектор фазога таъриф берганимизда биз фақатги- 
на 8* майдон, векторлар тўплами ва аксиомалардан 
фойдаланган эдик. Агар вектор фазо элементлари учун 
уларнинг скаляр кўпайтмаси тушунчасини киритсак, 
ҳар хил табиатли вектор фазо ҳосил бўлади. Ҳозир 
шундай фазоларнинг биттаси билан танишиб ўтамиз.



Комплекс сонлар майдони устида аниқланган V 
векторлар фазоси берилган бўлсин.

1-та ъриф. Агар V фазонинг ҳар бир жуфт х ва у  эле
ментларига уларнинг скаляр купайтмаси деб аталувчи ягона 
( х, у) ҳақиқий сон мос қўйилган бўлиб, бу мослик учун:

1) (£. У ) = § ,  *)'•___
2) {х_+_у, z) =_{Xj_ г) +  (у , г);
3) {Хх,_у) =  X (_х, у) (бу ерда_Х_—-ихтиёрий ҳақиқий сон);
4) (х, х) >  0 (х =  О бўлса, (х, х) = 0  бўлади) аксиомалар

бажарилса, у ҳолда V фазо скаляр кўпайтмага эга бўл- 
ган фазо дейилади.

Юқоридаги аксиомалардан скаляр кўпайтманинг қу- 
йидаги хоссалари келиб чиқади:_ _  _  _  _  _

а) (х, у  +  г) =  (у +  г, х) =  (у, х) +  (г, х) =  (х, у) +
+  ( * . £ ) ; _  _  _  _  _  _  _

б) (х, Ху) — (Яг/, х) =  Х (у, х) — X (х, у). _
2- т а ъ р и ф. Агар V фазонинг исталган х Ф  О элементи 

учун (х, х) Ф  0 бўлса, V фазода аникланган скаляр кў- 
пайтма хосмас скаляр кўпайтма дейилади. _

3-таъриф. Агар V фазонинг исталган х ва у  элемент
лари учун (х, у) =  0 бўлса, (х, у) га V да ноль скаляр 
кўпайтма дейилади.

Биз бундан сўнг фақатгина хосмас скаляр кўпайтма- 
га эга бўлган фазолар билангина шуғулланамиз.

4-т а ъриф. Агар V фазонинг исталган х Ф 0 вектори 
учун (х, х) >  0 бўлса, бундай фазога унитар фазо дейи
лади.

Мисоллар.  1. Компонентлари ҳақиқий сонлардан ибо
рат бўлган ва узунлиги п га тенг бўлган кортежлар тўпла- 
мини Rn орқали белгилаймиз. Бу тўпламнинг ихтиёрий х =  
=  (alt а я„ , ап) ва ў  =  р2, . . . , Р„) элементлари 
учун қўшиш ва X £ R сонга кўпайтиришни мос равишда х +  
+  ~У =  («| +  Р|. а2 +  р2, . . . , an +  рл), Xх =  (Xа,, Ха2,
. . . , А.ап) орқали кнритсак, R" чизикли фазо бўлади.

Энди Rn да скаляр кўпайтмани (х, у) =  c^-Pi +  ос2-Р2 -f  
+  . . . +  ап ■ pfl орқали киритсак, бу скаляр кўпайтма уни
тар фазонинг барча аксиомаларини қаноатлантиради (текши- 
риб кўринг).



2. [a; b] кесмада узлуксиз бўлган барча ҳақиқий функ
циялар тўпламини С [с; b] орқали белгилаймиз. Бу тўплам- 
да х ва у  векторлар учун қўшиш ва кўпайтиришни қуйи- 
дагича киритамиз: х =  /(/), у  =  <р(/) бўлганда х +  ў  =  
—,/(0 +  Ф(0> Xx =  Xf(t) бўлсин.

Агар С [а; Ь] тўпламда (х, у) скаляр кўпайтмани (х, у) =  
ь

=  j  /  (О Ф (0 dt кўрннишда киритсак, С [а; Ь] ҳам унитар фа-
а

зо бўлади.
Битта фазонинг ўзида скаляр кўпайтмани ҳар хил усул

да киритиш мумкин. Масалан, С [а; Ь\ фазода скаляр кў- 
ь

пайтмани {х, у) =  i / (О ф(О Ф2(Оdt орқали кирнта оламиз.
а

Бу ерда \|з2(/) [а; Ь\ кесмада нолдан фарқли ихтиёрий узлук
сиз функция.

4 8 - § .  О Р Т О Г О Н А Л  В Е К Т О Р Л А Р  С И С Т Е М А С И

1-та ъриф. Агар унитар фазонинг иккита х ва у век
тори учун (х, у) =  0 бўлса, у ҳолда х ва у векторлар орто- 
гонал векторлар дейилади. _

Бу таърифдан, хусусий ҳолда, х =  О векторнинг истал
ган векторга ортогоналлиги улардан камида биттаси нолга
тенглиги ёки улар орасидаги бурчак — дан иборатлигини

билдиради, чунки бу фазода (лс, у) =  1 х | • | у | cos {х, у). 
Rnm C  [а; Ь] фазоларда иккита векторнинг ортогоналлик шарт- 
лари мос равишда а, • р, +  а2 • Р2 +  . . . + « „ • ? „  =  О, 
ь
J  /  (О ф (0 dt =  О тенгликлар ёрдамида аниқланади.
а

2-та ъриф.  Агар V вектор фазэнинг бирэр

а{, а2, . . . , ап ( 1)

векторлари системасининг исталган икки элементи ўзаро 
ортогонал бўлса, у ҳолда (1) система ортогонал векторлар 
системаси дейилади. _

Масалан, п ўлчовли R фазода е\, ev  . . . , еп система 
ортогонал системадир (e- ( i  =  1,п) — орг векторлар).



3-т а ъриф. Агар ортогонал система қаралаётган фазо
нинг базиси бўлса, бундай системага ортогонал базис дейи
лади.

Масалан, ev  . . . , еп система Ft фазонинг ортого
нал базисидир.

4 9 -  § . О Р Т О Г О Н А Л Л А Ш  Ж А Р А Ё Н И

Ҳақиқий сонлар майдони устида аниқланган п ўлчовли
V фазо нинг ихтиёрий

ii- i 2> - • . ёп (О
базисига асосланиб,

е2, • • • , еп (2)
ортогонал базисни тузиш жараёни билан танишамиз. Бу ерда
(1) дан (2) ни ҳосил қилиш ортогоналлаш жараёни дейила
ди. У қуйидагидан иборат; тузиладиган (2) ортогонал базис- 
нинг биринчи ег векторини ех =  деб оламиз; ф  0 бўл- 
ганидан е^Ф 0 бўлади. Энди, иккинчи е% векторни е2=  g2-j-
~ha gi =  Яг +  а  ei шаклда олиб, а  сонни шундай аниқлай- 
ликки, натижада

(еъ ег) +  (ei. ёз +  ® ei) =  0 (3)
бўлсин, яъни е1 ва е2 векторлар ортогонал бўлсин. Аввало 
е2Ф 0  эканлигини кўрсатамиз.

Ҳақиқатан, (1) базис системани ташкил этганидан унинг 
{g 1, g2} қисм системаси ҳам чизиқли боғланмаган бўлади. 
Шунинг учун е2 Ф 0.

(3) тенгликдан (elt е^ =  0 бўлгани учун (elt g2) +  
-f  a (е1У ej) =  0 бўлади. Охирги тенгликдан эса

(4)
(«1. «i)

топилади.
Энди (2) системанинг е3 векторини, f}x ва р2 ларни но- 

маълум сон сифатида қараб, е3 =  g3 +  fi3e2 +  кўриниш- 
да излаймиз.

Pj ва р2 ларни шундай танлаш лозимки, натижада 
(«!, е3) =  0 ва (е2, е3) =  0 бўлсин, яъни



( * i .  &  +  P A + P J i )  =  0 ,  ( 5 )

(б2> ёз +  Ра е2 +  Piei) — 0 (6)
тенгликлар бажарилсин. Охирги иккита тенгликдан эса

(«1. is) +  Ра (вх, ё й +  Pi (ё[, ё[) =  О,
(«а. is )  +  Ра (в*. ёа) +  Pi (ё2, =  О

ва (ev  ег) — (е2, et) = 0  бўлганидан рх ------- -1’ - ** ва Ра =
_ _ (elt еО

=  — ^г2, ---  лар келиб чиқади. Мана шу жараённи охиригача
(̂ 2’ 2̂)

давом эттириб, (2) ортогонал базисга келамиз. Бу базис 
цуйидаги векторлардан тузилган бўлади:

е1 =  ё\у е2 ~

(&2f 2̂)

е. =

5 0 - §. Қ И С М  Ф А З О Н И Н Г  О Р Т О Г О Н А Л  Т Ў Л Д И Р У В Ч И С И

1- теорема. Vn вектор фазонинг ихтиёрий х векто
ри шу фазонинг

Уа> • • • I Ут ( 0

векторларига ортогонал бўлса, у ҳолда бундай х вектор
(I) векторлар системасининг исталган чизщли комбина
циям  а1У1 +  ааУа+ • • • +  а т Ут га %ам ортогонал бў- 
лади.

Исботи.  Ҳақиқатан,
(х, а~ух +  а2ў 2 +  . . . +  ату т) =  аг(х, у у) +  а 2(х, у 2) +  

+  . . . + а т(х, ут) =  а 1-0 +  а2 0 . . . +  а т -0 =  0.
П

Маълумки, ҳамма чизиқли "У а ; f/t- комбннацияларнинг Н7 
_  _  /=1 _ _  _  

тўпламн у ъ yt , . . . , ут системанинг L {уи у.г, . . . , у т)

ГГ («г. gz)
52

(ev 1̂)

(*1. is)
2̂

(«1. ei)
л—1

• S -1=1

(«t • 8n )
•ё;.



чизиқли қобиғидан иборат бўлиб, у V фазонинг қисм фазо
сини ташкил этади. Шундай қилиб, х вектор W қисм фазо-

т

нинг ҳар бир у =  2  Ci yi векторига ортогоналдир. Бундай 
_  <=| 

ҳолда х вектор W қием фазога ортогонал вектор дейилади.
Мисол. Геометрик векторларнинг R3 фазосини олсак, 

Ох ўқда ётувчи исталган х вектор уОг текисликдан иборат 
бўлган W қисм фазога ортогоналдир.

Айтайлик, W тўплам V вектор фазонинг бирор қисм фа- 
зоси бўлсин. W қисм фазога ортогонал ҳамма х векторлар 
тўпламини L орқали белгилайлик.

2- т ео р ем а . L тўплам V фазонинг қисм фазосидир. 
L тўплам учун қисм фазо бўлишлик шартларини текши- 

рамиз. Ҳақиқатан, V х1л х2 £ L, V у  € W учун (хх — х2,у)  =  
=  (xi> У) — (х2> У )~0 —0 = 0  бўлади.Шу сабабли хх — x2£L.
(ах, у) = а (х, у) =  а -0 =  0 (V а  £ R, V х £ L, Y  у  € W).

Демак, а х £ L.
L қисм фазо W қисм фазосининг ортогонал тўлдирувчи- 

си дейилади ва у W x орқали белгиланади.
Юқоридаги мисолда W кием фазога ортогонал ҳамма 

векторлар Ох ўқда ётади ва улар W1 қисм фазосини таш
кил этади.

х вектор V нинг кием фазосини ташкил этмайдиган бирор 
Г тўпламига (V нинг қисм тўпламига) ҳам ортогонал бўлиши 
мумкин. У ҳолда х вектор W =  lin (Ғ) кием фазога ҳам 
ортогонал бўлади.



IV БОБ. ЧИЗИҚЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАЛАРИ ВА МАТРИЦАЛАР

5 1 - § . Ч И З И Қ Л И  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  С И С Т Е М А Л А Р И

Геометрия курсидан маълумки, берилган тўғри чизиқ R 1, 
R2 ёки R3 фазоларга тегишли бўлишидан қатъи назар 
унинг тенгламасида қатнашадиган номаълумлар доимо бирин- 
чи даражада бўлади. Rn фазода берилган чизиқли тенглама
нинг умумий кўриниши

а,х, +  а2х2 +  . . . +  апхп =  Ъ (I)

кўринишда бўлиб, бунда ait b££P [S' сонлар майдони) бў- 
либ, xt (i =  1 ,n) номаълумлар дейилади.

1-таъриф. (1) тенгламани тўғри сонли тенглик ка айлан- 
тирувчи (а,, а2, . . ., ап) £ Rn арифметик векторга (1) нинг 
ечими дейилади. __

Бошқача қилиб айтганда, х£ =  а(- ( i=  1 ,п) сонлар (1) тенг
ламани қаноатлантиради. Масалан, 3xj — 2ха +  5х3—4х4 =  2 
тенгламанинг ечимларидан бири (1, 1, 1, 1) арифметик век
тордан иборат.

Биз бундан сўнг п номаълумли т та чизиқли тенглама
лар системалари билан шуғулланамиз. Бундай система

а„х, +  а,2*2+  • ■■ +  а1пхп =  Ь ,,

Я 21*1 +  а 22Х2 +  • • • +  а 2пХп ~  ^2* (2 )

■ V l  +  йш2Х2 +■■■ +  атпХп =  Ьт

кўринишга эга бўлиб, бунда atj (i =  1 ,m; j — 1 ,n), bf лар 
бирор tP сонлар майдонига тегишли сонлардир, х,- лар эса 
номаълумлардан иборат. а(/ сонлар (2) даги номаълумлар 
олдидаги коэффициентлар, bj лар эса озод ҳадлар деб ата
лади. aif сон (2) системадаги i'-тенгламанинг /-қўшилувчи 
ҳадида қатнашган х. номаълумларнинг коэффициентами ифо
далайди. Энди қуйидаги векторларни оламиз:



Иккита векторнинг ўзаро тенглиги ва векторни сонга кў- 
пайтириш қоидаларига биноан, (2) системани қуйидагича век
тор кўринишда ёзиш мумкин:

Xiai +  х ^ 2  +  . . . +  х пйп =  Ъ. (2')
(2') тенглама (2) тенгламалар системасининг векторли фор- 
мада ёзилишини ифодалайди.

Ўз-ўзидан маълумки, барча at /=  0 бўла олмайди, чунки 
бундай ҳолда биз тенгламалар системаларига эга бўла ол- 
маймиз. Лекин V bt =  0 бўлиши мумкин. Бундай ҳолда (2) 
система

an xi +  а12хг +  . . . +  а1пхп =  О,
"Ь й22Хя Ч" • • • Ч" 02пХп =  О,

. ат\Х1 +  а т2Х2 +  • • • +  а тпХп = °

кўринишни олади.
(2) системадаги т ва п лар учун т — п ёки т ф п  бў- 

лиши мумкин. ___
2- т а ъ р и ф. Агар (2) системада нолдан фарқли 6t- (t =  1 ,т) 

мавжуд бўлса, бу система бир жинсли бўлмаган чизиқли 
тенгламалар системаси, барча bt = 0  (t =  1 ,m) бўлганда ҳо. 
сил бўладиган (3) система эса бир жинсли чизиқли тенгла
малар системаси дейилади. Кўп ҳолларда (3) система бир 
жинсли бўлмаган (2) системага мос бир жинсли система 
деб ҳам юритилади.

3-таъриф. (2) системанинг ҳар бир тенгламасини тўғри 
сонли тенгликка айлантирувчи a =  (a,, a2, . . ., an) ариф
метик векторга (2) системанинг ечими дейилади.

Чизиқли тенгламалар системалари ҳар доим ҳам 
ечимга эга бўлавермайди.

Масалан,
(3xt — 2хг +  5.v3 =  б, 
j 2-Cj +  х2 — Зх3 - 1,
1 Ху — Зх2 +  8х3 =  2

система ечимга эга эмас.



4- т а ъ р и ф. Ечимга эга бўлган система ҳамжойли 
(биргаликда), ечимга эга бўлмаган система эса ҳам- 
жойсиз (биргаликда бўлмаган) система дейилади.

Ҳамжойли системаларнинг ўзи яна икки қисмга, 
яъни аниқ ва аниқмас системаларга бўлинади.

5- т а ъ р и ф. Ягона ечимга эга бўлган система аниқ 
система, ечнмларининг сони чексиз кўп бўлган систе
ма эса аниқмас система дейилади.

Масалан,
3xj — 2х2 — 5х3 =  4,

Хх +  х2 — х3 =  4,
2хг — Зх2 +  х3 =  —5

система (1, 2, — 1) кўринишдаги ягона ечимга эга.

/  +  х2 4- х3 =  2 ,
\ 2x i - х2+  2х3 =  — 2

система чексиз кўп ечимга эга. Улардан бири (1,2,— 1) 
бўлади.

Бир жинсли чизиқли тенгламалар системаси доимо
ҳамжойли системадир, чунки (0,0............0) вектор (3)
нинг ҳар бир тенгламасинн тўғри сонли тенгликка ай- 
лантиради.

Биз бундан кейин ёзувни қисқартириш мақсадида
(2) ва (3) системаларни мос равишда

aiixi +  ai2x2 +  • • • +  аыхп =  bi 0‘ = Т « ) ,  

auxi +  аахг +  • • • +  аыхп =  0 (i =  Т « )
ёки

п
^ anxi =  bi (t =  i^ ) *  
i=i 
п

2 а//х/ = ° (* =
/=I

кўринишларда ёзамиз.

52- §. ЧИЗИҚЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИНИНГ НАТИЖАЛАРИ

Коэффициентлари ва озод ҳадлари бирор «Р сонлар май- 
донига тегишли бўлган



anxj +  ai2x2 - f  . . . +  ainxn =  cc (i =  1 ,/n) (1)
ва ___

bj\Xx +  b j f y  +  • • • +  bjnxn =  d, (/ =  J J )  (2 )

чизиқли тенгламалар системалари берилган бўлсин. 
Бу тенгламалар системалари ечимлари тўпламини мос 
равишда А ва В орқали белгилайлик. Юқоридаги 
тенгламалар системаларига эътибор берсак, улардаги 
тенгламалар сони ҳар хил бўлиши мумкин бўлгани 
ҳолда (т Ф к  бўлиши мумкин) улардаги номаълумлар 
сони тенг эканлигини кўрамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар берилган системалар ҳамжойли 
бўлиб, ( 1) системанинг ҳар бир ечими (2) системанинг 
ҳам ечими бўлса, (2) система (1) системанинг натижа- 
си дейилади.

Таърифга асосан, (1) ва (2) системалар алоҳида- алоҳида 
ҳамжойли бўлиб, (2) система (1) нинг натижаси бўлса, А^В  
бўлади, яъни (1) нинг ечимлари тўплами А (2) нинг ечим
лари тўплами В учун қисм тўплам ҳисобланади.

Мисол.
( хг +  2х2 — х3 =  4,
\2хх — Здг2 +  дг3 =  — 3, 
15;  ̂— х2 +  2хг =  5; 

Г3дгх — х2 +  ха =  2, 
(*! — 2х2 +  х3 =  — 2.

Кейинги система дастлабки системанинг натижаси 
бўлади, чунки дастлабки система аниқ система бўлиб, 
у (1, 2, 1) ечимга эга бўлгани ҳолда берилган систе
манинг натижаси аниқмас система бўлиб, унинг ечим- 
ларидан бири (1, 2, 1) бўлади.

Кўп ҳолларда п та номаълумли тенгламалар сис
темасини ечиш учун тенгламалар ва номаълумлар со
нини имкони борича камайтириш мақсадга мувофиқ 
бўлади. Лекин янги ҳосил бўлган система берилган 
системанинг натижаси бўлиши керак. Берилган систе
манинг натижаси битта тенгламадан иборат бўлиб қо- 
лиши ҳам мумкин.

2- т а ъ р и ф. Агар
kyXx -f- k2x2 +  . . . +  knxn =  с (3)

тенгламанинг коэффициентлари ва озод ҳади мос равишда 
(1) система коэффициентлари ва озод ҳадларининг чизиқли



комбинациясндан иборат бўлса, яъни шундай s,- (t =  1 ,т) 
сонлар топилсаки, натижада улар учун

т
kt =  +  s2a2i +  • • • +  smamt 1 SpQpt =  1 >я)>

p= l
m

c - sxcx +  s2c2 +  . . . +  smcm =  ^  S / ,
Р=1

тенгликлар бажарилса, (3) тенглама (1) системанинг нати
жаси дейилади.

Мисол.
(4хх — 2х2 +  х3 =  3,
12*1 +  Зх2 — 2х3 =  2,
(5jc1 -f-2x2 — 7х3 =  — 12

система учун 2хг +  0 х 2 — 1 \х3 — — 31 тенгламанинг коэф
фициентлари ва озод хади берилган система коэффициент
лари ва озод ҳадлари орқали қуйидагича ифодаланади:

2 =  ( - 1 ) - 4  +  ( - 2 ) -2  +  2-5;
О =  (— 1) • (— 2) +  (— 2) • 3 +  2-2,

- 1 1  =  (— 1)-1 +  ( _ 2) ( — 2) +  2 -(— 7),
—31 = ( — 1)3  +  (— 2) • 2 +  2 - (— 12).

Бундан кўринадики, берилган система ечими (1, 2, 3) 
ўз натижасининг ечимларидан бири бўлади.

3 - т а  ъ р и ф .  Агар (2) система (1) нинг натижаси 
ва аксинча, ( 1) система (2) нинг натижаси бўлса, бун
дай системалар ўзаро эквивалент (тенг кучли) система
лар дейилади.

Масалан,
(2*1 — 3*2 +  х3 =  7,
[ Ху +  х2 —  2х3 =  — 4

ва
<4ху — x 2 —  3xs =  — 1,
13^ — 2ж2 —х3 =  3,
Ui — 4х2 +  Зх3 =  11

системалар ўзаро тенг кучлидир, чунки уларнинг ҳар 
бири аниқмас системалар бўлиб, ечимлар тўпламлари 
устма-уст тушади.

2- таърифга асосан қуйидагини ёза оламиз:
(А’= В ) А ( В Я А ) ^ А  =  В.



Исталган иккита ҳамжойли бўлмаган системалар 
ҳам ўзаро тенг кучли бўлади, чунки уларнинг ечимла
ри тўпламлари 0  тўпламлардан иборат.

Энди берилган системага тенг кучли системани ҳо- 
сил қилиш усуллари ҳақида фикр юритамиз. Бунинг 
учун (1) системани қуйидагича ёзиб оламиз:

fanXj +  апх2 +  . . . +  Щп хп =  си
«21*1 +  «22*2 +  • • • +  «2п*д =  С2-

................. (4)
%  *1 +  °к2 Х2 +  • • ’ +  aknXn =  Ck'

Лп1 *1 +  «m2 *2 +  ' ' • +  йтп Хп =  Ст'

4 - т а  ъ р и ф .  (4) системада; 1) бирор k- тенгла- 
масининг ҳар икки томонини нолдан фарқли а  сонга 
кўпайтириш;

2) системадаги ихтиёрий иккита тенгламанинг ўрин- 
ларини алмаштириш;

3) системанинг ихтиёрий иккита тенгламасини мос 
равишда а ^ О .р ^ О  сонлара кўпайтириб натижалари- 
ни кўшиш;

4) барча коэффициентлари ва озод ҳади ноллардан 
иборат бўлган (агар шундай ҳол бўлса) тенгламани 
ташлаб юбориш каби алмаштиришлар бажарилса, у 
ҳолда (4) система устида элементар алмаштиришлар 
бажарилган дейилади.

Т ео р ем а . Элементар алмаштиришлар натижасида 
ҳосил бўлган система берилган системага тенг кучли 
система бўлади.

И с б о т и .  Система учун элементар алмаштириш- 
ларнинг 3) ҳолини кўрсатиш билан чегараланамиз. Фа
раз қилайлик, (4) системанинг

asi *, +  as2*2 +  • • • 4- asnxn =  cs (1 <  s <  m) (4')
ва

at\ *i +  ai2x2 +  • • • +  am xn =  с, (1 <  * m) (5
тенгламалари берилган бўлиб, уларни мос равишда a  ф  0 ва) 
Р Ф  0 сонларга кўпайтириб, натижаларини қўшишдан ҳосил 
бўлган тенглама

(a ап  4 -Р«а) *i +  («art +  Р«,2) *2 +  • • • +
+  (aasn +  *П =  ac , +  РС/ (6)



бўлсин. Бу тенгламани (4) системанинг (5) тенгламаси 
ўрнига ёзсак, у ҳолда (4) га эквивалент бўлган
4 i*i +  а1гх3 +  . . . +  aln хп =  clt 
a%ixi +  а»*хг +  . . . +  а2п хп =  с2,

(<zatl +  ра„) х, +  . . •+  (afl1„ + P f l J  =  а с 4+  рс,), (7)

1а«1 Х\ +  °т2 х2 +  ■ ■ • +  °тпХп =  Ст
система ҳосил бўлади.

Ҳақиқатан, (4) ва (7) системалар бир-биридан фа- 
цат t- тенглама билан фарқланади, қолган тенглама-' 
лари эса бир хил. Шу сабабли (4) ва (7) системалар
нинг фақатгина t- тенгламалари тўғрисида гапирамиз.

(4) нинг ҳар бир ечими (4) ва (5) ларни қанотлан- 
тиргани (тўғри сонли тенгликка айлантиргани) учун бу 
ечим (6) тенгламани ҳам қаноатлантиради (2- таърифга 
асосан). Бу ечим (7) нинг ҳам ечими бўлади. Аксинча, 
(7) системанинг ихтиёрий ечими (6) ва (4) ларни қа- 
ноатлантиргани учун у (5) ни ҳам қаноатлантиради, 
яъни бу ечим (4) учун ҳам ечимдир.

Агар бирор (а,, а 2, . . ., а п) вектор (4) ни қаноатлантир- 
маса, у (4) ва (7) учун ҳам ечим бўлмайди. Борди-ю, бу 
вектор (4) ни қаноатлантириб, лекин (5) ни қаноатлантир- 
маса, у (7) ни ҳам қаноатлантирмайди, чунки (4) ва (7) нинг 
ечими албатта (5) нинг хам ечими бўлади.

Шундай қилиб (4) ва (7) лар ё ҳамжойли бўлиб, 
уларнинг бўш бўлмаган ечимлари тўпламлари устма- 
уст тушади, ёки ҳамжойли бўлмаган бўлиб, иккаласи- 
нинг ҳам ечимлари тўплами бўш тўпламдан иборат бў- 
лади.

Демак, (4) ва (7) системалар эквивалент система
лар бўлади. Теорема исбот этилди. Биз бундан сўнг 
системаларнинг эквивалентлигини ~  белги орқали ёза- 
миз. Масалан, (4) (7).

53* §. БИР ЖИНСЛИ ЧИЗИҚЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ НОЛМАС ЕЧИМЛАРИ

51-§ да кўриб ўтганимизга биноан, исталган бир 
жинсли чизиқли тенгламалар системаси доимо ноль 
ечимга эга бўлар эди. Биз энди ўз олдимизга бир 
жинсли чизиқли тенгламалар системаси қайси ҳолларда 
нолмас ечимга эга булади, деган саволни қўямиз.



Теорема, п та номаълумли т та бир жинсли чизиқ- 
ли тенгламалар системаси m < in  бўлганда нолмас ечимга 
эга бўлади.

Исботи.  Коэффициентлари бирор §* сонлар майдонига 
тегишли бўлган

= ° .
/-1
п

2 s x/ =  0- 
/=i

(о

2 % х/ = 0  
/=i

система берилган бўлсин.
(1) системани икки векторнинг тенглик шартидан фойда- 

ланиб,

. , 0) (2)С1 XI V i ........... A d\ / = l  . ;=1 1=1
кўринишда ёза оламиз. (2) нинг чап томони ҳар бири т ўл-
човли п та (а.., с2/, . . ., а ,) (/' =  1 ,п) вектор (яъни Rm фа
зо элементлари) йиғиндисини, ўнг томони эса ноль векторни 
ифодалайди. Шунинг учун (2) дан қуйидаги ҳосил бўлади:

xi (au , a2l> • • •» aml) +  («12* «22» • • •> ami) +  • • • +
+  Xn ■ -  0  =  0

ёки
xi ai +  x2 a2 4- • • • +  xn an =  0. (3)

Охирги икки тенгликда ўнг томондаги 0 ноль векторни, 
Х{ (i — \,п) лар эса қандайдир сонларни ифодалайди. Энди 
х- (t =  1,я) лармннг барчаси бир вақтда нолга тенг эмасли- 
гини кўрсатамиз. Ҳақикатан, 42-§ даги 1-теоремага биноан, 
Rm фазода исталган л >  m та векторлар системаси чизиқли 
боғланган бўлар эди. Демак, камида биттаси нолдан фарқ- 
ли шундай а,- (г =  1 ,п) сонлар мавжудки, xt =  cz{- бўлганда
(3) тўғри сонли тенгликларни ифодалайди. Бу эса (1) систе
манинг нолмас ечимга эга эканлигини тасдиқлайди. Теорема 
исботланди.



М и с о л л а р .  1 . 2ху +  х2 =  0 тенглама икки номаълумли 
тенгламадир. Унинг ечимлари чексиз кўплиги бизга маълум, 
чунки у тўғри чизиқ тенгламасини ифодалайди.

2 / Ху — 2xj +  х3 =  О, 
\2ху +  х3 — 2х3 — О

система устида элементар алмаштиришлар бажарайлик. 
Биринчи тенгламани 2 га кўпайтириб, натижани иккинчи
тенгламага қўшамиз. Унда =  О,
система ҳосил бўлади.

Бу системадаги 4хг — Зх2 =  0 тенглама чексиз кўп нол
мас ечимларга эга. Унинг ҳар бир ечимига х3 нинг аниқ 
қиймати тўғри келгани учун берилган система чексиз кўп 
нолмас ечимларга эга.

М а ш қ л а р
1. А, нинг қандай қийматларида

r(5 — Я) х — Зу 4- 2г =  О,
|бл: — (4 +  X) у  4- 4г =  О,
14х — 4г/ 4- (5 — X) 2 =  0

система нолмас ечимларга эга бўлади?
2. (Ху 4- 2х3 4- 4х3 — Зд:4 =  О,

3*i 4- 5x2 4- 6х3 — 4х4 =  О,
4xj 4- 5х2 — 2х3 4- Зх4 =  О,

'3 ^  4- 8х2 4- 24лг3 — 1 9х4 =  О
системанинг нолмас ечимларини топинг.

3. Коэффициентлари бирор сонлар майдони га тегишли 
бўлган

Pi *i 4- Ра 4- ••• 4- Р„*„ =  0 (1)
тенглама

а п х\ 4- « 1 2  * 2  4- • • -4* ain хп =  0 (/ =  1т) (2)
системанинг натижаси бўлиши учун (1) тенглама (2) систе
манинг чизиқли комбинациясидан иборат бўлиши зарур ва 
етарли эканлигини исботланг.

54-§. МАТРИЦА ТУШУНЧАСИ

Энди алгебра фани учун энг муҳим тушунчалардан бири
бўлган матрица ҳақида фикр юритамиз. ___

1- т а ъ  риф. 8> майдоннинг тп та йц (* =  1 ,т , / =  1,л) 
сонларидан тузилган



°11 °12 ' ■ • °\ п 
а21 а22 • • • а2п

а . а „ . . .  аml m2 тп

куринишдаги жадвални еР майдон устидаги матрица дейи
лади. Матрица А, В, С, . . . ҳарфлар орқали белгиланади. 
а (.;. сонлар матрицанинг элементлари дейилади.

Матрица элементларининг горизонтал қаторлари унинг 
сатрлари, вертикал қаторлари эса унинг устунлари деб ата
лади.

Шундай қилиб, матрицада т та сатр ва п та устун бор. 
йц элементнинг биринчи i индекси бу элемент турган сатр- 
нинг номерини, иккинчи / индекси бу элемент турган ус- 
туннинг номерини билдиради. Демак, atj элемент i-сатр ва 
/- устунда туради.

матрицада сатрлар сони устунлар сонидан кичик, тенг ёки 
катта, яъни т <  п, т =  п ёки m >  n бўлиши мумкин. Агар 
т =  п бўлса, у ҳолда бундай матрица п- тартибли квадрат 
матрица деб аталади. Квадрат матрицада аи , ам, . . апп 
элементлар матрицанинг биринчи (бош) диагонали элемент
лари, а1п, а2п_ ,, . . ., атХ элементлар эса иккинчи диагонали 
элементлари дейилади. т ф  п бўлган матрица тўғри бурчак- 
ли матрица дейилади. Тўғри бурчакли матрицани т сатрли 
ва п устунли матрица ёки қисқароқ т х  п тартибли (турли) 
матрица деб ҳам айтилади.

Хусусий ҳолда, матрица 1 та сатрли ва п та устунли 
ёки т та сатрли ва 1 та устунли бўлиши, яъни А =  (ап  а1а

Агар А ва В матрицалар берилган бўлиб, уларнинг сатр
лари ва устунлари сони мос равишда тенг бўлса, бундай

кўринишларда бўлиши мумкин.



матрицалар номдош матрицалар деб юритилади. Фақат ном- 
дош матрицаларгина тенг бўлиши мумкин. А нинг ҳар бир 
щ элементи В нинг унга мос элементига тенг бўлса, бу 
иккита номдош матрица тенг, яъни А =  В бўлади. Демак, 
I ва / лар учун а(/. ф bLj бўлса, А ва В лар тенгмас мат
рицалар бўлади. А ва В матрицаларнинг тенг эмаслиги Аф В  
орқали белгиланади. Номдош бўлмаган матрицалар умуман 
тенгмас деб ҳисобланади.

А матрицанинг сатрлари tn та п ўлчовли горизонтал

«1= («11> «12’ ' ’ •> «1л)’

«2 ”  («21* ^22* ’ * *» «2л)’

«m =  («mi> «т2> • • •*
векторларни, устунлари эса п та т ўлчовли вертикал век
торларни ташкил этади. Бу векторларни горизонтал вектор- 
лардан фарқ қилиш учун

=  («11> «21> • • •> «ml)>

h* =  (а12, а22, . . ., ат2), (2)

0 =  («1л. й2п' • • •» «тп)
кўринишларда белгилаймиз.

2 -таъриф.  Горизонтал с1( а2 . . ., а т векторлар систе
масининг ранги матрицанинг сатрли ранги деб, вертикал 
а1, а2, . . ., ап векторлар системасининг ранги матрицанинг 
устунли ранги деб аталади.

3-та ъриф.  Матрицадаги сатр векторлар системасининг 
рангига матрицанинг ранги дейилади.

Матрица рангини аниқлаш учун элементар алмаш
тиришлар тушунчаси муҳим аҳамиятга эга.

4- т а ъ р и ф. Матрица устида элементар алмашти
ришлар деб қуйидаги алмаштиришларга айтилади:

1) иккита сатр (устун)нинг ўринларини алмашти
риш;

2) сатр (устун) элементларини нолдан фарқли сон
га кўпайтириш;

3) сатр (устун) элементларини нолдан фарқли ис
талган сонга кўпайтириб, бошқа сатр (устун) нинг мос 
элементларига қўшиш;



4) барча элементлари ноллардан иборат бўлган 
сатр (устун) ни матрицадан ташлаб юбориш.

1-т еорема. Элементар алмаштиришлар матрица ран- 
гини узгартирмайди.

И с б о т и .  Элементар алмаштиришларни, масалан, 
сатрларга татбиқ этайлик.

1) матрицанинг ихтиёрий иккита сатрининг ўрин- 
ларини алмаштириш горизонтал векторлар системасида 
иккита векторни ўзаро ўрин алмаштиришга олиб кела
ди. Бу эса векторлар системанинг рангини ўзгартир- 
майди;

2) матрицадаги ихтиёрий сатрнинг ҳамма элемент
ларини аФ О  сонга кўпайтириш горизонтал векторлар 
системасининг бирор векторини а ф О  га кўпайтириш- 
дан иборат. Бунинг натижасида векторлар системаси
нинг ранги ўзгармайди. Ҳақиқатан,

^2’ • • ч • • 't Ьs (1)
векторлар системаси чизиқли эркли (боғланган) бўлса,

by, b2 . . ., a b it . . bs (2)
система ҳам чизикли эркли (боғланган) бўлади, чунки (1) 
чизиқли эркли бўлгани ҳолда (2) ни чизиқли боғланган де- 
сак, у ҳолда камида биттаси нолдан фарқли бўлган а х, а ,, 
. . ., a t, . . ., a s сонлар учун бажариладиган

ctyby +  a 262 +  . . . +  a,- (a bj) +  . . . +  a p s =

=  a  161 +  a 2b2 +  . • • +  (a ot-) &.+ • ••  +  a tbs =  0
тенглик (1) нинг чизиқли боғланганлигини кўрсатади. Агар (I) 
чизиқли боғланган бўлса, камида биттаси нолдан фарқли бўлган
«j, a .......... ап сонлар учун a Д  +  аф2 +  . . . +  -аЦ +

-f . . . +  a 56$ =  +  . . . +  a (£>,- +  . . . +  ajbs =  0 тенглик 
бажарилади. Охирги тенглик эса (2) нинг ҳам* чизиқли боғ- 
ланган эканлигини кўрсатади;

3) матрицанинг /-сатрини а  сонга кўпайтириб, t-сатрига 
қўшиш

«11 «2i • • ■) • • •> «у, • • •» Q-m (3)

системадаги tij векторни а  га кўпайтириб, ai векторга қў- 
шишдан иборат. Буни бажариш натижасида



система ҳосил бўлади. (4) нинг а/ +  а о /. дан бошқа ихтиё
рий вектори (3) орқали қуйидагича чизиқли ифодаланади:

+  а а. вектор (3) система орқали қуйидагича чизиқли ифо
даланади:

-f- acij =  0• at +  . . . 1 • a-t +  • • • +  ос а;.+

Аксинча, (3) нинг ai дан бошқа ҳар бир ак вектори (4) 
орқали ak =  0-aL +  . . . +  1 -ak +  . . . +  0 am кўринишда 
ифодаланади. at векторнинг (4) орқали чизиқли ифодаланиши 
қуйидагича бўлади:

— 0* ах +  . . . +  1 *(ai +  otaj)+ • • • 4* (— a) а̂  +

Шундай қилиб, (3) ва (4) системалар экадвалентдир. Бун* 
га асосан 42- § даги 3- натижа бўйича (3) ва (4) системалар
нинг ранглари тенг бўлади.

2- т ео р е м а . Ҳар бир матрицанинг сатрли вектор- 
лари ранги унинг устунли векторлари рангига тенг.

И с б о т и .

матрица берилган бўлсин. Матрицанинг п ўлчовли го
ризонтал векторлари ва т ўлчовли вертикал векторла
ри қуйидагилардан иборат:

(5) системанинг сатрли рангини аниқловчи чизиқли 
эркли векторларини

+  . . .  +  0-ат.

(5)
(6)

^1» ^2» * * *> (7)



кўринишда, (6) системанинг устунли рангини аниқлов- 
чи чизиқли эркли векторларини

а1, а2, . . ., as (8)
кўринишда оламиз. (7) ва (8) системаларнинг худди 
шу хилда жойлашишига А нинг сатрларини ўзаро ва 
устунларини ўзаро ўрин алмаштириш билан эришиш 
мумкин. Бунинг натижасида 1- теоремада исботланга- 
нидек, А нинг сатрли ва устунли ранглари ўзгармайди. 
Шундай қилиб А матрицанинг сатрли ранги г га ва 
устунли ранги s га тенгдир.

Энди г =  s эканлигини кўрсатиш лозим. г <  s деб фараз 
қилайлик. (7) векторлар а-г =  (a£i, ai2, . . ., ais, . . ., aln) кў-
ринишга эга. (8) векторлар а1 =  {al]t а2/ . . ., ai}..........amJ)
кўринишга эга. (7) векторларнинг биринчи s та координата- 
ларидан фойдаланиб, қуйидаги s та номаълумли г та бир 
жинсли чизиқли тенгламалар системасини тузамиз: aix х{ +
+  ai2 х2 +  . . . +  aisxs =  0 (г =  1 ,г). г <  s га асосан, бу сис
тема (<*!, а 2, . . ., a s) кўринишдаги нолмас ечимга эга. Де
мак,

ац a, +  ai2a2 +  . . .  +  ai tа, =  0~(t =  1 ,r) (9)
тенгликлар ўринли. (alt a 2, . . ., as) ечим

akl xl + a i2x2 +  . . . +  aks xs =  0 (k =  r + 1 ,m)

системани ҳам қаноатлантиради. Ҳақиқатан, (af+1( ал+а, . • 
am) горизонтал векторларнинг ҳар қайсиси (7) система орқалн 
чизиқли ифодаланиши, яъни ak =  +  |А2*аа +  . • • +  
-f- ar бўлиши бизга маълум. Буни мукаммал ёзсак, 
ak =  (aki, ak2, . . ., akn) бўлгани учун

(flAl> a k2> ' ■ •• a kr>) =  (М-1*а 11 "t" 1*2*^21 +  • • • “Ь Hy*a rl> 

Нч*0^  4" +  • • • +  Иу*йг2> • • •• 4*

+  и 2* а 2 п +  • • ' +  Mr*ara)

келиб чиқади. Демак, векторларнинг тенглик шартига асосан 

°к\ =  НчАа11 4* 4* • • • 4" VrkarU 

ak2 =  M-l* a i2- -̂ ^2*(122 4" • • • 4* ^rkar2*



G* . =  h * « l .  +  h , a 2 , +  • • • +  l*rike r.,

a*»+l — +  ^2Aa2s+l +  • • • +  M'rA .̂+I

akn =  h ftflin +  Ц2*«2п4  • • • 4  \irkarn

бўлади, бунда k — r - \- \ ,n .  Бу тенгликларнинг биринчи s 
тасини (s =  п бўлган ҳолда, ҳаммасини) мос равишда o lf 
a 2, . . ., a s ларга кўпайтириб, натижаларни ҳадма- ҳад 
қўшсак, (9) га асосан қуйидагини ҳосил қиламиз:

ak\ a i +  ak2a2 +  . . . 4- aksas =
=  (a„ a, 4  «12 a , +  . . .  4  ols a s) +  ц2й (a2l 4  

+  a22 a2 +  . . . +  a2sas) +  . . . +  (arX a, +  ar2a2 +  . . . +

+  arsa,) =  nu -0+ n 2ft-0 +  . . . + ^ . 0  =  0,

ak\a i + ak2a 2 + ■ • • +  а * ,а ,=  0. (10)
(9) ва (10) тенгликлар (8) системанинг чизиқли боғланганли- 
гини кўрсатади. Ҳақиқатан, (9) ва (10) ларга кўра қуйида- 
гига эга бўламиз:

axa1 +  a aa2 +  . . . 4 -as as =  a t (au , a21, . . aml) 4  
4  otj («i2> «s2> • • •* «m2) 4" • • • 4  cis (@is, o2s, . . ., oms) =

=  (an  4  «12 “ 2 +  • • • 4  aisas> a2ia i 4- a22a2 4  • • • 4 «2̂ ,
• • •» «ml®l 4* «m2®2 4" • • • 4  ®j) =  (0« 0, . . 0) =  0, 

a1 +  a 2 a2 4 -. . . 4- a s as =  0.
Аммо, бу (8) нинг чизиқли эркинлигига зиддир. Шу са

бабли r <С s бўлиши мумкин эмас. Демак, г >  s. Энди (5) 
ва (6) системаларнинг ўринларини алмаштириб, юқоридаги 
каби мулохазаларни такрорласак, r >  s нинг бўлиши мум
кин эмаслигига ишонч хосил қиламиз. У ҳолда г <  s. Шун
дай қилиб, г <  s ва г >  s эканлигидан г =  s бўлади.

55- §. ПОҒОНАЛИ МАТРИЦАЛАР

Мазкур темани баён этишдан олдин матрицаларнинг ран- 
гини аниқлашни аниқ мисолларда кўриб ўтайлик.

/  3 1 — 2 —1\
А =  2 —1 1 —2

V—5 —2 3 1 /



матрицада биринчи сатрин 2 га ва иккинчи сатрин —3 га 
кўпайтириб, биринчини иккинчига қўшсак, сўнгра яна 
биринчи сатрин 5 га, учинчи сатрин 3 га кўпайтириб, 
натижаларни қўшсак,

матрица ҳосил бўлади.
Бу матрицада иккинчи сатрни 1 га, учинчини 5 га 

кўпайтириб, иккинчини учинчига қўшсак,

матрицани олиб, юқоридаги сингари алмаштиришларни ба- 
жарсак,

/2 —3 3 0\  /2 - 3  3 0\
С -*  О —4 2 5 - И 0  —4 2 5 = D , C -+ D  

\0 - 4  2 5/ \0  О О О/
ҳосил бўлади.

Икки А ва С матрицага қўлланилган алмаштириш- 
ларнинг моҳияти қуйидагидан иборат: т сатрли матри
ца берилган ҳолда биринчи ва иккинчи сатрларни, ун- 
дан кейин биринчи ва учинчи сатрларни, ..., ниҳоят, 
биринчи ва m -сатрларни шундай сонларга кўпайтира- 
мизки, тегишли сонга кўпайтирилган биринчи сатрни 
навбат билан бошқа ҳамма сатрларга қўшганимизда 
иккинчи сатрдан бошлаб биринчи устун элементлари 
нолларга айланади. Сўнгра иккинчи сатр ёрдамида ке- 
йинги ҳамма сатрлар билан яна шундай алмаштириш
ларни бажарамизки, учинчи сатрдан бошлаб, иккинчи 
устун элементлари нолларга айланади. Ундан кейин 
тўртинчи сатрдан бошлаб учинчи устун элементлари 
нолларга айланади ва ҳ. к. Шу йўсинда бу жараён охи
ригача давом эттирилади.

Агар матрицанинг қандайдир сатрлари бошқа сатр- 
лари орқали чизиқли ифодаланган бўлса, у ҳолда шу 
алмаштиришлар натижасида, бундай сатрларнинг ҳам-

матрица ҳосил бўлади. Яна



ма элементлари нолларга (яъни бундай сатрлар ноль 
сатрларга) айланади.

Бирорта элементи нолдан фарқли сатрни нолмас 
сатр деб атасак, юқоридаги алмаштиришлардан кейин 
хосил бўлган матрицанинг ранги нолмас сатрлар сони- 
га тенг бўлади, чунки бундай сатрлар чизиқли эркли 
сатрларни билдиради.

Юқорида қўлланилган алмаштиришлар матрицани 
элементар алмаштиришлардан иборат бўлгани учун, 
улар матрицанинг рангини ўзгартирмайди. Шу сабаб
ли, биринчи мисолда г ( А ) = г ( В )  =  3 бўлади, чунки В  
да учта нолмас сатр бор. Иккинчи мисолда эса 
г(С) =/-(£>)= 2 бўлади.

1- т а  ъ р и ф .  Нолмас сатрларга эга А матрицада 
ҳар қандай k- нолмас сатрнинг биринчи нолдан фарқли 
элементи (k—1) -нолмас сатрнинг биринчи нолдан фарқ- 
ли элементидан ўнгда турса, у ҳолда А поғонали мат
рица дейилади.

Масалан, қуйидагилар поғонали матрицалардир:

Юқоридаги муҳокамалардан қуйидаги хулосага ке- 
ламиз: поғонали матрицанинг ранги унинг нолмас сатр- 
лари сонига тенг. Ихтиёрий матрицанинг рангини аниқ- 
лаш учун уни юқорида кўрсатилган қоида бўйича эле
ментар алмаштириб, Т поғонали матрицага келтира- 
миз. У ҳолда г (Л)=г (Г)  бўлади.

Масалан, юқоридаги мисолларда г (А) =  3, г (В) =  5, 
г (С) =  1, г (D) =  1 бўлади.

/  2 — 1 0  3\ /2  — 1 0 3\
М  =  — 4 2 0 —6 -V О О О О

V 6 —3 0 9 / \0 0 0 о /-

Демак, г(М) =  1. Бунда М даги биринчи сатрни 2 
ва — 3 га кўпайтириб, мос равишда, иккинчи ва учин
чи сатрларга қўшдик.



56-§. ЧИЗИҚЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 
ҲАМЖОЙЛИЛИК АЛОМАТИ

f  сонлар майдони устидаги чизиқли тенгламалар 
системалари ва уларнинг ечимлари учун матрица ту- 
шунчаси муҳим аҳамиятга эга. Мазкур тушунчалар 
орасида узвий боғланиш мавжуд. Ана шу боғланиш- 
ларни баён этишга киришамиз.

аПХ1 +  а12Х2 +  • • • +  о1пхп =  bv  
а21Х1 +  а 22Х2 +  • • • +  а2пхп =  Ь2,

ат\*1 +  +  • • • V n  =  К

О)

чнзиқли тенгламалар системаси берилган бўлсин.
Номаълумларнинг aif коэффициентларидан ва Ьс озод 

ҳадлардан қуйидаги иккита матрицани тузамиз:

А = Г 2 1 »22. . . и 2п в  =
f'an а12 • • • аы
а21 а22 . ■• а2п

\aml а „ .m2 ' ‘ m̂n

'«11 а12 . . . аы Ьг
а21 а2 j . . . а2 п Ь2

«ml °ш2 • • • а,пп К  ■ »'
[ матрицаси , В га

системанинг кенгаитирилган матрицаси деиилади.
В матрицанинг ранги А матрица рангидан кичик 

эмаслиги равшан, чунки В да А нинг ҳамма устунлари 
мавжуд.

Те оре ма .  (1) система ҳамжойли система бўлиши 
учун унинг асосий еа кенгайтирилган матрицаларининг 
ранглари тенг бўлиши зарур еа етарли.

Исботи .  З а р у р л и г и .  (1) системани ҳамжойли десак, 
у (<Xj а 2, . . .  , а п) ечимга эга бўлади. Бу ечим (1) систе
манинг ҳамма тенгламаларини тўғри сонли тенгликка айлан- 
тнради:

a i\ a i +  а/2а2 +  • • • +  ain а„ = b t (t =  1, m). (2)
(2) тенгликлар шуни билдирадики, В матрицанинг сўнг- 

-ги b =  I . I уступи олдинги п та устунларни ифодаловчи



«* — (вц, «21» • • • t «ml)»

О2 =  (a i2> «23» • • • » «mj)»

« =  (e,„, o2n, . . . , amn)

векторлар орқали чизиқли ифодаланади, чунки бу векторлар
ни мос равишда а х, ап сонларга кўпайтириб қўш- 
сак, (2) га асосан

aj.а1 +  а2а \ + ' . .  .[+  апап =  Ь (3)

ҳосил бўлади. Демак, А ва В матрицаларнинг

а1, а2, . . .  ,а п (4)
ва

а1, а1, . . .  ап, b (5)

вертикал векторлари системалари эквивалентдир. 
Демак, 42- § даги 3- натижага асосан Л ва В матрица
ларнинг ранглари тенг, яъни

г (А )= г (В ) .

Е та р л и л и г и. г (А) =  г (В) =  k берилган бўлсин. А мат
рицанинг, яъни (4) вертикал векторларнинг рангини|аниқлов- 
чи^қисм системани^

а1, а2,*.{. Г , o j (6)

дейлик. В нинг ранги ҳам k га тенг бўлганидан, (6) систе
ма (5) нинг ҳам рангини аниқловчи система бўлиб хизмат 
қилади. У ҳолда (5) нинг b вектори (6) система орқали ва 
демак, (4) система орқали чизиқли [ифодаланади, яъни а 1( 
а г» • • • » ап ^ & сснлари мағжуд бўлиб, а г а1 + ’а 2 а2 +  • • • 
+  ап а — b тенглик бажарилади. Бундан эса, икки вектор
нинг тенглик шартига асосан ai{ а х +  ai2 а 2 +  . . . +  а(-„(ап— 
=  (t =  1, ni) тенгликларга келамиз. Шундай қилиб, (1) 
система (а1( а 2, . . . , ап) ечимга sra, яъни (1) система ҳам- 
жойли система бўлади. Бу теорема’ ' Қронекер — Қапелли 
теоремаси дейилади.



57-§. НОМАЪЛУМЛАРНИ КЕТМА-КЕТ ЙУҚОТИШ 
УСУЛИ БИЛАН ЧИЗИҚЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 

СИСТЕМАСИНИ ЕЧИШ

 ̂ Чизиқли тенгламалар системаларини ечишнинг бир 
неча усули мавжуд. Улардан бири номаълумларни кет- 
ма-кет йўқотиш усулидир. Мазкур усулдан биринчи 
марта немис математиги К. Гаусс фойдалангани учун 
бу усул Гаусс усули деб ҳам юритилади.

Қуйидаги п та номаълумли т. та чизиқли тенглама
лар системаси берилган бўлсин:

«u*i +  «12*2 +  . . . +  alnxn =  aL,
«21*1 +  «J2*2 “Ь • ■ • "f" «2п*л =  «2> ^

«ш1*1 +  «т2*2 +  • • • +  атпхп =  Лт'
Бунда а.ц £ «2®, бўлгани ҳолда т =  п, tn >  п, /л <  я
бўлиши мумкин. ai t (i — 1, т )  лардан камида биггаси нол- 
дан фарқли, акс ҳолда номаълумлар сони п дан кичик 
бўлар эди. Фараз қилайлик, ап  Ф 0. (1) системанинг бирин

чи тенгламасини кетма-кет — а21 а31 . . . . , -  —  сон- а11 а11 а11 в jrt 
ларга кўпайтириб, натижаларни мос равишда системанинг 
иккинчи, учинчи, . . . , m-тенгламаларига қўшамиз. Унда
(1) га эквивалент бўлган қуйидаги система ҳосил бўлади:

Бунда

Ц Л  +  а12хя +  а13х3 +  . . . +  а1пхп =  Ь1г 
^22*2 “Н &23*2 "Ь • • • “Ь Ь2пХп =  Ь2,
8̂2*2 +  3̂3*3 +  • • • +  Ь3пХп =  Ь3,

ftm5*2 +  ЬтЛх3 +  . . . +  Ьт Х =  Ьт

(1')

III 1 —

K i  =  -  -5^ ' =  flv - 5̂  • «.i (У = 2 ,  m ;

f ii =  2, n, i =  2, n ).
(Г) системанинг бир қисми бўлган янги

2̂2*2 +  2̂3*3 +  • • • +  b2nxn =  b2,
^32*2 +  ^33*3 +  • • • +63 „*„ =  b3,

kn n



системани қараймиз. (2) системада k <  т бўлади, чункн 
барча коэффициентлари ва озод ҳади нолга тенг бўлган баъ
зи бир тенгламалар системадан ташлаб юборилади.

Агар биз (2) системани ечиб, х2, ха, . . . , хп ларнинг 
сон қийматларини (Г) га қўйсак, (1) системанинг дастлабки 
тенгламасидан хг нинг сон қийматини топа оламиз. Унда (1) 
система ечилган бўлади.

Энди (2) системадан х2 номаълумни йўқотамиз. Бунинр 
учун b2i ф  0 деб фараз қилиб, (2) нинг биринчи тенглама- 

632 642 Ьи 2
сини кетма- кет — т—, — г— , , — г— ларга купай*О 22 022 °22
тириб, натижаларни шу системанинг иккинчи, учинчи, . . . , 
fe-тенгламаларига кетма-кет қўшамиз. Унда

^22*2 +  2̂3*3 +  • • • » +  2̂пХп == ^2»
сззхз +  • • • » +  с3пхп =  Ьз,

; <43*3+ • • • > + V „  =  ^  (2')

 ̂ С13х 3 + • • • » +

система ҳосил бўлиб (/ <  fe), у (2) га эквивалентдир. (2') 
системанинг бир қисми бўлган

^ЗЗ^З +  С3 4 *4  +  • * * +  С ъ п Х п  ~  ^3’

^43*3 +  ^44*4 +  • * * +  САпХ Ь =  4̂» (3^

схъхъ +  cHXt +  . . . +  с1пхп =  Ь\

(3) системадаги номаълумлар сони (2') системадаги 
номаълумлар сонидан ҳеч бўлмаганда битта кам. Биз
(3) системани ечсак, (2') системани ҳам еча оламиз. 
Номаълумларни юқоридаги усулда кетма-кет йўқотиб, 
охирида қуйидаги уч ҳолдан фақатгина бирига дуч ке- 
лишимиз мумкин:

1. Номаълумларни кетма-кет йўқотиш жараёнида
(1) системанинг бирорта тенгламаси

0-хх +  0-х2 +  . . . +  0'*л =  d (4)
бўлиб, бу ерда d ^ O  кўринишда бўлиши мумкин.

2. Системанинг энг сўнгги (коэффициентлари нолдан 
фарқли) тенгламасининг номаълумлари сони иккита* 
дан кичик эмас.
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3. Энг сўнгги тенглама бир номаълумли бўлиши 
мумкин.

(4) кўринишдаги тенглама одатда зиддиятли тенг
лама деб юритилади. (4) тенгламани номаълумларнинг 
ҳеч қандай сон қийматлари тўғри тенгликка айлантира 
олмайди. Шунинг учун бундай ҳолда (1) система ечим
га эга бўлмайди.

2) ҳолда (Г) система

"1“ Oi2X2 “f" 01аХ3 -J- . . . -(- ciXnxn — Cli,
Ь23хг +  b23xs +  . . . +  b2nxn =  b2,

< C33X3 +  . . .  +  c3nxn =  c3, (5)

hn-lXn-l +  ltnXn =  lt
кўринишни олади, бу ерда ап , b22, . .  . , ltn лар нол
дан фарқлидир.

(5) система (1) нинг натижаси бўлгани учун (5) нинг 
ҳар бир ечими (1) нинг ҳам ечими бўлади. (5) системага 
эътибор килсак, у трапеция шаклини ифодалайди. Шунинг 
учун бундай система трапециясимон система деб юритилади. 
Унинг энг охирги

hn—\Xn—\ ltnхп =  h (6)
тенгламаси чексиз кўп ечимга эга бўлганидан (5) ва 
демак, ( 1) система ҳам чексиз кўп ечимга эгадир.

Э с л а т м.а. (5) системанинг охирги тенгламаси 
иккита номаълумга боғлиқ бўлиши шарт эмас. 3) ҳолда
(5) системага яна битта

lt+\nXn =  h+\ (7)
шаклдаги тенглама бирлаштирилади.
’ , (7) .тенглама, //+1д ф  0 бўлгани учун, ягона ечимга эга. 
(7) дан хп нинг хп — ап сон қийматини топамиз ва бу 
сон қийматни (6) га қўйиб, хп_ х =*ап_ , ни топамиз. Кейин
(5) системанинг қолган тенгламаларидан хп_ 2, хп_ 3, . . . , 
х2, хг ларга мос келувчи а„_2, <хп_ 3, . . . , а 2, а х ларни 
топамиз. Натижада (1) система (ах, а 2, , ап) кўриниш- 
даги ягона ечимга эга бўлади. Системанинг охирги кўрини- 
ши унинг учбурчак кўриниши деб юритилади.

X у л о с а: Агар номаълумларни кетма-кет йўқотиш 
натижасида:



а) системанинг бирор тенгламаси зиддиятли тенгла- 
мага айланса, у ҳолда ( 1) система ечимга эга бўл- 
майди;

б) система трапециясимон шаклга келса, ( 1) систе
ма чексиз кўп ечимга эга бўлади;

в) система учбурчак шаклга келтирилса, у ҳолда ( 1) 
система ягона ечимга эга бўлади-j

М и с о л л а р .  1. Ушбу

системани Гаусс усули билан ечинг.
Биринчи тенгламани —2 га кўпайтириб, иккинчи 

тенгламага қўшсак ва яна биринчи тенгламани —5 га 
кўлайтириб, учинчисига қўшсак,

системага эга бўламиз. Бу системадаги иккинчи тенг
ламани —7 га ва учинчисини 3 га кўпайтириб, учинчига 
қўшиш натижасида

система келиб чиқади. Шу билан алмаштиришлар тугаб, (2) 
системанинг учинчи тенгламасидан г нинг ягона 2 =  3 қий- 
матини топамиз. Бу қийматни иккинчи тенгламага қўйиб, 
3 у  — 4*3 =  — 6, у =  2 қийматни ҳосил қиламиз. у =  2 ва 
z =  3 қийматларни биринчи тенгламага қўйиш билан х нинг 
ҳам ягона х =  1 қийматини топамиз. Шундай қилиб, (2) 
система ва демак, унга эквивалент (1) система ҳам ягона 
(1, 2, 3) ечимга эга экан. Бундан (1) нинг аниқ система 
эканлиги кўринади.

2. Ушбу

о )

X— у +  2 =  2,
3 у  — 4 z =  — 6,
7  у — 12 г =  — 22

(2)

х — 2 у -{- 3 2 =  2, 
2х +  у — г =  7, 
х +  у — z = 4,
З х  — у + г  =  8, 
х +  г/ 4- 2 =  6

(3)

системани Гаусс усули билан ечинг.



Биринчи тенгламани 2 га, иккинчисини —1 га кў- 
пайтириб, иккинчига қўшамиз; биринчини 1 га ва 
учинчини—1 га кўпайтириб, учинчига қўшамиз; бирин
чини 3 га ва тўртинчини —1 га кўпайтириб, тўртинчига 
қўшамиз; биринчини 1 га ва бешинчини —1 га кўпай- 
тириб, бешинчига қўшамиз. Натижада

x — 2 y  +  3 z  =  2,
— 5t/ +  7z =  — 3,

■ — 3 t/- f  4 z  =  — 2,
— 5 y + 8 z  =  — 2,

I — 3 y + 2 z  =  — 4
системани ҳосил қиламиз.

Бунда иккинчи тенгламани —3 га ва учинчини 5 га 
кўпайтириб, учинчига қўшамиз; иккинчини —1 га ва 
тўртинчини 1 га кўпайтириб, тўртинчига қўшамиз; ик
кинчини —3 га ва бешинчини 5 га кўпайтириб, бешин
чига қўшамиз. Натижада

х — 2 у +  З г  =  2,
— 5 у  +  7г  =  — 3,

— г =  — 1, 
г =  1,

( — Ц 2 =  —11
системани ҳосил қиламиз.

Бу системанинг учинчи тенгламасини —1 га кўпай- 
тириб, бешинчисини —11 га қисқартирсак,

[х — 2 у +  З г  =  2, 
j — 5# +  4 г  =  — 3,
I 2 = 1

системага келамиз. Шу билан алмаштиришлар тугайди. 
Сўнгги системани (2) система сингари ечиб, ягона (3,
2, 1) ечимни топамиз. Демак, (3) аниқ система бўлиб, 
унинг ягона ечими (3, 2, 1) дир.
3. Ушбу

[ х — у  +  г =  2,
\ 2 x  +  y — 2 z  =  — 2, (4)
I х + 2 у  — Зг =  — 4

системани ечинг.
(4) да элементар алмаштиришларни бажариб,

( x — y +  z =  2,
- 3 < /  +  4z =  6,

I — Зу +  4z  = 6



системани ҳосил қиламиз. Бу системада иккинчи ва 
учинчи тенгламалар битта тенгламани ифодалагани 
учун (4) га эквивалент қуйидаги система келиб чиқади:

(x — y +  z =  2, (5ч
I — 3 </ +  4 г =  6. W

(5) да бошқа алмаштиришни бажариш мумкин эмас, чунки 
иккинчи тенглама билан биргаликда қараладиган кейинги 
тенгламалар йўқ. Иккинчи тенгламадан — 3 у =  6 — 4 г ни 
ҳосил қилиб, параметр (ёки озод номаълум) деб аталган г 
га ихтиёрий қиймат берамиз. Масалан, г =  3 бўлса, унга 
мос — З у  =  6 — 4-3, у =  2 ни топамиз. Буларни биринчи 
тенгламага қўйиб, х =  2 +  у  — z =  2 +  2 — 3 =  1, х =  1 ни 
ҳосил қиламиз. Шундай қилиб, (6) нинг, демак, (4) нинг хам 
(1, 2, 3) ечимини топдик. Агар г га бошқа, масалан, 
z =  —6 қийматни берсак, (5) ва, демак, (4) учун (— 2,
— 10, — 6) ечимни топамиз ва ҳ. к. Бундан маълум В ла
дики, (4) система чексиз кўп ечимларга эга бўлиб, аииқмас 
система бўлади.

4. Ушбу
(Xj — х2 +  х3 — х4'+  х5 =  5,

+  х2 +  х3 +  х4 — х5 — 1, Аь)
— хг — х3 — х4 — х5 =  — 5

системани ечинг.
(6) да тегишли элементар алмаштиришларнн бажариб,

(х1— х2 +  х3 — х4 +  х6 =  5,
— х2 +  0-х3 — лг4 +  *5 =  2,

I х3-|-0 -х4 +  дс5 =  5

системага келамиз. Буни бошқа алмаштириш мумкин эмас. 
х4 ва хъ параметр (озод номаълум) ларга ихтиёрий х4 =  2 
ва х6 =  5 қийматлар бериб, лг3 =  2 ни, сўнгра х2 =  1 ни, 
ундан кейин х± =  1 ни топамиз. Демак, (6) аниқмас систе
ма бўлиб, унинг чексиз кўп ечимларидан бири (1, — 1, 2,
2, 3) бўлади.

5. Ушбу
(х — у +  2 =  2,
\2 х +  у — 2 г =  — 2, (?)
I—х +  у  — z =  1

системани ечинг.
(7) да маълум элементар алмаштиришларнн бажариб,



системага эга бўламиз. Бу системадаги охирги
0-х —(— 0 ' у O z =  3

тенгламани ҳеч қандай сонлар қаноатлантирмайди. Д е
мак, (8) система ва шу сабабли (7) система ҳам ҳам- 
жойсиз система бўлиб, ечимлари йўқдир.

Мисолларда кўрилган ҳолларга қараб, юқорида кел- 
тирилган х у л о с а н и  янада ойдинлаштирамиз.

Номаълумларни кетма-кет йўқотиш натижасида бе
рилган система учбурчак ёки трапеция шаклдаги сис
темага келса, бу берилган системанинг ҳамжойлилиги- 
ни кўрсатади. Агар элементар алмаштиришлар нати
жасида нотўғри 0=Я (Л=т^0) тенглик ҳосил бўлса, бун
дай система ҳамжойсиз система бўлади.

58- §. БИР ЖИНСЛИ БУЛМАГАН ЧИЗИҚЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИ БИЛАН БИР ЖИНСЛИ ЧИЗИҚЛИ 

ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ ЕЧИМЛАРИ 
ОРАСИДАГИ МУНОСАБАТЛАР

Коэффициентлари ва озод ҳадлари бирор сонлар 
майдонига тегишли бўлган бир жинсли бўлмаган қу- 
йидаги чизиқли тенгламалар системаси берилган бўл- 
син: ___

а н Х\ +  a i2X2 +  • ■ • +  a in x n =  bi V  = T J n ) .  (1)

Бу системанинг ҳамма b£ озод ҳадлари ўрнига нолларни 
олиш билан ҳосил қнлинган бир жинсли

ai\ х \ + ai2x2 +  • • • +  ainxn =  ° (‘ =  Ът) (2) 
система ( 1) га мос бир жинсли система деб юритилган 
ҳолда, ( 1) ни (2) га нисбатан асосий система деб ата
лади.

Аввало бир жинсли система ечимларининг баъзи 
хоссаларини кўриб ўтамиз.

(2) системанинг ҳар бир (ар а 2, . . . , ап) кўринишдаги 
ечимини £Р майдон устидаги Rn фазонинг п ўлчовли век
тори деб қараш мумкин. Шу сабабли, исталган иккита (а19 
а 2, . . . , ап) ва (р,, . . .  , |3Л) ечимни қўшиш, шунинг- 
дек a  (a£<f) сонни система ечимига кўпайтириш мумкин, яъни



0 il «1 +  Ci2a2 +  • • • +  ain an =  °>
aii Pi +  ai2 P2 +  • • • +  ain p„ =  0, 

ai\ (a a l) +  a/2(a a 2) +  • • • +  ain{aan) =  0
бўлади.
1. (2) система ечимларидан исталган иккитасининг

(a,, a 2, - . . , a„) + (р„ P2............P„)!= (a, + P,, a2 + 
+  P2. • • • . +  P„)

йириндиси яна (2) нинг ечими бўлади. [Ҳақиқатан,

ai \{a  1 +  Pi) +  a(2(a2 +  P2) +  • • • +  °in(!a n +  P„) —
=  ( an a, +  ai2 a2 +  . . . +  ain an) +  ( ai{ p, +  a[2 P2 +

+  •••  + « i n P „ ) = 0  +  0 =  0.
2. a g #5 соннинг (2) система ечимига кўпайтмаси

a(a l t a 2, . . . .  a„) =  (aa1, aa2, . . . , aa„) 
яна (2) нинг ечнмидир. Ҳақиқатан,

a/i(a a i) + ai2(a S )  +  • • • +  ain{a< )  =
=  a (!flii a i '+  ai2a2 +  • • • +  a„) =  a  • 0 =  0.

3. (2) нинг ҳар бир (a,, a 2, . . . , a rt) ечими билан бирга 
—{a,, a 2, . . . , a„) =  (—a,, — a 2, . . .  , —an) ҳам (2) нинг 
ечими бўлади, чунки
aii(~«i) +  a/2( — «2) +  • • • +  ain{ — a„) =  — ( an a, +  

+  ai2 a2+  . . .  +  aina„) =  [— 1). 0 =  0.
Демак,

( ctp ot2> • • • 1 a n) ( Pi» Ро» • • • > Pn) ( ®i> ®2* • • • * 
<*„)'.+ (— Pi. —P2. • • • . —Pn) =  ( a i —Pi- a 2— P2..............

aa — Pn)
ҳам ечимдан иборат.

Агар (2) системанинг ҳамма ечимлари тўпламини W би
лан белгиласак, 39-§ даги теоремага асосан, бу тўплам Rn 
фазонинг қисм фазосини ташкил этади.

Энди қуйидаги теоремани исботлаймиз:
Теорем а.  (1) асосий системанинг (ц(, |х2, . . . , ц.,,) ва 

(и,, «2, . . . , ип) ечимларидан тузилган ([х, — и,, [х2 — u2i 
. . . , |л„—ип) айирма вектор (I) га мос (2) системанинг



ечимини ифодалайди. (1) асосий системанинг (ц,, fi2, . . . , 
цп) ечими билан (1) га мос (2) системанинг (а,, а 2, . . . , а п) 

ечимидан тузилган (ц, +  а,, ц2 +  а 2, +  а„)
йиғинди вектор яна (1) нинг ечими бўлади.

Исботи.

M h  — М + в ; 2(и2 — »а) +  • ••  + а/»(Л. — 4 , ) “
=  ( ai\ Н ,+ ai2 Иг +  • • • + а/ Л )  ~  ( а/1_°1+  а(2 иг +  • • • +

+  ain и„) =  bt -  bL =  0.
Сўнгра
a i \ ( +  CC|) +  a [2( ц2 - f  a 2) +  . . .  +  a fn( \in +  a„)  =

=  ( яп Hi +  ai2 ц2 +  • • . +  ain цп) +  ( a,.,04 +  ai2 a 2+  . . .  +

+  a in a n) = Ъ + - о  =  ь ,

(I) нинг битта ( fji,, ji2, . . .  , ечимига (2) нинг ҳар 
хил (a, ,  a 2, . . .  , a„) ва ( P,, P2> . . .  , p„) ечимлприни
қўшсак, (1) нинг ҳар хил ( ц, +  a ,, р2 +ос2........... H„ +  a„)
ва ( ИI +  Pi> К2 +  Р2- • • • . +  Р„) ечимлари ҳосил бўла- 
ди, чунки а А̂ Р* га кўра |дА +  ak Ф vk +  РА бўлади.

Шундай килиб, бир жинсли бўлмаган системанинг ҳам- 
ма ечимларини ҳосил қилиш учун унинг битта (v,, о2 ,... , 
ил) ечимига унга мос бир жинсли системанинг ҳамма ечим
ларини қўшиб бориш кифоя.

Натижа. Бир жинсли бўлмаган чизиқли тенгламалар 
системасининг ечимлари тўплами чизиқли кўпхилликни 
ташкил этади.

Ҳақиқатан, агар бир жинсли бўлмаган (I) системанинг 
бирор ечимини х0=  ( Нр ц2, . . . , ц.п), (1) га мос бир жинсли 
система ечимлари тўпламини W, (1) нинг барча ечимлари тўп- 
ламини эса Н орқали белгиласак, юқоридагиларга асосан W 
ва Н орасида Н =  х0 +  W кўринишдаги боғланиш ўринли. 
Бунда Н тўплам W қисм фазони хй векторга суриш нати- 
жасидир.

69- §. БИР ЖИНСЛИ ЧИЗИҚЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 
ФУНДАМЕНТАЛ ЕЧИМЛАРИ СИСТЕМАСИ

Олдинги иараграфда кўриб ўтганимиздек,

a i\ *1 +  a i2 X2 +  - • • +  a in x n =  °  (1)



бир жинсли чизиқли тенгламалар системасининг ечимлар 
тўплами V арифметик фазонинг бирор W қисм фазосини таш
кил этади.

1-т  а ъ  р и ф .  W қисм фазонинг базасини ташкил 
этувчи исталган векторлар системаси (1) системанинг 
фундаментал ечимлар системаси дейилади.

Базис векторлар системасининг таърифига асосан

аи а2, . . . , аг (2)
система (1) нинг фундаментал ечимлар системаси бў- 
лиши учун қуйидаги иккита шарт бажарилиши керак:

1) (2) система чизиқли эркин бўлади;
2) (1) системанинг ихтиёрий ечими (2) орқали чи- 

зиқли ифодаланади.
Бирор арифметик фазонинг базасини ташкил этув

чи системалар чексиз кўп бўлса-да (41-§ га қаранг), 
уларнинг ҳар биридаги векторлар сони ўзаро тенг эди. 
Бу тушунчалардан фойдаланиб, (1) системанинг ихти
ёрий ечимини (биз уни а деб белгилаймиз)

а =  й1а1 +  fejOjj +  . . . 4-krar (3)
шаклда ифодалаш мумкин. Бу ерда k =  l , r )  бўлга- 
нн учун (3) ечим (1) системанинг умумий ечимини топиш 
формуласини ифодалайди. Энди фундаментал ечимлар систе
масини топиш билан шуғулланамиз. Бунинг учун (1) систе
мани

а\ \х\ "f* а 12 Х2 4" • • • 4* а in хп =  О, 
a2l *1 4" 0.п Х2 -f- •••  4* а2пХп ~  О* 

• 5.1*1 +  ат2*2 +  •••  4-Ят .,* „ = 0
кўринишда ёзиб олиб, унга Гаусс усулини тагбиқ этамиз. 
Бир жинсли система доимо ҳамжойли бўлгани туфайли бир 
неча марта элементар алмаштиришларнн бажаргандан сўнг 
(Г) система ўзига эквивалент бўлган

cii*|4"С[2ХоЧ"С|3л:3-1-... 4-с1гхг+ с 1г_и xr^-\-...-{'Clnxll=  О, 
С22Х2~̂ ~С23Х3~̂ ~-- Л~С2г Хг~̂~С2г+1 Хг+1 4"--- 4~С2пХп

£з3х3~̂ '4" ~̂ C3rXr^~C3r+l Xr+l~̂ ~’"~̂ ~C3n Хп= ® (4)

crr xr + crr+\ xr+14- • • • 4- сгп Хп -  О 

кўринишдаги системага келади. Бунда ckk ф 0 (k =  1, г) ва



(4) даги тенгламалар сони г номаълумлар сони п дан кичик. 
Акс ҳолда (4) система нолмас ечимларга эга бўлмас эди 
(51-§ га қаранг). (4) система г та тенглама ва (п — г) та 
номаълумдан иборатдир. Шу туфайли биз *,+1, хг+2, . . . , 
хп ларни озод номаълумлар деб, уларга исталган сонли 
(камида биттаси нолдан фарқли) кийматларни бера оламиз.

фараз қилайлик, xr+l =  1, xr+2 =  xr+3 =  . . . =  xn =  0 
бўлсин. Унда (4) системадан xr, xr_ v . . .  , x{ кетма-кет- 
ликда барча номаълумларга мос сонли қийматларни топа 
оламиз. Параметрларнинг юкоридаги қийматларига мос ке
лувчи (Г) системанинг ечими =  ( а,, а 2, . . .  , a r, 1,
О, . . . , 0) бўлади. Энди хг+1 =  0, хг+2 =  1, хг+3=  . . . =  
=  хп =  0 деймиз. Унда яна (4) системадан x-L ларга мос ке
лувчи қаидайдир р,- (/ =  1,г) сонларни топамиз. Натижада
(4) системанинг ~ar+2 =  (р,, р2........... pf, 0, 1, 0..............0)
иккинчи ечимини топа оламиз.

Шу жараённи давом эттириб, (п — г) та қадамдан сўнг
(4) система (демак, (1) система)нинг

@r-\-1 (^1’ ®2* * ' * *  ̂ # * ' * )̂»
аг+ 2 =  (Р|» Р2* • • • * Рг » 0 , 1, . . . , O j, ^

\  = (Т|. v2. • • • . Уг. о, 0, . . . .  1)
ечимларини топамиз. Энди (5) ечимлар системаси (Г) 
нинг фундаментал ечимлар системасини ташкил эти- 
шини кўрсатамиз.

Дарҳақиқат: 1) (5) ечимлар системаси ўзаро чизиқ- 
ли боғланмаган, чунки бу векторларнинг координата- 
ларидан тузилган

/c^Og . . . <хг 1 0 . . . 0
л  =  /  Ра Ра • • • Рг 0 1 . . .  0

\Vx Гг • • • У г 0 0 . . .  1
матрицада чизикли боғланмаган (п — г) та сатр ва (п — г) 
та устун мавжуд (ўнг қисмда жойлашган матрица); 2) энди 
(Г) нинг исталган а =  ( vi> у2> • • • » vr  vr+1» • • • » yn) ечи'  
мининг (5) орқали чизикли ифодаланишини кўрсатамиз. 

Қуйидаги векторни оламиз:



ь =  Vr+i ar и  ч- vr+2a,+2 +  . . . + v n a n. ^

ar+1> . . .  , an векторлар (Г) системанинг ечимлари бўлгани 
туфайли уларнинг исталган чизиқли комбинациям ҳам (Г) 
нинг ечими булищи бизга маълум. Демак, (6) тенглик би
лан аниқланувчи вектор ҳам ечим бўлади. (5) белгилашлар- 
га асосан векторнинг охирги г + 1, г +  2, . . .  , п коорди- 
наталари мос равишда иг+1, аг+2, . . . , vn ларга тенг,
чунки, масалан, vnan=  (u„Y|, vny2............ипУп< 0..............vn)
бўлганидан b векторнинг я-координатаси vn га тенг. Демак, 
а ва b векторларнинг г +  1, г +  2, . . .  , /г-координаталари 
устма-уст тушар экан. Бундай ҳолда а — Ь айирма вектор
нинг охирги (п — г) та координаталари ноллардан иборат. 
а ва ft лар (1) нинг ечими бўлгани туфайли а — Ъ ҳам ечим 
бўлиши бизга маълум. Иккинчи томондан, агар (4) система
даги *г+1, хг+2, . . . , хп ларни ноллар билан алмаштирсак,
у ҳолда сккФ 0 бўлгани учун xk =  0 ,г) бўлади. Де
мак, а — 6 =  0 ёки а =  b бўлиб, ихтиёрий олинган а век
тор ҳам аг+1, аг+2, . . . , ап ечимларнинг чизиқли комби- 
нациясидан иборат бўлади. Шундай қилиб, (5) система (Г) 
тенгламалар системасининг фундаментал ечимлар системаси* 
ни ташкил этади.

(5) системадаги ечимлар сони п—г  та бўлганидан 
(Г) система фундаментал ечимлар системасидаги ечим
лар ҳам (п—г) та вектордан иборат.

1 - натижа. Бир жинсли чизиқли тенгламалар сис
темасининг фундаментал ечимлари системасида ечим
лар сони номаълумлар сони билан система матрицаси 
рангининг айирмасига тенг.

2- натижа. п та номаълумли га та бир жинсли чи- 
зиқли тенгламалар системасининг ечимлари тўплами 
п—г ўлчовли векторлар фазосини ташкил этади.

Ҳақиқатан, бир жинсли системанинг фундаментал 
ечимлари сони р =  п—г га тенг бўлганидан ҳамда бир 
жинсли системанинг исталган ечимларининг чизиқли 
комбинацияси ана шу системанинг ечими эканлигидан 
мазкур ечимлар системаси қандайдир векторлар фазо
сини ташкил этади. Векторлар фазосидаги чизиқли 
боғланмаган векторларнинг максимал сони (яъни фун
даментал ечимларни ташкил этувчи векторлар сони) 
п—г бўлгани учун бу фазо п—г ўлчовлидир.



Мисол.
Зхх +  2х2 — х3 — х4 =  О, 
*] — х2— х3+ х 4 =  О, 

б*! — х2—4х3 2х4 -  О

системанинг фундаментал ечимлар системасини топинг.

\  6 —1 —4 2 /
Иккинчи сатрни 3 га кўпайтириб, иккинчини бирин- 

чидан, сўнгра биринчини 2 га кўпайтириб, учинчини 
биринчидан айирамиз, у ҳолда

VO 5 2 —4 J
матрица ҳосил бўлади. Бу матрицанинг учинчи сатрини 
иккинчидан айирамиз, у ҳолда

матрицани ҳосил қиламиз. Бу матрицадаги ноль бўл- 
магаи сатрлар сони 2 та.

Демак, матрицанинг ранги 2 га тенг. Шунинг учун 
берилган системанинг биринчи иккита тенгламасини 
ечамиз. У ҳолда берилган системадан

системани ҳосил қиламиз. [
х3 ва х4 параметрлар иккита бўлгани учун фундамен

тал система иккита ечимдан тузилади. Параметрларга аввал 
хэ =  5 ва х4 =  0, сўнгра х3 =  0 ва х4 =  5 қийматларни бе- 
рамиз. Параметрларнинг биринчи қийматларида (7) дан

система келиб чиқади. Бу системани ечиб, хх =  3, х2 =  — 2 
ларни топамиз. Параметрларнинг иккинчи қийматларида (7)

3 2 —1 — 
0 5 2 —■ 
0 0 0 1

{
3*! +  2х2 =  х3 +  х4,

(7)

Зхх +  2хя =  5, 
x j = 5

Дан
Г 3*! 4- 2х, =  5, 
I *1 — 5



система ҳосил бўлади. Бу системани ечиб, ху = —1, *2 =  4 
ларни топамиз. Демак, фундаментал ечимлар системаларининг 
биттаси (3, — 2, 5, 0), (—1,4, 0,5) бўлади ва берилган 
системанинг умумий ечими а =  (at , а а, а 3, а 4) бўлиб, бу ер
да а х =  3сх — с2, а 2 =  — 2с1+ 4 с 2, а 3 =_5си а 4 =  5са (clt 
c2(zZ) тенгликлар билан аниқланади ёки а = с 1( 3 , — 2 ,  5,0)+ 
+  с2(— I, 4, 0, 5) бўлади.

М а ш қ л а р
1. j *х +  2*а +  4*3 — 3*4'=  О,

3*х +  5*2 +  6х3 — 4х4 =  О,
4хг +  5*а — 2х3 Ч- 3*4 =  О,
3xi +  8х2 -f  24х3 — 19*4 =  О

системанинг умумий ва фундаментал ечимлари системасини 
топинг.

2. « , = ( 1, - 2, 1, 0, 0), 
а* =  (0, 0, —1, 1, 0), 
а 3 =  (4, О, 0, - 6, 2)

ечимлар системаси
xi +  *а +  х3 +  *4 +  х5 =  О,

3xi +  2*2 +  x3 +  *4 — 3х6=0, 
хя +  2*3 +  2х4+  б*6= 0,

5*! +  4*2 +  З*3 +  3 * 4  — *8 = 0  
система учун фундаментал ечимлар системаси бўладими?



60-§. МАТРИЦАЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

Биз бу бобда матрицалар устида бажариладиган амал
лар, уларнинг хоссалари, қайси ҳолларда берилган матрица 
учун тескари матрица мавжудлиги каби масалалар билан 
шуғулланамиз. Матрица тушунчасидан фойдаланиб, чизиқли 
тенгламалар системасининг ечимларини топишда муҳим аҳа- 
миятга эга бўлган детерминантлар тушунчасини киритамиз. 
Элементлари =  1, т, /  =  1, п) сонлардан тузилган
матрица баъзан |j ai; 11 орқали белгиланади. Фақат номдош 
матрицалар учун қўшиш қоидаси аниқланган. £Р майдон ус
тидаги исталган икки номдош матрицани қўшиш қуйидаги 
қоида бўйича бажарилади:

Демак, йиғинди матрицанинг || a-tj -f- Ъц || элементлари қў- 
шилувчи матрицаларнинг мос а{. ва b(j элементлари йиғин- 
диларига тенг бўлиб, йиғиндини тасвирловчи матрица қўши- 
лувчилар билан номдош бўлади.

Матрицаларни қўшиш коммутатив ва ассоциатив эканлиги 
равшан, чунки бу амал матрицаларнинг элементларини, яъни 
сонларни қўшишдан иборат. Шундай қилиб, исталган матри
цалар учун

тенгликлар бажарилади. Ҳамма элементлари ноллардан 
иборат матрица ноль матрица деб аталади ва у 0 орқали 
белгиланади. О матрица билан номдош ҳар қандай А мат-

А + В = В + А , А +  (В +  С) =  (А +  В) +  С



рица учун А +  0 =  0 +  А =  А бўлади. Матрицани (—1) 
сонга кўпайтириш амали қуйидагича аниқланади:

аи ai2 • • • a\n

(—!)• Л =  — Л =  — 1 ^ 22
a„\ ci 0 . . . aml ■ m2 mn

Бу матрица

- а и a12 . . .  aln
°21 a22 • • • a2n

ml

A =

1 а т2 * * . a t

а 1\ а \2 * * • <*ln

а 2\ й22 - * • й2п

ат\ ат2 " ' ^тп

матрицага қарама-қарши матрица дейилади ва Л + (—А) =  О 
бўлади. А +  ( — В) йиғинди А — В кўринишда ёзилиб, у А 
ва В матрицаларнинг айирмаси дейилади. Матрицаларни 
айириш амали қуйидагича бажарилади: А — В =

aU 1̂1 °12 1̂2 • • • а\п ЬХп
а2\ 2̂1 2̂2 2̂2 • • • а2п ^2п

т̂ 1 Ьт 1 ^m2 Ьт2 ' ' ' т̂п Ьтп ,
Хусусий ҳолда А — А =  0, А — 0 =  А, 0 — А =  — А 

бўлади.
Натижа. Номдош матрицалар тўплами аддитив группа 

бўлади.
Энди матрицаларни кўпайтириш қоидасини кўрайлик.
Фақат т X п кўринишдаги матрицани п X k кўриииш- 

даги матрицага кўпайтириш мумкин, бошқача айтганда, 
фақат п устунли матрица п сатрли матрицага кўпайтирилади. 
Кўпайтмада m x k  кўринишли матрица ҳосил бўлади, яъни

Amxn‘Bnxk*=  ^тХ|'„
Атхп матрица (т, п) турли матрица дейилади. АтХп ва 
Впхк матрицаларни кўпайтириш қоидаси қуйидагидан ибо
рат: Amyn-Bnyk =  Cmyk кўпайтманинг ҳар бир Clf элемен- 
тини ҳосил қилиш учуй Атуп нинг /-сатридаги элементлар-



ни BnXk нинг /-устунидаги мос элементларга кўпайтириб, 
натижалар қўшилади, яъни

I°Ц = а(1 bl i + ai2b2 / +  • • • + ainbni =  '2 iaUbir 

Шундай қилиб,

а\ \а \2 • • • а \п
А • R = 1  Й21 °22 • • • А2п mxn nxb I

^ml т̂2 ' ' ' m̂r

Ь\ \ Ь\2 
Ь2\ Ь22

Ь , Ьп l 1n2 ynkJ
Г n п п

2  a\t Ьц ^ i ai l bl2 ■ • • ^ ] al lblk
Ы1 i=\
n п п

2 a2/^/l 2  а21Ь12 ■ • • 2^ 2  l^lk/=1 /= I 1=1

ft п П
• *1 /=1 /=1 /=i 1

— Г̂mxk
бўлади.

Хусусий ҳолда, квадрат матрицаларни кўпайтириш 
учун уларнинг турлари бир хил бўлиши талаб қили- 
нади.

Кўпайтма ҳам худди шу турдаги квадрат матрицани 
ифодалайди.

Масалан,
/ 1 —2 3\ / 2 7 —8\

А - В =  — 3 1 2 • 9 1 0) =
V 0 4 —1/  \ —2 3 4 /

( —22 14 4 \
=  —1 —14 32 I =  С,

\ 38 1 —4 /
А - В = С .

Иккитадан ортиқ матрицаларни ҳам кўпайтириш 
мумкин. Масалан, учта матрица қуйидаги схема бўйича 
кўпайтирилади:

(Атхп '^пхк '̂ ^kxp ж k' ^kXP ^mxp'



=  (О - 9 )  (J  5 2j =  (— 9 - 2 7  -7 2 ) .

Қуйидаги теорема матрицаларни кўпайтириш ассо
циатив эканини тасдиқлайди.

Теорема. Учта А, В, С матрица учун АВ еа ВС 
кўпайтмалар матрицалар бўлса, у  ҳолда (АВ)-С еа 
А • (ВС) кўпайтмалар ҳам матрицалар бўлиб, (AB) ■ С =  
=  А • (ВС) тенглик бажарилади.

И с б о т и .  А, В, С лар мос равишда (т, л), (п, k), 
(k, р) турли матрицалар бўлсин. У холда А-В  кўпайтма 
(т, п)-(п, k) =  (т, k) турли ва ВС кўпайтма (л, k)-(k, р) =  
=  (п, р) турли бўлиши равшан. У ҳолда (АВ) ■ С кўпайтма 
(т, k)-(k, р) =  (т, р) турли ва А - (В С) кўпайтма ҳам (m, 
л)-(л, p) =  (m, p) турли бўлиб, уларнинг турлари бир хил 
бўлади.

Энди (АВ)-С =  А-(ВС) тенгликнинг бажарилишини, яъни 
(АВ) С ва А • (ВС) матрицаларнинг умумий и  ̂ ва v(. эле
ментлари ўзаро тенг эканини исботлаймиз. Ҳақиқатан, АВ 
нинг умумий элементи

4 P =  2 flf А з  ^ = Г ^* W
а=1

ва ВС нинг умумий элементи

^ /  =  2 ^ Р сэ / ( / = Ь Ғ )  (2)

бўлади.
(I) ва (2) ларга биноан (АВ) С ва А-(ВС) ларнинг уму

мий элементлари мос равишда
k k П

uij “  2 I ~  2  2
Р=1 р=1 а=1

п п k

VU =  2  а‘ с А /  =  2  а«-а2 6«РСР/ =
0=1 а=1 (5=1

ft л
=  2  2 а* рср / р=| 0=1



бўлади. Шундай қилиб, uij =  vij. Демак, (ДВ)-С =  А'(ВС).
Натижа. Турлари бир хил бўлган квадрат матрица

лар тўплами кўпайтириш амалига нисбатан ярим груп
па бўлади.

Ҳақиқатан, бу тўпламда матрицаларни кўпайтириш 
амали аниқланган ва у ассоциатив бўлгани учун маз
кур тўплам ярим группадир.

Мис ол .

А -  ( j  ~ 1 ) ,  В =  f - 2 j ,  С -  (6 4 I) бўлса,

((2 - 1  " 1 ) ( - ? ) ) ' (6 4 ' М " » ) ' »  4 » -

/_6  —4 —1 
I 48 32 8

тенгликларга кўра (АВ) С =  А (ВС) бўлади.
Умуман, матрицаларни кўпайтириш коммутатив эмас. 
Масалан,

^  =  (о 3 б) “ В =  ( |  ~ 1

матрицалар учун

72  _IV  ̂ ® ^
AB =  [ i  о ) В А =  2 - 5  —11

v А \2  10 14/
АВ Ф В А. Чунки АВ ва ВА матрицалар номдош бўлмаган 
матрицалардир.

Худди шунингдек,

номдош матрицалар учун

" - ( - I S i ) - W - ( J “ S )
бўлиб, бунда ҳам АВ ф  ВА экан.



ап «12 • •

°21 а2 j  . . • а2п

°ш1 ат1 • '' ' ^mn

а  а„ а  а12 . . ■а а ы \
а а 2\ ОС Я22 . . • а а 2п j (3)

а а т\ « ат2- ■■а а т п ) '

матрицага кўпайтириш деб, бу сонни А нинг ҳамма 
элементларига кўпайтириш натижасида ҳосил бўлган 
матрицага айтилади, яъни

а А = \

Биринчидан, а А = А а  эканлиги равшан. Иккинчидан,
(3) тенглик матрицадаги ҳамма элементларнинг а  уму
мий кўпайтувчисини матрица белгиси ташқарисига чи- 
қариш мумкинлигини кўрсатади. Номдош матрицалар 
учун қуйидаги тенгликлар ўринли:

а (А +  В) =  а А +  а  В\ 
а (А — В) — а А — а В\
(a +  Р) А =  а  А +  р А;
(а — Р) А =  а А — РЛ;

(аР) А = а  (Р А).
Натижа. Номдош матрицалар тўплами берилган 

сонлар майдони устида чизиқли фазони ташкил этади.

61-§. ТЕСКАРИ МАТРИЦА

п- тартибли квадрат матрицанинг бош диагонали 
элементлари 1 лардан ва қолган ҳамма элементлари О 
лардан иборат ушбу

'1 0 . . .  ON
О 1 . . .  О

V  .  1'
кўринишдаги матрица бирлик матрица дейилади ва у 
Е орқали белгиланади.



п-тартибли исталган А квадрат матрица учун АЕ =  
=  ЕА =  А эканлигига ишонч ҳосил қнлиш осон.

1- т а  ъ р и ф .  Бирлик матрицадан элементлар ал
маштиришлар натижасида ҳосил бўлган матрица эле- 
ментар матрица дейилади.

Қуйидагилар иккинчи тартибли элементар матри- 
цалардир:

Бу ерда V а  € (а Ф 0).
Исталган тартибли бирлик матрица сатрлари (ус

тунлари) чизиқли боғланмаган бўлгани учун элементар 
матрицаларнинг сатрлари (устунлари) чизиқли боғлан- 
маган бўлади. Чунки элементар алмаштиришлар мат
рица рангини ўзгартирмайди (54- §).

Қуйидаги п-тартибли квадрат матрицани олайлик:

векторлари, яъни сатрлари чизиқли эркли ёки чизиқли 
боғланган бўлиши мумкин. Масалан,

матрицанинг сатрлари чизиқли боғланган, чунки учин
чи сатр қолган икки сатрнинг чизиқли комбинацияси- 
дан иборат, яъни

2 =  (—4). 1 +  1 -6, 5 =  1 *2 +  1 -3, 1 =  1 •(— 1) +  1 • 2.
Е бирлик матрицанинг сатрлари чизиқли эркли, чунки 

улар фазонинг elf ev  . . еп ортларндир.

Бу матрицанинг горизонтал

а1 ^12» • • •» l̂n)»

а2 0̂ 21» ^22» • ' *» ^2г|)>

ап =  (аяр ап2 ..............О



2-т а ъриф- Барча сатр векторлари чизиқли эркли мат
рица хосмас (айнимаган) матрица, барча сатр векторлари 
чизиқли боғланган матрица хос (айниган) матрица деб ата
лади.

3-та  ъриф.  Л матрица учун АВ =  В А =  Е тенгликни 
қаноатлантирувчи В матрица мавжуд бўлса, у холда В ни 
А га тескари матрица дейилади ва у А ~1 кўринишда бел
гиланади.

3-таърифдаги В ўрнига A~l қўйсак, Л А-1  =  Л-1  А =  Е 
бўлади.

1-т еорем а. Матрицанинг сатр векторларидан бири 
қолган сатр векторлари орцали чизиқли ифодаланса, у  
ҳолда уни ихтиёрий матрицага кўпайтириихдан ҳосил 
бўлган кўпайтма матрицанинг ҳам худди ўша номерли 
сатр вектори қолган сатр векторлари орқали чизиқли 
ифодаланади.

И с б о т и .  Л матрица берилган бўлиб, унинг бирин
чи сатри қолганлари орқали чизиқли ифодаланади деб 
фараз қилайлик, яъни

П __
а,/ =  а 3а2/ +  а 3а3/'+  . . . +  а„ап/=  °ц  V =  U )  0 )

1=2
бўлсин. Ихтиёрий В =  \\bijW матрицанинг Л га кўпайтмаси 
А В =  С =  К c[f\\ бўлиб, матрицалар кўпайтмаси таърифи ва 
(1) га асосан

с и  =  a i \ь ц  +  a i2b 2/ +  • • • + a i А /  =  ( 2  a i а п  ) b \i  +

+ ^ 2 а*ай) b v +  ••• +  ( 2

4 -  . . . +  й2А / )  +  a 3 (а з А /  +  a 32b2/ +  • • • +  Дз А / )  +

+  (вщЬ,, +  «П2Ь2/ +  • • • +  anA/) =  «аС21 +
п п

4- <ХзС3/ 4- • • • +  ап сп/ =  2  СЦ> сц =  2  a‘‘
/=2 1=2

керакли натижани оламиз, бу ерда

СЧ =  a  i/ b H +  a i2  b 2j +  . . . +  a in bnj ( i = 2 , n ;  j  =  1 ,n ) .

2 - т еорем а. Хос матрицага тескари матрица мао- 
ЯС4/3 элас.

a t &я/- — а 2 (a2i^i / 4*|/



И с б о т и .  Фараз қилайлик, А хос матрица бўлсин. 
У ҳолда унинг сатр векторлари чизиқли боғланганлиги 
сабабли, бу сатр векторлардан бири қолганлари орқа- 
ли чизиқли ифодаланади. У ҳолда 1-теоремага муво- 
фиқ, AA~l кўпайтманинг ҳам ўша сатр вектори долган- 
лари орқали чизиқли ифодаланади. AA~l =  E бўлганли- 
ги сабабли, бу тасдиқ Е нинг сатр векторлари чизиқли 
эркли бўлишига зид келади.

Демак, фақат хосмас квадрат матрицалар учунгина 
тескари матрицалар мавжуд бўлади.

3 -т ео р ем а . Космос квадрат А матрицани элементар 
алмаштиришлар ёрдамида бирлик матрицага келтириш 
мумкин.

И с б о т и .  А хосмас матрицанинг ҳамма сатрлари 
нолмас сатрлардан иборат, шу сабабли ҳар бир сатрда 
нолдан фарқли камида битта элемент мавжуд. А мат
рица қуйидаги кўринишда бўлсин:

Элементар алмаштиришларнн фақатгина сартлар 
устида бажариб, А ни бирлик матрицага келтириш 
мумкинлигини кўрсатамиз.

akx ( k =  1 ,п) сонлардан қайси бири нолдан фарқли бўл- 
са, ўша элемент жойлашган сатрни (akl лардан бир қанчаси 
нолдан фарқли бўлса, шу элементлар жойлашган ихтиёрий 
сатрни) биринчи сатр билан алмаштирамиз. Шундай қилиб, 
ап Ф 0 дея оламиз. Агар биринчи устунда ап  дан бошқа 
нолдан фаркли элементлар бўлса, уларни биринчи сатр эле
ментлари ёрдамида нолларга айлантирамиз.

Натижада А матрица

кўринишга келади. Энди b22 Ф 0 деб фараз қилиб, В нинр
иккинчи сатрини — — , — — , . . ., — ларга кўпайти 

622 6,2 Ьг 2



риб, натижаларни мос равишда 3, 4, . . п- сатрларга қўш- 
сак, В матрица

ап °12 а 13. . ■аы

0 2̂2 Ь2з . • Л „

“ г
0 сзз ■• • С3п

\ ° 0 CnZ ■■ ■ V
кўринишда бўлади. Бу жараённи яна ti — 2 марта такрорла- 
сак, С матрица

D =

а 11 а 12 °13 
&22 2̂3;о

о '33
О О О

• I
2п

°3п

Нп,
1кўринишни олади. Энди матрицанинг биринчи сатрини — га,

1--------------------------- ° 11 . . , п- сатрини----- га кўпайтирсак,
®ял

иккинчи сатрини —  га, 
t>2i

М  =

rf[2 <̂13
d2з .

. . d ,  
. . d.

1 . .  . d

0 o ’ 0 ’ . ' l 'I

матрица ҳосил бўлади. M матрицада п- сатрни— d ln, —d2n, 
. . ., — dn_ ]n ларга кўпайтириб, натижаларни мос равишда
1, 2, . . ., п — 1 -сатрларга, сўнгра (я — 1)-сатрни — dln_ u
— d2n_ {, . . ., — dn_ г n_ t ларга кўпайтириб, натижаларни 
мос равишда 1, 2, . . . ,  п — 2 -сатрларга ва ниҳоят ик
кинчи сатрни — d12 га кўпайтириб, натижани биринчи сатр- 
га қўшсак, матрица ушбу

1 0 0 . . .  On
О 1 0 . . .  О
0 0 1 . . .  О

чО 0 0 . . . L
кўринишда бўлади. Охирги матрица эса Е (бирлик) матрицадир.

Мисол .  /1  —1 2\
/ 1 = 3 —3 7  

\2 —3 5/



хосмас матрицани бирлик матрицага келтирайлик. Ав
вало А нинг биринчи сатрини —3 га кўпайтириб, нати- 
жани иккинчи сатрга, кейин биринчи сатрни яна — 2 га 
кўпайтириб, натижани учинчи сатрга қўшамиз. Унда

матрица ҳосил бўлади. Бу матрицада учинчи сатрни
— 1 га кўпайтириб, уни иккинчи сатр билан алмаштира- 
миз. Натижада

матрицани ҳосил қиламиз. Энди С матрицада иккинчи 
сатрни биринчи сатрга, учинчи сатрни иккинчи сатрга 
қўшсак,

матрица ва ниҳоят D матрицадаги учинчи сатрни — 1га 
кўпайтириб, биринчи сатрга кўшсак,

матрица ҳосил бўлади. Бу эса бирлик матрицадир.
4 - т ео р ем а . Хосмас матрицага тескари матрица мав

жуд ва ягонадир.
И с б о ти .  Матрицадаги сатр алмаштиришларнн чапдан 

бирор матрицага кўпайтириш деб қараш мумкин.
S матрица (т , п) турли матрица бўлиб, унинг фақат 

битта элементи 1, кол га н элементлари 0 бўлсин. 1 элемент 
t-сатр, /- устунда турувчи сон бўлсин.

5  ■ А (бунда А (п, k) турли матрица) кўпайтма матрицада 
t'-сатр А даги /-сатр билан устма-уст тушади. Қолган бар
ча сатрлар 0 лардан иборат бўлади. Масалан,

У ҳолда i =  2, / =  3 бўлади.
/О 0 0\  /а п  а12 а13\  /0  0 0 \

■S • А =  I 0 0 1 I • I ап  а22 о$з I =  I о32 а^  I
\0 0 0/  \а 31 я32 аз3/ \0 0 0 / ,



кўринишдаги S', S", S'" матрицаларни текширамиз.
S' матрицада бош диагоналнинг п — 2 та элементи 1 га 

ва бу диагоналдан ташқарида яна иккита элемент 1 га, дол
ган элементлари нолга тенг.

S" матрицада бош гдиагоналнинг битта элементи а  га, 
колганлари 1 га ва бош диагоналдан ташқари барча эле
ментлар 0 га тенг. S'" матрицада бош диагонал элемент
лари 1 га, ундан ташқарида битта элемент а  га, қолган 
барча элементлар 0 га тенг.

Бу тушунчаларга асосланиб қуйидагн хулосаларга келамиз:
1) 5 'Л  матрица А матрицадаги i ва / - сатрларнинг ўрин- 

ларини алмаштиришдан ҳосил бўлади;
2) 5"Л матрица А матрицанинг i-сатрини а  сонга кў- 

пайтириш натижасида ҳосил бўлади;
3) S'"А матрица А матрицадаги /- сатрни а  сонга кўпай- 

тириб, i- сатрга қўшиш натижасида ҳосил бўлади.
Шундай қилиб, А матрицада ихтиёрий элементар сатр 

алмаштиришларнн А матрицага чапдан бирор ёрдамчи мат
рицаларни (S', S", S'") кўпайтириш натижасида ҳосил қи- 
лиш мумкин.



Бу тушунча ва 3-теоремага асосан қуйидаги~ хулосага 
келамиз: Агар хосмас А матрицани чапдан Slt S 2, . . Sp 
хосмас матрица ларга кўпайтирсак, у ҳолда бирлик Е ’мат
рицани ҳосил қиламиз, яъни Sp (. . . (S2 (St -А )) . . .) =  Е 
бўлади. Бунда Sv  S2, . . ., Sp лар S', S", S'" кўринишдаги 
матрицалар.

Матрицаларни кўпайтириш амали ассоциатив хоссага эга 
бўлгани учун охирги тенгликдаги қавсларни ташлаб юбориш 
мумкин. Шунинг учун Sp . . . S2-Sx- А =  Е бўлади. Sp . . . 
Sj-Sj кўпайтмани В ’орқали белгилаймиз ва охирги тенг
ликни

В-А =  Е (1)

кўринишда ёзамиз. (1) дан кўринадики, ихтиёрий хос
мас А матрица бирор В матрицага тескари бўлади.

В матрица ҳам хосмас (акс ҳолда унга тескари мат
рица мавжуд бўлмайди) бўлгани учун унга тескари 
бирор С матрица мавжуд бўлади, яъни

С-В =  Е. (2)
(2) тенгликнинг иккала томонини ўнгдан А матрицага кў- 
пайтирамиз: (СВ) А = Е - А  ёки С (ВА) =  А. (1) тенгликка 
асосан С =  А бўлади. Бундан А-В =  Е бўлади.

Демак, В матрица А матрица учун изланган теска
ри матрица бўлади.

Энди берилган хосмас матрицага ягона тескари мат
рица мавжудлигини кўрсатайлик. Тескарисини фараз 
қиламиз. А га тескари бўлган камида иккита В ва С 
матрицалар мавжуд бўлсин. В ва С ларнинг тенг экан
лигини кўрсатайлик. Ҳақиқатан, В матрица А га тес
кари матрица бўлгани учун

АВ =  ВА =  Е (3)
бўлади.

С матрица хам А га тескари матрица бўлгани учун
А С  = Е  (4)

тенглик ўринли. (4) нинг иккала томонини чапдан В га кў- 
пайтирамиз ва (3) 'дан фойдаланамиз: В (АС) =  BE =  В, 
(ВА)-С =  Е С =  С, В (АС) =  (ВА)■ С ёки В-Е =  Е-С. Бу 
эса В = С  демакдир.

Матрицалар кўпайтмаси коммутатив бўлмагани 
учун берилган хосмас матрицага тескари бўлган мат
рицани топиш пайтида мазкур матрицада элементар



алмаштиришларнн фақат сатрлар бўйича бажариш 
керак.

Элементлари бирор 8* майдонга тегишли бўлган барча 
(п, п) турли хосмас матрицалар тўпламини GL (п, <Ў) орқа- 
ли белгилаймиз.

5- т еорем а.  <  GL (п, <f), • >  алгебра группа бўлади.
И с б о т и .  60-§ да кўриб ўтганимиздек, а) учта А, 

В ва С матрицалар кўпайтмаси ассоциатив; б) иккита 
( п, п) турли хосмас матрицалар кўпайтмаси яна хос
мас матрицадир( 1-теоремага қаранг); в) 4 -теоремага 
кўра ҳар бир хосмас матрица учун ягона тескари мат
рица мавжуд; г) ҳар қандай бирлик матрица хосмас 
матрица бўлади.

Бу шартларнинг бажарилиши (п, п) турли хосмас 
матрицалар тўпламининг кўпайтириш амалига нисба
тан группа эканлигини кўрсатади.

Энди хосмас А матрицага тескари бўлган В матри
цани топишнинг қуйидаги усулини баён қиламиз.

А ва Е матрицаларни ёнма-ён, яъни ушбу

кўринишда ёзиб, А нинг устида қандай элементар ал
маштиришлар бажарилса, Е нинг устида ҳам ўша эле
ментар алмаштиришларнн бажариш керак. Бу жараён
ни А матрица ўрнида бирлик матрица ҳосил бўлгунча 
давом эттириб,

кўринишдаги матрицани ҳосил қиламиз. Бу матрицанинг ўнг 
қисмнда А га тескари В матрица ҳосил бўлди, яъни Е/А~1 
бўлди.

Ми с о л .
/2 1 —1\ 

А =  5 2 4
7 3 2/

хосмас матрицага тескари А"1 матрицанц топинг.



матрицанинг А даги биринчи ва Е даги иккинчи устунлар- 
нинг ўринларини алмаштирамиз.

Биринчи устунни —2 га ва 1 га кўпайтириб, иккин
чи ва учинчига қўшамиз. У ҳолда

матрица ҳосил бўлади. Бу матрицада иккинчи усгуннш 
—2 га кўпайтириб, биринчи устунга ва иккинчи устун
ни —6 га кўпайтириб, учинчи устунга қўшамиз. У ҳолда

матрица ҳосил бўлади. Бу матрицада учинчи устунни 
иккинчи устунга, кейин эса биринчи устунга қўшамиз 
ва ушбу

матрицани ҳосил қиламиз. Бу матрицадаги учинчи ус
тунни —1 га кўпайтирсак,

—8 —5 
18 

1

5 61 
1 1 3 1
1 —и

матрица ҳосил бўлади. Демак,
( —8 - 5  6  ̂

Л" 1 =  I 18 11 —13 j

бўлади. Ҳақиқатан, АА 1 =  А"1 А



=  Е,

А А -1 =  А - 1 А =  Е. 

М а ш қ л а р
1.

Л = | 2 4 6 | в а 5  =  J — 1 —2 —4^

матрицаларнинг кўпайтмасини топинг. Мазкур кўпайтмадан 
қандай хул оса чикариш мумкин?

2.
А \ = ( \  ва B =  (cos<p-sin<p\

“ \0 1/ \sin ср соэф/
матрицаларнинг п- даражалари қандай матрицани ифодалайди?

3.
(  2 1 0\  /  3 1 2\

А =  I 1 1 2  в а В *  3 - 2  4
V—1 2 1/  V—3 5 —1/

В А ни ҳисобланг,
2 2 3 \
1 —1 0  матрица учун тескари бўлган мат- 

—1 2 1/  
рицани топинг.

62-$. МАТРИЦАЛИ ТЕНГЛАМАЛАР

Бирор S’ сонлар майдони "устидаги п та номаълумли, 
п та чизиқли тенгламалар системаси

<2(1 +  Д|2х2 +  • • • +  аыхп =
а21 Х\ °22 Х2 а 2п Хп ~  2̂»  ̂j J

йп\ Х\ +  йп2Х2 + • • •  +  аппХп =  Ьп
кўринишда берилган бўлсин.



а„ 0.2 • ■■ат
а2\ смсм3̂ • ■ а2 п

ат ап2 ■ ' ' °пп
матрицани (1) системанинг матрицаси дейилади. Айтайлик, 
А — хосмас матрица булсин. У ҳолда (1) нинг чап томонида 
А матрицани

матрицага кўпайтиришдан келиб чикадиган п та сатрли ва
1 устунли матрицанинг элементлари, ўнг томонида эса

В =

Ф.П'
матрицанинг элементлари ту ради деб қараш мумкин. Шу са
бабли ва иккита матрицанинг тенглик шартига асосан, (1) ни 
ушбу

(ЬЛ

еки қисқача
АХ =  В (2)

кўринишда ёзиш мумкин. (2) га матрицали тенглама дейи
лади.

А га тескари А~1 матрица мавжуд бўлганидан (2) нинг 
ечими

кўринишда бўлади.
Масалан,



бўлса, АХ  =  В тенгламани ечайлик. А матрица хосмас мат
рица бўлгани учун унга тескари А~1 матрица мавжуд. Л-1  ни 
61-параграфда кўрсатилган усул билан топамиз:

бўлиб, берилган тенгламанинг ечими X =  экан.

Фараз қилайлик, п та элементга эга 'бўлган А тўплам 
берилган бўлсин. Бу элементларни 1, 2, 3, . . ., п сонлар 
орқали номерлаб чиқайлик. Унда элементлар табиати бизни 
қизиқтирмагани учун бу тўпламни А =  { 1, 2, 3, . . п} кў- 
ринишда ёзиш мумкин.

1-та ъриф.  А тўпламни ўзига биектив (ўзаро бир қий- 
матли) акслантиришга урнига қўйииг дейилади.

п та элементли А тўпламда п\ (п факториал деб ўқила- 
ди ва п\ =  1 -2-3 . . . п) та ўрнига қўйишлар мавжуд.

Охирги тасдиқни қуйидагича исботлаймиз. Фараз қилай- 
лик, п та катакчалар берилган бўлсин. Уларни 1,2,  3, . . ., 
п сонлари ёрдамида номерлаш мумкин. Энди катакчаларни 
неча хил усулда номерлаш мумкин деган масалани қарай- 
лик.

Биринчи катакчани 1 дан п гача бўлган сонлар ёрда
мида, яъни п усулда номерлаш мумкин.

Иккинчи катакчани номерлаш учун бизнинг ихтиёримизда 
п — 1 та сон қолади. Демак, уни п — 1 усулда номерласак 
бўлади. Шундай қилиб, биринчи ва иккинчи катакчаларни 
ҳаммаси бўлиб п (п — 1) та усулда номерлаш мумкин.

Учинчи катакчани номерлаш учун п — 2 та сон қолгани 
учун уни п — 2 та усулда, дастлабки учта катакни эса ҳам- 
маси бўлиб п (п— 1) (п — 2) та усулда номерлаш мумкин. 
Бу жараённи давом эттирсак, охирги катакчани фақат 1 усул
да номерлаш мумкин. Бу тушунчалардан барча п та катак-

Демак, (3) га кўра:
*! =  6-2 +  (— 1)-9 +  (—1)-2 =  1, *1 == 1, 
х2 =  (— 1)-2 +  1 - 9 +  (—1) 2 =  5, х2 =  5, 

■*з =  ( - 3 ) - 2 +  1 - 9 +  0-2 =  3, *з =  3

63-§. ЎРНИГА ҚЎЙИШЛАР ГРУППАСИ



чани эса п (п — 1) (п — 2 ) . . . 3*2-1 =  л1 та усулда номер- 
лай оламиз.

Шундай қилиб, А тўпламни барча биектив акслантириш
лари п\ та ўрнига қўйишларни ифодалар экан.

Ўрнига қўйишлар одатда з, t, . . . ҳарфлар орқали бел
гиланади.

Агар s ўрнига қўйиш деганда 1 нинг қандайдир tt га,
2 нинг ja га, 3 нинг i3 га, . . ., п нинг in га ўтишини ту-

шунсак, уни қисқача s =  (! ? (t =  1,я) белги ёр-
V£i l2 h- ■ • lJ

дамида ёзамиз. Шундай қилиб, ҳар бир ўрнига қўйиш чекли 
тўпламни ўзига- ўзини акслантиришдан иборат экан. Бу ерда
1 -W i, 2 — 12, , . n-*-in мосликлар ўринли.

Энди А тўпламнинг элементларидан тузилган

, /1 2 3 . . . я \
V/i h / з  • • • iJ

ўрнига цўйишни олиб, иккита ўрнига қўйишнинг тенглиги 
тушунчасини киритайлик.

2- таъриф.  Агар ik =  jk ( k =  l,n) бўлса, s ва t ўрнига 
қўйишлар ўзаро тенг дейилади ва у s =  t орқали ёзилади.

М и с о л.

S /1 2 3 4 5\ ва f _ /1  3J2 4 5 
\4 3 2 5 1 /  *“ U 2 3 5 i;

ўрнига қўйишлар ўзаро тенгдир.
Агар юқоридаги сатрнинг бирор рақамя учун ik Ф  j k бўл- 

са, s=7̂ /  деб юритилади.
Ўрнига қўйишларнинг ихтиёрий сатридаги элементлар со

ни шу ўрнига қўйишнинг тартибини белгилайди.
3-таъриф.  А тўпламнинг ҳар бир i элементини яна i га 

ўтказувчи е акслантиришга айний урнига қуйиьи дейилади
ва с =  [} £ 3 . . . i . . . rz\ 0рқали белгиланади.

V1 Z 6 . . .  I . . . п]
А тўпламнинг барча ўзаро бир қийматли акслантиришлар

(ўрнига қўйишлари) тўпламини Sn орқалц белгилайлик. Sn
тўпламнинг иккита элементи кўпайтмаси тушунчасини кири-
тамиз.

Иккита s ва t ўрнига қўйишлар кўпайтмаси деганда ав
вал s, сўнгра / ўрнига қўйишларнинг бажарилишини тушу- 
намиз. Масалан,



бўлса,
w  =  /1 2 3 4W 1 2 3 4\ /1 2 3 4\

\2 3 4 \) \3  2 4 ij  \2 4 1 3 j’

s -/=^2 4 j з |  бўлади. Чунки l - > 2 ,  2 -*• 2 бўлганидан 1-^2;
2->-3, 3 4  бўлгани учун 2->-4 бўлади; 3-»-4 ва 4-*-1, 
у ҳолда 3 1; 4-»-1 ва 1 3 ,  у ҳолда 4->3  бўлади. 

Энди t s  ни топайлик: ■
/1 2 3  4W 1 2 3 4\ _  /1 2 3  4\ ( , _ / 1 2  3 4\ 
[3 2 4 1) \2  3 4 l j ~ U  3 2 \j'  U  3 2 l j ’

Юқоридаги иккита кўпайтмадан s -t¥= t-s  экан, деган ху- 
лосага келамиз, яъни ўрнига қўйишлар кўпайтмаси комму
татив эмас.

Т еорем а . А чекли тўпламнинг барча урнига қўйишлар 
тўплами мультипликатив группа бўлади.

Исботи .  1. 9-§ да кўриб ўтганимиздек, иккита акслан
тиришлар композицияси яна акслантириш бўларди. Шунга 
асосан иккита п- тартибли ўрнига қўйишлар кўпайтмаси яна 
гг-тартибли ўрнига қўйиш бўлади.

2. Sn даги исталган s ўрнига қўйишни айний ўрнига 
қўйиш (яъни е) га кўпайтирсак, кўпайтма s га тенг бўлади. 
Чунки k - у  ik бўлганда ik- + i k бўлади. Демак, k - + i k бўла. 
ди. Шунинг учун e-s =  s бўлади.

3. Sn тўпламнинг исталган s ўрнига қўйиши учун s-1  
орқали белгиланувчи тескари ўрнига қўйиш мавжуд. Дар- 
ҳақиқат,

9 71 2 3 . . . п \
Vi h  »'з • • • in)

ўрнига қўйишнинг биринчи ва иккинчи сатрлари ўринларини
алмаштирсак, s-1  =  l *1 Ia <з • ■ • M  ҳосил бўлиб, уларнинр 

\ 1 2 3 . . . п j
кўпайтмаси
$. s~i _  /1 2 3 . . . л \ /»i ia i3 . . . t \  _  / 1 2 3 . . . n\ e 

l*i h  ‘з- • • U  \1 2 3 . . . n) U  2 3 . . . nj
бўлади.

4. s, t, k ўрнига қўйишлар кўпайтмаси ассоциатив бў- 
лади (исботланг).



Демак, Sn тўплам элементлари кўпайтириш амалига нис
батан ёпиқ, бирлик элементга эга, ихтиёрий s элемент учун 
унга тескари s-1  элемент мавжуд ва кўпайтириш ассоциатив 
эканлигини кўрсатдик. Демак, ўрнига қўйишлар тўплами 
группа экан.

гг-тартибли ўрнига қўйишлар группаси баъзан п-даража- 
ли симметрик группа деб ҳам юритилади ва у < 5Л,-, е >  
орқали белгиланади.

64- §. ЖУФТ ВА ТОҚ ЎРНИГА ҚЎЙИШЛАР

1, 2, 3, . . . , п рақамлардан тузилган

°1 а2 a3 ■ ■ ■ ап (О
ўрин^алмаштириш берилган бўлсин. (1) да а{ <  а2 <  . . . <  
< а п шарт бажарилиши мумкин. Агар шу шарт бажарилма
са, (1) ўрин алмаштириш инверсия (тартибсизлик) га эга деб 
юритилади. Демак, (I) ўрин алмаштиришда at (i =  1, п) нинг 
ўнг томонида а,- дан кичик нечта рақам турган бўлса, aL 
шунча инверсия ташкил этади дейилади. Агар а £ нинг ўнг 
томонида aL дан кичик битта ҳам рақам турган бўлмаса, 
инверсия ташкил этмайди дейилади.

1- т а ъ р и ф .  (1) ўрин алмаштиришдаги инверсия 
ташкил этувчи барча рақамларнинг инверсиялари йиғин- 
диси ( 1) ўрин алмаштиришнинг инверсияси дейилади.

Ҳар бир ўрин алмаштиришдаги инверсиялар сонини 
аниқлаш масаласи муҳим бўлиб, уни қуйидаги мисол- 

ларда кўриб ўтамиз.
Масалан, 5261743 ўрин алмаштиришда нечта инвер

сия борлигини аниқлайлик. Бунинг учун ҳамма рақам- 
ларини чапдан ўнгга томон кўздан кечириб, улар томо
нидан ташкил этилган инверсиялар йиғиндисини туза- 
миз. Бу ҳолда 5 рақам тўртта инверсия ташкил этади, 
чунки унинг ўнг томонида ундан кичик тўртта рақам 
бор. Худди шунга ўхшаш, 2 рақам битта инверсия, 6 ра- 
қам учта инверсия ҳосил қилади. 1 рақам инверсия 
ташкил этмайди, 7 рақам иккита ва 4 рақам битта ин
версия ташкил этади, 3 рақам инверсия ташкил этмай
ди. Шундай қилиб, 5261743 ўрин алмаштиришдаги ин
версиялар сони 4 + 1 + 3  + 2+1  =  11 га тенг. Худди шун
дай усулда 3261745 ўрин алмаштиришдаги инверсиялар 
сони 8 та эканлигига ишонч ҳосил қиламиз. 1, 2, 3, ..., п



рақамларнинг 12  3 . . .  п ўринлаштиришини нор- 
мал ўрин алмаштириш дейилади. Унда инверсиялар 
йўқ, шунинг учун нормал ўрин алмаштиришдаги инвер
сиялар сони 0 га тенг бўлади. Энг кўп инверсияларга 
эга бўлган ўрин алмаштириш 12  3 . . .  п ўрин алмаш- 
тиришни тескари тартибда жойлаштириб тузилган 
п(п—1) (п— ) . . .  3-2-1 ўрин алмаштириш бўлади. Ун- 
даги инверсиялар сони ушбуга тенг:

( п -  1) +  (п — 2) +  . . .  +  2 +  1 =  _и

Масалан, 1234567 ўрин алмаштиришдаги инверсиялар
7 • бсони О га тенг. 7654321 ўрин алмаштиришда эса =  21 та 

инверсия бор.
2- т а ъ р и ф. Инверсиялар сони жуфт ёки тоқ бўлишига 

қараб, ўрин алмаштиришни ҳам мос равишда жуфт ёки тоқ 
ўрин алмаштириш дейилади.

Масалан, 614253— жуфт ўрин алмаштириш (8 та 
инверсияга эга) ва 634251 — тоқ ўрин алмаштириш (11 
та инверсияга эга).

3- т а ъ р и ф. Урин алмаштиришдаги исталган икки 
рақамнинг ўрнини алмаштириш транспозиция дейилади.

Урин алмаштиришда а ва b элементларни ўрин ал
маштириш билан бажарилган транспозиция (а; b) кў- 
ринишда белгиланади. 1, 2, 3, . . . ,  n рақамларнинг 
иккита ҳар хил ўрин алмаштиришида бир хил (а; Ь) 
транспозицияни бажарсак, яна ҳар хил ўрин алмашти
ришни ҳосил қилишимиз равшан, чунки бу икки янги 
ўрин алмаштиришлар тенг десак, улар битта ўрин ал
маштиришни ифодалайди. Битта ўрин алмаштиришда 
яна (а; Ь) транспозицияни бажариб, ҳеч қачон аввал- 
ги иккита ҳар хил транспозицияга ўта олмаймиз. Бу 
айтилганлардан кўринадики, 1, 2, 3, . . . ,  п ларнинг 
ҳамма п! та ўрин алмаштиришида бир хил (а; Ь) транс
позицияни бажариш ана шу п\ та хар хил ўрин алмаш
тиришни беради.

Масалан, 1, 2, 3 рақамларнинг 123, 132, 231, 213, 312, 
321 ўрин алмаштиришларида (1; 3) транспозицияни 
бажарсак, яна ўша 321, 312, 213, 231, 132, 123 ўрин 
алмаштиришлар ҳосил бўлади.

1-тпеорема. Битта транспозиция натижасида урин ал- 
маштиришнинг жуфт-тоқлиги ўзгаради .



И с б о т и .  1. Аввал ўрин алмаштиришда ёнма-ён 
турган k ва I рақамлар ўринларини алмаштирайлик. 
У ўрин алмаштиришни қуйидаги кўринишда ёзиш мум
кин:

AklB, (2)
бу ерда А орқали k дан олдин турган, В орқали эса / дан 
кейин турган рақамлар ўрин алмаштиришларини белгиладик.

(2) ва (к; I) транспозицияни бажариб,
AlkB (3)

ўрин алмаштиришга ўтамиз.
Маълумки, (k; /) транспозиция А ўрин алмашти

ришдаги исталган с рақамнинг инверсияларига таъсир 
этмайди, чунки (2) да а нинг ўнг томонидаги k ва / 
рақамлар (3) да ҳам а нинг ўнг томонидалигича қо- 
лади. Бу транспозиция В ўрнн алмаштиришдаги истал
ган рақамнинг ҳам инверсияларига таъсир этмайди, чун
ки b нинг инверсиялари унинг ўнг томонидаги рацамлар 
билангина аниқланади.

Шундай қилиб, (2) дан (3) га ўтишда I ва k лар 
орасида битта инверсия пайдо бўлиши ёки, аксинча, йу- 
цолиши мумкин. Ҳақиқатан, к<1  шартда (3) да I ра- 
қам к билан битта инверсия ташкил этади ва демак,
(2) дан (3) га ўтишда ўрин алмаштиришнинг инверсия
лари сони биттага ортади; А >/ шартда эса (2) дан (3) 
га ўтишда к нинг I билан ташкил этган битта инвер- 
сияси йўқолади, яъни ўрин алмаштиришнинг инверсия
лари сони биттага камаяди. Бундан кўрамизки, (к; I) 
транспозиция натижасида ўрин алмаштиришнинг жуфт- 
тоқлиги ўзгаради.

2. Энди ўрин алмашинувчи k ва I рақамлар орасида т 
та сх, са, с3, . . . ,  ст рақам турган деб, яъни ўрин алмаш
тириш

Ak с„ . . . ст1 В (4)
кўринишга эга деб фараз қиламиз ва (4) даги инверсиялар 
сони t га тенг бўлсин. Бу ўрин алмашгиришдан (k;l) транс
позиция орқали

Al ct с2 . . . ст кВ (5)
ўрин алмаштиришга ўтиш талаб қилинади. Бунинг учун (5) 
ни (4) дан қуйвдагича ҳосил қилишимиз мумкин: h ни кет
ма-кет сўнгра cv  ундан кейин ва ҳ. к. ст ва энг 
охирида I билан урин алмаштирсак,



ўрин алмаштиришга келамиз. Шундай қилиб, (4) да ёнма- 
ён турган рақамлардан т 4- 1 марта транспозиция бажариб,
(6) га ўтамиз. Худди шунга ўхшаш, (6) да I ни кетма-кет 
стУ сўнгра ст_ 1 ва ҳ. к. энг кейин сх билан ўрин алмаш- 
тирсак, (5) ҳосил бўлади. Бунда ҳам (5) ни ҳосил қилиш 
учун (6) да ёнма-ён турган рақамлардан т марта транспо
зиция бажарган бўламиз. Демак, (4) да ёнма- ён турган ра- 
қамлардан (га +  1) +  т =  2т +  1 марта, яъни тоқ сон мар
та транспозициялар бажарсак, (5) ўрин алмаштириш келиб 
чиқади Натижада (5) ўрнн алмаштиришдаги инверсиялар 
сони t +  2т +  1 та бўлади. t ва 2т -г 1 сонларнинг жуфт- 
тоқлиги ҳар хил.

Мисол.  Жуфт 614253 ўрин алмаштиришда (1; 3) транс
позицияни бажарсак, тоқ 634251 ўрин алмаштириш ҳосил 
бўлади

2- т ео р е м а .  1, 2, 3, . . . , п рақамларнинг nl та 
урин алмаштиришларидан у  таси жуфт ва ~  таси тоқ'

Исботи .  Жуфт ўрин алмаштиришлар сонини р билан, 
тоқ ўрин алмаштиришлар сонини q билан белгиласак, р +  
+  q =  n\ бўлади. Ҳамма ўрин алмаштиришларда бир хил 
(а; b) транспозицияни бажариш билан яна ўша п\ ўрин 
алмаштиришларнинг ўзи келиб чиқишини биламиз. Бунинг 
натижасида 1- теоремага мувофиқ, жуфт ўрин алмаштириш
лар тоқ ўрин алмаштириш ларга ва тоқлари, аксинча, жуфт- 
ларига ўтади, демак, энди жуфт ўрин алмаштиришлар сони 
q га ва тоқларининг сони р га тенг бўлиб қолади. Шу са
бабли р =  q дир. Шундай қилиб, 2р =  п\ да р =  га ке-

ўрнига қўйишига мурожаат қиламиз, бунда Yi» Y2» • • ■ » Vn 
ва Рр Р2, . . . , $п лар юқоридаги п та рақамнинг қандайдир 
ўрин алмаштиришларидан иборат. s даги юқори сатрнинг 
инверсиялари сонини билан, пастки сатрнинг инверсиялари 
сонини V билан белгилайлик.

3-та ъриф.  |x +  v йиғиндининг жуфт ёки тоқ бўлиши- 
га қараб, ўрнига қўйиш жуфт ёки тоқ урнига қуйиш деб 
аталади.

Таърифдан кўринадики, у,, у2, . . . , уп ва Р2, • • • , Р„

дир.

ламиз.



сатрларнинг иккаласи жуфт ёки иккаласи тоқ ўрин алмаш- 
тиришларни ифодаласа, s ўрнига қўйиш жуфт бўлади. 
Сатрлардан бири жуфт, иккинчиси тоқ ўрин алмаштириш- 
ни ифодаласа, у ҳолда, s ўрнига қўйиш тоқ бўлади. * 

Жуфт ўрнига қўйиш мусбат ишорага, тоқ ўрнига қўйиш 
эса манфий ишорага эга дейилади.

Мисоллар. 1. 5 =  [4 j б 2 3 б) Урнига ҚЎЙИШ жуфтдир,
чунки юқори сатр 8 та ва пастки сатр 6 та инверсияга эга, 
яъни 8 +  6 =  14 жуфт сондир.

2.  ̂ =  4̂ з б 2 j 5) ЎРнига Қўйиш жуфт ўрнига қўйиш
бўлади, чунки юқори сатрда 11 та ва пастки сатрда 9 та 
инверсия мавжуд, яъни 11 +  9 =  20 жуфт сондир.

3* и =  ( б 3 5 2 4 1 )  Т01̂  ЎРнига ^Ў^иш» ЧУНКИ юқори сатр
9 та ва пастки сатр 12 та инверсияга эга, яъни 9 + 1 2  =  
=  21 тоқ сондир.

3- т ео р е м а .  1, 2, 3, . . . , п рақамларнинг п\ та ур
нига қўйиилларидан — таси жуфт ва — таси тоқдир.

Исботи .  Ҳамма ўрнига қўйишларнинг юқори^сатрлари- 
ни нормал 1 2 3 . . .  п шаклда ёзиб чиқсак, пастки сатрла
ри ҳамма п! та ҳар хил ўрин алмаштиришларнн ифодалайди. 
Ҳар бир ўрнига қўйишнинг юқори сатрида 0 та инверсия 
бўлгани учун, ўрнига қўйишнинг жуфт-тоқлиги пастки сатр- 
даги инверсияларнинг v сони билан аниқланади, чунки 0 +

П\ ti!+  v =  v. Энди пастки сатрларнинг — таси жуфт ва — та
си тоқ урин алмаштиришлар бўлгани учун л-тартибли ўр-

тх\ п\нига қўйишларнинг ҳам — таси жуфт ва -j- таси тоқ бў-
лади.

Масалан, 1, 2, 3 ракамларининг б та ўрнига қўйишла- 
ридан: I 123\ ( \23\ (123) (123\ /123\ /123\

1,123/, \231/, \312/ лари жуфт ва \ 132/, \32 lj, \213/ 
лари тоқ.

4- теорема. Жуфт ўрнига қўйишлар тўплами урни
га қўйишларни кўпайтириш амалига нисбатан группа 
ташкил қилади.

И с б о т и .  п- тартибли жуфт ўрнига қўйишлар тўплами- 
ни S’ орқали белгилаймиз.

1) Y  S’, Y  S £ S'n= > S t £ S', демак, жуфг ўрнига



қўйишлар тўпламида кўпайтириш амали бинар алгебраик 
амалдир;

2) исталган учта ўрнига қўйишлар кўпайтмаси яна жуфт 
бўлади;

3) бирлик ўрнига қўйишлар жуфт ўрнига қўйиш бўлади;
4) Y 5  жуфт бўлса, унинг сатрларини алмаштиришдан 

ҳосил бўлган S~l ҳам жуфтдир.
Демак, 5* группа бўлади.
Н а т и ж а .  Тоқ ўрнига қўйишлар тўпламн группа эмас, 

чунки бирлик ўрнига қўйиш тоқ эмас.

М аш қ л а р
1. Қуйидаги ўрнига қўйишларни кўпайтиринг:

/1 2 3 4 5\ /1 2345V 
’ \4 23 24/,  V3 1 2 1 2 /

*\ / a b c d c ^  / abcde \ .
' \ a b d b c / ,  \ cdca  b j ’

/1 2 3 4 5 6\ / 1 2 3 4 56 \
123 1212/ ,  \ 2 3 1 2 1 6/.

2. П ? ? • • • ?  ) ўрнига қўйиш жуфт бўлиши учун
\ (1 l i {3 • ■ ■ l n /

it /2 . . . i„ жуфт ўрин алмаштириш бўлиши зарур ва етар
ли эканлигини исботланг.

65-§. КВАДРАТ МАТРИЦА ДЕТЕРМИН АНТИ

Т а ъ р и ф. п- тартибли
fan  ai2 • • • ащ'

А '=  I °2а

ат ап2 ■ ■ • ап
квадрат матрицанинг детерминанти деб п\ та ҳадларнинг

nl
2 (— 0'« .  (>)

кўринишдаги йиғиндисига айтилиб, 'бу йиғинди қуйидаги та- 
лабларни қаноатлантаради:

I) (I) йиғиндидаги ҳар бир

(— !) a ip, а2р, • - • алр„ (2)



ҳад матрицанинг ҳар бир сатри ва ҳар бир устунидан фа! 
қат биттадан олинган a ]pi а2̂  ап̂ п элементлар кўпайтмаси- 
га тенг; !

2) (— l)v а2Рг . . . ап̂ п ҳаднинг биринчи 1, 2, 3, . . . , п 
индекслари a lpj, а2̂ , . . . , ап̂ п элементлар турган сатрлар 
номерларини, иккинчи Pi, Р2, • • • , Рл индекслари эса бу 
элементлар турган устунлар номерларини билдиради ва шу 
билан бирга, иккинчи индекслар ], 2, 3, . . . , п рақамлар- 
нинг қандайдир ўрин алмаштиришларини ифодалайди;

3) (1) йиғиндидаги ҳамма п\ та ҳадларнинг иккинчи рх, 
Р2» • • • > Рл индекслари бир ҳаддан иккинчи ҳадга ўтиб бо- 
риш билан 1, 2, 3, . . . , п рақамлардан мумкин бўлган 
барча п\ та ўрин алмаштиришларнн тузиб боради;

4) (2) ҳаднинг биринчи 1, 2, 3, . . . , п ва иккинчи рь
Р2). . . , р„ индекслари (1 о а ' ' '  а ) ЎРнига НЎйишни 

► ' Pi Р2 КЗ • • • P/i /
тузгани ҳолда, кўрсаткич бу ўрнига қўйишдаги пастки сатр 
инверсиялар и сонини билдиради.

Шундай қилиб, (1) йиғиндида иккинчи индекслари жуфт
урин алмгштиришларни ташкил этувчи та ҳад ((— l)v =  
=  +  1 бўлганидан) ўз ишоралари билан, иккинчи индексла-

п!ри тоқ урин алмаштиришларни ташкил этувчи — та ҳад эса

((— l)v =  — 1 бўлганидан) қарама- қарши ишоралар билан 
олинади.

(1) йиғинди п- тартибли детерминант дейилади, у

Зп а12 * ■ ‘
321 а22 * * • а2п

1п\ ап2 ' * * апп

кўринишда белгиланади ва унинг горизонтал қаторлари сатр
лар, вертикал қаторлари эса устунлар деб аталади. a i;. лар
ни детер минант элементлари дейилади, бунда биринчи i ин
декс at/. ' элемент турган сатрнинг номерини, иккинчи j ин
декс эса шу элемент турган устуннинг номерини билдира
ди. а и , а22, . . . , апп элементлар детерминантнинг биринчи 
(бош) диагонал элементларини, а 1п, а2п_ ,, . . . , ап1 эле
ментлар эса унинг^ иккинчи бош (қўшимча) диагонал~эле-



ментларини ташкил этади; я-тартибли детерминант п2 та 
элементдан тузилади.

Шундай қилиб, юқоридаги 4 та хоссага эга бўлган ва 
квадрат матрицалар тўпламини ҳа^иқий сонлар тўпламига 
ўтказувчи ф акслантиришга п- тартибли матрицанинг детер
минанта дейилар экан.

Н а т иж а .  А квадрат матрицанинг D детерминантини

о )
р

йиғинди шаклида ҳам ифэдалаш мумкин, бунда ҳамма ҳад- 
ларнинг иккинчи 1, 2, . . . , п номерлари нормал ҳолда 
жойлашган бўлиб, биринчи а ь а 2, . . . , а п номэрлари ҳам- 
ма п\ урин алмаштиришларнн тузади ва v кўрсаткич
(a i а2 а
[I 2 . . . п
эса a v  а 2, . . . , а п ўрин алмаштиришнинг ҳар хил ўзга- 
ришларини, Sn эса ўрин алмаштиришлар тўпламини билдира
ди.

Таърифга асосан, иккинчи тартибли детерминант қуйида- 
гига тенг;

1 2 • • ■ ^  I ўрнига қўйишлардаги инверсиялар сонини, р

D =  Г 11 а121 =  2  (~  1)V а '‘P. a*fr ~  а ' ' ~ a '2 а 2i•' 21 22 ' p̂ 5_

чунки px, P2 ўрин алмаштириш битта 12 жуфт ва битта 
21 тоқ ўрин алмаштиришни беради. Биз буни П) йиғинди 
асосида ҳосил қилдик. (3) йиғинди асосида ҳам худди шу
нинг ўзи келиб чиқади:

D =
22 “22 . „ . cP 6 -Si

Бундан иккинчи тартибли детерминантни ҳисоблаш 
қоидасини ҳосил қиламиз. Иккинчи тартибли детерми
нант биринчи диагонал элементлари кўпайтмасидан ик
кинчи диагонал элементлари кўпайтмасининг айирма- 
сига тенг. ,

Мисол.
• 9 — 5 
3 6 =  (— 9) • 6—(— 5 ) - 3 ^ — 5 4 +  15 =  - 3 9 ,



Детерминант таърифидан учинчи тартибли детерми- 
нантни ҳисоблаш учун ушбу қоида келиб чиқади. ( 1) 
йиғиндига кўра

D =
«11 «12 «13 
«21 «22 «23 
«31 «32 «33 (4)

«11 «22 «33 “Ь «21 «32 «13 “f“ «12 «23 «31 «13 «22 «31 
«32 «23 «11 «21 «12 «33»

чунки pif p2, P3 ўрин алмаштириш учта жуфт 123, 231 
312 ва учта тоқ 321, 132, 213 ўрин алмаштиришни билди 
ради.

(3) йиғиндига қараб учинчи тартибли детерминант- 
ни ҳисоблашнинг қуйидаги қоидасини келтириб чиқара- 
миз:

Биринчи диагонал элементлари кўпайтмасининг ва 
асослари шу диагоналга параллел бўлган тенг ёнли ик
кита учбурчак учларидаги элементлар кўпайтмасининг 
йиғиндисини тузамиз. Сўнгра, иккинчи диагонал эле
ментлари кўпайтмасининг ва асослари шу диагоналга 
параллел тенг ёнли иккита учбурчак учларидаги эле
ментлар кўпайтмаларининг йиғиндисини тузиб, биринчи 
йиғиндидан иккинчисини айирамиз.

Бу қоидага 3- тартибли детерминантни ҳисоблашнинг 
учбурчак қоидаси деб юритилади.

(3) йиғинди бўйича ҳам худди шу қоидага келамиз. Ҳа 
қиқатан,

D —
«11 «12 «13 
«21 «22 «23 
«31 «32 «33

= 2  (“  о; ail ^a82|«a,3

— «11 «22 «33 “Ь «21 «32 «13 “Ь «31 «12 «23 Д31 «22 «13 
«11 «32 «23--«21 «12 «33*



М и с о лл ар .
1.

D =

—3-5-7 —(— 4) *2’9 — 1 • (— 6)-7 =  45 — 84 — 96 — 105 +  
+  72 +  4 2 =  126, D =  126.

6 0 —7
2. L> =  —1 0  3 = 6 - 0  - 12+  0-3 - 8 +  (—i) 0 •(—7)—

8 0 12
— 0-(—7)-8—6-3-0 —(—1) 0-12 =  0, D =  0.

66-§. ДЕТЕРМИНАНТЛАРНИНГ АСОСИЙ ХОССАЛАРИ

1-хос с а. Детерминантни транспонирлаш (яъни устун ла- 
рини сатр, сатрларини эса устун қилиб ёзиш) ’унинг қийма- 
тини ўзгартирмайди.

Исботи .

D =

а и °12 ■ • • аХп
°2! °22 • • • °2п

ат °П2 • ■ • апп

^ a i p i a 2p, • • •  апр„ ( ОpeSn

тенглик (айният)нинг икки томонида қуйидаги бир хил иш- 
ни бажарсак, яъни ҳар бир а,-, элементни a/t- (t =  1, n ); j — \ t п) 
элемент билан ўрин алмащтирсак, (1) дан ушбу

а\ \ а2\ • ■■ • ап\

D’ = а\2а22 • • • ап2 °Р,1 °Р,2 • • • apпп (2)ре sn
°1па2п • ■ • °пп

детерминант ҳосил бўлади.
( 1) ва (2) тенгликларнинг ўнг томонлари бир хил. 

Шу сабабли, D '= D  деган хулосага келамиз. Иккинчи- 
дан, D' детерминант D нинг транспонирланганидан ибо
рат эканини кўрамиз.

Бундан, детерминантнинг сатрлари (устунлари) га 
нисбатан ўринли бўлган ҳар бир хосса унинг устунлари 
(сатрлари) га нисбатан ҳам ўринли бўлиши келиб чи- 
қади. Шу сабабли, детерминантнинг кейинги хоссалари- 
ни фақат сатрлар ёки фақат устунларга нисбатан ис
ботлаш кифоя.



Мисол.
1 2 —3 1 4 —7
4 —1 8 2 —1 1

—7 1 5 —3 8 5
2- х о с с а. Детерминантда исталган икки сатр (ёки 

икки устун) нинг ўринларини алмаштирсак, детерми
нантнинг фақат ишораси ўзгаради.

И с б о т и .  Бу хоссани устунлар учун исботлайлик. 
п- тартибли

а\\ а12 • • ain

ai\ в.2 ' • аы

ап а/2 • ■ ain

ашап2 • • апп
детерминантнинг исталган

■ ■ ■ %,  ■ ■ ■ %  . . .  а„Рл (3

ҳадини оламиз. Энди D да ва устунларнинг ўринларини ал-) 
маштирамиз, у ҳолда янги D, детерминант ҳосил бўлади. (3) 
ҳаддаги a lpi, . . .  a(p. . . . , a/P/............an% элементлар Dy
нинг ҳар бир сатри ва ҳар бир устунида биттадангина жой- 
лашгани учун бу элементлар кўпайтмасини тегишли ишора 
билан олсак, Dx нинг қандайдир ҳадига эга бўламиз. Шу 
ҳаднинг ишорасини аниқлайлик. Бу ҳадларнинг (3) дан фар- 
қи шундаки, (3) да i-сатр ва р{-устунда турган а{ элемент
бу ҳадда г'-сатр ва р . - устунда туради. Шунингдек, (3) да 
/-сатр ва Ру.-устунда турган элемент бу ҳадда /-сатр ва 
р,- устунда туради. Демак, (3) ва бу ҳадларга жуфт-тоқли- 
ги ҳар бир
( \ i . . .  j . . .  п \  /  I . . .  i . . .  j . . .  п \  
[ р, . . .  Р,- . . .  Ру . . .  p J B3 U .  . . .  Р, . . .  ft . . .  P j

ўрнига қўйишлар мос келади. Бундан кўринадики, бу ҳад
(3) дан фақат ишора билангина фарқ қилиб,

(— ■*) ‘a ip! • • • а ;Ц  • ■ - % {  • • • алр„ (4)



шаклга эга бўлади. Шундай қилиб, нинг ҳар бир ҳади 
D нинг мос ҳадини — 1 га кўпайтиришдан хосил бўлади 
деган хулосага келамиз.

М исол.

D =

D\ =

2 3 —1 
4 2 5 

-2 6 3

2 —1 3  
4 5 2 

-2 3 6

=  12—30 — 24—4—60—36 = —142,

D =  — 142, 

= 6 0 + 4 + 3 6 + 3 0 —12+24=142, £>х =  142.

Энди, да иккита сатр (ёки иккита устун) нинг ўрин- 
ларини алмаштирсак ва уни D2 орқали белгиласак, у ҳолда 
D2 =  D бўлади. Ҳақиқатан, £>2= —Dx=  ~ { —D) =  (—\)2D =  
=  D келиб чиқади. Шунингдек, D3 =  — D2 =  — D ва ҳ.к. 
Умуман, D нинг иккитадан сатр ёки устунларини ўрин ал
маштириш жараёнида ҳосил бўладиган Dm детерминант учун 
Dm =  (— l)m D ёки

D =  ( - l ) 'mDm\ (5)
тенглик ўринли.

Н а т и ж а . Иккита сатри (ёки устуни) бир хил бўлган 
детерминант нолга тенг (исботланг).

М исол .

D =
2 3 2 

-1 6 —1 
5 —4 5

= 60—1 5 +  8 —60+15 — 8 = 0 , D = 0.

3- х о с с а. Детерминантнинг бирор сатри (ёки ус
туни) даги элементлари т. умумий кўпайтувчига эга 
бўлса, т ни детерминант белгиси ташқарисига чиқариш 
мумкин.

И с б о т и .  D\ детерминантнинг i- сатр элементлари 
умумий т кўпайтувчига эга бўлсин.

a n a i2 ' ' • a l n
a2l a22 - ' ' °2n

D = mai i mai2 ... та,-In

am a n2 •• * a nnnn

— ^  aip(a 2p. 
p«ia

т% i -  anfn.



Йиғиндининг ҳамма ҳадларидаги т умумий Гкўпайтувчи- 
ни қавсдан ташқарига чиқарсак, ўнг томондаги йиғинди

m 2 ( - l ) V«lp, a2p2- %

кўринишни олади. Демак,

а11 а12 . . . «1« а Па\2 ' • • *1л
а.п а22 . . . а2п а2\ а22 • * * а2п

mat 1 mai2 • • • main
=  т

ai\ ai2 ■ ’ * ain

а 1п I °П2 • • • апп CM 
• 

«
с 

' 
а

с ’ * ^nn
тенглик ўринли.

Н а т и ж а. Детерминантнинг бирор сатри (устуни) 
бошқа сатр (устун) га пропорционал бўлса, бу детер
минант нолга тенг (исботланг).

4- х о с с а. п- тартибли детерминантда i- сатр эле
ментлари т та қўшилувчининг йиғиндиларидан иборат 
бўлса, яъни

аи а\2 • • а \п
а2\ й22 • ' й2п

D = £ 1 С  • *=1

*п\ °п2 • ’ пп

бўлса, D детерминант т та n-тартибли Dv  D2, . . . , Dm де
терминантлар йиғиндисига тенг. Бу детерминант ларнинг i- 
сатрлари мос равишда D даги /-сатрни ифодаловчи йиғин- 
диларнинг 1 ,2 , . . .  , т қўшилувчиларидан тузилади, дол
ган сатрлари эса D детерминантдагидек бўлади.

И сботи . Агар]
-пгП) __ л /7̂2) =  Ь' =  С• ’
a ii i2 UL[> • * • » a £l LiV
q(}) =  д. r£?) =  h.12 ul 2» l2 12’ • - d?l =  cik

n(}) =  n. =■ h. =  С-uLn tlin' uln ul2' * * * ain in
десак, у ҳолда D детерминант 
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*ipi ааь2 • • ( +  bi^ i+  • • • + ciPi) ”Pn

bifii anp„ + *10! -a2p2 't'Pi

£> = У  (—l)v a
c*sn

йиғиндига тенг бўлади. Бу йиғинди эса қуйқцаги m та қў- 
шилувчилар йиғиндисига ёйилади:

2
р«s„ ‘ peS„

+  2  (—
Р*Sn

Ҳосил бўлган йиғиндилар 4-хоссада айтилган Db D2,
Dm детерминантларни ифодалайди.

М исол.
2 — 3 1 4 
1 +  5 2 — 1
3 +  2 3 5

Ҳақиқатан, (2 — 3) • 2 • 5 +  (3 +  2) • 1( — 1) +  (1 +  5) • 3 • 4 — 
— (3 +  2)-2-4 — (2—3 )3 -( — 1) — (1 +  5)-1 - 5 =

=  _ 1 0  — 5 +  72 — 40 — 3 — 30 =  — 16,
20 — 3 +  12 — 24 +  6 — 5) +  ( — 30 — 2 + 6 0 — 16 — 9 — 

— 25) =  6 — 22 =  — 16.

2 1 4 1 —3 1 4
= 1 2 —1 + 5 2 —1

3 3 5 2 3 5

1 + 2  4 — 7 
3 — 1 5 + 1

114 
3 5 + —7 + 2 41 

— 1 5 + I 2  — 7 
— 1 1

Икки томон бир хил натижани беради, яъни 
(1 + .2 )(5 +  1) — (4 — 7)(3— 1) =  3-6 +  3-2 =  24,

( 5 - 12)(1+21)+  (1 0 +  4 ) + ( 2 - 7 )  =
=  — 7 +  2 2 +  14 — 5 =  24.

Н а т и ж а .  Детерминантда бирор сатр (устун) нинг 
элементларини қандайдир сонга кўпайтириб, бу кўпайт- 
маларни бошқа сатр (устун) нинг мос элементларига 
қўшсак, детерминант ўзгармайди (исботланг).

67-§ . МИНОР ВА АЛГЕБРАИК ТУЛДИРУВЧИЛАР

Тартиби 3 дан катта бўлган детерминантларни ҳи- 
соблашнинг тайёр формуласи (таърифидан бўлак) мав
жуд эмас. Шунинг учун юқори тартибли детерминант
ларни ҳисоблаш пайтида уларнинг тартибларини пасай- 
тириш муҳимдир. Ҳозир шу масалани баён этишга 
киришамиз.



Қуйидаги таърифни берамиз:
^ /^ - т а ъ р и ф .  /г-тартибли детерминантнинг исталган 

г та сатри ва г та устунини —1) ўчириб, улар
нинг ўчирилган жойларидаги кесишган элементларни 
берилган детерминантдагидек тартибда олиб, бу эле- 
ментлардан г- тартибли детерминант тузсак, бу детер
минант берилган детерминантнинг г-тартибли минори 
деб аталади.

2- т а ъ р и ф. Детерминантда г та сатр ва г та устун
ни ўчириб, ўчирилмасдан қолган элементлардан берил
ган детерминантдагидек тартибда олиб, (п—г)-тартиб
ли детерминант тузсак, у детерминант г- тартибли ми- 
норга цушимча минор дейилади.

М и с о л .
йц #12 1̂3 1̂4 #15
#21 «22 «23 «24 «25
«31 «82 «83 «34 «35
«41 «42 «43 «44 «45
«61 *«52 «|<5 «&4 «55

детерминантда биринчи ва бешинчи сартларни, учинчи 
ва тўртинчи устунларни ўчирайлик. Учиришдаги кесиш
ган жойлардаги элементлардан тузилган

«13 «14 
«53 «54

иккинчи тартибли детерминант берилган детерминант
нинг 2- тартибли минори дейилади. Детерминантдаги 
ўчирилмай қолган элементлардан

«21 «22 «25 
«31 «32 «35 
«41 «42 «45

детерминантни тузайлик. Бу детерминант юқорида ҳо- 
сил қилинган 2- тартибли минорга қўшимча минор де
йилади.

Хусусий ҳолда, г =  1 бўлиши, яъни D детерминантда 
битта сатр ва битта устун ажратилиши мумкин. У вақтда 
ажратилган сатр ва устуннинг кесишган жойида биттагина 
элемент турган бўлиб, М минор биттагина элементдан ту- 
зилади. Уни 1-тартибли минор деб атаймиз. Бу ҳолда М 
қўшимча минор (п — 1)-тартибли бўлади.



Агар i-сатр ва /-устун ажратилса, уларнинг кесишган 
жойида ais элемент тургани учун, М =  а; . бўлади. Бу ҳол-
да қўшимча минор М,- кўринишда белгиланиб, а(/ элемент
нинг минори дейилади. Масалан, юқоридаги 5-тартибли де
терминантда а34 элементнинг минори

11 а 12 а 13 а 15
а.

^41 ^42 а 43 и 45
Cl51 u 52 u 53 а 55

бўлиб, у D дан a34 элемент турган учинчи сатр ва тўртин- 
чи устунни ўчириш орқали ҳосил қилинди.

3- т а ъ р и ф. D детерминантдаги г-тартибли М минорнинг 
шу детерминантда иштирок этган сатр ва устунлар номер- 
ларини мос равишда kx, k2> . . . , kr ва lu l2, . . . , lr деб 
белгиласак, у ҳолда (—1 )**+*«+ + к г +ix+i%+  . .+('■ даража- 
нинг М қўшимча минорга кўпайтмаси М минорнинг алгеб
раик тўлдирувчиси (ёки М минорга мос алгебраик тўл- 
дирувчи) дейилади.

Алгебраик тўлдирувчини А орқали белгиласак, таърифга 
кўра,

д  =  +*2 + ...!*+■*,+ /1 + '2 + -  + 'г

бўлади. М минор битта atj элементни ифодалаганда, бу 
элементнинг алгебраик тўлдирувчиси Ац орцали белгиланиб,
у ҳолда Ait — ( — 1 )l+,~Mij бўлади.

М исол. Ушбу

М =

минор юқоридаги 5-тартибли детерминант 1,5 номерли 
сатрлар ва 3,4 номерли устунлар иштирокида тузилгани учун 
унинг алгебраик тўлдирувчиси

А = (—])!+•+»+«

бўлади.
а34 элементнинг алгебраик тўлдирувчиси эса қуйидагидан 

иборат:

#21 #22 «25 «21 #22 «26
«31 «32 «35 =  — «81 «32 «36
#41 #42 «45 «41 #42 «45



#21 а22 a2S а2Ъ 
#41  #42  Д 43 Д 4Б

#со #1

Бундан кейин, D детерминантни ифодаловчи ~^(—l)v a ip ^ p j
р eSn

• • • anfin йиғиндининг ҳар бир (—l)v a,Pi ащ  . . . an̂  ҳа-
дини қисқача D  нинг ҳади деб ҳам айтамиз.

t -т ео р ем а . D детерминантдаги М минорнинг ис
талган ҳадини uiy минорга мос А алгебраик тўлдирувчи- 
нинг исталган ҳадига кўпайтирсак, D нинг ҳади ҳосил 
бўлади, яъни МА кўпайтманинг исталган ҳади D нинг 
ҳадидан иборат.

И сботи . Биз n-тартибли D детерминантда г-тартибли 
минорни ва унга мос (п —^-тартибли А алгебраик тўлди-
рувчини олиб, қуйидаги иккита ҳолни текширамиз. _

1-ҳол. М минор D нинг юқори чап бурчагида, М  қў- 
шимча минор эса унинг пастки ўнг бурчагида жойлашган, 
яъни

а„  . . • а 1г а 1г+1 • • • аы

D =

М

аТ\ • • • arr
агг+1 • ■ ■ агп

аг+ и • • • аг+1г
аг+1г+1 • • • аг+и

м

«л1 • • • anr апг+1 • • • «пп
бўлсин. М минорнинг А алгебраик тўлдирувчиси қуйидаги
га тенг:

А _^_Ĵ (l + 2+ ••• +0+(Ч-2+ ... +r) ^ j _

=  (_ 1 )2<‘+2+ •••+'>Ж, А = М .
М  минорнинг исталган хади

( — 1 f  % xa2fr • • • аг$г (1)
кўринишга эга, бунда р кўрсаткич Р,, Р2, . . .  , Р„ урин
алмаштиришдаги инверсиялар сонидан иборат. А =  М. алгеб
раик тўлдирувчининг исталган ҳади эса



(  ar+ \t,+ x ar+mr+2 ■ ■ ■ anfin ( 2 )

кўринишга эга бўлиб, бунда q кўрсаткич {5,, Р2, . . .  Pn 
ўрин алмаштиришдаги инверсиялар сонидан иборат. (5,, Р2,
. . ., Р„ ўрин алмаштиришда p +  q та инверсия мавжуд, чун
ки (1) нинг элементлари (2) нинг элементларидан кичик бўл- 
гани сабабли (1) даги рақамлар (2) дагилар билан инверсия 
ташкил этмайди. Шу сабабли юқоридаги иккита (1) ва (2) 
ҳаднинг кўпайтмаси худди D нинг ҳадини беради.

2-ҳол. М минор D  нинг қандайдир klt k2, . . . , kr но
мерли сатрлари ва llt 1г, . . . , lr номерли устунларини иш- 
ғол этади ва kt <  k2 <  . . .  <  kr, /а <  /2 <С . . .  <  1Г тенг- 
сизликлар бажарилади, деб фараз қи лай лик. Иккинчи ҳолни 
биринчи ҳолга қуйидагича келтирамиз: ^-сатрни ўзидан 
юқоридаги (kx — 1) та сатр билан бирма-бир ўрин алмашти
риб, биринчи сатрга кўчирамиз; £2-сатрни эса ўзидан юқори- 
даги (k2 — 2) та сатр билан бирма-бир ўрин алмаштириб, 
иккинчи сатрга кўчирамиз га ҳ.к., энг охирида, Д -̂сатрни 
юқоридаги (kr — г) та сатр билан ўрин алмаштириб, г-сатрга 
кўчирамиз. Натижада

(*i -  1)1+ (** -  2 ) +  . . .  +  (kr - г )  =  (kt +  k2 +
+  . . .  -f- kr) —  (1 + 2 -)-  . . .  + r )

марта ўрин алмаштиришдан кейин М минор D нинг юцори 
қисмига ўтади. Худди шунга ўхшаш, устунларни ўзаро 
(̂ i +  k  +  • • - +  /r) — (1 +  2 +  . . .  +  г) марта ўрин ал
маштириш натижасида tv  l2, . . .  , /^-устунларни мос равиш
да, биринчи, иккинчи, . . . , г-ўринларга келтирамиз. Демак, 
иккитадан сатр ёки устунларни

(kt +  k2 +  . . .  + * ,  +  /1 +  / , +  . . . +  / , ) _  
- 2 ( 1 + 2 +  . . .  г)

марта ўрин алмаштиришлар натижасида D  дан ҳоеил бўлган 
янги детерминантда М  минор юқори чап бурчакни, М қў- 
шимча минор эса пастки ўнг бурчакни ишғол этади. Шу 
билан бирга, детерминантларнинг иккинчи хоссасига асосан 
£) =  (_+ *2 + ... +*/• +̂ 1 + ... +^")_2(l+2+ ... +<•) — _____

_(__1)*1+*а + -+ *г + -,1 + ‘2 + - + b  р  ф)
муносабат бажарилади.

Биринчи холга кўра М нинг исталган ҳадини М нинг 
исталган ҳадига кўпайтирсак, D нинг ҳади ҳосил бўлади. 
Энди (3) га мувофиқ, М нинг исталган ҳадини



нинг исталган ҳадига кўпайтириш D нинг ҳадини беради.
2 -т е о р е м а  (Лаплас теоремаси). ti-тартибли D де

терминантда танланган г та ихтиёрий сатр (ёки ус
тун) лардан ҳамма r-тартибли минорларни тузиб ва 
уларни мос алгебраик тўлдирувчиларига кўпайтириб, бу 
кўпайтмалар қўшилса, хосил бўлган йиғинди D детерми- 
нантга тенг бўлади.

И сботи . D детерминантда қандайдир г та (1 <  r < n —1) 
сатрни танлаб, улардан тузиладиган ҳамма г- тартибли 
минорларни Mlt Мг, . . . , М, ва уларга мос алгебраик 
тўлдирувчиларни Alt А2, , А, орқали белгилайлик. У 
ҳолда

£>|= A M i +  МгАг +  . . . +  M tA, (4)
тенгликни исботлашимиз лозим. 1-теоремага асосан, хар бир 
М i Ai кўпайтманинг ҳадлари D нинг ҳадларидан иборат. Шу 
билан бирга ҳеч қайси икки М-А- ва M r4. кўпайтма бир хил 
ҳадларга эга эмас, чунки М с ва М. минорлар бир-биридан 
камида битта устун билан фарқ килади

Энди (4) нинг ўнг томонида п\ та ҳад борлигини кўрса- 
тамиз. Ҳар бир Mi минор r-тартибли детерминант сифатида 
rl та ҳадга ва шунингдек, At- алгебраик тўлднрувчи (п—г)- 
тартибли детерминант сифатида (п — г)I та ҳадга эга. Шу 
сабабли M i ■ At- кўпайтмада r\(n — г)1 та ҳар хил ҳад мав- 

t
жуд. Демак 2  М - А йиғиндидаги ҳамма ҳар хил ҳадлар 

1=1
сони r!(n—r)\t га тенг. Энди, t пинг қийматини аниқлаймиз. 
Ажратилган г та сатр ҳамда D да мавжуд бўлган п та 
устунлар ёрдамида тузиладиган r-тартибли Mi минорлар 
сони п элементли тўпламдан ажратилган г элементли қисмГ п\
тупламлар сонига тенг бўлиб, у Сп — ---- :—  формула ёр-

г!(п—г)!
дамида ҳнсобланади

Шундай қилиб, (4) нинг ўнг томонида

г!(л —г)1/ =  г\(п — г)! ———  =  п\г\(п—г)\
та ҳад мавжуд бўлиб, бу билан (4) тенглик тасдиқланади.

(4) тенглик D детерминантнинг r-тартибли минорлари 
бўйича ёйилмаси дейилади.

М исол .



D

2 1 3 4 
—1 3 —2 5

0 5 4 2 
1 2 —3 1

детерминантни 2-тартибли минорлар бўйича ёяйлик. Масалан, 
биринчи ва иккинчи сатрларни танлаб, бу икки сатр ва тўрт

1 4 1устундан С4 =  =  б та 2-тартибли минорлар тузамиз.

Улар қуйидагилардан иборат:
2 1 

— 1 3 =  7, 2 3 
—1 —2 =  - 1 ,

1 4
3 5 =  - 7 ,

2 4 
—1 5

3 4 
—2 5

=  14,

=  23.

1 3
3 —2 =  - П ,

Бу минорларга мог алгебраик тўлдирувчилар 
тенг:

I5 2(_ 1 ) '+ 2+1+2

(_ 1 )‘+2+ ‘+4 

^ +2+2-f-4

= 1 0 , ( - l ) lf2H

қуиидагиларга 

2

5 4 
2 —3

0 - 
1 —;

=  — 23, ( - 1 ) 1+2̂ 2+3 

=  4, ( -1 )

0 2

=  - 1 ,  

=  - 2 ,  

=  — 5.

Демак,
О =  7-10 +  ( -  1)(— 1) +  14 (— 23) +  (— 11)(— 2) +  
+  (— 7)-4 +  23 (— 5) =  70 +  1 — 322 +  22 — 28 —

— 115 =  — 372. D =  — 372.

68- §. ДЕТЕРМИНАНТНИ САТР ЁКИ УСТУН ЭЛЕМЕНТЛАРИ 
БЎЙИЧА ЕЙИШ

Лаплас теоремасида г =  1 бўлса, яъни D детерминантда 
битта г-сатр ажратилса, у ҳолда /И,, М2, . . . , М ( минор
лар, биринчи тартибли минорлар сифатида, шу /-сатрнинг 
ап, ai2, . . . , ain элементларидан иборат бўлади. Л,, Л2,
. . . , At алгебраик тўлдирувчилар бу вақтда ai{, ai2, . . . , 
ain элементларнинг Ла , Ai2, , Ain алгебраик тўлдирув- 

чиларига айланади ва 67-§ даги (4) тенглик
D =  ап Ап +  ai2 Ai2 +  . . .  +  ain А[п



кўринишни олади. Бу йиғинди D детерминантнинг /-сатр 
элементлари бўйича ёйилмаси дейилади.

Шундай килиб, /-сатрнинг аi I»
рини ўзининг Ailt Aiv An

a i2' ain элементла-
алгебраик тўлдирувчилари-

ra кўпайтириб (ёки j- устуннинг a ljt а2/, anj элемент
ларини узининг алгебраик тўлдирувчиларига кўпайтириб) 
қўшсак, ҳосил бўлган йиғинди D детерминантга тенг бўла- 
ди.
М исол. 2 1 3 4

■1 3 — 2 5
0 5 4 2 
1 2 — 3 1

D =

детермннантни аввал иккинчи сатр, 
элементлари бўйича ёяйлик:

сўнгра учинчи устун

1 34 2 34
D =  ( - l ) ( - l ) 2+' 5 4 2 +  3 -(— 1)2+2 0 42 +

2 —31 1 —3 1
214 2 1 3

+  (— 2)(— 1)2+3 0 52 +  5 • ( -  1)2+4 05 4
1 21 1 2 —3

=  ( 4 + 1 2 -

— 60 — 32 — 15 +  6 )+  3(8 +  6 — 1 6 +  12) +
+  2 ( 1 0 + 2  — 20 — 8 ) +  5 (— 3 0 +  40 — 15 —  16) =  

=  — 85 +  30 — 32 — 285 =  — 372, D =  — 372.

D =  3 ( - l ) 1+3
— 1 35 2 1 4

0 52 +  (— 2) (— 1)2+3 0 5 2 +
121 1 2 1

2 1 4 2 1 4
+  4 (— 1)3+3 — 1 35 +  (— 3) (— 1)4+3 — 135

1 2 1 0 5 2
=  3 (— 5 +  6 — 25 +  4) +  2 (10 +  2 — 20 — 8) +

+  4(6 +  5 — 8 — 12 — 2 0 +  1) + 3 (1 2  — 20 — 5 0 +  2) =
=  — 60 — 3 2 — 112 — 168 =  — 372, D =  — 372.

1 -н ати ж а. Детерминантда i'-сатр (ёки /-устун) нинг 
ац дан бошқа ҳамма элементлари 0 бўлса, у ҳолда D =  
=  ai l -A {/ бўлади.

И сб о ти . Детерминантни/-сатр( ёки /-устун) элементла
ри бўйича ёйиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:



D =  0 • Ап +  . . . +  аи Atj + • • +  0  ' А а  =  ailAil

D =  0 • А х.-\- . . . + а ц А и +  . . . +  0 -А щ =  ai j Aiv

2 -н а ти ж а . Бош диагонал нинг бир томонида фақат 
ноллар бўлган детерминант бош диагонал элементларининг 
кўпайтмасига тенг.

И сб о ти . Ушбу
ап  0 0 . .
2̂1 2̂2 ® • *

«31 3̂2 3̂3 ’

а п \  а п 2  а п З  • '

детерминант берилган бўлсин, бунда бош диагоналнинг юқо- 
ридаги ҳамма элементлари нолга тенг. D ни биринчи сатр 
элементлари бўйича ёйиб:

О . . .  О

D =

. О 

. О 
.0

D  = а п
а22
а32 a33 • • • О

ап2 апЗ •
ни ҳосил қиламиз. Ўнг томондаги детерминантни яна бирин 
чи сатр элементлари бўйича ёйиб, қуйидагига келамиз:

.  . О
D =  йц &22

*П%
ва ҳ. к. Бу жараённи охиригача давом эттириб,

га эга буламиз. 
Хусусий ҳолда:

D — ап а22

1 0 . . .  .  0 — 1 0 . .  .  0
0 1 . .  .  0 =  Г = 1  ва 0 -  1 .  .. .  0

. 0 0 . . . 1, 0 0 .  . .  — 1
=  ( - 1 ) п

0 0 0 .  .. .  0 0 1
0 0 0 .  ,. .  0 1 0
0 0 0 .  ., .  1 0 0

0 О 
*

1 . 0 0 б
0 1 0 . .  .  0 0 0
1 0 0 .  .. .  0 0 0

п(п — I

=  ( - 1 )



булади, чунки п, п — 1, п — 2, . . . устунларни 1, 2, 3, . . .  
устунлар билан алмаштирганда бу детерминант ўз ишораси-

п (п — 1)in h j-in о>_i_ I л 11 —------- марта алмаш-
ни(— 1)(,,_1) + (Л- 2 )+ - " +2+1 =  (— 1) 2 Н

тириб, бош диагонал элементлари 1 дан, қолган элементла
ри эса ноллардан иборат детерминантга айланади.

Т е о р е м а . D детерминантнинг битта сатри 
(уступи) даги элементларни бошқа сатр (устун)даги мос 
элементларнинг алгебраик тулдирувчиларига купайтириб. 
натижаларни қушсак, йиғинди нолга тенг булади, яъни

an Ар +  ai2 Aj2 +  . . .  +  ain Ajn =  0 (t ф j) (1)

a ikAll +  a2kA2 l+  ■ ■ ■ + flnfe^nl=-'0 ( £ ^ 0  (2)

И сб о ти . Масалан, (1) нинг тўғрилигини кўрсатайлик. 
D детерминантни j- сатр элементлари бўйича ёямиз:

— ацАц + a . 2Aj2+  . . . + a jnAjn. (3)

jn Г------  r  1 r
элементлари кирмайди (чунки бу алгебраик тўлдирувчиларни 
тузишда маълумки, /-сатр ўчирилади). Энди, (3) тенглик 
(айният) нинг икки томонида ajV aj2, . . . , ajn элементлар 
ўрнига мос равишда aix, а,-2, . . . , ain ларни оламиз.

а и а 12 ' ' • а ы

а п a i2 ■ ■ ■ ° in

° , 1 а , 2 . . ■ а ,п

а п1 °п2 ' • ' ^nn

A j  | ,  А -2» • •

«11 а 12 • • • й \ п

% a i2  ■ ■ ■ а ы

а н a i 2  ■ .• • а ы

a n l ° П 2  • • '  а п п

Бу детерминант нолга тенг, чунки унинг икки сатри бир 
хилдир.

(2) тенглик ҳам худди шундай исботланади.



(т, п) турли қуйидаги матрица берилган бўлсин:
Оц. а |2 • - • °1 п
й2\ а22 . . . а2п

ат\ «m2 ' ‘ ' «та _
Агар т <  п бўлса, бу матрица элементларидан г- тартиб

ли (1 <  г <  т) минорлар тузиш мумкин.
54, 55-параграфларда матрица рангини аниқлашнинг ик

кита усулини баён этган эдик. Ҳозир матрица рангини аниқ- 
лашнинг яна бир усули тўғрисида .тўхталиб ўтамиз.

1 - т е о р е м а .  А матрицанинг ранги унинг нолдан 
фарқли минорларидан энг юқори тартиблисининг тарти- 
бига тенг.

И сб о ти . Нолдан фарқли энг юқори тартибли D минор 
А матрицанинг юқори чап бурчагида жойлашган деб фараз 
қиламиз.

< ап . . 
. . D

• а1г а 1г+1 . . • а \п

А = аг\ ■ ■• агг йгг+1 ■ ' ат
аг+\1 ■ ■ • ar+U “ r+lr+l • • • Or+ln

“ml ■ • • «тг «тг+1 • • а т п  !
Акс холда сатрларни ўзаро ва устунларни ўзаро ўрин 

алмаштириб, D ни шу айтилган жойга келтириш мумкин, 
бундан А нинг ранги ўзгармайди (52- параграфга қаранг).

А матрицанинг s- сатри (s =  г +  1, т) биринчи г та сатр
лари орқали чизиқли ифодаланади. Буни исботлаш мақсади- 
да қуйидаги (г +  1)-тартибли детерминантларни қараймиз:

ап . . . аи \ аи
°21 • • • °2г ; а2 i

. .D  . .
ап • • • arr ari

а>1 ■ ■ - asr \  a>i

бунда



i =  1 , 2 ,  . . . , fly s =  г -f- 1, r +  2, . . . , /72.

Ҳамма At- детерминантлар нолга тенг. Ҳақиқатан, i <  г 
қийматларда At* нинг иккита сатри тенг бўлиб, Д; =  0 ке
либ чиқади; i >  г қийматларда эса Д; детерминантлар А 
матрицанинг (г +  1)- тартибли минорларини ифодалайди, бу 
ҳолда хам Д,- нолга тенг бўлади.

Д; ни охирги устун элементлари бўйича ёямиз:

«W Аи +  «2i A2s +  • • • +  ari Ars +  Dasi =  °* 0 )
бунда aliy a2i, . . . , ari элементларнинг алгебраик тўлдирув- 
чилари ask(k =  1, г) га боғлиқ бўлгани учун уларни Л15, Л2а,
. . . , Ars орқали белгиладик. D Ф 0 га мувофиқ, (1) тенг- 
ликларни asi га нисбатан еча оламиз.

a si =  Pis au* “t" 2̂s a 2i +  . . • -f- Prs ari ( i  =  1, n, s =

=  r +  1, пг). (2)

(2) тенгликлар А нинг s- сатри биринчи г та сатрлари орқа- 
ли чизиқли ифодаланганини кўрсатади.

Демак, А матрицанинг горизонтал векторлари системаси- 
да чизиқли эркли векторларнинг максимал сони г га тенг 
бўлганидан, А нинг ранги ҳам г га тенг бўлади.

Энди детерминантнинг нолга тенг бўлишининг зарурий 
ва етарли шартини баён этамиз.

2- т е о р  в м  а. Детерминант нолга тенг булиши 
учун унинг сатрлари (устунлари) чизиқли боғланган бу
лиши зарур ва етарли.

И сботи . 1 .

«п «12 • '

D = «21 2̂2 ' 1• • «2л

«»1 ап2 • 1• - апп
детерминант нолга тенг бўлсин. У холда п-тартр.бли квад
рат

j( ап «12 • ' • «1л

л =
«21 «22 ■ • • «2л

\
\ аШ °л2 * * ' «лл



матрицанинг ранги п дан кичик булади, чунки унинг 
энг юқори тартибли D минори нолга тенг. Шу сабабли,
1-теоремага биноан, А нинг ва демак, D нинг ҳам го
ризонтал векторлари ёки сатрлари чизиқли боғланган- 
дир.

,2. D нинг сатрлари чизиқли боғланган бўлса, бу 
сатрлардан бирини қолганлари орқали ноль сатрга ай- 
лантириш мумкин.

Демак, бу алмаштиришлар воситасида ҳосил қилин- 
ган детерминантнинг сатрларидан бири ноль-сатрни 
ифодалагани учун D' =  О бўлиб, детерминантларнинг
4 -хоссасидан келиб чиқадиган натижа бўйича D' =  D 
тенглик ўринли ва шу сабабли, D =  О бўлади.

п- тартибли детерминантлар п- тартибли квадрат 
матрицаларни қандайдир сонлар тўпламига бир кий- 
матли аксланишидан иборат бўлганлиги учун детерми
нантлар ҳам матрицалар каби кўпайтирилишини эсла- 
тиб ўтамиз. А матрицанинг детерминати |Л | орқали 
белгиланади.

3 -т е о р е м а . Агар А ва В матрицалар п- тартибли 
квадрат матрицалар бўлса, у ҳолда бу матрицалар кў- 
пайтмасининг детерминанти купайтувчилар детерми- 
нантларининг кўпайтмасига тенг, яъни

| Л - 5 /  =  | Л |  • | В |  (5)
тенглик ўринли.

И сб от и .  Агар А матрица бирлик матрица бўлса, (5) 
тенглик ўринли. Ҳақиқатан, ЕВ =  В. Шунинг учун | Е В \ =  
=  I fi I =  Г \В \ = | £ |  • | В |  бўлади.

Л е м м а .  Агар А" матрица А’ матрицадан битта 
элементар сатр алмаштириш ёрдамида ҳосил қилинган 
бцлса,

\ А ' - В \ = \ А ' \ - \ В \  (6)
тенгликдан

I A” fi I =  I Л" I I fi I (7)
тенглик келиб чиқади.

И с б о т и .  А" матрица А ' матрицадан қуйидаги эле
ментар алмаштиришлардан биттаси орқали ҳосил бўл- 
син:

а) сатрларнинг ўрнини алмаштириш;
б) ихтиёрий сатрни нолдан фарқли k  сонга кўпай- 

тириш;
в) битта сатрга бошқа сатрни ихтиёрий сонга кў- 

пайтириб қўшиш.



Матрицаларни кўпайтириш қоидасига асосан А"В 
матрица А'В матрицадан мос элементар алмаштириш 
натижасида ҳосил бўлади.

а) Элементар алмаштириш бажарилсин, у ҳолда

\А "\ =  — \А' 1, I Л” В I =  — \А ’ В\ (8
тенглик ўринли (иккита сатрни алмаштирганда детерминант)
— 1 га кўпаяди);

б) элементар алмаштириш бажарилсин, у холда

\ A " \ = k \ A ’ \, \А" B \ = k - \ A ’B\ (9)
тенглик ўринли;

в ) элементар алмаштириш бажарилса,
|Л " | =  |Л '1, \А "В \ =  \А ’В \ (10)

тенглик бажарилади.
(8), (9) ёки (10) тенгликларнинг ҳар бирини (6) 

билан бирлаштирсак, (7) тенгликка эга бўламиз.
Агар Л матрица а), б), с) элементар алмаштириш

лар ёрдамида бирлик матрицадан ҳосил қилинган бўл- 
са, леммадан ва |£ В | =  | £ | - | В |  тенгликдан (5) тенг
лик келиб чиқади.

Бирлик матрицадан элементар алмаштиришлар ёр
дамида Л матрица ҳосил бўлса, Л матрица хосмас мат
рица бўлади.

Л матрица хос матрица бўлсин, яъни унинг сатрла
ри чизиқли боғланган. Хос матрицага тескари матрица 
мавжуд эмаслигидан, А матрица сатрлари орасида 
қандай чизиқли боғланиш бўлса, у ҳолда АВ матрица 
сатрлари орасида ҳам шундай чизиқли боғланиш мав
жуд бўлади.

АВ матрица ҳам хос матрица бўлади.
Демак, IЛI =  0 ва | АВ | =  0 тенгликлардан | АВ | =  

=  IЛ I • I В I тенглик ўринли бўлади.
Тўла математик индукция принципи асосида (5) тенглин 

умумлаштирилади, яъни | Л,-Л2 . . . ЛА1 =  | Л, | • | Л2 1 . . .
. .  |Л А|. Агар Л, =  Л2 =  . . . =  ЛА =  Л бўлса, /Л*|=|Л |* 
бўлади.

Маълумки, фақат хосмас квадрат матрицага теска
ри матрица мавжуд ва ягона. Биз 61-§ да бундай мат
рицага тескари матрицани топишнинг битта усули би
лан танишган эдик. Ҳозир биз иккинчи усулни кўриб 
ўтамнз.



Қуйидаги n - тартибли хосмас квадрат матрица бе
рилган булсин:

А =

« и «12 • '• • «1л

°21 «22 • • * «2л

«л! «л2 * '• • «лл.

А нинг сатрлари чизиқли эркли. Шу сабабли бу мат
рица детерминанти нолдан фарқли, яъни

\А 1 =

«11 «12 * ‘ • «1л

«21 «22 * • .  а„* 2п

«л1 «Л2 • • . апп

Ф  0.

В =

Ушбу
Ац 2̂1
\А\ \А [ 
А ц  А 2а
М | \А \

Ajn 
I Л, 
Ап2 

IА I Ml

л ^21 *

^12 ^22 * * * ^п2

^2л * • - A m

\А\

\А I M l  ' '\А I 
матрицани тузамиз. Бунда лар элементларнинг ал
гебраик тўлдирувчиларини ифодалайди. А' матрица одатда 
А га тиркалган (қовушган) матрица деб ҳам аталади.

В матрица А га тескаридир. Ҳақиқатан, АВ =  С бўлса, 
С нинг бош диагоналидаги ҳар бир сц элементи қуйидагига 

тенг бўлади:
_  >4/1г Сц — а,* и - - Н  |Л

аП Ац +  а1г +  • • • +  aih în
I

4- а• -^Ч- 4- а ss1 - ai2 \ А , ^  ■ ■ ■ ^ аСп . . .  -ш \А\
_ I_1 с _  I
—* I я I — J* IIMl I -

Қолган ҳамма (i j) элементлари учун эса 68- параг
раф даги (1) тенгликка асосан

„ _ о a Aji +  gf» Aji + .  . . -f Д/я Л/л
U \А\

келиб чиқади. Демак, А-В =  Е. Худди шу усулда [ВА—Е 

15—2572 225

=  — =  0, С/. = 0
И1 11



эканлигини текшириш мумкин. Шундай қилиб, В =  Л“ 1 ва 
А — В~1.

Мисол.  Ушбу
/ 2 —3 —2\

Л =  — 4 —2 5 I
V 5 1 —6/

матрицага тескари матрицани топайлик. Бу ерда
2  з  __2

j=  24 — 75 +  8 — 20— 1 0 +  72 =  — 1,\А  J = —4 —2 5
5 1 —6

IАI =  — 1.

Элементларнинг алгебраик тўлдирувчилари қуйидагилар: 
Ац  =  7, A^j =  20, Л31 — 19, Л12 =  1, А22 =  2,

Аа2 =  2, Л13 =  6, Л2з =  17, Лзз =  16.
Демак,

( —7 —20 —19\
Л“ 1 =  —1 2 2 I 

V—6 17 16/.
Л • Л-1 =  Е ва Л-1 А =  Е тенгликлар бажарилади.
Детерминантларни ҳисоблашнинг турли усуллари 

бор. Бу усулларда детерминантларнинг асосий хосса- 
ларидан фойдаланиш, детерминантни минорлар бўйича, 
хусусий ҳолда сатр ёки устун элементлари бўйича ёйиш 
қоидаларини қўллаш алоҳида роль ўйнайдн. Умуман, 
детерминантлар хилма-хил бўлгани учун, уларни ҳи- 
соблаш усуллари ҳам жуда кўп хилдир. Фақат айрим 
махсус детерминантларнигина ҳисоблаш усуллари ол- 
диндан берилиши мумкин. Қуйида баъзи детерминант
ларни ҳисоблаш усуллари билан танишиб ўтамиз:

1. Qj, a2, . . ., an сонларга нисбатан қуйидаги n-дара- 
жали детерминантни (Вандермонд детерминантини) хисоблай- 
миз:

V =

1 а, а] а? . . . а'!~1
1 % 4 - . . о ? - 1

1 ап «2 *п- • • ЙГ ’
Биринчи устундан бошлаб ҳар бир устунни — га 

кўпайтириб, ўзидан кейингисига қўшамиз. У вақтда



0 0 0
а9— ах а9 (а„ — аг) .  . • 4?~2 (a* —ei)
аг — ах аэ (°3 ai) • '' • a3~2 (a* — eti) =

а — а,п 1 °п (ап ~ аl)- ■• аГ 2 (°n — ai)
at — аг aa (a2 — аг) . . . а”-2 (aa — ах) 
a3 — ai а3 {a, — a j  . . . а^~2 (а, — a j

а„ — ai an k - a i) • • • аГ 2 («a— ai)

(а,— о,) (яэ — о,). . .(ап — о,)

л — 21 а2 . . . а3 
1 о3 . . . a lp 2

1 п—2

ҳосил булади. Ўнг томонда тартиби (п— 1) га тенг ва а%у 
а3, . . ., ап ларга нисбатан Vn_ x детерминант турганини кў- 
рамиз. Юқорида Vп га нисбатан қилинган ишни V ^ x га 
нисбатан такрорласак,

У *_] =  (<Ь - ° а )  (°4 - ° 2)  • • • К  “ а г)

1 а3 а2 . . . а"-3 
1 а \ .  . .  aj—3

1 а а * . . .  а"-3п п п
келиб чиқади. Ўнг томонда яна (п — 2)- тартибли ва ая, с4, 
. . ап ларга нисбатан Уп_ 2 детарминант вужудга келга- 
нини кўрамиз ва ҳ. к. Бу жараённи давом эттириб, энг охи- 
рида
Va =  («а —ai) (a* — ai). .. (а„ — а1) (a8 —a,) (a4 —a,). . .

• • • K - ai) • • • К  — an_i) =  П  (a; — O/)
i>!>\

ни ҳосил қиламиз.
2. Ушбу

a — х а а а а 
а а — х а а а 

D 5= а а а — х а а
а
а

а
а

а а — х а 
а а а—х



детерминантни ҳиеобланг. Бешинчи устунни ҳамма олдинги 
устунлардан айирамиз (яъни — 1 га кўпайтириб қўшамиз),
У ҳолда

—X 0 0 0 a
0 —X 0 0 a
0 0 —X 0 a
0 0 0 —* a
X X X X a—x

детерминантга эга буламиз.
I, 2, 3, 4-сатрларни.5-сатрга қўшиб, қуйидаги детерминантни 
ҳосил қиламиз:

—x 0 0 0 a
0 —X 0 0 a
0 0 —X 0 a
0 0 0 —X a
0 0 0 0 5a—,

Бу детерминантда бош диагоналнинг пастидаги ҳамма эле
ментлари О лардан иборат бўлгани учун бу детерминант бош 
диагонали элементларининг кўпайтмасига тенг, яъни

(5а — х)-(— х)* =  5 ах* — х6.

Шу кўринишдаги п- тартибли D  детерминант берилган бўлса, 
у ҳолда D =  (— 1)л—1 (naxn“ 1—хп) булали.

М а ш қ л а  р

1. Қуйидаги детерминантларни ҳисобланг:
a) a b с d 6) a b с —d

—b a d с X 0 У 0
—с —d a b > —a b —с rf
—d с —b a У 0 X 0

в )

а* (а+ 1)1 (а + 2)3 (а+З)2 
Ь2 (Ь+1)2 (Ь+ 2)2 (й+ 3)2 
с2 (с+1)2 (с+ 2)2 (с-ЬЗ)2 
d2 ( d + 1)2 (d+2)- (d+3)2



*1 *% *4
— 1 хг —  1 х»—\ * 4 - 1
*1 Xi * з * 4
4 2 4 4
4 *2 4 4

2 . Ушбу л-тартибли детерминантни ҳисобланг:

a b b b . . .  Ь
b а Ъ Ь . . .  Ь
b b а Ъ . . .  Ъ
b b Ь а . . .  Ь

b Ъ b Ь . . .  а

70-§. КРАМЕР ФОРМУЛАСИ

п та номаълумли п та чизиқли тенгламалар системаси 
берилган бўлсин:

аи х\ + «12*2 +  • .■ • + ° lsXs +  . • • + alnxn
«21 Х\ + «22 Х2 +  • .■ • + IO <п >< +  . а2 пХп &2*

. «nl *1 + °п2Х2+  . •■ • + ns 5 . • + а„„х„пп п =  bn.

Номаълумларнинг ai{ коэффициентларидан тузилган

«и a|2 . . • «ls • • ■a\n
D = «21 «22 • • • «2s • • • a2n

«nl a n2 ' • • ans • • ' ann

детерминантни (1) система детерминанта деиилиб, у нолдан 
фарқли бўлсин.

(1) системани ечиш учун унинг биринчи тенгламасини Au 
алгебраик тўлдирувчига, иккинчи тенгламасини Л25Гга, . . ., 
п- тенгламасини Ам га кўпайтириб, натижаларни ҳадма-ҳад
- ут сак, куйидаги ҳосил бўлади:



(апАи +  a2iA2s +  • • • +  anlAns) AT, +  {an Au +  a22A2t -f  

+  . . . +  an2An)  x2 +  . . . +  (alsi4u +  a2$A2s +  • • • +

+  ansAn) X, +  • • • +  (a\nAls +  a2nA2s +  • • • +  annAns) Xn ~
=  Ь,л)з +  b2A2t +  . . . 4-

(2) тенгликдан ушбулар келиб чиқади: хг номаълумнинг 
коэффициента D детерминантга тенг, қолган коэффициент- 
лар эса нолга тенг (68-§ га қаранг). (2) нинг ўнг томони
даги йиғинди D  детерминантнинг s-устун элементлари урни
га мос равишда Ьх, Ь2, . . Ьп озод ҳадларни қўйиш ^билан 
ҳосил қилинган, яъни

а\[ а\2 * * • «1J
а2\ а22 * ’ .b 2 . • • a2„l

.b n . . . a 1nn

детерминантни ифодалайди, чунки Ds ни s-устуннинг Ьи 
fa, . . ., Ьп элементлари бўйича ёйсак, (2) нинг ўнг томони 
келиб чяқади. Шундай қ п о ,  (2) тенглик Dx t = D t(s =  1,п) 
га тенг. Бундан —

х, =  ^  (s =  UT) (3)

ҳосил бўлади.
3) тенгликларни Крамер формуласи деб айтилади.
(3) формулаларнинг суратларидагн Dx детерминант D нинг 

биринчи устунини, D2 эса D нинг иккинчи устунини, . .
Dn детерминант эса D  нинг л-устунини озод ҳадлар устуни 
билан алмаштириш натижасида келиб чиқадиган детерминант- 
лардир.

(3) система (1) системанинг ечимини билдиради.
Ҳақиқатан, (1) системани ташкил этувчи исталган

asl Х\ +  • • • +  ass Xs +  • • • + атхп — Ь%
тенгламага (3) қийматларни қўйсак, чап томонда

~  +  • • • +  asP s +  • • • +  a j ) n) (4)

йиғинди ҳосил бўлади. Бу ерда 
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ns*

Dn = Mir. +  М 2». +  • • • +  KAnn 
эканини назарда тутсак, (4) дан қуйидаги келиб чиқади:

( +  - • « asn Am) Ьҳ -f- • - . +(Qyi4si +  * « ’ +  asn̂ sn) bs+  >
D

asn̂ nn) bn _
1

=  Q - t i  +  - : + H  +  . -  - +  0 -^  =  Dbs_ e  b ( щ
D D

Мисол.
2x1 — 3xi +  xs =  — 1, 

xx +  4x3 — 2x3 =  3, 
3x1 — xt +  x3 =  4

системани ечинг. 
Ечиш.

D =
2 —3 1 
1 4 —2
3 - 1  1

=  8 +  18 — 1 — 12 — 4 +  3 =  12,

D =  12 ФО.
D ф  0 бўлгани учун берилган система ягона ечимга эга. 

1
-2 ==— 4 + 2 4  — 3 — 16 +  9 +  2 = 1 2 ,

1

D, =  12;

=  6 +  6 +  4 — 9 + 1  +  16 =  24, £>* =  24;

=  32 — 27 — 1 +  12 +  6 +  12 =  36,

— 1 —3
= 3 4

4 —1

2 1 1
- 1 3 2

3 4 1
2 - 3

А, - 1 4
3 — 1



D 12
Шундай қилиб, берилган системанинг ечими (1, 2, 3) 

бўлади.
Т еорем а, п та номаълумли п та бир жинсли чизиқ- 

ли тенгламалар системаси нолмас ечимга эга бўлиши учун 
бу системанинг детерминанти нолга тенг бўлиши зарур 
ва етарли.

Исботи .  1.

«п xi +  «й *2 +  • • • +  аыхп =  0 (* =  Пя) (5) 
система (ар а 2, . . ап) нолмас ечимга эга бўлса,

«/1 «1 +  «iг а 2 +  . . . +  ain an =  0 (i -  1 ,n) (6)
тенгликлар бажарилади. Бу тенгликлардан қуйидагини ҳо- 
сил қиламиз:

(al l a1+  . . . +  alnani un a1+  . . - +  a2nan; . . .;

anla, +  . . .  +  anna n) =  (0; 0; . . .; 0), 
oCj (ац, a2l, . . ., an{) -H a2 (<2I2, a 22, • • •. an2) -(-

+  • • • +  ®л («I n’ a2n> • • ■> anJ =  ( 7 )

Бу тенглик система детерминанти

«и «12- ' '«in

D = «21 «22 ’ ■■а2п

«п1 «П2- '• • апп

нинг устунлари чизикли боғланган эканини кўрсатади. У хол
да 69-параграфнинг 2-теоремасига мувофиқ, D детерминант 
нолга тенг бўлади.

2. D =  0 деб фараз қилсак, 69- § нинг 2- теоремасига 
асосан, D нинг устунлари чизиқли боғланган бўлади. LLb 
сабабли камида биттаси нолдан фарқли a v  а2, . . ., а п сон
лар учун (3) ёки (7) ва демак, (6) бажарилади. Бу эса (5) 
системанинг (ах, а а, . . ., а„) нолмас ечимга эга эканини тас- 
диклайдк.

Мисол.



Хх +  2ха +  *з =
—2xt — х2 +  х3 =  О, 

хх +  4хг +  Зх3 =  О

система (1, —1, 1) нолмас ечимга эга. Шу сабабли

1 2 1 I
‘ ' =  — 3 +  2 — 8 + 1 — 4 + 1 2  =  0, D =  0.D = —2 

1
-1 1 
4 3

система учун
2 1 —4 

D — 1 - 1 - 5
3 4 —1

2хх +  хг — 4х3 =  О, 
х1 — х2 ~  5х3 =  О, 

3xj +  4х2 — хд =  О

=  2 — 15 — 16 — 1 2 + 1  +  40 =  0, 0 = 0 .

Демак, система нолмас ечимларга эга. Бу ечимлар- 
ни, масалан, номаълумларни кетма-кет йўқотиш усули 
билан топамиз: 1) иккинчи тенгламани 2 га кўпайти- 
риб, биринчидан айирамиз; 2) биринчини 3 га ва учин
чини 2 га кўпайтириб, яна биринчидан айирамиз, яъни

2xt +  х2 — 4х3 =  О,
х2 +  2х3 — О, 

0 +  0 =  0.

=  — 2

2хх +  х 2— 4х3 — О,
Зх2 +  6л:3 =  О,

[—5ха — 10л:3 =  О

Шундай қилиб,
(2хх +  х2 — 4х3 =  О,
{ х2 — 2х3 =  О

системани ечамиз. х2 =  — 2х3 да х 3 =  1 бўлса, х 2 
бўлади. 2хх — — х2 +  4х3 дан 2ху =  6, х х — 3 ни топамиз.

Демак, системанинг битта нолмас ечими (3, —2, 1) бу- 
лади.

Маш қлар
1. Г ап хг +  а12х2 =  О,

1^21*1 +  аыЧ — О
система нолмас ечимларга эга бўлиши учун унинг коэф> 
фициентлари ўзаро қандан боғланган бўлиши керак?

2. а нинг қандай қийматларида



(ax1 +  xt +  х3 =*0,
X i+  axa +  x3 =  0,

(xj +  xt +  ax3 =  0
система нолмас ечимга эга булади?

3. Қандай шартларда Mi (xt\ г/() иуқталар 
+  bx +  с параболага тегишли булади?

4. п >  2 бўлганда
1 +  *iJ/i 1 +  Xjt/a. . . 1 +  ххуа 
1 +  х2ух 1 +  Хцуг . . . 1 +  х2уп =  0

=  ах2 +

1 +  хпу { 1 +  хпу> ■ . . 1 +  хпу п 
эканлигини кўрсатинг.



VI б в б. ЧИЗИҚЛИ АКСЛАНТИРИШЛАР 
ВА ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИ

71-§. ВЕКТОР ФАЗОЛАРНИНГ ЧИЗИҚЛИ АКСЛАНТИРИШИ

Биз III бобда вектор фазо билан танишиб ўтдик. Энди 
олдимизга қуйвдаги масалани қўямиз: sP сонлар майдонида 
аниқланган турли вектор фазолар орасида қандай муносабат
лар бўлшци мумкин?

U вектор фазони V вектор фазога акслантирувчи ф акс
лантириш берилган бўлсин. Агар шундай акслантириш мав
жуд бўлса, биз уни ф\U -+ V  орқали белгилаймиз.

Мазкур акслантиришда U нинг барча векторлари V нинг 
векторларига аксланади (барчасига бўлиши шарт эмас). U 
вектор фазонинг ихтиёрий х элементига <р акслантириш ёр
дамида V вектор фазодан мос келувчи векторни у  деб бел
гилаймиз. Бу мослик ф :*->•«/; х Х у ;  у  х =  у, у  =  ф( х) кў- 
ринишларда белгиланади.

1-таъриф.  §> сонлар майдонида аниқланган U вектор 
фазони V вектор фазога акслантирувчи ф акслантириш учун 
қуйидаги иккита шарт

1) Ф (* i_ +  х 2) ==_Ф х х +  ф х2\
2) ф ( к х) =  А, ф х (к £ )

бажарилса, U вектор фазо V вектор фазога чизиқли акс
ланади дейилади.

U фазони V фазога чизиқли акслантиришлар тўплами 
Н от (U, V) орқали белгиланади.

U вектор фазони ўз-ўзига акслантириш U фазода аниқ- 
ланган оператор дейилади.

Операторлар f, ф, т|>, . . .  ҳарфлар орқали белгиланиб, 
улар чизиқли акслантиришларнинг хусусий ҳолидан иборат, 
яъни 1-таърифда U =  V бўлаци. Шунинг учун V фазонинг 
барча операторлари тўплами ҳам Нош (V, V) бўлади.

2- та  ъриф.  U вектор фазони ўз-ўзига чизиқли акслан
тириш U фазода аниқланган чизиқли оператор дейилади.

Ф гомоморфизм (чизиқли акслантириш) таъсирида ф х = у  
бўлса, у  вектор х вэкторнинг образа (тасвири), х эса у  
векторнинг прообрази (асли) деб юритилади. x £ U  бўлган-



да ф л: £ V векторлар тўплами одатда <р акслантиришнинг 
образа деб юритилади ва im qp ёки ф V  орқали белгиланади.

Шуни алоҳида қайд қиламизки, срх символ икки маъно- 
га эга: _

1) бу символ х векторга <р акслантиришни қўллаш жа- 
раёнидир;

2) мазкур акслантиришнинг натижасини, яъни х вектор
нинг образини билдиради.

Ми с о лл ар .  1. Ҳар бир комплекс сонни вектор деб 
қарасак, комплекс сонлар тўплами комплекс сонлар май
дони устидаги вектор фазо бўлади.

Ҳақиқий сонлар тўпламини ҳам вектор фазо деб қараш 
мумкин. Энди ф:а -> \а\ акслантиришни ўрнатсак, бу акс
лантириш С фазони R фазога чизиқли акслантирмайди. Дар- 
ҳақиқат, а) |а +  р| <  {ос/ +  )§|; б) ( |а |} тўплам вектор фазо 
эмас.

2. Ағар ф : а - ^ а  акслантиришни қарайдиган бўлсак, бу 
акслантириш комплекс сонлар майдони устида чизицли опе
ратор бўлади. Чунки бу ерда чизиқли операторнинг иккала 
шарти ҳам бажарилади.

М а ш қ
Чизиқли акслантиришлар таърифидаги иккита шартни 

битта ф (kyXy +  Ьгх2) =  kx ф хх +  k2 ф х2 шарт билан алмаш
тириш мумкин эканлигини исботланг, бу ерда kv k2 £ *Р.

7 2 -§ . ЧИЗИҚЛИ АКСЛАНТИРИШЛАР МАТРИЦАСИ

Фараз қилайлик, бирор ф чизиқли акслантириш берил
ган бўлиб, у п ўлчовли Ь п вектор фазони т ўлчовли Vm 
вектор фазога ўтказсин. U„ ва Vm фазоларнинг базислари 
мос равишда еи ег, . . . , en ва flt f2, , fm бўлсин.

Агар е; 6 £/„(/= 1, n) векторларга акслантиришни татбиқ 
этганда ҳосил бўлган векторни фе/£Ут орқали белгила- 
сак, бу векторларни Vm нинг базис векторлари орқали ьчи- 
зиқли ифодалаш мумкин, яъни

Ф е/ «= auJi +  °2/Т2 +  • • • +a,ni7m
£t/ii ___

Фei — S aki fk (t =  1, n). (1)
А=1

(1) тенгликлардаги ati коэффиинептлардап

еза



матрицани тузамиз. Ана шу матрицага ф акслантиришнинг 
Un фазо базисинн Vm фазо базисига акслантиргандаги мат
рица деб юритилади.

Энди масалани қуйидагича қўямиз. Un фазонинг ихтиё
рий х вектори координаталари билан унинг q>:Un~*-Vm акс
лантириш натижасида ҳосил қилинган у =  ф х прообрази 
координаталари орасида қандай боғланиш мавжуд? Бу са- 
волга жавоб бериш учун

п т

х =  2  ai ei ва у  =  ф х =  2  Ра /а
t=1 Л— 1

векторларни оламиз. У ҳолда
— m — — I П — \ Ш —
У =  2  Ра ffe =  Ф* =  Ф 2  <*i ei =  S a t  ф е» =  

а= 1 \ М  /  t = i
п ( т \ т ( п \

=  S a « S  aki и = Ш  akia t ) fk<
1 \k=l * / k=l\(= 1 /

(2)

бўлиб, бу ерда a{, Pt- ва ahi лар қандайдир f  сонлар май
дони элементларидир. _

Булардан ташқари, Vm фазонинг ихтиёрий у  векторини 
fv  fi. • • • . ?m базис орқали қуйидагича ёзищ мумкин:

У “  Plf l  +  Р2/2 +  • • • +  Mm- (3)

(2) ва (3) тенгликларда ft , f2, . . . , fm ларнинг мос ко- 
эффициентларини тенглаштириб (иккита векторнинг тенглиги 
шартидан) қуйидагиларга эга бўламиз:

Pi =  an  a i +  ai2 «а +  • • •  +  аы a „ , 
p2 =  a21 a x +  a22 a 2 +  . . .  +  a2„ a n,

' ................................................................. (4)
Pm — Oml "b Om2 ®2 H“ • • • 4" 0ln .

Демак, ф : Un ->■ Vm акслантириш берилган бўлса, уни



бўлган ҳар қандай у  — <р х £ Vm векторни аниқлаш мумкин 
экан. (4) тенгликлар x £ U n ва унинг прообрази 
булган ф x £ V m ларнинг мос равишда еъ ег, . . .  , еп ва 
fit fa > • • • .7m базислардаги координаталари орасидаги боғ- 
ланишни ифодалайди. Агар (4) тенглик ларни матрица кўри- 
нишида ёзадиган бўлсак,

У =  АХ (5)
ҳосил бўлади.

Шундай қилиб, биз юқорида кўриб ўтганимизга биноан 
ҳар бир <p:Un-+Vm чизиқли акслантиришга битта (tn, п) 
турли матрица келар экан.

Энди масалани аксинча қўямиз. ___
Ҳар бир (т, п) турли \\ак || (k =  1, m; i =  1, п) матри

цага мос келувчи бирор ф : Ип -*■ Vm чизиқли акслантириш 
мавжудми? Бу савол ижобий жавобга эга.

Ҳақиқатан, агар ||а*,-|| матрица берилган бўлса, ихтиёрий
п т

х =  2  cti ei вектор учун у — 2  Р* ft векторни (4) формула-
[== 1 k = 1

лар ёрдамида аниқлай оламиз. Энди (р:х->- у  аксланти
ришни киритамиз. Бу акслантириш чизиқли бўлади. Ҳақи- 
қатан:

m т
1) агар ф х =  у  бўлса, <р(а х) =  2  “ P*7* = « 2 [ Рл7* =

=  аф х, ф(а х) =  аф х ўринли;
т т т

2) = .2  «J ei . x'l =  2  а- et , Ху +  х\ =  2  («,+«/)*..
т _ т _

ф *1 =  2  P*f*. Ф xi = 2  P*f* ларга биноан, 
k=\ k=\

т т т
ф (*i +  =  2  (Р* +  Рkjfk =  2  Р* fk +  2  Р 'kfk =k=\ Л*1 k= 1

=  Ф xi +  ф х\, ф (х\ +_*0 =  Ф*1 -f- х'\ ҳосил бўлади.
Шундай қилиб, ц>:х-+у  акслантириш чизиқли акслан

тиришнинг иккала шартини ҳам қаноатлантиргани туфайли 
бу акслантириш чизиқлидир. Демак, п ўлчовли (Jn фазони 
/п^ўлчовли V фазога ўтказувчи чизиқли акслантиришлар



тўплаии билан (т, п) турли матрицалар тўплами орасида 
ўзаро бир ҳийматли акслантириш мавжуд экан.

1- на тижа .  Битта чизиқлн операторга битта квадрат 
матрица мос келади ва аксинча.

73-§. ЧИЗИҚЛИ ОПЕРАТОРЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

1-та ъриф.  Агар Un фазонинг иккита ф ва ^  чизиқли 
операторлари учун фх =»г|)х тенглик Un фазонинг исталган 
х вектори учун бажарилса, ф ва tp операторлар ўзаро 
тенг дейилади.

Бирор Un фазода иккитадан кам бўлмаган чизиқли опе- 
раторлар аниқланган бўлса, бу оцераторларнинг йиғиндиси, 
айирмаси ҳақида гапириш мумкин.

Un фазода ф ва -ф чизиқли операторлар берилган бўлсин.
2-та ъриф.  Агар Un фазонинг исталган х вектори учун 

fx  =  фл;Ч~Ч>л: тенглик бажарилса, f оператор ф ва ф опе
раторлар йиғиндиси дейилади ва f — ф +  \j) орқали ёзилади.

Чизиқлн операторлар йиғиндиси яна чиэиқли оператор 
бўлади.

Ҳақицатан, агар ф операторга мос келувчи матрицани 
A, операторга мос келувчи матрицани В ва f операторга 
мос келувчи матрицани С орқали белгиласак, у ҳолда С =  
=  А +  В тенглик ўринли бўладн. Чиэиқли операторлар 
учун

1) ф -(-г|) =  ijj +  ф;
2) ф 4- (tj, +  f) =  (ф +  ф> -f. f-t
3) ф +  0 =  ф

тенгликлар ўринлидир. ф — \|> айирмз ҳам худди шу усулда 
аниқланади (текшириб кўринг).

3-та  ъриф.  а £ сР  бўлиб, Uп фазода берилган оператор
лар учун (а ф) х — афх тенглик Uп фазонинг исталган х эле
менти учун бажарилса, у ҳолда аф га ф операторнинг а  
скаляр миқдорга купайтмаси дейилади.

2-натижа. f  сонлар майдони устида берилган чизикли 
операторлар тўплами чизчқли фазо бўлади. _

4 -та ъриф.  Агар ф операторга бирор е,, е2, . . . , еп 
базисга нисбатан А квадрат матрица мос келса, А матрица
нинг ранги ф чизщли операторнинг ҳа и ранги дейилади.

Чизиқли операторлар орасида у  х € Un учун фх — х ва 
ф х =  0 каби операторлар мавжуд бўлса, улар мос равишда



айний (бирлик) ва ноль операторлар деб аталади. Бирлик 
оператор е, ноль оператор эса 0 орқали белгиланиб, уларга 
мос равишда бирлик, яъни Е ва ноль 110[у. 11 матрицалар 
тўғри келади.

Баъзи холларда Uп фазонинг нолмас векторлари <р опе
ратор таъсирида ноль векторга аксланиши мумкин.

5-та ъриф.  U п фазонинг ф оператор ёрдамида нолга 
аксланувчи барча элементлари тўпламига ф операторнинг 
ядроси дейилади ва у Ker ф орқали белгиланади.

1- т ео р ем а , ф чизщли операторлар ядроси шу опе
ратор қаралаётган фазонинг қисм фазоси булади. _

_ И с б о т и .  Xi £ Ker ф, хг £ Кег ф бўлганда = 0  ва 
Ф х2 =  0 ҳамда ф чизиқли оператор бўлгани учун _

1) ф (йх — x j  =  <РХ! — q>x2 =  0 — 0 =  0, ф(д?1 — х2) =  б;
2) ф (А, х ) ~  Я,ф х =  А, • 0 =  0, ф (Я х) == 0 эканлигидан =

— х2 £ Кег ф, Хх £ Кег ф бўлади. Демак, Кег ф Uп фазо
нинг кием фазосидир.

6- т а ъ р и ф. ф чкзиқли оператор ядросининг ўлчовига шу 
операторнинг дефекти дейилади.

2- т ео р ем а . Агар Un фазода анщланган ф чизщли 
оператор матрицасининг ранги г га тенг бўлса, Кег ф 
ядронинг ўлчови п — г га тенг булади.

П
И с б о т и .  Фараз қилайлик, x =  ^ a i ei £ Кег ф бўл-

i= 1
син. Кег ф нинг барча векторлари нолга аксланганидан 72- 
параграфдаги (4) тенгликлар системаси

ац «1 +  Щ2 а 2 +  . . . + а ы ап =  0 (i =  ТГт) (1)
кўринишни олади.

Аксинча, координаталари бир жинсли чизиқли тенглама
лар системасининг нолмас ечимини ифодаловчи барча вектор
лар Кег ф га тегишли бўлади. Шундай қилиб, Кег ф ядро
нинг ўлчови (1) системанинг чизиқли боғланмаган ечимлари 
сонига (яъни фундаментал система ечимлари сонига) тенг 
экан. Маълумки, (59- § га қаранг) бундай ечимлар сони 
п — г га тенгдир. Бу ерда г сон ф операторга мос келувчи 
А матрица рангини билдиради.

3- т ео р ем а . Агар ех, е2, . . . , еп векторлар систе
маси фазонинг базиси ea~fx, f2, . . . , /л лар шу фазонинг 
ихтиёрий векторлари бўлса, унда шундай ягона ф опера-



тор мавжудки, у  е{, е2, . . . , еп базис системани fi, /а.
. . . , fn ларга ўтказади.

И с б от и .  у  x £ U n учун ех, е2, . . .  , еп базисда

х =  а 1ё 1 + а 2ё2+  . . . + а пёп (2)

бир қийматли ифодаланиши мавжуд. х векторга

Ф* =  а, /j +  a2J2 +  . . . + а п fn (3)

векторни мос қўямиз. (3) формула бўйича аникланган ф х 
вектор \Jn вектор фазода тўла аниқланган бўлади, чунки ф
мослик Un да алмаштириш бўлади. x = e t =  1 •е1+ 0  е2+ .  . . +  
+  0 -еп бўлса, 9 6 ,= ^ , шунингдек Ф<?2 = / 2, . . . , фе„ = /„  
тенгликлар ўринли бўлади. Шундай қилиб, ф алмаштириш 
е[9 е2, . . . , еп векторларни мос / р /2, .. . , / п векторларга 
алмаштиради.

__ Энди ф алмаштиришнинг чизиқли эканлигини кўрсатамиз. 
К х =  Аа, е{ +  о̂с2 е2 +  . . .  +  Хап еп вектор учун (3) фор
мула бўйича

ф (Я х) =  Ха, +  Ха2 /2 +  . . . +  X ап fn =  Яф л:,

Ф (А, х) =  X ф х; y £ U n, у  =  р, ёх +  Р2 ё2 +  . . . +  Р„ ~еп

бўлснн. х +  ў  =  (а, +  Р|) +  (а2 +  Р2) е2 +  . . . - f  (ап +  
-f- Р„) еп ЙНҒИНДИ вектор учун (3) формулага асосан:

Ф ( -ж +  Ў) =  («1 +  Pi) Л +  (а2 +  Р2)Т з+  ■ • • + (« д  +  Рп)/“ =

=  («17i +  а 2 /2 +  • . • +  а„ Тп) +  ф, +  Р2 f2 +  . . . +

+  Pn Тп) =  Ч>Х+Ц>ў, ф ( х + ў )  =  фх +  фў.

Чизиқли алмаштиришнинг ягоналнгини исботлаймиз. 
г|зе,- =  /(• (i =  1, п) иккинчи чизиқли алмаштириш мавжуд 

бўлсин.
\J) чизиқли акслантириш бўлгани учун ихтиёрий 

х =  а 1ё 1+  а2е2 +  . . . +  а п еп.

\|зл: =  1|)(а1 е1 +  а 2е2 +  . . . +<*„<?„) =  а,ф е, +  . . . +



+  an^ en = a \ f l + a2f i+ ■ ■ • + ал/П =  Ф*> Ф ^ ф * .  ЯЪНИ
•ф =  ф бўлади. _

М и с о л л а р .  1. е,, е2, еъ тўғри бурчакли декарт коор
дината системасининг бирлик векторлари бўлсин. х  векторга 
Ф операторнинг татбики сифатида х векторнинг бирор текис
ликдаги ортогонал проекдиясини тушунамиз. Мазкур опера
тор чизиқли оператор бўлади (текшириб кўринг). еъ е2, е3 
базисга нисбатан ф ег =  еи сре2 =  е2, ф е3 =  е3 бўлгани учун 
бу оператор матрицаси

/ 1 0 0 \
£ = 0 1 0  бўлади.

\ 0 0 1 /
2. Даражаси п дан юқори бўлмаган кўпҳадларнинг фа

зосини қарайлик. Бу фазонинг базиси сифатида

е0 =  1, 71 =  x,I 1 2 =  j i, ------еп =  г(5)

ни ва оператори сифатида берилган кўпҳаднинг_ ҳосиласини 
тушунамиз. Унда уе0 =  0, ср ех — 1, ср е2 = еъ <ре9 =  е2, . . . ,  
(реп=  еп_ х бўлгани учун бу операторнинг (5) базисга нисба
тан матрицаси

<0 1 0 0 . . .  о о*
0 0  1 0 . . . 0 0
0 0 0 1 . . . 0 0

0  0 0  0 . . . 1 0
t 0 0 0  0 . . .  o o j ,

булади.

Маш қ лар
1. Даражалари п дан'ю^ори 'бўлмаган кўпҳадларнинг 

фазоси, базиси сифатида
\ , х  х 2, х 3, . . . , хп (6)

векторлар, оператор сифатида эса мазкур кўпҳаднинг бирин
чи тартибли хосиласи тушунилса, бу операторнинг (6) базис
га нисбатан матрицаси топилсин.

2. ф :/ (х) ->■ /"  (л:) (/" (х) белги f(x) нинг иккинчи тар
тибли ҳосиласини билдиради) операторнинг (6) базисга нисба
тан матрица и қандай бўлади?



3. Юқоридаги чизиқли операторнинг ядролари ва образ- 
лари қандай тўпламни ифодалайди?

4. С комплекс сонлар фазосидаги <р оператор сифатида 
г =  х +  iy  комплекс сонни w =  а +  ib комплекс сонга кў- 
пайтириш тушунилганда 1, t базисда бу чизиқли оператор
га мос келувчи матрицани топинг.

5. Қуйидаги операторлардан қайси бири V3 фазода чи- 
зиқли оператор бўлади:

а) ф х =  х +  а (а — ўзгармас, нолмас вектор);

б) <рх = ( а ,  х )а ,  бу ерда (а, x) =  | a | -  | * |  cos (а, х).
6. х га боғлиқ бўлган барча ^  (х) (i =  1, 2, 3, . . . )  

кўпҳадлар тўпламида қуйидагилар чизикли оператор бўла- 
дими:

а) хар бир / ( (jc) кўпҳадни х га кўпайтириш;
0) хар бир fa (х) кўпҳадни х- га кўпайтириш?

74-§. ВЕКТОРНИНГ ТУРЛИ БАЗИСЛАРДАГИ КООРДИНАТАЛАРИ 
ОРАСИДАГИ БОҒЛАНИШ

Маълумки, вектор координаталари танланган базисга 
боғлиқдир. Бир базисдан иккинчи базисга ўтганда битта 
векторнинг координаталари ўзаро қандай боғланган бўлади?

Бу саволга жавоб бериш учун Vn фазода ихтиёрий ик
кита

базисни оламиз. 73-§ нинг 3 -теоремасига асосан (1) базисни
(2) га ўтказувчи ф оператор мавжуд ва унга қандайдир А 
матрица мос келади, яъни

бўлиб, ф нинг матрицаси А дан иборат.
Бирор х векторни (1) ва (2) базислар ёрдамида ушбу

кўринишда ёзиб оламиз. (4) ва (5) ларнинг ўнг томонлари- 
нинг тенглигидан

(1)

(2)

fi =  <Pei (< =  1, п) (3)

х =  х1е1 +  х2е2 +  . . .  +  хпеп, 

х =  х[ T l + x ' j 2 +  • • • + ХпТп
(4)

(5)



Х\ в\ "Ь Х2в2 +  • • • +  Хп вп — Х\ fl “̂ *2/2+  . . • +  X'jn (6)
ҳосил бўлади.

Агар Jt =  фё<- =  впё, +  a t f 2+  . .  . + a in~en (i =  17n) де- 
сак, (6) дан қуйидагига эга бўламиз:

х {ех +  х2ё2 +  . . . +  хп еп =  х[{ап ёх+  а12ё2 +  . . . +

+  а\п ег>) +  4 ( я21 е1 +  °22*2 +  • • • +  а2пеп) +  • • • +

+  х 'п К 1̂ + а п2ё2 +  . . .  +  аппёп).

Ўнг томонини ихчамлаб олгач, е{, е2, . . .  , еп вектор
лар. олдидаги коэффициентларнинг тенглигидан

каби ёзиш мумкин. (8) тенглик х нинг (1) га нисбатан ко- 
ординаталарини (2) га нисбатан координаталар орқали ифо
далайди.

(1) векторлар системасининг ранги п га тенг булгани 
учун Л ̂ матрица хосмасдир. Шунинг учун Л-1 мавжуд. Унда 
(8) тенгликдан X' =  Л-1Х ҳосил бўлиб, у х нинг (2) га 
нисбатан координаталарини (1) га нисбатан координаталар 
орқали ифодалайди.

х, = x j a n +  x2a2l +  . . .  + х „ а п1,
х 2 ~  x l а 12 " Ь  ^ 2  « 2 2  Хп « я 2 ’

Хп = Х\ а 1 п + Х2 аг п +  ■ ■ • + Х'папп

(7)

ҳосил бўлади. Бу ерда

ва

десак, (7) ни матрицадан фойдаланиб
Х = А Х ' (8)



_ Ми с о лл ар .  1. Ks фазода =  (0, 0, 1), х2 =( 0 ,  1, 1), 
х3 =  (1,1,1) векторларни ег, е2, е3 базисга нисбатан мос ра- 
вишда ўх =  (2, 3, 5), у 2 «=(1,0, 0), у а =  (0, 1, — 1) вектор- 
ларга ўтказувчи операторнинг матрицаси топилсин.

Ечиш.  Аввало хи х2 ва х3 ларни еъ е2, е3 лар орқали 
қуйидагича ифодалаб оламиз:

Бундан кўринадики, xlt х2, х3 векторларни базис" вектор- 
ларга ўтказувчи матрица

дан иборат, y lt у2, у3 векторларни базис векторларга ўтка- 
зувчи матрица эса

ни ташкил этади. Энди биз шундай X  матрицани топиши- 
миз керакки, у А ни В га ўтказсин, яъни қуйидаги тенг
лик бажарилсин:

Охирги тенгликни X  =  В ■ А 1 орқали ёза оламиз. 
Бу ерда

Х\ — (0, 0,1) =[0- ех +  0 • е2 +  1 •е3, 

хъ =  (0» М )  =  ® ' ei " Ь   ̂ ' е 2  1 ‘ ез> 
х3 =  (\, 1 , 1 )=  1 • Ч +  1 -ё2+  1- е3.

ХА = В .

эканлигидан
0 — 1 1\ 
1 1 0 
1 0 01



2. Xi =  (О, 0 , 1), хг =  (О, 1, 1), х3 =  (1, 1, 1) базисга нис
батан шу векторларнинг ўзини у х =>(2, 3, 5), у 2 = (1 ,  0, 0), 
у 9 *= (0, 1, — 1) ларга ўтказувчи У3 да аниқланган чизиқли 
операторнинг матрицаси топилсин.

Ечиш.  А матрица учун шундай У матрицани топиш 
керакки, А матрица У ни В га утказсин, яъни AY =  В 
тенглик ўринли бўлсин. Бундан У =  А“ 1В топилади.

бўлгани учун
/  0 — 11

У =  ( — 1 1 0 | | 3  0 1 1 =  1 1 - 1  1 I, У =
V I  0 0

бўлади.
3- f (х) =  аех -f- be~x кўринишдаги барча функцияларнинг

икки ўлчовли фазосини оламиз. Бу фазо базислари сифатида
_  _  _  ех А- в—х _
ех =  ех, е2 =  е~х лар ва Д =  ch х =  — ^ — , /2 =  shx =

6х —е~~х
-------------  ларни танлаймиз. Унда

еки

т- 1 -  . 1 -  г  1 -  1 -
fl — 7Г О f!' /г -  о С1 о

л  =  1

бўлиб, Т 1 =  бўлади.

Агар f =  f(x) нинг координаталариии (1) ва (2) базис- 
ларга нисбатан мос равишда а, b ва а', Ь' десак, улар 
қуйидагича боғланган бўлади:

GK(!-iH£ 
(ZHi-iH?).



1. V2 фазода (яъни текисликда) ўзаро перпендикуляр 
бўлган eJt е2 ортларни базис деб қараб, янги еъ е„ сифа
тида е1 ва е2 ларни мос равишда а  бурчакка буриш тушу- 
нилганда ихтиёрий вектор координаталари эски ва янги ба- 
зислар орқали қандай_боғланади?

2. Vt фазода elt е2, е3, е4 базисдан

7;  =  ( i ,  1 , о , о ) ,  7'  =  ( i ,  о, 1 , 0). 

ё ; =  (1, о, 0, 1) <  =  (1,1,  1,1)
базисга ўтганда ихтиёрий вектор координаталари қандай 
формула асосида ўзгаради? _

3. V3 фазонинг ev  е2, е3 базисидан ^  =  (1, 1, 1), х2 =  
=  (1, 1, 1), х3 =  (2, 1, 0) базисга ўтганда:

а) % =  (2, 3, 1); б) =  (1, 2, — 1); в) а3 =  (1, 1, 1) 
векторлар координаталари кандай ўзгаради?

75- §. ЧИЗИҚЛИ ОПЕРАТОРНИНГ ТУРЛИ БАЗИСЛАРДАГИ 
МАТРИЦАЛАРИ ОРАСИДАГИ БОҒЛАНИШ

Фазонинг иккита

2̂» • • • > ,0) 

7i. (2)
базиси ва битта <р чизикли операторини оламиз. Бу ф опе
раторнинг (1) ва (2) базислардаги матрицалари

/  1̂1 1̂2 • • • ьы \  

ва 5 = 1  ЬпЬ' 2 У b2n, )

\ Ьп 1 Ьп2 • • • Ьп п )

бўлсин. Б у  матрицаларни аникловчи тенгликлар  қисқача 
бундай ёзилади:

п
фе* =  2  afk7 { (& =  1, л).

п (3)
ф/ * = 2  W »  (* =  !.«)•

№. базисни (1) базис орқали чизиқли ифодалаймиз!



fi — Сц e, -t- c2l ■+■ cn\̂ n>

h ~  C12 e\ C22 e2 • • • +  Cn2&n'

fn =  Clnei +  C2n e2 +  • • • + c nne,
(4) системанинг

/  CU Cl2 • • • C\n

С =  I °21 °n  ' ' ' °2п

\  Cnl Cn2 • • • °nn .
матрицаси хосмасдир. Ҳақиқатан, 61-§ даги, 1,3,4-теорема- 
ларга биноан хосмас матрицалар кўпайтмаси хосмас матри
ца бўлади. Шунинг учун С матрица ҳам хосмас бўлади. 
73-§ даги 3-теоремага асосан ягона v чизиқли оператор 
мавжуд бўлиб, у (1) базис векторларини (4) векторларига 
акслантиради; _  _  ___

^ = Д -  ( t = l , n ) .  (5)

(5) нинг иккала томонига <p операторни татбиқ этамиз. На
тижада (pve(-=q> /£ ҳосил бўлади.

Охирги тенгликларнинг ўнг томонидаги ф /(- (г =  1, п)
П

ларни (3) билан алмаштирсак, <pv et =  S  bCkf{ келиб чиқади.

Arap ft{i — 1, /г) ларнинг урнига (4) ни қўйсак, натижада 
қуйидагига эга буламиз:

9v ek =  2  bikveil  (6)

v нинг I С\ детерминанти 0 дан фарқли бўлгани сабабли,
V га тескари v " 1 оператор мавжуд бўлиб, уни (6) вектор га 
татбиқ этамиз:

г п п
V" ' _12  bikve; =  S  v-1 biky e ^ %  bikx~l vet =.

i = l 1 = 1 I— 1

=  =  V  ь1к\ ,  (7)

—  *  _

W *  »  2  bih ei (e—Оирдик оператор.
W  '



Бир томондан vw l<pv операторнинг (1) базисдаги матри
цаси С-1 АС бўлиб (чунки V- 1 С-1, ф->- А ва v->- С), 
иккинчи томондан, (7) га мувофиқ, бу операторнинг (1) ба- 
зисидаги матрицаси В бўлганлиги сабабли

В — С-1 АС (8)
бўлади. Бунда С ни (2) базисдан (1) базисга ўтиш матри
цаси дейилади.

Та ъриф.  (8) тенглик билан боғланган Л ва В матри
цалар ўхшаш матрицалар дейилади.

Мисол.  Уч ўлчовли арифметик V фазонинг
?! =  (1,0,0), 12 =  (0,1,0), \  =  (0, 0, 1),

7i =  (1,1,1),/ Г - 0,2,1), й  =  (2 ,- 1 ,1 )
базисларини ва ф {av  а2, а3) =  (аи 2а2, За3) операторни ола“ 
миз. Бу операторнинг биринчи базисдаги матрицаси

/1  0 0 \
А =  0 2 0

\ о  о з )
бўлиб, иккинчи базиснинг биринчи базис орқали чизиқли 
ифодаси қуйидагидан иборат:

ft = ei +  ^2_+ е3,_ 
h  =  ёг +  2 ja +  ёз»
Т3 =  2е1— е2 +  е3.

Демак,
/ 1 1  2 \  / —3 —1 5

С =  1 2 - 1  ва С-1 =  2 1 —3
4 11  1 /  V 1 0 - 1

лардан иборат бўлгани учун ф операторнинг иккинчи базис
даги матрицаси

/  10 8 11 \
В =  С-1АС= - 5 —3 - 7  

\  — 2 — 2 -  1 /
бўлади.

76- §. ЎЗАР0 ТЕСКАРИ ЧИЗИҚЛИ ОПЕРАТОРЛАР

& майдон устидаги Vn фазо ва унинг



базиси берилган бўлсин. <p чизиқли операторни ва^унинг (1) 
базисдаги

детерминанти А га мос ф операторнинг ҳам детерминанти 
дейилади.

1-таъриф.  \А \ детерминант нолдан фарқли бўлганда 
Ф чизиқли оператор хосмас оператор, | А \ =  0 бўлеа ф хос 
оператор деб аталади.

2-та ъриф.  ф чизиқли оператор учун шундай чизиқ- 
ли оператор мавжуд бўлиб,

тенглик бажарилса, г|? ни ф га тескари оператор дейилади.
(2) тенгликдан қуйидагини топамиз: x £ V n вектор учун 

(ф-ф) х =  е л; =  х. _Энди урх =  у  бўлса, у ҳолда (ф\|?) л: =  
=фСФ*) =  У У =  * бўлади, яъни ф оператор у  ни х га 
акслантирса, тескари ty оператор, аксинча, jc ни у  га акс
лантиради.

Т ео р ем а . Чизщли операторга тескари оператор мав
жуд булиши учун унинг хосмас оператор булиши зарур 
ва етарли.

Исботи .  3 а р у р л и г и. ф га тескари ф оператор мавжуд 
бўлса, фа|э =  е бажарилади. У холда ф-> А , 5, г -^ Е  
ларга асосан, ф * ip =  г => А В =  Е.  Бунда А,  В, Е лар квад
рат матрицалар булади. Матрицалар кўпайтмасининг детерми
нанти бу матрицалар детерминантларининг кўпайтмасига 
тенг бўлгани учун / А \ • IВ | =  \ Е [ =  1 тенгликдан 1 4 1 ф  
Ф  0, яъни ф хосмас оператор эканлиги келиб чиқади.

Е т а р л и л и г и .  ф хосмас оператор, яъни | А | Ф  0 бўлса, А 
ta  тескари

матрицасини оламиз. Бу матрицанинг

ф-ф =  \|:ф =  в (2)



матрица мавжуд бўлади.
Энди Л-1 матрицага мос 1|з чизиқли операторни олсак, 

Фф -V ЛА~1 =  Е га мувофиқ фхр =  е, яъни ф га тескари 
оператор мавжудлиги маълум булади.

Ф га тескари \|з оператор г|з =  ф-1 кўринишда белгила
нади. ф оператор уз навбатида ф-1 га тескари, чунки 
Ф_ 1 Ф A~l А =  Е мослик ф_1ф =  е га олиб келади.

А га тескари А-1 матрицанинг ягоналигидан ф га тес
кари ф-1 оператор ҳам ягона деган хулосага келамиз.

Ф ва ф - 1  лар ўзаро тескари чизиқли операторлар дейи
лади.

Н а т и ж а .  Хосмас чизиқли операторлар тўплами опера
торлар композицияси (кўпайтириш амали) га нисбатан груп
па ташкил қилади (исботланг).

Хосмас чизщли операторлар тўплами ҳосил қилган груп
па одатда GL(n) орқали белгиланади. GL(n) нинг қисм груп- 
палари қуйидаги турларга бўлинади:

1) чекли қисм группалар;
2) дискрет қисм группалар (элементлари сони саноқли 

бўлган қисм группалар). Бундай қисм группага текислик- 
нинг координата боши атрофида kq> (k £ Z) бурчакларга бу- 
ришдан ҳосил бўлган группа мисол булади (бу ерда ф бур- 
чак я  бурчак билан ўлчовдош бўлмаган бурчакдир);

3) узлуксиз қисм группалар (элементлари сони саноқли 
тўплам элементлари сонидан ортиқ бўлган қисм группалар). 
Уч ўлчовли фазони қўзғалмас ўқ атрофида буришдан ҳосил 
қилинган қисм группа узлуксиз қисм группа бўлади.

Мисол .  Уч ўлчовли арифметик V3 фазонинг
(1,0,0), 72 =  (0,1.0), ^  =  (0, 0, 1) ((3)

базиси ва
Ф(й1 аа, а 3) =  (ах +  аг, а2 +  а з> а з +  a i)>

Ф (а1( а2, а3) =  (0, а2, а3) 
операторлари берилган. ф хосмас оператор, чунки J



Ф̂Х =  (I, О, 1) =  1 •£1+ 0 '£ 2 +1  •е3, 
фё* =  (1, 1. О) =  1 •_%+1 -е2+  0 -е3, 
сре3 =  (0, 1, 1)= O - ^ + l  • е2+ 1  •е3.

Демак,
I 1 О

\ А \ =  О 1 1 = 2 ,  \А \ +  0.
1 О 1

Шундай қилиб, ф га тескари оператор мавжуд бўлгани 
ҳолда унинг (3) базисдаги матрицаси [ушбудан иборат:

Лекин гр оператор хосдир, чунки унинг матрицаси

1. Чекли фазода аникланган чизикли оператор ранги шу 
оператор матрицасининг рангига тенглигини исботланг.

2. ех, е2, . . . , еп система Vn нинг базиси бўлиб, Vn да
Ф оператор аниқланган бўлсин. еи е2, , ek, ет..............
еп базисдан ех, е2, . . .  , ет, ek, . . .  , еп базисга ўтганда ф 
оператор матрицаси қандай ўзгаради?

3. Элементар матрицаларнинг хос ёки хосмаслигини 
аникланг. _

4. ф чизиқли оператор ах =  (2, 3, 5), а2 =  (О, 1, 2), а3=  
=  (1, 0, 0) векторларни мос равишда Ьг =  (1, 1, 1), Ь2 =  (1,
1, —I), Ь3 =  (2, 1, 2) векторларга акслантирса, ф оператор
нинг а1У аг, а3 базисни blt Ь2, Ь3 базисга ўтказувчи мат
рицаси топилсин.

5. ф чизикли операторнинг

бўлиб, бу хос матрицадир.
М а ш д л а р



бўлса, унннг е[ =(1 ,  —2, 1), ё2 =  (3, - 1 ,  2), 73 = ( 2 ,  1,2) 
базисга нисбатан матрицаси топилсин.

77-§. ЧИЗИҚЛИ АЛГЕБРА

с? сонлар майдони устидаги V чизиқли фазонинг истал
ган х, у  векторларини кўпайтириш қоидаси ,аниқланган деб 
фараз қилиб, х  ва у  лар кўпайтмасини х ■ у  шаклида бел- 
гилайлик. Шундай чизиқли фазога нисбатан қуйидаги таъ- 
рифни берамиз:

1-таъриф. 8* майдон устидаги V чизиқли фазода исталган 
иккита векторни кўпайтириш қоидаси берилгани ҳолда қуйи- 
даги а к с и о м а л а р  бажарилса, V фазони £Р майдон усти
даги чизиқли алгебра дейилади:

1. х ■ у  € У € V) (векторларни кўпайтириш V да 
аниқланган бир қийматли алгебраик амалдир).

2. х [у ■ г) =  (х • у) г (-\/% у, г £ V) (векторларни кўпай- 
тириш ассоциатив). __

3. x{y +  z ) = x y  +  x z  ва

{ у +~z) х =  lfx  +  z~x ( v * ,  у, z £ V )
(векторларни кўпайтириш амали қўшишга иисбатан дистри
бутив).

4. К{х ■ у) =  {Хх)у =х { Ку )  ^ х , у £ У )  (аралаш 
кўпайтма ассоциатив).

Агар x-y =  y -x { \ fx ,  y(zV ) аксиома ҳам бажарилса, V 
коммутатив чизиқли алгебра деб аталади, х ■ у Ф у  ■ х 
шартда эса V коммутатив бўлмаган чизиқли алгебра дейи
лади. __ _

V фазонинг х, у, г, . . .  векторлари чизиқли алгебранинг 
элементлари деб аталади.

Юқоридаги аксиомалардан қуйидаги н а т и ж а л а р  келиб 
чщади:_

1. x { y z )  — {x у) z =  х у z (математик индукция мето
ди билан т та хг, х2, ■ . . , хт£У  элементларни кўпайти- 
риш ассоциатив эканлигини исботланг). __

2. х{у — z ) = x y  — х г  ва (у — z)x =  y x — z x  тенг
ликлар ўринли.

3. V даги ихтиёрий х учун х-0 =  0% =  О бўлади. О век
тор V чизиқли алгебранинг ноль элементи дейилади.



4. Математик индукция методи билан 3-аксиомадан уш- 
буни ҳосил қиламиз:

[х\ +  х2 +  . . .  +  хт){  у х +  у 2 +  • • • +«/п) =

= ~х{ ~у\ +  х{ ў2 +  . . .  +  х, уп +  х2ў  +  х2ў 2+

+  • • • +  х2 ўп +  . . .  + х т Ў1 +  хтў 2 +  . . .  Аг~х~Уп 
(исботланг).

5. V чизиқли алгебрада х е — е х =  x{ - \ fx^V,  
шартни қаноатлантирувчи е элемент мавжуд бўлиши мум
кин. Бу элемент V алгебранинг бирлик элементи деб ата
лади. _

6. V нинг х элементи учун V да х у  =  у х =  е тенглик- 
ларни қаноатлантирувчи у вектор мавжуд бўлса, у ни х га 
тескари элемент деймиз.

V вектор фазо п ўлчовли бўлганда V чизиқли алгебра 
ҳам п ўлчовли дейилади ва Vn орқали белгиланади.

V вектор фазо чексиз ўлчовли бўлса, V алгебра ҳам чек
сиз ўлчовли алгебрани ташкил килади.

Шундай қилиб, чизиқли алгебра < 7 ,  + ,  
кўринишдаги алгебра бўлиб, бу ерда {wk \X£&}  деганда «Р
майдоннинг ҳар бир К элементи учун %x^V нинг мавжуд- 
лигини тушунамиз.

М и с о л л а р .  1. ^  майдон устидаги ихтиёрий V чизиқ- 
ли фазо учун х у =  0 ( ^ х ,  y d V )  деб қабул қилсак, шу 
майдон устидаги коммутатив чизиқли алгебрага эга бўла- 
миз, чунки таърифдаги тўртта аксиома бажарилади. Буни 
текшириб кўришни китобхонга тавсия қиламиз.

2. iP майдон устидаги «-тартибли квадрат матрицалар
нинг тўплами М п матрицаларни қўшиш ва уларни а  
сонларга кўпайтириш амалларига нисбатан шу майдон ус
тидаги чизиқли фазони ташкил этади.

Бу фазода яна матрицаларни кўпайтириш амали аниқ- 
ланган бўлиб, таърифда келтирилган аксиомалар бажарила
ди. Демак, Мп фазо майдон уетидаги чизиқли алгебра- 
дан иборат. Бу алгебра коммутатив эмае, чунки A, B £ V  
матрицалар учун, умуман, АВ Ф ВА. М п ва Е бирлик мат
рица ва ҳар бир хосмас матрица учун тескари А~1 матри
ца мавжуд. М п чизиқли фазо чекли п2 ўлчовли алгебрадир, 
чунки ҳар бир A £ V  матрица шу алгебрадаги п2 та 
Ец чизиқли эркли матрицалар орқали чизиқли ифодаланади



(бунда Eif t-сатр ва /- устун элементи 1 дан, қолган элемент
лари ноллардан иборат бўлган квадрат матрицадир).

3. 9" майдон устидаги п ўлчовли Vn фазонинг ҳамма 
чизиқли операторлари тўпламини Т билан белгилайлик:

72-§ даги 1-натижага мувофиқ майдон устидаги исталган

матрица Т тўпламга карашли битта ф операторнинг

базисдаги матрицасидир. Ҳар бир чизиқли операторга унинг 
(1) базисдаги матрицаси мос қўйилса, яъни ф -*-А ва i))—>-В 
бўлса, ф +  ty-*- А +  В, ф • В эканини биламиз. YP£ ^  
учун ф-»-Л билан бирга Рф-»-рЛ ҳам бажарилади. Шу са
бабли 1 • ф—>-1 • Л дан, 1 • Л =  Л га асосан, 1 -ф =  ф келиб 
чиқади. Чизиқли операторларни қўшиш ва a g # 5 сонларни 
уларга кўпайтириш амалига нисбатан Т тўплам 3* майдон 
устидаги чизиқли фазони ташкил этади.

Маълумки, Т  нинг элементлари (операторлар) учун кў- 
пайтириш амали аниқланган ва шу билан бирга чизиқли 
алгебранинг ҳамма аксиомалари бажарилади. Демак, Т фазо 
iP майдон устидаги чизиқли алгебра бўлади.

4. Ҳақиқий сонлар майдони устида аниқланган кватер- 
нионлар алгебраси. R майдон устида аниқланган Vt чизиқ- 
ли фазо базиси сифатида е, i, /, k векторларни олиб, улар 
учун кўпайтириш қоидасини қуйидагича киритамиз:

i • j =  — j  ■ i —k, j • k — — k • j  =  i, k • i =  — i - k —j, 
i2 =  j- =  k1 =  — e, e1 — e, e • / ,=  / • e — /, i ■ e—

a, b, c, d £ R  бўлганда a +  bi  +  c j  +  d k  кўринишдаги ифо- 
дани кватернион деб юритамиз.

а  =  ae -f- b i -f- с /—j— dk ва P — йу в -}- b î -4- c ĵ -f- d^k
кватернионларни кўпайтириш учун қуйидаги жадвалдан фой- 
даланиш мақсадга мувофиқдир:

(I)

=  е ■ i =  i, е • k — k • е =  k,



е i / k

_
е е i / 1

i i —  1 h — 7

J 1 —k — 1 i

1 ~k 7 —  i — 1

Кватернионларни қўшиш эса мос координаталар бўйича ба
жарилади.

а  =  ae +  b i +  с / +  dk ва а  =  ae — bi — с / — d к

кватернионлар ўзаро қўшма деб юритилади. аа  =  а 2 +  Ьг +  
+  с2 +  d2 сон эса а  кватернион нормаси деб ҳисобланади. 
< ^ 4» +> • I IЯ £ R}^> алгебра кватернионлар алгебраси 
деб аталади. Бу ерда wK:a-+Xa  (X£R) мосликдир.

Кватернионлар алгебраси коммутатив бўлмаган алгебра- 
дир (текшириб кўринг).

, 2- та  ъриф.  & майдон устидаги бир хил ўлчовли V ва 
V7- шзиқли алгебралар берилган бўлиб, ҳар бир х £ KJJ эле
мент битта х’ 6 V' элементга (шу билан бирга V нинг ҳам- 
ма элементлари V' нинг ҳамма элементларига) ўзаро бир қий- 
матли акслангани ҳолда, қуйидаги а к с и о м а л а р  бажа
рилса, V ва V' лар изоморф чизщли алгебралар дейиладиг

1. ( * — -» * ')Л (ў — =*•*/')=>- {х +  у - * - х ' + у ’ ) [у-х,

2. (л:— -*л;') => { а х —^*ax'){\f-x^.V, х'^У', V 'a € ^ ’)»

3. ( * — [ў— ^ ў '  )=^С*- у - ^ х ' - у ’’) (y^> y€V> 
? ,  ? S V ’).

V ва V' алгебранинг изоморфизми V ££ V' кўринишда белги
ланади.

Мисол .  ^майдон устидаги ti ўлчовли фазонинг ҳамма



чизиқли операторларидан тузилган Ф чизиқли алгебра билан 
шу майдон устидаги л-тартибли квадрат матрицалардан ту
зилган Vn, чизиқли алгебра ўзаро изоморфдир.

72-§ нинг 1-натижасига кўра ф чизиқли операторга бит. 
та А матрица мос қўйилади. Шунга кўра, қуйидаги изоморф. 
лик а к с и о м а л а р и  бажарилади:

1. (ф->Л)А(\|?-)-В)=^(ф +  ф-> л  +  в)(Уф> 
л,  B<EVn,);

2. (ф -+Л )=М аф -*аЛ )(У ф еФ ; A £ V a&
3. (ф Л) л  0|з В) =*- (ф^-*- АВ) (уф , Ф; а , в& п1).
Vn, чекли п2 ўлчовли алгебра бўлгани учун Ф д* Vn, t 

изоморфизмга асосан, Ф ҳам чекли ўлчовли алгебрадир.
еР майдон устидаги л-тартибли квадрат матрицаларнинг 

чизиқли алгебрасига қарашли ҳамма хосмас матрицалар 
тўплами кўпайтириш амалига нисбатан группа ташкил этади. 
Бу группага тўла чизиқли группа дейилади.

I. [а; Ь] кесмада узлуксиз бўлган ҳақиқий функциялар 
тўплами R майдон устидаги чизиқли алгебра эканлигини 
кўрсатинг (функцияларни қўшиш, сонга кўпайтириш ва ўза- 
ро кўпайтириш амалларига нисбатан).

матрицалар алгебраси R (а, Ь, с, d £  R) майдон устида аниқ- 
ланган a e - \ - b i -f c j - \ - d k  кўршшшдаги кватернионлар ал
гебрасига изоморф эканлигини исботланг.

Геометрия курсидаги кесмаларни ва тўғри чизиқлар ора- 
сидаги бурчакларни ўлчаш тушунчалари муҳим тушунчалар- 
дир. Маълумли, п ўлчовли фазо векторлари учун биз 
ҳозиргача бу тушунчаларни киритганимиз йўқ. Мактаб мате
матика курсида эса V2 фазода берилган икки а ва b век
торнинг скаляр кўпаймаси

формула орқали аниқланар эди. Иккинчидан, икки векторнинг 
скаляр кўпайтмаси маълум бўлса, биз бу векторларнинг

М а ш қ л а р

78-§. ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИ

{a, b ) =  I а I • IЬI cos ( а, Ь) О)



узунликлари ва улар орасидаги бурчакни аншуишимиз мум
кин. _

Ҳақиқатан, а векторни ўз-ўзига скаляр кўпайтмаси шу 
вектор узунлигини ифодалайди. (1) формулага асосан:

* {~а, S)
cos{a' 6)" ] Т М Т | '  <2)

Vn фазо учун аввало икки векторнинг скаляр кўпайтмаси 
тушунчаси киритилади. Сўнгра берилган векторлар узунли
ги ва улар орасидаги бурчакларни ҳисоблаш мумкин. Бунинг 
учун аввало ихтиёрий ўлчовли Евклид фазоси тушунчасини 
киритамиз.

1-таъриф.  Ҳақиқий сонлар майдони устида аниқлан- 
ган V унитар фазога Евклид фазоси дейилади.

Бу таърифга кўра бирор V фазо Евклид фазоси бўлиши 
учун элементлари устида қуйидаги шартлар бажарилиши 
керак: _ _

1) Ui у )  =  (*Л х ) ( V x> y £V) *  яъни скаляр кўпайтма 
коммутатив; _  __

2) (х, (ў -f  z)) =  {х,~ў) +  (х, z )  ( у х ,  F. z£V)> яъни 
скаляр кўпайтма қўшиш амалига нисбатан дистрибутив;

3) { k j c j )  =  X{x,J/) ( у х ,
4) U  х ) > 0 ( у * * 0 е к ) ,  (х>х) = 0 (х =  0)ек).

1 — 4 аксиомалар {х, у ) скаляр кўпайтманинг ҳар бир 
ташкил этувчиларига кўра чизиқли эканлигини билдиради. 
Бу аксиома лардан фойдаланиб, исталган ££>(/ =  1,й) ва 

, т) лар ва х(- € V, y f € V лар учун

(
к т. \  к т

2  ®,- x i . 2  р я -  ) = 2  2  а < р/ fa*  ў/) (3)
t=l /=i ) i=\i=\

эканлигини кўрсатиш мумкин.
Ҳақиқатан, i =  1 ва ихтиёрий / учун

^ ®1 *1» 2  Р/ =  а1 (*1> Pl +  Р2 ̂ 2 +  • • • +  j  =  

==®l( xl, Pi У\) "Ь а1 (-*“1 > Р2У2) • • • "Ь а1 (̂ i» Рт Уп)~ 

~  ®l Pl(*l> £"l) +  ®1Р2(х1,"ў2) +  •••



ўринли. Фараз қилайлик, (3) тенглик i — l — 1 учун ўрин- 
ли бўлсин. Унинг i =  l учун ўринли эканлигини кўрсатамиз. 
Ҳақиқатан,

т l т

hi)) + « /  2  р> (*/• ~у) =  2  2  a i ру vi) •
/= 1  t =  l y = l

Демак, (3) тенглик исталган чекли i ва / лар учун 
ўринли экан. ____

2-таърнф.  К Й 5 )  миқдор a£V  векторнинг нормаси 
(узунлиги) дейилади ва \\а || орқали белгиланади.

Таърифга кўра Ца || =  ] / [а, а)  бўлади.
Мисол.  Агар п ўлчовли векторларнинг арифметик фа- 

зосида

а =: а, ё, +  а 2ё2 +  . . .  +  а„ёя,Ь =  р,7, +  р2Ғ2 +

+  • • •  +  ( U ,

векторларнинг скаляр купайтмаси (а, Ъ) =  a, (J, +  а 2 Р2 +  
+  . . . +  а„Р„ бўлса, у ҳолда а векторнинг нормаси |(а || =

=  Y  а ? а2 +  • • • +  а п булади.
Маълумки, У3 фазода берилган ихтиёрий икки вектор 

орасидаги бурчак (2) формула орқали аниқланар эди. Қара- 
лаётган Vn фазо Евклид фазоси бўлганда ҳам ҳар бир п 
ўлчовли бўлган иккита а ва b вектор орасидаги бурчак ко- 
синуси учун ҳам (2) формула ўринли эканлигини кўрсата- 
миз. Бунинг учун ихтиёрий ҳақиқий а  сон учун (аа —
— Ь, а а — Ъ) > 0  скаляр кўпайтмани қараймиз- (3) форму- 
лага асосан охирги тенгсизликни

а*{а, а )'— 2а(а, ~b) +  ( b, 1)  >  0 (4)
орқали ёза оламиз.

(4) тенгсизликнинг чап томонидаги квадрат учҳад а  нинг 
ихтиёрий қийматида манфий қийматни қабул қилмайди. Де



мак, бу квадрат учҳад дискриминанта ( а, b )2 —(а,_а) (б, b) 
бўлган ифода мусбат бўла олмайди, яъни (a, ft)2<  (а, а,){Ь,Ъ) 
булади. Охирги тенгсизликнинг иккала томонидан квадрат 
илдиз чиқарсак,

I (а, Ь) I <  I] а И • Hbll (5)

бўлади. (5) тенгсизликка асосан <  1 бўлиб бу
II о II • II b ||

нисбат қандайдир бурчакнинг косинусини ифодалайди. (5) 
тенгсизлик одатда Коши-Буняковский тенгсизлиги деб юри
тилади.

а ва Ь векторлар коллинеар булгандагина (5) тенгсизлик 
тенгликка айланади. __
Хақиқатан, агар б"= la  (k£R)  бўлса, | (а,Ъ) | =  I ( а, Ка)\ =

IЯI (а, а) =  I Я, III а I]2 =  | X | Ц а || • || а || бўлади.
Энди аксинча, | (a, b) | =  ||а || • ||"b|| бўлсин. Унда (4) 

квадрат учҳаднинг дискриминати нолга тенг бўлади. Ш у 
нинг учун у ҳақиқий илдизга эга бўлиб, бу илдизлар бир 
хил бўлади. Бу илдизни а 0 орқали белгиласак. у ҳолда

а \ (а, а) — 2а0{а, Ъ) +)( b, Т>) — {а0а — b, а0 а —Ъ) —
=  0 =>- а0а =  b

келиб чиқади.
Коши-Буняковский тенгсизлиги ёрдамида учбурчак тенг- 

сизлигини ҳосил қилиш мумкин. _
Дарҳақиқат, агар учбурчакнинг иккита томонини а ва Ь 

векторлардан иборат десак, у ҳолда унинг учинчи томони 
а +  Ъ бўлади. У ҳолда Коши-Буняковский тенгсизлигидан 
фойдалансак,

\\а + Ъ\\2 = (а + Ь,~а+Ь) = (а, а)+2(а, б) +  (б,5б) <
< \ \а \ \2+  2 | | а | | -  /&|| +  Ш 2 =  ( | 5 | | +  6 II)2;

II а +  ~Ь ||2 >  |[а II2— 2 II а || • 1| б]| +  \\Ц 2 =  ( || а || — 1| б|| )г  
лардан мос равишда

II а +  6 II <  1|а1| +  1|б|| (б) 

ва И а +  b II >  I ||а  II — 1| Ь || | келиб чиқади.



1-та ъриф.  Евклид фазосидаги нормаси 1 га тенг бўл- 
ган векторга нормалланган вектор дейилади.

Бу таърифга асосан Y а £ V (а Ф 0) учун

II о || =  1 (1)
бўлса, а ни нормалланган вектор деб атаймиз. Демак, п 
ўлчовли векторларнинг арифметик фазосидаги барча орт век
торлар нормалланган векторлардир.

2-т а ъриф.  Евклид фазосининг ҳар бир вектори нор
малланган

ai> av  • • • * ап (2)
ортогонал векторлар системасига ортонормалланган вектор
лар системаси дейилади. Агар (2) система базисни ташкил 
этса, унга Евклид фазосининг ортонормалланган базиси 
дейилади.

1 -т е о р е м а . Чекли ўлчовли Евклид фазосининг истал-
ган

а 1 ±  «г» • • • а п ( 3 )

ортогонал базисини доимо ортонормаллаш мумкин.
Исботи .  (3) системадаги ҳар бир векторни уз нормаси- 

га бўлиб, қуйидаги системани ҳосил қиламиз:
а1 а2 аП /^\

W l l ^ l f  ’ ||7Л|Г

Vn фазо Евклид фазоси бўлганлиги учун eL =  ва
_  IHII
cij

et =  гр=-г7 векторлар учун
IIа) II

[е ё) = 1 1 '  аГар i==j  бўЛСа’ ЧЪ' i' V [0, агар i Ф  j  бўлса,  ̂ '
тенгликлар бажарилади. Демак, (4) система ортонормаллан
ган система экан.

Натижа. Агар

1» 2̂» * * * » &П (6)
Vп Евклид фазосининг ортонормалланган базиси бўлса, ис-



талган а £ Vn ва b £ V n векторлар учун ( a, b) — a i Pi +  
+  а 2 р2 +  • • • Ч" &п Р„. || о. ||2 =  а, +  а | +  . . , +  булади- 

Ҳақиқатан, (6) ортонормалланган базис векторлар бул-
п п

ганлигидан а — ег  Ь =  2 Р  Ге, векторлар учун (5) 
w  /= 1

п п

тенгликларга асосан (а, б ) = 2 ° ч -Р* 83 ||<з||2 =
i=i (=1

лади.
2-теорема. Ҳар қандай иккита п ўлчовли Евклид фа

золари изоморф булади (43-§ даги теоремага ўхшаш исбот- 
ланади).

Мисоллар .  1. Ихтиёрий п ўлчовли Vn Евклид фазо
сининг ихтиёрий а ва b ўзаро ортогонал векторлари учун
II а +  &||2 =  Ца||2 +  \\ь\\г тенглик ўринли эканлигини ис
ботланг.

Исботи.  Скаляр кўпайтма ва вектор нормаси таърифига 
асосан || а +  Ь ||2 =  (а +  b, а +  b) ўринли. Лекин_ ( а +  Ь, 
а +  Ъ) =  ( а, а) +  2( а,Ъ) +  { b, b) бўлиб, а ва b ларнинг 
ортогоналлигидан((а, b) =  О эканлигидан) || а +  6 ||2 =  ( а +  
+  6, а - | - &) =  (а, а) -f (b, ~b) =  ||а  ||2 +  ||б ||2 хулосага ке- 
ламиз. Охирги тенглик геометрия курсида одатда Пифагор 
теоремаси деб юритилади. _
_ 2. Ўзаро ортогонал бўлган ва чекли сондаги alt a2, ... , 
ап векторлар_учун ||at +  а2+  ... +  а„ ||2 =  || аг |12 + ||а 21|2 4-
+  . . . +  1| 1Г булади.

Ҳақиқатан,

I I М-  • • • +  а „ , а]_ + а 2 +  . _+ an || = J a i ,  аа) +
+  (о2, а2) +  . . . +  (а„ , а„ ) +  2 ((а,, с2) +  {alt a3)-f . . . +  

+  (^a-i. )) =  (fl„'а, ) +  (аа. ся ) +  . . .  +  (а„, ап ) =
=  11 «1 Н2 +  ||а 2||2+  . . . +  U J I 2 дир.

Машқлар
1. Чекли ўлчовли Евклид фазосининг ихтиёрий базисини 

ортонорма л базисга айлантириш мумкинлигини исботланг.
2. ev е2, . . .  , еп векторлар системасиуг улчопли Евклид 

фазосининг ортонормал базиси бўлсин. а =  <х{ +  а 2 е2+



+  . . .  +  <хп еп бўлганда a t =  (а, эканлигини исботланг.
3. Евклид фазосининг нолмас_а ва Ь векторлари учун 

шундай ос сон топилсинки, а +  а b векторнинг узунлиги (нор
маси) энг кичик бўлсин ва бундай ҳолда а вектор Ъ га 
ортогонал эканлигини кўрсатинг.

4. Евклид фазосининг а ва ft векторлари учун |(а, &)| =  
=  |!а||-||Ь[1 тенглик а ва Ъ лар чизиқли боғлиқ бўлгандаги- 
на ўринли эканлигини исботланг.

80-§. ИНВАРИАНТ ҚИСМ ФАЗОЛАР. ЧИЗИҚЛИ ОПЕРАТОРНИНГ 
ХОС ҚИЙМАТЛАРИ ВА ХОС ВЕКТОРЛАРИ. ХАРАКТЕРИСТИК 

КЎПҲАДЛАР

Комплекс сонлар майдони устида қурилган Vn фазо ва 
q>:Vn-*Vn  чизиқли оператор берилган бўлсин.

1-таъриф.  Агар Vn фазонинг бирор ср чизиқли опера- 
тори Vn фазодаги W қисм фазонинг барча векторларини яна 
шу қисм фазо векторларига акслантирса, W қисм фазо ср 
операторга нисбатан инвариант қисм фазо дейилади.

2 - таъриф.  ф х =  Xx(Vx;£Vn , х ф  0, Х£Ў)  тенгликни 
қаноатлантирувчи X сони ф операторнинг хос қиймати, 
х вектор эса X хос қийматга мос келувчи хос вектори, хос 
қиймат эса характеристик сон дейилади.

Ф чизиқли операторнинг хос векторлари қуйидаги хос
саларга эга:

1-х ос с а. Ҳар бир хос векторга ягона хос қиймат мос 
келади.

Исботи .  Тескарисини фараз қилайлик, яъни ф опера
торнинг битта хос векторига иккита ҳар хил X ва Хх хос 
қийматлар мос келсин. Унда юқоридаги тенглама билан 
биргаликда фх =  Ххх тенглама ҳам ўринли бўлади. Бу тенг- 
ламаларни ҳадлаб айирсак, (А, — A j i  =  0 бўлиб, хос век
торнинг таърифига кўра охирги тенглик бажарилиши учун 
X =  Ях бўлиши шарт. Демак, фаразимиз нотўғри экан. Бу 
хоссанинг тескариси тўғри эмас.

2-хосса.  Ҳар бир хос қийматга мос келувчи хос век
торлар тўплами (ноль вектор билан биргаликда) ф оператор 
учун инвариант қисм фазони ташкил этади.

Исботи .  Аввало х вектор X характеристик сонга мос 
келувчи хос вектор бўлганда, яъни <рх =  Хх бўлганда, ис-



талган а  сон учун а х  вектор ҳам X характеристик сонга 
мос келувчи хос вектор эканлигини кўрсатамиз.

^ақиқатан, ср (а х) =Щ> х =  а  (X х) =  Х(а х) бўлгани учун 
к характеристик сонга а х  вектор мос келади. Энди хх ва 
х2 векторлар ф операторнинг X характеристик сонига мос 
келувчи хос векторлар бўлганда x L +  х2 ва хг — х2 ҳам хос 
векторлар эканлигини кўрсатамиз. ср хх =  X х1У <р х2 =  X х2 
тенгламалар ҳамда ф операторнинг чизиқли оператор экан
лигига асосан

ф (хх +  х2) =  ф х± +  cpx2 =  Хх1-\-Х_х2 =  Х(х1 +  х2).
Ф (хх +  х2) =  Х {хх +  х2)

ва

Ф (Х1 ~  = ф (*1 + (— ] ) * J  = ф *1 + ( — } )  ф *2 = У Х1 ~  

— ф'х2 =  Хх1 —  Хх2 =  Х(х1 —  х2), ф (хг — х2) = X (хг —  х2)

ларни ёза оламиз. Охирги иккита тенглама хг +  х2 ва xt —
— х2 векторлар ҳам X хос қийматга мос келувчи хос век
торлар эканлигини кўрсатади.

Қуйидаги теоремада хос векторларнинг мавжудлиги ва 
уларни излаш усули баён этилади.

3 - т е о р е м а .  Комплекс Vn фазонинг ҳар бир ф ни- 
зиқли оператори камида битта хос векторга эга.

Исботи. Vn фазонинг бирор еъ е2, . . .  ,еп базисида 
'х =  а1е1 +  а2е2 +  . . . + а пеп векторни оламиз. Бу базисга 
кура

Ф е1 =  йП еХ +  fl21 е2 +  • • • +  ап\ *п ,

ф ^2 — ^12^1 "̂22 2̂ ^п2 ^п » 

Ф еп =  а \пе1 -\- а2п е2 +  . . . +  аПп еп

(1)

бўлиб,

А =

1̂2 * * *
#22 . . . аоп

V ап\ аП2

бўлади.
Энди фх векторнинг берилган базисдаги координаталари- 

ни аниқлаймиз. (1) га асосан:



ф х =  аг <р ег +  а2 ср е2 +  . . .  +  а„ ф еп =  (ац +  а12а 2 +  
+  • . . +  а I пап )ех +  (^2ia i "f а22а2 +  • • • +  я2л осп) £2 ~Ь 

+  . . . +  (а^а* +  ал2а 2 +  • • • +  апп о-п) еп . (2)
х Еектср ф оператсрнинг хсс векторини тасвирлаши учун

[ф х =  X х (3)
тенглама нолмас ечимга эга булиши лозим. (3) тенглама
нинг ўнг томонини қуйидагича ёзамиз:

X х =  X еха г +  X е2 а2 +  . . . +  X еп ап . (4)
(3) тенглик бажарилиши учун (2) нинг координаталари (4) 
нинг мос координаталарига тенг булиши керак, яъни

! и «1 +  012 а 2 +  • • • +  Я1'1 а п =  ^*1»
I 21 0̂1 4“ #22 а 2 “Ь • • • “Н 02л <*л =  А.0С2,

Бундан
(ап — Х)а1 +  а12а2+  . . .  +  а\п а п =  О,

21а 1 +  (̂ 22 — Ь) а 2 +  * • • +  a2n Vn =  О,
(5

an 1 a i +  аП2 а 2 +  • • • +  (апп — Х)ап =  О
бўлиб, (5) система а 1э а 2, . . . , ап номаълумларга нисба
тан бир жинсли чизиқли тенгламалар системасини билдира
ди. Система нолмас ечимларга эга булиши учун унинг де
терминанти нолга тенг бўлиши шарт, яъни

X й]о

\А — ХЕ\ = 21 и22
. CL\п 

022 X . . . 0,2п
= 0 . (б)

Qnl @п2 •• • Q-nn Я.

Агар (6) детерминантни ҳисоблайднган бўлсак, у Я, га 
нисбатан л-дара жал и кўпҳадни ифодалайди. Бу кўпҳад 
одатда Р(к) кўринишда белгиланади ва ф операторнинг Я, 
га мос келувчи характеристик к\пҳади деб юритилади. Бу 
ерда 'Р(Х) == \А — Я. Е\ =  ( — I)5 (Я,« — Рг Я,"-1 +  Р2 Я/1-2 —
— Р3X"-3 + . . . + ( — 1Y Рп) кўринишда бўлиб, Р (Я,) =  О 
бўлгани учун
Я." — Рг Я/’- '-Ь  Р2 Я."-2 — Р3Хп~3 +  ■ . ■ +  (— 1)" Рп Ф  0 (7) 

ҳосил бўлади.



(7) тенглама X га нисбатан комплекс сонлар майдони 
устидаги n-даражали алгебраик тенглама бўлиб, у п та 
комплекс Х1У Х2, . . . , Хп илдизларга эга. Бу тасдиқ қўл- 
ланманинг иккинчи қисмида исботланади.

Xi (i =  1, п) илдизлар ф операторнинг характеристик 
сонлари булади. Шундан сўнг ҳар бир Xi  ни (5) тенглама
лар системасига қўйиб, бу системанинг ўзаро чизиқли боғ- 
ланмаган ечимларини танлаб оламиз. Танланган ечимлар хос 
қийматларга мос келувчи хос векторлар булади.

Агар А — Xi Е матрицанинг рангини г/ деб белгиласак, 
Ф операторнинг ҳар бири Xi  хос қийматига мос келувчи хос 
векторлари сони п — г/ га тенглиги бизга маълум (59-§ га 
қаранг).

4 - т е о р е м а . ф чизиқли операторнинг характерис
тик купҳади базисга боғлиқ эмас, яъни ф чизиқли опера
торнинг ҳар хил базисдаги характеристик купҳадлари 
тенг.

Исботи .  ф операторнинг

1̂» 2̂» • • • » (8)
ва

/i> /2» • • • » fn (9)
базислардаги матрицасини мос равишда А ва R деб белги- 
лайлик. Унда бу базисларга мос келувчи характеристик кўп- 
ҳадлар \А — ХЕ\ ҳамда |В — ХЕ\ лардан иборатдир. Энди 
|А — ХЕ\ =  \В — Я.£| эканлигини кўрсатамиз.

Ҳақиқатан, В  =  С~[АС бўлгани туфайли (бу ерда С 
матрица (8) базисдан (9) базисга ўтиш матрицасидир)

|В — X Е\ =  IС-'АС — С -'С  Я| =  Iс г 'а с  — С~х ХС1 =

=  |с_1ц л с  — я с |  =  |с _1ц л — х е \  jq  =

=  \А — ХЕ\ |С_1||С| =  |Л — Х£|-1 =  \А — ХЕ\,
IB — ХЕ\ =  |Л— ХЕ\.

Теорема исбот бўлди.

81- §. СОДДА СПЕКТРЛИ ОПЕРАТОРЛАР

1-та ъриф.  Vn фазонинг ф чизиқли операторига қараш- 
ли ҳамма хос қийматлар тўплами шу ф операторнинг спектри 
дейилади.



2-таъриф.  Vn фазонинг ф чизиқли операторига қараш- 
ли ҳамма хос қийматлари ҳар хил бўлса, ф содда спектрли 
оператор дейилади.

/-  т ео р ем а . ф чизщли операторнинг Хи Х2У . . . . Хп 
спектри ҳар хил қийматлардан тузилган булса, уларга 
тегишли xv х2, , . . , хп хос векторлар системаси Vn 
фазонинг базисини ташкил этади ва ф операторга мос А 
матрица диагонал шаклда ифодаланади.

Исботи .  х1У х2 , . . . , хп векторлар системасининг чи- 
зиқли эркли бўлишини кўрсатамиз.

п =  1 қийматда битта хос xt ф  0 векторнинг чизиқли 
эркли эканлиги бизга маълум. Шу сабабли ф нинг п — 1 
та хос векторини чизиқли эркли система булади деб фараз 
қилиб, унинг п та хос вектори ҳам чизиқли эркли система 
эканини исботлаймиз.

Бунинг учун
ссл xt +  а2 х2+  . . .  +  ai xi +  . . .  +  апхп =  0 (1)

тенглик а и а2, . . . , . . . , ап коэффициентларнинг фа- 
қат ноль қийматларидагина бажарилишини кўрсатишимиз 
кифоя. (1) даги векторларга ф операторни татбиқ этсак, 
фх  ̂ =  Xi xi га биноан,

а ^ !  хх +  а 2Я.2 х2 +  . . . +  а £ Я.,- х,- +  . . . +  а пЯ,„х„ =  0 (2)

ҳосил бўлади. (1) ни Xt га кўпайтириб, натижани (2) дан 
айирамиз. У ҳолда at {Xl — Xi) =  0 га асосан п — 1 та 
*i, х2, . . .  , х ^ ,  . . . , ~хп вектор учун

«1 (Xi Х-) Ху -f- а2 (Х2 X•} х2 4" п хп =  0 (3)

бажарилади. Индуктив фараз бўйича ф нинг п — 1 та хос 
вектори чизиқли эркли система бўлганидан (3) тенглик 
a i (Xl — Х{) =  0 шартдагина ўринли эканини топамиз. Теоре
манинг шартига кўра Х} Ф Xt (i ф /) дир. Унда охирги тенг
ликдан а,- =  0 келиб чиқади. Демак, (I) дан =  0 ни 
ҳосил киламиз. ф 0 га асосан эканлигига ишонч ҳо-
сил киламиз. Шундай қилиб, (1) тенглик ҳамма коэффициент- 

лар ноль бўлгандагина бажарилади. Бу эса ф нинг хос век
торлари чизиқли эркли система ташкил қилишини билдиради.



Маълумки, п ўлчовли Vn фазонинг п та чизиқли эркли 
х1У х2, . . . , хп векторлари базис ташкил этади. Шунингдек,

ларга асосан, а  нинг шу базисдаги матрицаси қуйидагидан 
иборатлиги келиб чиқади:

2 - т ео р ем а . п- тартибли В квадрат матрица берил - 
ган булиб\ В — К Е( характеристик кущаднинг Х1у К2У . . . , 
Кп илдизлари ҳар хил булса, В матрица

диагонал матрицага yxuiaui булади.
Ис б о т и  Ҳар бир В квадрат матрицага Vn фазонинг

бирор ev  е2, . . .  , еп базисга нисбатан қандайдир ф чизиқли 
оператори мос келиши бизга маълум (72-§ га қаранг).

Маълумки, IВ — ХЕ\ характеристик кўпҳаднинг ҳар хил 
Я-1, Л2, . . . , Яп илдизлари ф операторнинг хос қийматлари- 
ни ташкил этади. Шу билан бирга, ф нинг бу хос қиймат- 
ларга тегишли хи х2, . . . , хп хос векторлари, Ьтеоре^мага 
асосан, Vn нинг базисини ифодалайди ва шу базисда ф га 
мос матрица

дан иборат бўлади. Маълумки, ф нинг турли е19 е2УУ . . .  уе\ 
ва х1у х2у . . .  у хп базислардаги В ва Л матрицалари ўх- 
шашдир.

1-натижа.  Агар ф операторнинг бирор базисга кўра 
тузилган матрицаси учбурчак шаклда бўлса, унда ф опера-

фл:х =  х1У (рх2 =  \ 2х2» > •



торнинг хос қийматлари диагоналдаги элементлар билан уст
ма-уст тушади.

Ҳақиқатан, ср оператор матрицаси чап диагоналининг ўнг 
ёки чап томони (ёки ҳар иккаласи) ноллардан иборат булса,
IА — ХЕI = { а и — X) . . . (апп — X) булади. Охирги кўпайтма 
нолга тенг бўлиши учун Хг =  alv Х2 =  а22, . . . , Хп =  апп 
бўлиши керак.

2 -натижа.  ф операторнинг барча хос қийматлари йнғин- 
диси А матрица диагонали элементлари йиғиндисига тенг 
бўлади. Умуман |А — Х£| =  0 тенгламани

( -  Я)" +  Р, ( -  Я)'1- 1 +  . . . +  Рп_ х (— Я) 4 - р п =  о (3)

кўринишда ёзиш мумкин.
Иккинчи томондан, агар Х1У Х21 . . . , Хп лар ф опера- 

торнинг ҳар хил хос қийматлари бўлса, А матрицани диаго
нал шаклга келтириш мумкин. Демак,

(au  — Xj) (а22 — Я2) . . . (апп — Хп) =  0 (4)
тенглик ўринли. (3) тенгликни

(— Я)" -f- (си 4- а22 +  • • • +  апг)  (— ' +
+  (ап 'а22 4- . ■ . +  ап -апп-\- • • • 4- a„_i „_1 • а„„)( Я)"-2 4-

4- (а11а22азз +  • • • 2ап— I п—I anr)  ( 4“
4- . . .  4- апа22 . . . апп =  0 (5)

кўринишда ёза оламиз. (3) ва (5) тенгламалардаги (— Я) 
нинг мос даражалари олдидаги коэффициентларнинг тенгли- 
гидан

Я-1 +  Я2 +  . . . +  Хп =  ап  4- аг2 4- . . . +  апп (б)
тенглик келиб чиқади.

3- т ео р ем а . Агар Хг, Я2, . . . , Я„ лар ф оператор
нинг хос қийматлари бўлса, Х2(, Х\, . . . , Х2п лар ф2 опера
торнинг хос қийматлари бўлади. ф операторнинг ҳар бир 
хос вектори ф2 учун ҳам хос вектор булади.

Исботи.  Айтайлик, Я сон ф нинг хос қиймати бўлсин. 
У ҳолда

Ф х =  Я х (7)
бўлиб, (7) тенгликка биноан

Ф2л: =  ф(Яд:) =  Я(фх) =  Я- Ях =  Я2х ,  ф2 х =  Я2 дс.



Демак, X2 сон ф2 операторнинг х хос вакторга мос келув
чи хос қиймати экан.

Э с л а т м а л а р .  1. X ва \i сонлар мос равишда ф ва ф 
операторларнинг хос қийматлари бўлса, Х-ц, сон ҳар доим 
ҳам ф*ф оператор учун хос қиймат бўлавермайди.

2. Ҳар қандай оператор матрицасини ҳам диагонал мат
рица кўринишига келтиравериш мумкин эмас^

М и с о л л а р .  1. ф операторнинг elf е2, е3 базисга нис
батан тузилган матрицаси

дан иборат бўлса, шу операторнинг хос вектор ва хос қий- 
матлари топилсин.

Ечиш. Аввало қуйидаги характеристик тенгламани тузиб 
оламиз:

\А — ХЕ\ =
— X — 1 О 

_1 2 — X — 1 
О — 1 1 — X

=  0 — Х3 +  4Х2 — ЗХ =  0,

Х* — 4Х2 +  ЗХ =  0.
Бу тенгламанинг ечими Хг =  0, Х2 =  1, Х3 =  3 дан иборат.

Энди Хг га мос келувчи хос векторни а =  кўринишда 

қидирамиз ва

матрицали тенгламани ечамиз. Бу тенгламанинг ечими хг =  
=  х2 =  х3 =  1 дан иборат бўлгани учун Хх =  0 хос қийма-

тига мос келувчи хос вектор j  дан иборат.

_  /  ° — 1 0
Х2 =  1 да эса (Л — Е) у  =  [ — 1 1 — 1

\  0 — 1 0



матрииали тенгламани ечиб, хос вектор у =
Г

эканини аницлаймиз.
Энди Я3 =  3 хос қийматга мос келган хос векторни

ни топамиз. Шундай қилиб, ўзаро чизиқли боғланмаган 
х , у ,  z хос векторларни ҳосил қилдик. Улар ҳақиқий ва 
ҳар хил бўлганлигидан, шундай В =  С- 1 АС матрица мав
жудки, бу матрица А га ўхшаш ва диагонал кўринишдаги 
матрица бўлади.

Энди В матрицани топиш билан шуғулланамиз. Бунинг 
учун аввало ег =(1,  0, 0), е2 =  (0, 1, 0), е3 =  (0, 0, 1) ба
зис векторлардан

десак,

матрицали тенгламани ечиб, учинчи хос вектор

х

базис векторларга ўтиш матрицасини топамиз. 
Бу матрица

дан иборат. 
Ҳақиқатан,



бўлади.
2.

А =  I
7 — 12 6^ 

10 — 19  10

12 — 2 4  13

матрица диагонал шаклга келтирилсин. 
Ечиш. Аввало

\А — ХЕ\ =
7  — Я — 12 6
10 — 19 — Я 10
12 — 2 4  13  — Я

=  0

тенгламанинг илдизларини топаилик.
мисолдагидек ҳисоблашлардан сўнг бу илдизлар Ях 

а Я3 =  — 1 эканлигига ишонч ҳосил қнламиз.
1) Ях =  Я2 =  1 да

— Я2 =

(А — Е)х =  \
6 — 12 6 

10 — 20 10 
12 — 2 4  12

матрицали тенгламани тузамиз. Бу тенгламадан

X, —2л:а +  х8 =  0, 
хх —2х2 +  х3 =  0,
Xj — 2 х2 +  х8 =  0



ҳосил қилиниб, бундан —  2 *2 +  х3 =  0 тенгламага эга 

бўламиз. Бу тенгламадан м  ва [ о векторларни ҳо-
4 0 /  V I /

сил қилиб, улар ўзаро чизиқли эркли бўлгани учун уларни 
хос векторлар деб оламиз.

2) Х3 = — 1 характеристик сонга мос келувчи хос вектор
ни топамиз.

_  /  8 — 12 6 \  / ^
(А +  Е)у  = 1 0 - 1 8  10 у,

V12 — 24 14 / \ у 3
га асосан

4 Ух — 6 У г +  3 1/3 =  0,
5 Ух —  9 +  5 t/з =  0,
6 г/х— \2у„ +  7 у 3 =  0

( 3\системани ҳосил қиламиз. Бу системанинг ечими 5 дан
V6/

иборат. Шундай килиб, берилган матрица
'1 0 0̂  
О 1 О 
0̂ 0 — 1/

кўринишдаги диагонал матрицага келтирилади.
Бу тасдиқни бевосита исботлаш учун В =  С ~ ‘ЛС матри

цани қараймиз.
/ 2 — 1 3 \

бўлгани учун

2 — 12 6
В =  С - ‘ЛС =  10 —  19 10

12 — 24 13

В =
Vo о — 1 / ,

булади.
М а ш қ л а р

1. Бирор базисда қуйидаги матрицаларга эга бул- 
ган чизиқли операторнинг хос вектор ва хос қийматла- 
рини топинг:



2. Қуйидаги матрицаларнинг рационал, ҳақиқий ва 
комплекс сонлар майдонида бирор диагонал матрицага 
ўхшаш булиши ёки ўхшаш бўлмаслигини аниқланг:
а) /8 15 —36̂

8 21 —46
\5 12 —27)

в)

3. Агар ф ва операторлар бир хил хос векторлар- 
га эга булса, уларнинг матрицалари кўпайтириш ама
лига кура коммутатив эканлигини кўрсатинг.



82- §. ҲАМЖОЙЛИ ВА ҲАМЖОЙЛ И БУЛМАГАН ЧИЗИҚЛ И 
ТЕНГСИЗЛИКЛАР СИСТЕМАЛАРИ

Мактаб математика курсида учрайдиган баъзи бир 
тенгсизликларни ечиш масаласи кўпинча чизикли тенг- 
сизликлар системасини ечишга келтирилади. Бундан 
ташқари ҳозирги кунда энг муҳим аҳамиятга эга бўл- 
ган иқтисодиёт масалаларини ҳал этиш учун ҳам қан- 
дайдир чизиқли тенгсизликлар системасини ечишга тўғ- 
ри келади. Шунинг учун энди биз шу мавзунинг бош- 
ланғич тушунчаларини баён этишга ўтамиз. R  ҳақиқий 
сонлар майдони устидаги п та номаълумли чизиқли 
тенгсизлик деб ушбу

+  я2*2 +  . . . +  апхп +  Ъ >  О ( 1)
кўринишдаги ифодани атаймиз.

(1) да xlf Хо, . . . , хп—номаълумлар ва ai% b £ R
(i =  1, п) эса коэффициентлар дейилади.

Ь — 0 қийматда (I) тенгсизликни бир жинсли, ЬФ  0 қий- 
матда (1) тенгсизликни бир жинсли бўлмаган тенгсизлик 
дейилади.

Энди, Я ҳа̂ иқий сонлар майдони устидаги п та номаъ
лумли т та

011*1 +  012*2 +  • • • +  а[пХп +  1̂ ^  О»
021*1 +  022*2 +  • • • +  0 2 пХп +  ^ 2 ^ 0, ^

°т\Х1 +  «m2** +  • • • +  ОтпХп + Ь т>  О

чизиқли тенгсизликлар системасига мурожаат қиламиз, бу 
ерда aijy bt £ R (i =  1, m ; / =  1, n) ва системани ташкил 
этувчи тенгсизликларнинг сони т учун m <  я, m =  я, m >  /г 
лардан бири бўлиши мумкин.

(2) системанинг ҳамма тенгсизликларини қаноатлантирув- 
чи Xi =  аь х2 =  а2, • ••>*„ =  ҳақиқий сонлар бу систе
манинг битта (oti, а2, . . . , a j  ечимини ташкил этади. Ма
салан, ҳақиқий сонлар майдони устидаги



система учун (4, 2, 5, 1) ечим бўлиб хизмат қилади, чунки
[2-4 —3-2+ 1-5— 1 > 0 ,

4 +  3 2  — 5 — 3 > 0 ,
I 4 — 2 + 2  5 — 12 > 0 .

1-таъриф.  (2) системани ташкил этувчи тенгсиз- 
ликларнинг ҳаммаси бир жинсли булса, система ҳам 
Сир жинсли дейилади. (2) даги тенгсизликларнинг ка
мида биттаси бир жинсли бўлмаса, у ҳолда (2) система 
бир жинсли булмаган система деб аталади.

2- т а ъ р и ф. Камида битта ечимга эга бўлган (2) 
система ҳамжойли система, битта ҳам ечимга эга 
булмаган (2) система ҳамжойли булмаган система де
йилади.

3-т а ъ р и ф. (1) тенгсизлик битта ҳам ечимга эга 
бўлмаса, у зиддиятли тенгсизлик деб аталади.

Зиддиятли тенгсизлик

0 х1 +  0 х2+  . . . + 0  хп +  6 > 0  (6<0)  (3)
кўринишда бўлади.

4-та ъриф. (2) системанинг исталган (аь а2, . . . , ап) 
ечими

«Л  +  агхг +  • • • +  апхп +  Ь >  0 (4)
тенгсизлик учун ҳам ечим бўлса, у ҳолда (4) га (2) нинг 
натижаси дейилади.

(2) системанинг биринчи тенгсизлигини kx >  0 сонга, 
иккинчисини k2 >  0 сонга, . . . , m-сини km >  0 сонга кўпай- 
тириб, уларни ҳадма-ҳад қўшамиз. У ҳолда

m m  т
2  +  2  V/2*2 +  • • ■ +  S  k,a,nXn +;=l /=1 /=* i

+  S  >  0 (5)/=i ' '
тенгсизлик ҳосил бўлади.

(5) тенгсизлик (2) системанинг чизиқли комбинацияси 
дейилади.

(5) тенгсизлик (2) системанинг натижаси булади, чунки



(2) нинг исталган( a lt а 2, . . . , ап) ечими (5) ни қаноатлан- 
тиради:

т т т т

2  V/I “1 +  2 1 V /2a-» + • • • + ; § ,  kiai« ап +  2  =

= *1 ( 2  аи а,- +  j +  k2 a2i of + & * ) + . . .

+  km а.т,,-а; +  bm j >  kx • 0 +  &2 0 +  . . .  +  km ■ 0 =  0.

Агар берилган тенгсизликлар системаси ҳамжойли 
бўлмаса, бу система, устида бажарилган элементар ал
маштиришлар натижасида зиддиятли тенгсизлик ҳосил 
булади

Масалан,
( хг +  2 х2 +  3 х3 — 2 >  О,
I — 2 хх +  х2 +  2 х3 -j- 2 > 0 ,
I 4;q — 7 х2 — 12 х3 — 5 >  О

система тенгсизликларини мос равишда, 2, 3, 1 сонларга 
кўпайтириб, ҳадма-ҳад қўшсак, зиддиятли 0-^1 +  0-х2 +  
+  0 х 3— 3 > 0  тенгсизлик ҳосил бўлади.

5-та ъриф. Бир хил xv х2, . . . , хп номаълумли иккита ҳам- 
жойли тенгсизликлар системасидан бирининг исталган ечими 
иккинчиси учун ҳам ечим бўлса, ёки иккала система ҳам 
ҳамжойсиз система бўлса, улар тенг кучли системалар дейи
лади.

Яц*1 +  1̂2*2 +  • • • +  alnxn +  bt >  О
2̂1̂ 1 @22̂ 2 "1~ • • • “Ь п̂ п +  >  О, /г\

>1*1 +  ат2Х2 +  • • • +  атпХп +  Ьт >  О
чизиқли тенгсизликлар системаси берилган бўлсин.

Т а ъ р и ф. Чизиқли тенгсизликлар системасидан 
номаълумлар сонини биттага камайтириб тузилган янги 
системани берилган системага йулдоиг система дейи
лади.

(S) системанинг ихтиёрий битта тенгсизлигини тек- 
ширамиз:

+  04-2*2 +  . . . +  ainxn +  Ь£ > 0  (6)
Лгар (6) да ain =  0 бўлса, бу тенгсизликни ўзгаришсиз қол~



дирамиз. Агар ain<i 0 бўлса, у ҳолда ainxn ҳадни ўнг то- 
монга ўтказамиз в а тенгсизликнинг иккала томонини мусбат 
сонга бўламиз. Натижада

тенгсизликка эга бўламиз. Агар (6) да а1л>0бўлса, ainxn 
дан бошқа барча қўшилувчиларни тенгсизликнинг ўнг 
томонига ўтказамиз ва иккала томонини ain сонга бўламиз. 
Натижада

тенгсизлик ҳосил бўлади.
Демак, берилган системанинг ҳар бир тенгсизлигини 

мусбат сонга кўпайтириб, тегишли алмаштиришлардан 
кейин берилган системага тенг кучли қуйидаги систе
мани ҳосил қиламиз:

кўринишдаги ифодалардир.
Агар (S) системада (6) кўринишдаги тенгсизлик бўлма- 

са, у ҳолда (Т) системада биринчи блок бўлмайди. Шунинг- 
дек, агар (5) да ain >  0 кўринишдаги тенгсизлик бўлмаса̂  
у ҳолда (Т) системада иккинчи блок бўлмайди. Агар (5) 
системада ain =  0 кўринишдаги тенгсизлик бўлмаса (Т) сис
темада учинчи блок бўлмайди.

(Т) система билан бир вақтда (п— 1)та xltx2, . . .  ,хПштЛ 
н омаълумли қуйидаги тенгсизликлар системасини текшира- 
миз:

бунда а =  1, р; 0=1 q\ у = \ , г  булади. (S') системада 
(рд +  г) та тенгсизликлар мавжуд. (S') система (S) га нис
батан йўлдош система бўлиб, у (Т) системага тенг кучли 
система бўлади. Агар (Т) системада биринчи ва учинчи блок-

+  с2хг +  . . .  +  сп_ х хп_ { +  с(

( S5 xni хп Qv Ri S5 О* 
I P2 ^  xn, xn js  Q2, R2 ^  0,

/? !>  0,
r 2 >  0, (T)

P p > xn> [ x n > Q q Rr >  0.
(T) да Pv P2, . . . .  Pp, Qu . . . .  , Qq, /?lt . . .  Я  r лар 

dn +  di2 x2 +  . . .  +  din_ , xn_ t+  d >  0



лар ёки иккинчи ва учинчи блоклар бўлмаса, у ҳолда йўл- 
дош система ҳосил бўлмайди.

Энди берилган ва йўлдош системалар ечимлари орасида
ги боғлаиишни кўрайлик.

Теорема . Агар (S) системанинг ихтиёрий ечимидан 
х п номаълумнинг кийматини чиқарсак, у ҳолда (S') йул- 
доил системанинг бирор ечими ҳосил булади, аксинча (S') 
йулдош системаиинг ихтиёрий ечими учун хп номаълум
нинг шундай қийматини топиш мумкинки, уни (S') нинг 
ечимига киритилса, берилган (S) системанинг ечими ҳо- 
сил булади.

Исботи.  (S) системанинг ечими (а3, а2, . . . , ап) те- 
рим булса, у (Т) системани хам каноатлантиради. Демак, у 
терим (5') системанинг барча тенгсизликларини ҳам қаноат- 
лантиради. Теореманинг иккинчи қисмини исботлаймиз. (S') 
системада Pa > Q $  тенгсизлик бажарилсин. хх =  х^у х2 =
— *2’ • • • ’ хп- 1 =  х°п-\ сонлаР (5') системанинг бирор ечи
ми бўлсин. Бу ечимни Р[у . . . , Рр, Qp . . . , Qqi R[y . . ., Rr 
ифодаларга қўйсак, Я°, . . . , Р°рУ Q°, . . . , Q̂ , /?], . .  . , R \  
сонлар ҳосил бўлади. Бу сонлар учун >  Q°(a =~Гр\ р= 
= 1, q), Rv >  0 (у =  1, г) тенгсизликлар бажарилади. Их
тиёрий Q9 (/ =  1, q) с он ихтиёрий Р? ( i=  ], р) сондан катта 
змас. Шунинг учун шундай л̂ сон топиладики, у Р ] >  >  Q0 
тенгсизликни қаноатлантирадн. Демак, х°{1 . . . , х°п_ х, х%сон
лар (Т) системанинг ечими бўлади. Шунинг учун бу сонлар 
системаси (S) системанинг ҳам ечими бўлади. Энди йулдош 
(S') система фақат R/ >0 тенгсизликлардан иборат бўлсин, яъни 
(S') системада биринчи, иккинчи блоклар бўлмасин. (Т) сис
темада биринчи блок бўлмасин. У ҳолда х°п сонни х„ >  QQ 
тенгсизликларни қаноатлантирадиган шартга асосан танлаб 
оламиз. Агар (Т) системада иккинчи блок бўлмаса, P°i> х°п 
тенгсизликларни қаноатлантирадиган сонни танлаб оламиз. 
Агар (Т) системада биринчи ва иккинчи блоклар мавжуд 
бўлмаса, у ҳолда урнига ихгиёрий сонни танлаб оламиз.

1-натижа. Чизиқли тенгсизликлар системаси (S) нинг 
ҳамжойли бўлиши учун унга йўлдош (S') системанинг ҳам- 
жойли бўлиши зарур ва етарли.

2-натижа. Берилган (S) системанинг барча ечимлари 
(S') йўлдош системанинг ҳар қандай x°v x \y . . . , x^__x ечи-



мига х° >  Q;° ва х° <  Р? тенгсизликларни қаноатлантиради- 
ган ихтиёрий х° сонни бирлаштиришдан ҳосил булади.

Энди номаълумлар сонини кетма-кет камайтириш йўли 
билан (S) системани ечиш усулини кўрайлик.

х1у х2 . . . , хп номаълумли чизиқли тенгсизликларнинг 
ихтиёрий (S) системаси учун (S') йўлдош системани туздик. 
(S') системада хь х2, . . .  , хп_, лар номаълумлар булади. 
S') система учун х1у х2, . . . , хп_ 2 номаълумлари бўлган 
(S") йўлдош системани тузамиз. Шу жараённи давом этти
риб, бир неча қадамдан кейин битта хг номаълумга эга бўл- 
ган (Sn~~]) системага келамиз. 2- натижага асосан (S) систе- 
тема ҳамжойли бўлиши учун (Sa_l) система ҳамжойли бў- 
лиши зарур ва етарли. Бир номаълумли система учун унинг 
ҳамжойли ёкй ҳамжойсиз эмаслигини кўрсатиш кийин эмас. 
Шундай қилиб, (S) системанинг ҳамжойли ёки ҳамжойли 
эмаслигини ҳисоблаш усулини топдик. (S) система ҳамжой- 
ли бўлсин, у ҳолда унинг барча ечимларини топиш учун 
(S'), (S"), . . . , (Sn~ )  системаларни тузиш керак.

Т а ъ р и ф. (S) системада биринчи k та номаълумнинг 
х°{, х°, . . . , х\ қийматлари берилган ва уни (S) система
нинг бирор ечимигача тўлдириш мумкин булса, яъни

У° у° уО 7)1> л ^4-2» * • • > л п 1 '

сонлар мавжуд бўлиб, х°[у х°, . . ., х°, х£+р . . ., х° систе
ма (S) системанинг ечими бўлса, у ҳолда (7) системага қа- 
бул қилиши мумкин бўлган қийматлар дейилади.

(S'), (S")y (S'") ва ҳ. к. системалар тузилган бўлса, қу- 
йидаги имкониятларга эга бўламиз:

1) Xj номаълумнинг барча қабул қиладиган қийматлари- 
ни (Sn~]) дан топиш;

2) х°\ қиймат учун унинг билан биргаликда х2 номаълум
нинг қийматларини (5п_2)дан топиш;

3) Хр х°2 сонлар билан биргаликда х3 номаълумнинг бар
ча қийматларини (S'1-3) дан топиш ва ҳоказо.

Мисол. Ушбу системани ечинг:
(х — у +  3 >  О,
< 7х +  у — 11 >0,

Зх -f- Б у -{- 9 ^0.
Ечиш. у га нисбатан берилган системани ечамиз:



Бу системага йулдош система тузамиз. У система қуйи- 
дагича бўлади:

х =  1 бў л ганда охирги тенгсизлик бажарилади. Бу қий- 
матни берилган системага қўямиз. У ҳолда

дан у =  4 ҳосил булади.
Демак, системанинг битта ечими х =  1, у =  4 бўлади. 

Энди зиддиятли тенгсизлик тушунчасини кўрайлик.

тенгсизликни текширамиз.
(8) даги номаълумлар олдидаги коэффициент лардан ка

мида биттаси нолдан фарқли бўлса, (8) тенгсизлик камида 
битта ечимга эга бўлади. Масалан, ах ф  О бўлса, у ҳолда 
х2 =  х3 =  . . . =  хп =  0 қийматлар бериб, аххг +  а >  О тенг
сизлик ечимга эга. (8) да номаълумлар олдидаги барча ко- 
эффициентлар нолга тенг бўлсин. У ҳолда (8) тенгсизлик

кўринишда бўлади.
Агар а сон манфиймас бўлса, номаълумлар қиймат- 

ларининг ихтиёрий тўплами (9) тенгсизликни қаноат- 
лантиради.

Агар а сон манфий бўлса, (9) тенгсизлик ечимга 
эга эмас. а сон манфий бўлса, (9) тенгсизликка зид
диятли тенгсизлик дейилади.

х +  3 >  — 7х +  11,
■ q 3 9х +  3 > ------х------

5 5
х +  3 >

5 ’

4 > у %
У >  4
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(8)

0*х1 +  0-х2+  . . . +  0 хп +  а >  О (9 )



Юқоридагилардан қуйидаги хулоса келиб чиқади: 
(8) тенгсизлик ечимга эга бўлмаслиги учун, унинг зид
диятли булиши зарур ва етарли.

Системанинг ҳамжойсизлик аломатини кўрайлик.

L, >  О,
L2 > 0 ,  ^  

Lm> °т ^
тенгсизликлар системасини текширамиз. Бу ерда +  а2х2+  
+  . . . +  ап хп +  а кўринишдаги ифодаларни Llt L2, . . , Lm 
билан белгиладик. (Sj) системадаги биринчи тенгсизликни 
манфиймас сонга, иккинчисини манфиймас k2 сонга ва ҳо- 
казо т- тенгсизликни манфиймас km сонга кўпайтириб, ке
йин барча тенгсизликларни ҳадлаб қўшиб, қуйидаги тенгсиз- 
ликка эга бўламиз:

klL1 +  k2L2 +  . . . -f kmLm >  0.
Бу тенгсизликни (S3) тенгсизликларнинг чизиқли комбинация- 
си дейилади. Масалан,

f Зх — 4у +  5 >  0,
( — 2х +  5 у — 7 >  0

тенгсизликлар системаси берилган бўлса, мумкин бўлган ком- 
бинациялардан биттаси 2 (Зх—4у +  5) 4- 3 (—2х +  5у — 7)>0 
ёки 7у — 11 > 0  тенгсизлик бўлади. Тенгсизликларнинг чи- 
зиқли комбинацияси таърифидан қуйидаги жумлалар келиб 
чиқади:

1. (S) системанинг ихтиёрий ечими (S) нинг тенг- 
сизликлари чизиқли комбинацияси бўлган ихтиёрий 
тенгсизликни ҳам қаноатлантиради.

2. (S) системанинг тенгсизликларидан бир нечта 
чизиқли комбинацияни тузсак ва бу комбинациялардан 
яна чизиқли комбинация тузсак, у ҳолда ҳосил бўлган 
тенгсизлик яна (S) даги тенгсизликларнинг чизиқли 
комбинацияси бўлади.

Агар (S) тенгсизликларнинг айрим чизиқли комби
нацияси зиддиятли тенгсизлик бўлса, у ҳолда система 
ҳамжойли бўлмаган система бўлади. Бу жумлага тес
кари жумла ҳам рост бўлади.

Теорема. Чизиқли тенгсизликлар системаси ҳамжой- 
сиз булиши учун бу тенгсизликларнинг бирор чизиқли



комбинацияси зиддиятли тенгсизлик булиши зарур ва 
етарли.

Исботи.  Тенгсизликларнинг ҳамжойсиз система
сидан ҳамма вақт зиддиятли тенгсизлик тузиш мум
кин эканини кўрсатамиз. Бунинг учун қуйидаги лемма- 
ни исботлаймиз.

Лемма. Йулдош системанинг ҳар бир тенгсизлиги 
берилган тенгсизликлар системасининг чизиқли комби
нацияси булади.

Ҳақиқатан, йулдош система (S') қуйидаги тенгсиз- 
ликлардан тузилган:

Pa > Q *  ( * = Т 7 ;  Гя) (Ю)
ва

Ry > 0 ( y = l 7 ) .  (И)
(10) тенгсизлик Ра > х п ва хп >  Qp тенгсизликларни қўшиш 
натижасида ҳосил булади. У тенгсизликларнинг ҳар бири бе
рилган (5) системадаги айрим тенгсизликларнинг иккала то
монини мусбат сонга кўпайтиришдан ҳосил бўлган. Демак, 
(10) тенгсизлик, берилган (S) системанинг иккита тенгсиз- 
лигининг комбинацияси булади. (11) даги тенгсизликларнинг 
ҳар бири (S) тенгсизликлар системасининг биттасидан иборат.

Шу билан лемма исботланди.
Берилган теореманинг тўғрилигини битта номаълумли сис

тема учун исбот килиш етарли
Ҳақиқатан, (S) система п та номаълумли, зиддиятли чи

зикли тенгсизликлар системаси бўлсин. (S) учун (S'), (S") 
ва ҳоказо (Sn~{) йўлдош системаларни тузамиз. Натижада, 
(S), (S'), (S") . . . , (Sn“ l) системалар кетма-кетлигига эга бў- 
ламиз. Бу ерда (S'1-1) хх номаълумли система бўлади.

Чизиқли тенгсизликлар системасининг ҳамжойли бўлиши 
учун унга йўлдош система ҳамжойли бўлиши зарур ва етар
ли, деган жумлага кўра (S) система ҳамжойсиз бўлса, у 
ҳолда (Sn~l) система ҳам ҳамжойсиз система бўлади. Агар 
теореманинг тўғрилигини бир номаълумли система учун ўрин- 
ли деб фараз қилсак, ундан (Sa_l) тенгсизликлар системаси
нинг бирор чизиқли комбинацияси зиддиятли тенгсизлик бў- 
лиши келиб чиқади. Лекин юқоридаги леммага асосан (Sn_4) 
системанинг ҳар бир тенгсизлиги берилган (S) система тенг- 
сизликларининг комбинацияси бўлади. Демак, (S) система 
тенгсизликларининг айрим комбинацияси зиддиятли бўлади.



Энди теореманинг тўғрилигини қуйидаги бир номаълум
ли тенгсизликлар системаси учун текширлмиз:

diX -f- bx >  О, 
а2х +  Ь, >  О,

О2)
а тХ+ Ьт>°-

(12) ҳамжойлимас тенгсизликлар системаси бўлсин. Бу сис
темада 0 x4- Ь >  0 (бунда b — манфий сон) кўринишдаги 
тенгсизлик қатнашмайди деб фараз қиламиз. х нинг олди
даги барча коэффициентларни нолдан фарқли дейиш мум
кин. а а 2, . . . , ап сонлар орасида мусбатлари ҳам, ман- 
фийлари ҳам мавжуд. Ҳақиқатан, агар аь а2, . . . , ап лар
нинг барчаси бир хил ишорали булса, масалан, мусбат ишо- 
рали бўлса, (12) тенгсизликлар системаси

‘ b1х > ---- L;

<*2

кўринишга келиб, система ҳамжойли бўлар эди. Айтайлик, 
(12) да k та ах а2, . . . , ак сон мусбат, қолган (tn — k) та 
сон манфий бўлсин. У ҳолда (12) система

. bkX > ------ >
CLk

А , Х <  “
Ьк+ 1

Од ак+ 1
—  У х <  -
а 2 ак+ 2 (13)

х ^ ~  ̂
ат

системага тенг кучли булади.
Агар (13) да — — t— . . . ,— — сонларнинг энг кат-

тасини а; — Dk+\ сонларнинг энг кичигини (5 де-
ат

сак, (13) система ечимлар туплами [а; Р] кесмада ётади.



Шунинг учун (18) системанинг ҳамжойсиз бўлиши учун 
а > Р  булиши керак.

Ь1 О Ь та = ---- - ва р = -----
а1 ат

буленн.
У ҳолда — — >  — — бундан

а 1 ат
К а\ — Ь\ ° т ° < 0 О4)

бажарилади (бунда ot >  0 ва ат <  О эканлигини эслаш ке
рак).

Агар (12) системанинг биринчи тенгсизлигини мусбат а т 
сонга, охирги тенгсизлигини эса мусбат ах сонга кўпайти- 
риб, у ларни қўшсак,

^ x  +  (bma1 — b1am) > 0

кўринишдаги чизиқли комбинацияга эга бўламиз. Бу 
тенгсизлик (14) га асосан зиддиятли тенгсизлик бўла- 
ди. Демак, битта номаълумли тенгсизликлар системаси 
учун теорема ўринли. Иўлдош система тушунчасига 
асосан берилган теорема (п—1) та номаълумли чизиқ- 
ли тенгсизликлар системаси учун тўғри бўлиб, унинг п 
номаълумли чизиқли тенгсизликлари системаси учун 
тўғрилиги келиб чиқади.

2 - т е о р е м а  (Минковский теоремаси). Бир жинсли 
чизиқли тенгсизликлар системасининг ҳар бир натижа
си бу системанинг манфиймас коэффициентли чизиқли 
комбинациясидан иборат булади.

Исботи.  Ушбу
<Pi =  аХ1хх +  а12х2 +  . .. +  х[п хп >  О,
<Р2 =  а 21Хх +  022*2 +  • • • +  а 2п Хп >  /1 СЛ

^ m ~~ a m \Xl а т2Х2^~ • • • +  а т пХп

бир жинсли система ва унинг исталган
?  =  агхг +  а2х2 +  • • - +  апхп >  0 (16)

натижаси берилган бўлсин.
с мусбат сон бўлганда if* +  с <  0 қатъий тенгсизлик ҳам 

(15) системанинг натижаси эканлиги равшан, чунки (16) ни 
қаноатлантирувчи ҳар бир ечим !Р +  с >  0 ни ҳам албатта 
қаноатлантиради. У ҳолда +  с >  О, ^  +  с <  О система



ҳамжойсиз бўлади, чунки +  с >  0 нинг ечими бир вақтда 
eF-f с < 0  ни ҳам қаноатлантириши мумкин эмас. (15) сис
теманинг исталган ечими еР +  с >  0 учун ҳам ечим бўлгани 
сабабли

8*1 >  О, iP2 >  0, . . . , 0, — ̂  — с >  О (17)
система ҳамжойли бўлмаган система булади.

1 - теоремада берилган ҳамжойсизлик аломатига асосан, 
манфиймас hltk29 . . . , km, k сонлар мавжуд бўлгани ҳолда, 
(17) системанинг чизиқли

k jp ! +  k2$P2 +  . . . +  kmePm +  k(--SP---с) >  0
комбинацияси 0 • +  0 - я2 +  . . . +  0-xn +  b =  0 +  6 =  b >0  
зиддиятли тенгсизликни ифодалайди, бунда b <  0. Шундай 
қилиб,

i k2eP2 H- • - * “Ь" kfn^m — keP — kc =  О “Ь Ь
тенглик бажарилади. Бундан, 3 2l . . . , <̂ m, iP лар бир 
жинсли ифода бўлгани учун (озод ҳади бўлмаган) охирги 
тенгликдан — k c — b =  О тенглик келиб чиқади. b <  0, с>О 
бўлгани учун k >  0 бўлади. Демак,

kx*P! +  k2iP2 +  . . . +  km8 m — kSP =  0, (18) 

f >  =  £ . / • , + +  . . .  +  kf P m ,  ( 1 9 )

kбунда —  ^  О, чунки >  0.k
( 19 )  тенгликдан кўринадики, ( 1 6 )  тенгсизлик ( 1 5 )  систе

манинг чизғқли комбинацияси экан.

83-§. ТЕНГСИЗЛИКЛАР СИСТЕМАСИНИНГ МАНФИЙМАС 
ЕЧИМЛАРИ

Кўп ҳолларда
«ii^i +  а12х2 +  . . .  +  а[пхп+  О, 
a2lXl +  a22x2+ . . . + а 2пхп +  Ь2 > 0 ,

..............................................................  (,)
I °т\ Х1 +  ат2 Х2 +  • • • +  й тп Хп +  Ьт >  0

системанинг
*i >  0, х2> 0 ,  . . . , хп > 0  (Г)



шартларни қаноатлантирувчи манфиймас ечимларини топиш 
талаб этилади. Бундай ҳолларда

апхх +  «12*2 +  • . • +  а 1пд:п +  ^  >  0. 
а2Л  +  «2 2 * 2  +  ■ ■ ■ +  а2пхп +  b2 >  О,

..............................................................  (2) 
a m l* !+ am2*2+- ■ ■ +  й тпХп + Ьт> °
xt >  0, хг >  0, . . . , хп >  О

системани ечиш кифоя эканлиги ўз-ўзидан маълум.
Та ъриф. (2) системанинг манфиймас ечими деб Ху =

= а 13*0, х2= а 2>  0_____хп=  ап>  О сонлардан тузилган (а1(
а2, . . . , а„) ечимга айтилади.

(2) системанинг (Г) қисми фақат манфиймас ечимларга- 
гина эгадир. Демак, (2) система ҳамжойли бўлиши учун унинг

аууХу +  а12х2 +  • • • +  аыхп +  by >  О, 
а2уХу +  а22х2 +  . . .  +  а2пхп+ Ь 2 >  О,

ат\ *1 +  атгХ2 +  • • • +  атпхп +  Ьт >  0

қисми ҳам манфиймас ечимларга эга бўлиши лозим. 
Акс ҳолда, яъни (3) нинг манфиймас ечимлари мавжуд 
бўлмаганда, (2) ҳамжойли бўлмаган системани ифо
далайди.

Масалан,
Г 2ху +  хг —  х3 - г  3  > 0 ,

I — -+• 2 х2 — Xj +  8 О,
система ҳамжойли, чунки унинг манфиймас (2,0,6) ечими 
мавжуд.

Лекин
—Ху — 2хг — Злг3 — 1 з* О,
—2 ху — х2 —х3 — 2 >  О,
Ху >  О, х2 >  0, х3 >  О

система ҳамжойсиз, чунки биринчи иккита тенгсизлик
дан тузилган системанинг манфиймас ечими йўқ.

Теорема.  (3) тенгсизликлар системасининг манфий
мас ечимлари мавжуд бўлмаса, бу тенгсизликларнинг 
бирор чизщли комбинацияси шундай



куринишга эгаки, бунда ai <  0 (/ =  1, п), Ь <  О шартлар 
бажарилади.

И сботи. (3) система манфиймас ечимларга эга бўлмаса,
(2) ҳамжойсиз системани ифодалайди. У ҳолда ҳамжойсиз- 
лик аломатига мувофиқ (2) системанинг

О • *i И- 0 * х2 “Ь • • • “г 0 • хп +  6 ^  0 (5)
кўринишдаги зиддиятли чизиқли комбинацияси мавжуд бў- 
либ, бунда b <  О бўлади.

Маълумки, (5) тенгсизлик қуйидагича ҳосил қилинади:
(2) системанинг биринчи т та тенгсизлигини мос равишда 
h >  0, /2 >  0, . . .  , 1т >  0  сонларга ва кейинги п тасини

>  О, k2 > 0 , . . , , kn >  0 сонларга кўпайтириб ва сўнгра 
уларни ҳадма-ҳад қўшиб,

m
+  ^  Ijbj— ial l̂) *1+ ( 0 2  +  ̂ 2 ) *2+ • • * “Ь (ДЛ +&Л ) Хл + 6  — 

/= I
=  0' Xi О • ̂ 2 “Ь . . .  “I-  ̂* Хп Ч- ь ^  о
тенгсизликни ҳосил қиламиз. Демак, щ =  — ki <  0 (г =  
=  1, /г), & <  0.

Масалан, юқоридаги иккинчи мисолда келтирилган
Г — Хх — 2х2 — Зх3 — 1 > 0 ,
[ — 2*х — х2 — х3 — 2 >  0

системанинг манфиймас ечимларга эга эмаслиги бизга 
маълум. Энди, масалан, биринчи тенгсизликни 2 га ва 
иккинчини 3 га кўпайтирнб, уларни ҳадма-ҳад қўшсак, 
қуйидаги чизиқли комбинацияни ҳосил қиламиз:

— 8хх — 7x2—9х3 — 8 >  0.
Эндн, ҳамжойсиз системанинг тенгсизликларини мос равиш
да 2, 3, 8, 7, 9 ларга кўпайтириб қўшсак, 0 • +  0 • х2 +  
+  0 ^ j — 8 > 0  чизиқли комбинация келиб чиқади.

84- § . ЧИЗИҚЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ МАНФИЙМАС
ЕЧИМЛАРИ

Ушбу

ajixi +  ajix 2 Qjn Хп =  bj (j =  I ,т) (1)



тенгламалар системасининг манфиймас, яъни
Ху >  0, хг >  О, . . .  , хп >  О, (2)

шартни қаноатлантирувчи ечимларини излаш билан шуғулла- 
намиз. Бундай ечимларнинг мавжудлиги

{ 0 ,1 * 1  +  2 +  ■■■ + a j n xn >  bj,
I  a j l x l  +  a j ' X 2 +  • • • +  d j n  X n  <  b j

тенгсизликлар системасининг ҳамжсйли бўлишига боғлиқ. (3) 
системанинг ҳамжойлилик масаласи

f! o.jXx i aj2x2 - f  . . .  •+■ ajn Xn s* bj,
OjlX! &j2X2 . . . djn Xri '■ bj

(3)

(4)

системанинг ҳамжойлшшк масаласи билан устма-уст тушади. 
Шундай қилиб, (1) система манфиймас ечимларга эга бўлса, 
(4) система ҳамжойли бўлади ва аксинча.

М исол. Ушбу ( 2ху — хг +  х3 =  5,
( Ху +  Здг2 — 2 х3 =  — 3

система Ху 
ечимга эга.

О, Хп >  О, х3 >  0 -шартда манфиймас (1, 2, 5)

Иккинчидан, ( 2хг — х2 +  ха >  5,
Ху +  3*2 — 2х3 >  — 3,

— 2 ху +  х 2 — хэ >  — 5,
— Ху Зх2 ~f" 2*з ^  3,

Ху >  О, х2 >  0, х3 >  О
система ҳамжойли, чунки унинг ечимларидан бири (1, 2, 5) 
бўлади.

85- §. ЧИЗИҚЛИ П РО ГРАММА Л АШ

Чизиқли программалаш математиканинг шундай бў- 
лимикн, у бир нечта ўзгарувчили f чизиқли функция- 
нинг (чизиқли форманинг) энг катта (максимум) ёки 
энг кичик (минимум) қийматини топиш усуллари би
лан шуғулланади. / функция таркибидаги ўзгарувчи- 
лар, чизиқли тенгламалар ёки чизиқли тенгсизликлар 
системасининг номаълумларини ифодалайди ва /  
функция ўзгарувчиларининг қийматлари шу система
нинг мос равишда танланган манфиймас ечими билан 
аниқланади. Чизиқли программалаш усулларини қўл- 
лаб ечиладиган масалалардан қуйида баъзи бирлари- 
ни кўриб ўтайлик.



I. Транспорт масаласи. Afx, М2, М3 кумир конларида 
ҳар ойда мос равишда аъ а2, а3 тоннадан кумир қазиб чиқари- 
лади. Бу кумир 9*1% еР2> &з корхоналарга етказиб берилиб, 
бу корхоналарнинг кўмирга ҳар ойдаги талаби мос равишда 
ît b2, тоннани ташкил этади. Бир тонна кумирни кон- 

дан Л , корхонага етказиб бериш харажатлари С*/ 
сўмни ташкил этади (/ =  1, 2, 3; / = 1 , 2 ,  3).

Масала қуйидагича қўйилади: кўмирни конлардан 
корхоналарга ташишнинг умумий харажати энг арзон 
нархда (энг кичик — минимум) бўлсин.

Кон лар ҳар ойда қазилган кўмирни сотишга манфаатдор 
бўлганлиги сабабли аг +  а2 +  аъ =  bx +  b2 +  Ьг қазилган ку
мир миедори сотилган миқдорга тенг деб ҳисоблаш табиий- 
дир.

M i  кондан корхонага келтирилган кўмирни х ц  тон
на десак, кўмир ташиш режаси қуйидаги жадвал бўйича бу
лади:

2 &3
а̂мма жўнатилган 

кўмир
Ml хи *12 х 13 «1

м2 х21 *22 Х 23 а 2

м 3 Х 31 *32 Х 33 <*3
Ҳамма келтирил

ган кумир Ьг ь 2 ь *

Mi конлардан Ŝ \ корхоналарга жўнатилган кўмир миқ- 
дори

f*ll +  *12 +  *13 =  01>
j *21 *22 +  *23 =  а2' (О
1 *31 +  *32 +  *33 =  03

бўлиб, Mi лардан 3*\ ларга келтирилган кўмир миқдори эса
( *11 +  *21 +  *31 =  К
I *12 “Ь *22 "Ь *32 =  62, (2)
1 *13 +  *23 +  *33 =  Ь3

бўлади.
Эслатма. (1) ва (2) система л арда а х =  Ьъ а2 =  Ь2, а3 =Ь 3 

бўлиши uiapT эмас, лекин ах +  а2 +  а3 =  Ьг +  Ь2 +  Ь3 тенг
лик бажарилиши талаб қилинади.

хц тонна кўмирни ташиш харажати сцхц сўм бўлганидан 
ҳамма аг +  а 2 +  а3 кўмирни ташиш харажати



/ — С11ХЦ +  C12X 12 +  1̂3*13 +  C21X 21 +  C22X 22 2̂3*23 +  3̂1*31 H”
“H С32Х32 “I- 3̂3*33

сўмни ташкил этади.
Демак, (1) ва (2) ларни биргаликда олиш билан 

тузилган 9 та номаълумли 6 та тенгламалар системаси
нинг манфиймас, яъни бирорта ҳам нолдан кичик бул
маган ечимларидан шундай

о : о о о с о ^
* 1 1 ’ * 1 2 ’ * 1 3 ’ * 2 1 ’ * 2 2 ’ * 2 3 ’ * 3 1 ’ * 3 2 ’ * 3 3

ечимни танлашимиз лозимки, бунда / формадаги хц ўзгарув- 
чиларнинг х°ц кийматларида бу форма энг кичик қийматга 
эга бўлсин.

Масалада Mi конларнинг сони билан корхоналарнинг 
сони ихтиёрийдир ва улар бир-бирига тенг бўлиши шарт 
эмас. Умуман Me (/ =  1 ,т) конлар ва «Р/ ( /=  1, п) корхона- 
лар учун m < n , т =  п, т > п  ҳоллардан бири бажарили
ши мумкин.

2. Парҳез масаласи. Масаланинг шарти қуйидагича: Ик
ки хил ePi ва еР2 озиқ-овқат маҳсулотида Nlt N2, Ns истеъ- 
мол моддалар (ёғ, крахмал, оқсил) бор. 9*t (i =  1, 2,) маҳсу- 
лот бирлигидаги А'/ (/ =  1, 2, 3) истеъмол модданинг миқдори 
ац бўлиб, бу N\ ^моддага организмдаги кундалик талаб 
миқдори bi дир. 8*1 маҳсулот бирлигининг нархи с< сўм.

Қуйидаги масалани ечиш лозим: маҳсулотни шундай
xi миқдорда олиш керакки, организмнинг N) истеъмол мод* 
даларга талаби қониқтирилсин ва овқатнинг нархи энг арзон 
бўлсин.

Равшанки, овқатнинг умумий нархи f =  ctxt +  с2х2 сум* 
дир. ва 8 2 маҳсулотлардаги модданинг умумий миқ- 
дори ОцХу +  а21х2 га, N2 модданики а12хх +  а22х2 га ва N3 
модданики а13хг +  а23х2 га тенг бўлиб, улар мос равишда 
Ь\> Ь2, Ь3 лардан кам бўлмаслиги, яъни

an *i +  а21х2 >  Ьи
' «12*1 1 «22*2 ^  Ь21 (4)
, «13*1 «23*2 ^  8̂

тенгсизликлар системаси ўринли бўлиши керак.
(4) системанинг манфиймас ечимларидан шундай (л;,, x°fi 

ечимини танлашимиз лозимки, у f чизиқли формата энг ки
чик кийматни берсин.

3. Бойлик манбаларидан фойдаланиш масаласи. Кор* 
хона хом ашё, асбоб-ускуна ва ҳоказолар каби бойлик ман-



баларига эга бўлсин. Бу корхонанинг тегишли ўлчов бир- 
ликлари билан bl9 b2, b3 миқдорда олинган уч хил ри р2, 
р3 бойлик манбалари (ресурслари) мавжуд. Корхона икки 
хил тх ва т2 мол (товар) ишлаб чиқаради. т1э т2 моллар бир- 
лигини ишлаб чиқариш учун р 19 р2, р3 бойлик манбалари 
бирлигининг таси талаб қилинади. т1? т2 моллар бирли- 
гидан корхона ct сўм даромад олади. Корхонада р 19 р21 р3 
бойлик манбалари жамғармаси миқдори bl9 b2t b3 дан ибо
рат.

Корхонанинг энг кўп даромад олиш масаласи қўйилади.
Ишлаб чиқарилган ва т2 маҳсулот миқдорини мос ра

вишда хг ва хг орқали белгиласак, корхонанинг даромади 
f =  cixi +  С2Х2 сўмни ташкил этади. Иккала маҳсулотни 
ишлаб чиқаришда фойдаланилган р19 ръ р3 бойлик манба- 
ларининг умумий миқдори aixxx +  ai2x2 бўлиб, у b£ дан орт- 
маслиги керак.

Демак, масалани ечиш учун

' ах1хг +  а12х2 <  Ьг,
*21*1 “Ь а22Х2 ^  2̂»
031*1 032*2 ^  3̂»

Хх > 0 ,  х 2 > 0

системанинг шундай манфий бўлмаган ечимини топиш 
керакки, у / чизиқли функцияга энг катта қиймат бер- 
син.

Бу масалада хам ръ р2У р3 бойлик манбаларининг ва 
ишлаб чиқариладиган т19 т2 маҳсулотларнинг m ва п сони 
ҳар қанча бўлиши, яъни га>л, т  =  я, m < n  бўлиши мумкин.

Биринчи масалада (1) ва (2) дан тузилган тенгла
малар системаси, шунингдек, иккинчи ва учинчи маса- 
лаларда (4) ва (5) тенгсизликлар системалари бу ма- 
салаларнинг чекланишлари дейилади.

Бошқача айтганда, улар бу масалаларнинг чекланиш 
тенгламалари ва чекланиш тенгсизликлари деб ата
лади.

Тенгламалар ёки тенгсизликлар системасининг ис
талган манфий бўлмаган ечими ўринли ечим дейила
ди. f формата талаб қилинган энг катта (ёки энг ки
чик) қиймат берувчи ўринли ечим эса оптимал ечим 
дейилади. Оптимал ечим мавжуд бўлса, у ягона були
ши шарт эмас. Оптимал ечимлар чексиз кўп бўлиши 
мумкин.



Чизиқли программалаш усули билан ечиладиган 
масаладаги чекланиш тенгламалари ўрнига чекланиш 
тенгсизликларини ва аксинча, чекланиш тенгсизликла- 
ри ўрнига чекланиш тенгламаларини олиш мумкин. Ҳа- 
қиқатан, чизиқли программалашнинг бирор масаласи- 
ни ечишда ушбу

«1 1 * 1  +  «12*2 +  • • • +  «,„*„ =  bv
«21*1 "Ь «22*2 4* • ■ • «2п*я =  2̂» /ЛЧ

« m l * l  +  « т 2 * 2  +  • • • +  V .  =  Ь т

чекланиш тенгламалари ва чизиқли
f  = c 1*,4-c2x2-f . . . +  с п х п  (7)

форма хосил қилинган бўлсин. Бу ерда 6 у > 0 ( / = 1 , т )  
деб фараз қилиш мумкин, чунки Ь. <  0 шартда / тенглама
ни (— 1) га кўпайтириш кифоя. (6) нинг г та тенгламасини 
(г <  т), масалан, шундай хг, х2, • . хг ларга нисбатан ечай- 
лик, яъни

Х \ ==  +  Д 1г+1 * г + 1  +  а 1 г + 2 * г + 2  • • • "Ь а 1п * п »

*2 =  ^2 +  а 2г+1 *г+ 1  +  а 2Н-2 * r+ 2  +  • • • +  а 2 п Х т  /QN
................................................................................  (И)

х == ~1“ а I % х , I ~I- а I о х I <-» И- . . . Н- а хг г 1 r r-fl 1 гг+2 л г+2 1 1 гп п

бўлиб, бунда > 0, й2' >  0,. . ., Ь'г >  0 шарт бажарилсин. 
Биз (6) нинг фа кат ўринли ечимлари билангина иш кўргани- 
миз сабабли, х{ > 0, х2 >  0, . . ., хп > 0  бўлганидан (8)■

Ь \ +  « j r + 1  * r + l  +  « l ' r + 2  Х г+2 +  ■ ■ ■ +  < Х п >  ° .  

b 2 +  a 2r 1 Хг+ 1 а 2г+2 Хг+2  " Ь  • • • « 2n Хп ^

. К  +  a rr+ 1 * r + 1 +  а г г + 2 * л + 2  +  • • • +  « ; „ * „  >  0

тенгсизликлар системасига олиб келади.
Демак, (6) тенгламалар системаси ўрнига (9) тенгсизлик

лар системасини ечиб, унинг ўринли (* °+ 1 , а:°+ 2 » • • ■» х °п) 
ечимини топамиз. Сўнгра (8) орқали xx—x \ ’> Q y x2= x l ^
>  0, . . ., хг =  х°г >  О ларни аниклаб, (6) нинг ўринли (x]f 
хв2, . . ., х°п) ечими учун f нинг максимум ёки минимумини 
из лаймиз.

Аксинча, масалани ечиш



а 11Х 1 “Ь  а 12х 2 +  • • • +  а 1п Х п +  ^  

^ 2 1 * 1  +  0 2 2 * 2  +  * * * +  0 2 л  Х п “ Ь  ^2 >  О»

« m l * l  +  « m 2 * 2  +  ' • • +  « m n  Х п  +  Ь т  >  0

системага ва (7) формага олиб келган бўлсин. (10) даги 
биринчи тенгсизликнинг чап томонига қўшимча хп̂ х номаъ- 
лумни, иккинчи тенгсизликнинг чап томонига хп+2 номаълум- 
ни, . . /п- тенгсизликнинг чап томонига хп+т номаълумни 
киритсак, қуйидаги тенгламалар системаси ҳосил бўлади: 

an xt +  а1гх2 +  . . . +  alnxn — bxxn+x =  0,
«21*1 “Ь «22*2 +  • • • +  «2n*fl 2̂*n-f-2 =  0»

« m l * l  +  « m 2  ̂ 2  +  • • • +  У Г 6 А + « = 0 '

Энди, бу системанинг шундай (х°{, х°2, . . х°п, *°+1, . . 
х°п+пi) Ўринли ечимини топишимиз лозимки, натижада х], х̂ , 
. . ., х° сонлар (7) формани максимумлашгирсин (ёки мини 
мумлаштирсин).

т т

У<аа х1 < Ь1 ёки 2«<Л' > Ь 1 
1 (=1

т

системанинг f =  ^  у. x*v чизиқли формага максимум ёки ми- 
i=i

нимум қийматни берувчи оптимал (ах, а2> . . ал) ечимини 
аниқлаш чизиқли программалашнинг стандарт масаласи де
йилади. f чизиқли форманинг бу максимум ёки минимум 
қиймати чизиқли программалашнинг қиймати деб аталади.

п

y£ ajtxi (/=  1 ,m) системанинг чизикли функциясига- 
f=i

максимум ёки минимум қийматни бгрувчи оптимал ечимини, 
яъни (а1э а2, . . ., ап) ни топиш чизиқли программалашнинг 
каноник масаласи дейилади. Бунда ҳам f нинг қиймати чи- 
зиқли программалашнинг кийматидан ибораг.

86- §. ЎЗАРО ИККИ ЁҚЛАМА МАСАЛАЛАР

Чизиқли программалашнинг қандайдир масаласи муноса
бати билан ушбу



a i \ X\ +  a i2X2 +  ■ ■ • +  a inXn >  b i V  =  l 'm )

Xk>  0 (k =  l,n),
чекланиш тенгсизликлари ва

(2>
чизиқли форма берилган бўлсин. Фараз қилайлик, (1) 
системанинг оптимал ечими учун (2) формани мини- 
мумлаштириш лозим бўлсин. (1) — (2) масалани даст
лабки масала деймиз.

Яна битта программалаш масаласи берилган бў- 
либ, у

а\i У\ +  З Д  +  ■■■ +  %-Упг <  о, (/ =  1 ,т) (3) 
ys >  0 (s =  \,т)

чизиқли форма воситаси билан ифодалансин. Бу ерда
(3) системанинг оптимал ечими учун (4) ни максимум- 
лаштириш талаб қилинади. (3) — (4) масалани даст- 
лабкига нисбатан икки ёқлама масала деб атаймиз.

Дастлабки ва икки ёқлама масалаларнинг матри
цалари бир-бирига нисбатан транспонирлангандир, 
яъни

(1) системанинг озод ҳадлари (2) форманинг коэф- 
фициентларидан ва аксинча, (2) форманинг коэффи- 
центлари (1) системанинг озод ҳадларидан иборат
дир.

(1) системанинг ҳамма тенгсизликлари ^  маънога 
ва (3) система эса, аксинча, ^  маънога эга.

(1) — (2) масала дастлабки масала, (3) — (4) маса
ла уига икки ёқлама масала, шунинг учун (3) система
даги тенгсизликларнинг маъносини ^  дан ^  га ал- 
маштирамиз ва ф нинг максимуми ўрнига минимумини, 
f нинг эса, аксинча, минимуми ўрнига максимумини из- 
лашимиз керак. Бунга эришиш учун (1) ва (3) даги 
ҳамма тенгсизликларнинг икки томонини (—1) га кў- 
пайтириб, қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

чекланиш тенгсизликлари ва
(4)

а11 а21 • • • ат\
а12 а22 . . . ат2



—fly у, — av y2~ .  . . ат,Ут >  — с, (j =  1 ,Л),
— аа у, — ai2x2— . . . —ainxn <  — bt (i =  Un),

fl
—f  =  — ci xx — c2x2 -  . . . — ,с„*я =  2  (— <y)

/=1
т

_ ф  я  _  ЬуУу — Ь2у2 — . . , — Ьтут =  2  (— fy) */,-
;=I

Демак, бизга min (—ф) ва шах (— f) ларни аниқлаш 
талаб қилинади. Бу эса қуйидагини берадн:

т, т
min (— ф) =  min 2  (— bt)  yt =  —max ^  bt yt =

I* I 1=1
=  —max ф, min (—ф) = —гпахф.

Шунга ўхшаш
п tl

max (— /) =  max (— с.) x̂  =  — mm ^  ct x{ =
/=| /=i”

=  — min/, max (— /) =  — min/.
Булардан:

max ф =  — min (— q>), min/ =  — max (— /).

1-теорема.  (1) ва (3) системаларнинг исталган урин- 
ли ешмларини мос равишда (х\, х®_, . . ., х°) ва (у°{, у \ , . . ., 
Уп) орқали белгиласак, у ҳолда f  ва у формаларнинг бу 
енимлардаги /0 ва ф0 қийматлари /0 >  ф0 тенгсизликни қа- 
ноатлантиради.

Исботи.  (1), (2), (3), (4) ларга ўринли ечимларни қўйиб, 
қуйидагиларга эга буламиз:

а п  x °i +  a i2 4  +  • • • +  a in х п >  bi (* =  1 ."*)• 

fo =  С\ С2 Х2 Сп Х%

аЧ 1Л  + а 21у°2+ . . .  +  ат{ У°п <  С{ (/' =  М ),
Фо = Ь1 У° +  Ь.2у°2 +  . . . + Ь п у°т. (6)

(5) тенгсизликларни мос равишда у°]9 у°т ларга
кўпайтириб, сатрлар бўйича қўшсак,



2  2  aHXi y°i > 2  biy°i = ф° (?)
M  t=* I i=l

келиб чиқади. Шунингдек, (6) тенгсизликларни мос равишда 
*?, х%, . . х°п ларга кўпайтириб, устунлар бўйича қўшсак,

п т  п

2  2aUX°i y°i < 2  °IX° = (8)/=1 f=l м\
ҳосил булади. (7) ва (8) лар f0 >  ф0 эханлигини билдиради.

Натижа.  Агар Ф0 = /о тенглик бажарилса, ф0= ’тахф  
ва /0'=  min /0 бўлади.яъни (*?, х°, . . *£) ва {у\, у°, . . ., 
г/°) лар оптимал ечимларни ифодалайди.

Ҳақиқатан, юқоридаги теоремага асосан, исталган ўринли 
(*?, rf, . . ., *£) ва (г/?, //°, . . ., у°п) ечимлар учун ср0 <  /0 
бўлгани сабабли /0 сон ф форма қийматларининг юқори че- 
гараси, ф0 сон эса / форма қийматларининг қуйи чегараси 
бўлади. Демак, ф0 =  f0 тенглик бажарилганда ф0 =  max ф 
ва /0 =  min/ эканлиги тасдиқланади.

Мисол.  Ушбу
хх +  3*2 +  * 4  >  4,

2xi +  *2 >  3 (9)
*2 +  4*3 +  *4 >  3 

ва
f =  2ху +  4*2 +  *3 4- *4 

масала ҳамда унга икки ёқлама
у у +  2уг <  2,

3</i +  +  Уз <  4, ^
4(/3 ^  1,

"Ь Уз ^  1 
ва

Ф =  4 yt +  3у2 +  Зу3
масала берилган бўлсин. (9) ва (10) системаларнинг ўрипли 
(1, 0, 5, 3) ва (1, 2, 0) ечимлари учун / 0 =  2 • 1 +  4 • 0 +  
+  1 . 5 + 1 . 3 = 1 0 ,  / о = Ю.  Ф0 =  4 - 1 +  3-2 +  3 0 =  10, 
ф0 =  10 бўлиб, min/ =  тахф =  10 дир.

Икки ёқламаликнинг асосий теоремасини цуйида исбот- 
сиз келтирамиз.

2-теорема.  Дастлабки масала ечиладиган бдлса, ун-



га икки ёқлама масала ҳам ечиладиган бўлиб, / форманинг 
минимуми билан ср форманинг максимуми учун min/ =  
=  max ф тенглик бажарилади. Агар дастлабки масалада 
f форма қуйидан чегараланмаган булса, икки ёқлама ма- 
саладаги чекланиш системаси манфиймас ечимларга эга 
булмайди.

Бу теореманинг исботи бир нечта адабиётда, жумладан, 
А. С. Солодовниковнинг «Введение в линейную алгебру и 
линейное программирование» китобида берилган.

87-§. СИМПЛЕКС УСУЛ

Чизикли программалаш масаласини ечишнинг муҳим усу
ли симплекс усулдир. Бу масалада чекланиш тенгламалари 
*!, х2, . . ., хГ номаълумларга нисбатан ечилган, яъни

xi =  Ьх — +  аи +2 хг+ 2 +  . . . +  а[пхп),

Х 2 =  ^2 (a 2r+1 X r+ 1 +  ^ 2 г + 2  Х г + 2 “Ь  • • • 4 "  f y n  Х п)>

................................................................................... (1)
Хг =  Ьг (a r r - f l  Xr+ 1 J|~ a rr- f -2 * r+ 2  +  • • • "Ь  а гп х ^

кўринишда олинган булиб, Ьг >  О, Ь2 ^  0» • • •> Ъг >  0 бўл- 
син.

/  чизиқли форма да ҳам xlt х2, . . ., хг ларни (1) лар ор- 
қали ифодалаб, уни

/  =  То — Уг+\ *,+1 -  Vr+2 — Упхп (2)
кўринишга келтирамиз ва бу форманинг минимумини топиш 
масаласини қўямиз.

(1) даги xlt хг, . . . , хг номаълумлар тўплами чизикли 
программалаш масаласининг базиси дейилади ва у М — 
=  {х,, х2, . . . , xr} кўринишда белгиланади. х,, х2, . . . , хг 
ларнинг ўзини базис номаълумлар, хг+1, хг+2, . . . , хп ларни 
эса озод номаълумлар деб атаймиз. хг+1, хг+2, . . . , хп но
маълумларга хг+1, = х г+2 =  . . .  =  хп =  0 кийматни берсак, 
(1) дан х, =  Ьк >  0, х2 =  Ь2 >  0, . . . , х, =  6, >  О ларни 
ҳосил киламиз. Шундай қилиб,

(&,, &2, Ьг, 0, 0, . . . ,  0) (3)
ечим хосил бўлади. /  нинг бу ечимдаги киймати f =  у0 га 
тенг.

Қуйидаги икки ҳол рўй бериши мумкин:
I- (2) да ҳамма — Y,+1, — Y,+2> • • • . ~ У п сонлар ман-



фиймас, яъни— У{>0-  У вақтда /  форма xr + i= x r+2 =  
=  . . .  =  хп =  О шартда минимум f =  у0 қийматга эришади, 
яъни М базиснинг (3) ечими оптимал булади, чунки бирор
— Y, >  0 ва Xj >  0 лар учун — у . xf > 0  бўлиб, f =  у0 —
— у, х, >  у0, /  >  7о келиб чиқади.

II. (2) да — тг+„ — уг+2, . . . ,  — уп сонлар орасида 
манфийлари бор бўлсин. Масалан, —y t <  0 дейлик. У вақт- 
да хг+1=  . . .  =  Xj_i =  х,+1 =  • . • =  хп =  О ва х. >  0 деб 
олиб, Ху нинг қийматини орттира бориш ҳисобига /  =  yQ —
— У/Xj нинг қийматини камайтириш мумкин. Лекин бу иш- 
да элтиёткорлик керак, чунки бу ҳолда (1) лардан келиб 
чиқадиган

х, =  Ь{

*2 ~  Ь2 2̂j Xj'
......................... (4)
Xr = br ~ a r i Xi

тенгламалардаги xt, x2, . . . , xr ларнинг ҳеч қайсиси ман
фий бўлиб қолмасин.

Бу ерда ҳам қуйидаги иккита ҳол рўй беради:
А. (4) да ҳамма а1;.. a2j, . . . ,  arj сонлар мусбатмас. У

вақтда л ў > 0  учун —akj Xj >  0 (/е =  1, r) бўлганидан =  
=  bk—akjXj > b k >̂ О (6=1, г) га асосан >  Ь{ з* 0, л:2 >

0, . . . , л : г >&г ^ 0  бўлади. Демак, f =  yQ — y . x f 
ДОЛ/ >  0 ва Ху >  0 бўлгани сабабли ни чексиз орттира 
бориш билан min / =  — оо га келамиз. Бундан эса / фор
манинг минимумга эришмаслиги кўринади.

Б. (4) да <2 , а2), . . . , аг/ сонлар орасида мусбатлари 
бор. Масалан, аА/> 0 .  У ҳолда xk =  bk— да ^  га
— дан ортиқ қиймат бериш мумкин эмас, чунки акс .холда
аи ь
хк< 0  булиб колади.Бунда — > 0  эканлиги равшан. Бундай

akjЬ £
касрлар орасида энг кичиги — - бўлсин. Бунда ац >  0 сон

ац
ҳал қилувчи элемент дейилади.

bi
Қисқалик учун — =  р белгилаш киригайлик. (4) да х, 

ац



ни р гачагина орттира оламиз, чунки акс ҳолда xi <  0 бў- 
лишнни кўрдик.

Озод номаълумларга
хг+1 =  хг+2 =  . . . =  =  О, Х/ =  р, х/+1 =

=  */+2 =  . . .  =  *„ =  0 (5)
қийматларни бериб, базис номаълумларни аницлаймга: 

х, = 6 , — а1ур,
Xty — Ь0 2̂/ Р»
• ' .....................  (6)
xi = bi ~ aH р,

xr =  br — аг/Р- 
Энди қуйидаги янги М' базисга ўтамиз:

*11 *2’ _I» Хц
Бунга мос базис ечим (6) ва (5) лардан тугилади, (1) систе
ма ва (2) формани янги базисга мослаб ёзамиз. Бунинг учун
(1) даги

х. =  6 , - ( а , г+1 *г+1 +  . . . + a ijXj +  . . . +  ainxn) ’ 

тенгламани Xj га нисбатан ечамиз, яъни

_  b i I a / r + 1 , , 1  , I a in ^Xj — ---------------- хг, j +  . . .  Н------ х-ь +  . . . Н-------х
' аи \ аи + аи аи

Ea бу ифодаки (1) га қўямиз. Ҳосил бўлган янги системани 
х, =  Ь\ -  (а',г+1 хг+1 +  • ■ . +  a\i xi +  . . . а[пхп),

Х2 =  Ь2 (°2г+ 1 *г+ 1  ’ " • 4 "  a 2i Xi  4 "  • • •  а 2п Хп)>
• • • • ..................................................................  (7)

x i  = ь ) ~ ( а ] г + \ х г + \  +  • • • + а ’ц х 1 +  . . . + а - п х п ) ,

ХГ =  К — К + 1 ХГ+! + • • • +  K i xi +  • • • +  агпхп)
кўринишда ёзамиз. Бу базиснинг ифодаларини /  га қўйиб, 
уни

f =  y'o~Yr+i *f+l — - . • ~ У iXi — . . . — v>„ (8)

кўринишга келтирамиз.
Бу билан жараённинг биринчи қадами тугайди. Ке-



йинги қадам яна шу биринчи қадамни, яъни (8) ва (7) 
ларга нисбатан I ёки II ҳолни, ундан кейин II А ёки
II Б ни такрорлашдан иборат бўлади ва ҳ. к.

Шундай қилиб, Симплекс усул қуйидаги жараённи 
ифодалайди:

1. Чекланиш — тенгламалар системасини (1) га, чи- 
зиқли формани эса (2) кўринишга келтирамиз.

2. Агар (2) да ҳамма — Y,+i,— Y,+2> • • • > — Y„ коэффи- 
циентлар манфиймас бўлса, М базиснинг (&,, b2, . . . , br,
О, 0, . . . , 0) ечими оптимал бўлиб, бу ечимда [ форма 
Д'= Yo минимумга эришади.

3. (2) да — Yr-f-i. — Уг+ 2 ...........— Уп лаР орасида ман-
фийлари мавжуд, масалан, — Y;<0 Десак- хг+\ —■ ■ ■ — */_i — 
=  0, х. >  0, х/+1 =  . . .  =  хп =  0 қиймагларда (1) система
(4) кўринишни олади. Агар (4) да ҳамма a l/y a2j, . . . , arj 
коэффициент лар мусбат бўлса, min f =  — оо келиб чиқади, 
яъни f функция минимумга эришмайди.

4. (4) даги a{j, a2f, . . . ,  ar! коэффициентларнинг мус-
батларн мавжуд, яъни ак, >  0 десак, —  сонлар орасида энг

akj
кичиги —  ни оламиз. (1) системанинг х,- га нисбатан ёзил- 

ачган тенгламасидан x-L ни аниқлаб, (1) системани янги М' =
=  {х,, . . . , jcf_,, xt, xi+1, . . . , хг} базисга нисбатан ёзиб,
(7) ни ҳосил қиламиз. /  формани эса (8) кўринишда ифода- 
лаймиз. Янги озод номаълумлар (5) дан иборат бўлади. (8) 
ва (7) ларга асосланиб, юқорвда баён эгилган жараён так- 
рорланади. j

Мис^оллар. 1« 4),

система учун /  =  1 +  4х3 +  2х4  форманинг минимуми топил
син.

Ечиш. хх ва х2 — базис номаълумлар, х3 ва х 4  эса озод 
номаълумлар. х3 =  =  0  да ( 1 ) дан Xi =  2 , х2 ~ 1  келиб 
чиқади. Шундай қилиб, М базиснинг ўринли (2, 1, 0, 0) 
ечимига эга бўламиз.

f форманинг бу ечимга мос қиймати /  =  I +  4х3 +  2 л: 4  =  
=  1-Ь4-0 +  2- 0 = 1 ,  / =  1 бўлади.

Энди, / да Y3  — 4 >  0, y4  =  2  >  0 бўлгани учун I ҳол- 
га эгамиз. Масалан, 0 <  х3 <  1 ва х4 =  0 га мос ўринли 
ечимда /  =  1 +  4х3 >  1, / >  1 бўлади. Щу сабабли, /  нинг

(1)



минимуми /  =  1 бўлиб, унга мос (2, 1, 0, 0) ечим опти- 
малдир.

2. (ху =  1 — (— *3 +  л:4),
[х2 =  2 — (х3 — 2х4) (1)

чекланиш тенгламалар берилган бўлиб, /  =  0 —х3—х4 фор
мани минимумлаштирайлик. Бу ерда (хх, х2} базис номаълум
лар ва х3, xi — озод номаълумлардир. х3 =  х4 =  0 киймат- 
ларда (1) дан лгг =  1, х2 =  2 ни ҳосил қиламиз. Демак, 
(1, 2, 0, 0) ўринли ечимга f — 0 — 0 — 0 =  0, /  =  0 қиймат 
мос келаци. /  =  0 — х3—х4 — 0 — у3 х3— х4формада, маса
лан, х3 >  0 ва х4 =  0 деб олсак, (1) дан Xl =  1 — (— l)x3, 
х2 — 2 — 1 -х3 ҳосил булади. Бунда а23 =  1 га кўра II Б
ҳолга келамиз. Демак, — =  — =  2, — =  2 бўлиб, 1 сон

а2 з I а2з
ҳал қилувчи элементни ифодалайди.

(1) нинг иккинчи тенгламасини х3 га нисбатан ечиб ва 
х3 ни биринчи тенгламага қўйиб, қуйидаги янги системани 
ҳосил қиламиз:

fXl =  3 — (х2 — лг4), (2)
[х3 = 2 — (х2 — 2х4)

Бунда, {xb х3) — янги базис ва х2, х4 озод номаълумлар. 
/  нинг бунга мос қуйидаги ифодасини топамиз: '
/  =  0 — х3 —х4 =  0 — 2 +  х2 — 2х4 —х4 =  — 2 -f- х2 — Зх4.

Энди, х2 =  0 деб, х4 га исталганча катта мусбат қий- 
матни берсак, min /  =  — оо булади, яъни /  форма мини
мумга эришмайди.

3. f Ху I 2х2 х3 х4 2х̂  1,
х2 — Зх3 +  х6 =  2,

I— Xj +  JCj, +  х4 — Зх6 =  1 (1)
система ва f =  2 +  4ху — х2 +  х4 форма берилган бўлиб, f 
ни минимумлаштириш талаб қилинади.

Ечиш. (I) нинг иккинчи тенгламасини х2 га ва бирин- 
чисини х4 га нисбатан ечамиз:

(х 2  =  2 [ Зх3 Xft,
=  I 2х2 +  xs -f- 2х5.

Бундан
(х2 =  2 +  Зх3— х6,

=  5 ■+■ Ху +  7х3 (2)
системани ҳосил қиламиз. (2) дан х2 ва х4 ларнинг ифода- 
ларини /  га қўйиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:



/  =  5 +  bxi +  4xa +  xs. 
Энди (2) ни қуйидаги шаклда ёзамиз:

[*2 =  2 
1*4 =  5

' * 2  =  2 — (— 3x3 +  xs),
*4 =  5 — (— *1 — 7х3). (4)

хг =  х3 =  xs =  0 қийматларда (4) дан х2 =  2, х4 =  5 ларни 
топамиз. Демак, (4) система ушбу (0, 2, О, 5, 0) ўринли 
ечимга эга булади. Бу ечимда f нинг қиймати 5 га тенг.

(3) да Yi =  5> 0, Y3 +  4 >  О, у5 =  1 >  О дир. Шу сабабли 
/  =  5 қиймат f нинг минимумини, (О, 2, О, 5, 0) эса опти
мал ечимини ифодалайди.

4. Ушбу

формага максимум қийматни таъминловчи оптимал ечими 
топилсин.

Ечиш. 86- § да айтилган шах /  =  — min (— /) — min ф 
дан фойдаланиб, (1) системанинг ф =  —f =  —хх — 2х2 фор- 
мулага минимум қийматни берувчи оптимал ечимини излай- 
миз.

(1) системада ха ва сунъий номаълумларни киритиб, 
ундаги тенгсизликлардан қуйидаги тенгламаларга ўтамиз:

(2) да ха S» 0 ва х4 >  0 шарт бажарилиши лозим, чунки 9 
ва 8 лардан катта бўлмаган хх +  Ъх2 ва 2 хг +  2 х.г ифода- 
лар шу 9 ва 8 ларга тенг бўлиб қолиши учун уларга ман
фиймас х3 ва дг4 ларни қўшиш талаб қилинади.

Энди масала (2) системанинг ф =  — — 2хг га минимум 
қиймат берувчи оптимал ечимини топишдан иборат бўлади.

(2) системани х3 ва xt ларга нисбатан ечамиз:

Бу ҳолда М =  {л:3, х4} базисни ва хх, х2 лар эса озод 
номаълумларни ташкил этади. хх =  х2 =  0 қийматларда (3) 
дан х3 =  9 ва х4 =  8 ларни ҳосил қиламиз. Демак, 
М базисда ф нинг қиймати 0 булади. ф нинг кийматини

(1)

системанинг
/  =  хг +  2 хг

(2)

(3)



камайтириш мумкинлигини кўрамиз. ф = —Xl— 2х2 га асо
сан, х1 ва х2 ларнинг қийматлари ортиши билан ф камаяди, 
яъни ф =  —хх— 2х2 га қараб шуни кўрамизки, —Xl га 
кўра — 2хг ф ни тезроқ камайтиради. Шу сабабли, Ху =  О 
ва х2 >  0 деб олиб, х2 га х2 =  3 қийматни берамиз (чунки 
х2 >  4 қийматда (3) дан х3 <  0 бўлиб қолади, аммо биз (3) 
нинг ҳар вақт манфиймас ечимларинигина излашимиз керак). 
У ҳолда Ху =  О ва х2 =  3 қийматларда (3) дан х3 =  О, 
х4 >  0 келиб чиқади.

Энди, янги М' = { х 2, х4} базисга ўтиш қулай бўлиб, (3) 
ни х2, хА ларга нисбатан ечамиз:

**5=3 “ (7 *1 + 7 * * ) '
(4)

1 2Бунда мос ф =  — б ----- Ху-{— х3 бўлади. Бу ифодада хх
3 3

ортганда ф камаяди, лекин х3 ортганда ф ҳам ортади. Шу-з
нинг учун х3 =  О деб оламиз ва хг <  — деймиз, чунки

з
Ху >  — шартда (4) нинг иккинчи тенгламасидан xt <  0 га
келамиз. Бундан М" =  {хг, х2\ базисга ўтиш лозимлиги маъ
лум бўлиб, (4) да қуйидаги системани ҳосил қиламиз:

з / i  . з \
V 2*3 + 4*4)*2 \

5 / 1 Х * = -Г — [-гХ.2 2 V 6 3 Ь)
-  .  13 . 1 . 1 Бу ҳолда ф нинг куриниши ф = ---------1—  х8 4—  х4 дан

2 2 4

иборат бўлади. Бу ерда >  0 ва ^  >  0 бўлгани сабабли,
х3 ва х4 ларга мусбат қийматларни бериш билан ф нинг 
қийматини камайтириш мумкин эмас. Демак, х3 =  xt =  0 ва

3 5 /  3 5 \Ху =  — , х2 =  y  қийматларда /— . —. О, ОJ оптимал
13га келамиз ва ф = ---- — минимумга эришамиз. Шундай

13қилиб, шах / =  — min ф = ---- — булади.

ечим-



Бирор масаланинг ечимини симплекс усул ёрдами
да топиш бир қанча босқичлардан иборат эканлиги биз
га маълум. Шу босқичларнинг ҳаммасини симплекс жад- 
валлар ёрдамида бажариш мумкин. Буни қуйидаги ми- 
солларда кўриб ўтамиз:

1. \хх +  хА — 2х6 =  1,
\х2 — 2 хл +  х6 =  2, m
,* 3  +  3 * 4 +  * 6 =  3

системанинг манфиймас ечимлари орасида
/  =  *4 — хй (2)

формага минимум қиймат таъмкнловчи ечим топилсин.
Ечиш. (I) ва (2) ларни биргаликда олиб, қуйидаги сис

темага эга бўламиз:

*1 + * 4 — 2*6 =  1 ,я 
х2 — 2 х4 +  хй =  2,:
*з  +  3 * 4  +  *6 =  3 , д
/ — *4 +  *6 =  0.

(2) системани xv х2, х3 ларга кўра осонгина^ечиш мумкин. 
Шунинг учун бу номаълумларни (1) системанинг базис 
номаълумлари деб қабул қиламиз.

Базис номаълумларни жадвалнинг 1-устунига, озод 
ҳадларни 2- устунига, Xi нинг коэффициентларини 3- ус- 
тунига ва ҳоказо, х5 нинг коэффициентларини охирги 
устунига ёзиб. цуйидаги жадвалга эга буламиз:

1- ж а д в а л

Базис номаълумлар Озод ҳадлар *i *2 *3 *4 *5

1 1 0 0 1 — 2

*2 2 0 1 0 — 2 CD

*3 3 0 0 1 3 1

/ форма 0 0 0 0 j -  1 1



f формага минимум қийматни берувчи оптимал ечимни 
топиш учун {хь х% лг3} базисдан бошқа базисга ўтиш 
лозимлигини биламиз. Бу иш жадваллар ёрдамида қу- 
йидагича бажарилади:

а) f формага мос келувчи сатр элементлари ораси
да мусбати бўлса, шу элемент жойлашган устун эле- 
ментларидан мусбатларини белгилаб оламиз. Бизнинг 
мисолимизда охирги, яъни f форманинг сатрида битта 
мусбат 1 элемент бор. Бу элемент жойлашган охирги 
устунда 1 дан ташқари яна иккита мусбат 1, 1 элемент
лар мавжуд. Улар 2 ва 3- сатрларда жойлашган;

б) ажратилган мусбат 1, 1 элементлар билан битта сатр- 
да жойлашган озод ҳадларнинг шу 1, 1 ларга нисбатлари-

2 3ни тузамиз. Бизда бу нисбатлар — =  2 ва у  =  3 булади;
в) тузилган нисбатлардан энг кичигининг махражи 

ҳал қилувчи элемент булади. 1-жадвалда ҳал қилувчи 
элемент тўгаракча ичига олинган;

г) ҳал қилувчи а элемент 0 га тенг бўлмаса, уни
1 га тенг қилиб олиш мумкин. Бунинг учун шу элемент 
жойлашган сатрнинг барча элементларини а га бўлиш 
кифоя;

д) 1-жадвал сатрларининг элементларини шундай 
ўзгартирамизки, натижада ҳал қилувчи 1 элемент тур
ган устундаги шу элементдан бошқалари 0 ларга ай- 
лансин. Бунинг учун 1-жадвалнинг иккинчи сатрини
2, — 1, —1 ларга кўпайтириб, мос равишда 1, 3, 4 сатр
ларга қўшамиз. Бунинг натижасида х2 жойлашган ус- 
туннинг тўртинчи сатрида —1 ҳосил бўлгани учун х2 ни 
базисдан чиқариб ташлаб, унинг ўрнига х5 ни кирита- 
миз. У ҳолда қуйидаги янги жадвал келиб чиқади:

2- ж а два л

Баъзис 1 Огод ҳад номаълум ! л д *1 *2 *3 *4 *5

5 1 2 0 — 3 0

*5 2 0 1 0 — 2 1

*3 1 0 — 1 1 CD I

/ форма - 2 0 -  1 0 1 0



е) юқорида қилинган иш натижасида аввалги {xv  х2Гх8} 
базисдаги х2 ўрнига х5 келади Ra 2-жадвалда кўрсатил- 
гандек, янги {х^ хь> х3} базис ҳосил бўлади.

2- жадвалнинг охирги сатрида фақатгина битта 
мусбат элемент мавжуд бўлиб, у х4 жойлашган устун- 
дадир. Шу устунда яна битта мусобат элемент 5 бор. 
Уни ҳал қилувчи элемент деб ҳисоблаб, учинчи базисга 
киритамиз. Бу ишнинг натижаси қуйидаги жадвалда 
кўрсатилгандир:

3- ж а д в а л

Базис номаълумлар Озод ҳадлар X1 *2
1

*3 *4 *6

28 7 3
xi — 1 — — 0 0

5 5 5

12 3 2
Ч — 0 -— —■ 0 1

5 5 5

*4
1

0
1 1

1 0
5 ~  5 5

/  форма 1 _ я
1 5

0
4

~  5
1

“  5
0 0

З-жадЕалнинг охирги сатрида бирорта ҳам мусбат эле-

(28 1 12 \— , 0, 0, — , — ] ечим
5 5 5 )

оптимал бўлиб, унга мос келувчи / форманинг минимума
11 .  с  и-------га тенг, яъни mm f = --------- .
5 5

2. ( 5хг — 4х2+ 1 3 х 3— 2ха +  х5 =  20,
{ хг — х2 +  5х3 — x4 +  x5 =  8

системанинг ечимлари орасидан f =  хг +  б хг — 7 х3 +  х4 +  
+  5 хъ формага минимум қиймат таъминловчи ечим топил
син.

Ечиш. Системанинг биринчи тенгламасидан иккинчисини 
айириб,

4хх — Зх2 +  8*з —х4 =  12 
тенгламага эга буламиз. Бундан

3 I о  1 ох1- - х г +  2х3 — — * 4  =  3-



Энди, системанинг иккинчи тенгламасини — 5 га кўпай- 
тириб, биринчи тенглама билан иккинчи тенгламани қўша- 
миз:

хг— 12x3 +  Зл:4— 4 х5 =  — 20=>- —

— ~-х2 +  З Х д - 2 -Xi =  5.
4 4

f формани ҳам х2, х3 х4 лар орқали ифодалаб, қуйидаги 
системага келамиз:

*1 " *2 4“ 2 х3 “ х4 == 3,
4 4

*5 — j X 2 +  3*3 — |- * 4 =  5, 
f — 8 х2 +  24 х3 — 5 лг4 =  28.

Энди қуйидаги жадвалларни тузамиз:
4- ж а д в а  л

Базис
номаълум

лар
Озод

ҳадлар *1 *2 *3 Х 5

X I 3 1
3

~  4
1

~  4
0

*5 5 0
1
4

3
4

1

f  форма 28 0 — 8 24 — 5 0

Хал қилувчи элемент 2 дан иборат * бўлгани учун хг ни 
х3 билан алмаштириб {х3, хъ) базисга кўра қуйидаги жад- 
валга ўтамиз:

5- ж  а д в а л

Базис
'номаълум

лар
Озод

ҳадлар * i 1 *2  »
1

*3 *4 *6

*3
3 1 3 1 1 п

2 2 ~  8
1

~  8
и

2
3

~  2 ( В
0

_3
8

1

f форма -  8 — 12 1 0 — 2 0



7
Ниҳоят, — сонга кўра қуйидаги жадвални ҳосил қиламиз:

8
6- ж а д в а л

Базис номаъ
лумлар

Озод
хадлар *1 *2 *3 *4 *5

12 1 2 3
*3 7 ~~ 7

0 1
“  7 7

4 12 3 £
*2 7 7

1 0
”  7 7

60 72 11 8
f форма

7 7
0 0

~  7 ~  7

6-жадвалнинг охирги сатри бирорта ҳам нолдан катта 
сонга эга эмас. Демак, топилган 0̂, ~ , у - , 0, 0̂  ечим

60оптимал булади. Бу ечимга мос келувчи /min = ---- — була

ди.
3. '(лг,— х, —Хо =  — 1,

l U  — 2х2 +  *4 =  2
системанинг шундай манфиймас ечими топилсинки, бу ечим
да f =  —Ху—х2 форма минимум қийматга эришсин.

Ечиш. Масала қуйидаги системанинг .манфиймас ечим- 
ларини топишдан иборатдир:

[—х1 +  х2 +  ха =  1, 9, 
j хх — 2 х2 +  х4 =  2,
1 /  +  *1 +  *2 =  °- ai

Охирги системага мос келувчи қуйидаги жадвални туза- 
миз:

Базис номаъ
лумлар

Озод
ҳадлар Xl

* 2 *3 х4

*3 1 — 1 1 1 0

Ха 2 0 —  2 0 1

/  форма 0 1 1 0 0



Янги {xi, х3} базисга кўра қуйидаги жадвал ҳосил бўла
ди:

Базис номаъ
лумлар

Озод
ҳадлар *1 *2 *3 j *4

х4 3 0 - 1 I 1

*1 2 1 — 2 0 1

f форма — 2 0 3 0 — 1

f формага мос келувчи сатр да фақатгина битта 3 > 0  
сон мавжуд бўлиб, у жойлашган устуннинг бошқа сон- 
лари нолдан кичикдир. Бундай ҳолда қўйилган масала 
оптимал ечимга эга бўлмайди, чунки охирги жадвалга 
мос системани тузсак, қуйидаги система келиб чиқади:

f—х2 +  х3 +  х4 =  3,
{ хх — 2 х2 +  х4 =  2,
[ f +  Зх2—л:4 = —2.

Бундан
(х3 =  3 +  * 2  — *4 .
I Ху 2 “|“ 2 х2 х4У 
V =  —2 — Зх2 +  х4

бўлиб, /  нинг қийматини х2 ни орттириш ҳисобига камай
тириш мумкин. Лекин х2 ўзгарувчининг ортиши х4 нинг 
мусбатлигига таъсир этмайди. Демак, бу ҳолда min [  =  — oo 
бўлади.

М а шқ ла р

2Ху +  х2 4- Зх3 — 6 <  0,
2хг 4- 4х.г +  Зх3 — 16 <  0,
Зху +  4 х2 +  2 х3 — 12 <  0,
Х\ > 0 ,  х2 >  0, х3 > 0

системанинг шундай ечими топилсинки, у ечимда /  =  2 xt +з
+  3х2 +  — а'з форма минимум қийматга эришсин.

2. ( Ху— х2~ х 3 =  — 2,
3 * ! — *2 + * 3 =  0,

\Ху >  0, х2 >  0, х3 > 0
УЧУН /шш =  —Ху— хг —х3 топилсин.



X l - f  * г  +  * 8 + 3 * 4  =  3 >

X i  +  X 2 ~ -  X 3  +  X 4  =  1,
X l  —  X 2 +  X 3 +  X t  =  1,
Xi > 0  (t =  1, 2, 3, 4)

УЧУН /m ln =  * l  —х2—х3 — х4 ТОПИЛСИН.

4. (л̂  — х2 — х3 =  — 1,
Ху — 2 х2 +  х4 =  2,
Х[ >  0 (г =  1, 2, 3, 4)

системанинг шундай ечими топилсинки, у ечимда
/ m |n =  —  * 1 — * 4  б ў Л С И Н .

89- §. СИМПЛЕКС УСУЛНИНГ ТАТБИҚЛАРИ

Иқтисодий масалаларни ечишда чизиқли система
ларнинг манфиймас ечимларини топиш кераклигини 
кўрдик. Маълумки, ҳар бир чизиқли тенгламалар ва 
тенгсизликлар системасини матрицали тенглама ёки 
тенгсизлик шаклида ёзиш мумкин.

Системанинг манфиймас ечимларини топиш усул- 
ларидан бири

~хА~Ь  О)
тенгламанинг барча ечимларини топиб, улар орасида
ги манфиймасларини ажратиб олишдир. Лекин номаъ
лумлар сони тенгламалар сонидан етарлича катта бул- 
ганда, бу усул анча меҳнат ва вақт талаб қилади. Бу 
масалани ечишнинг эффектив усулларидан бири уни 
минималлаштириш масаласига келтиришдан иборат. 
Агар (1) да Ь векторнинг баъзи координаталари ман
фий булса, уни мусбат ҳолга келтириш мумкин. Бунинг 
учун системадаги тегишли тенгламаларнинг иккала то
монини — 1 га кўпайтириш кифоя. Масала қуйидаги- 
ча қўйилади:

7 - Л + ў = 1 >  (2)
системанинг ечимлари орасида шундай манфиймас х ва у  
ечимлар топилсинки, бу ечкмларда

/ =  (Ў, 'о)  _  (3)
форма минимум қийматга эришсин, бу ерда v вектор бирлик 
вектордир.



Масаланинг шартига асосан у манфиймас бўлиб, /  фор
ма минимум цийматга эга бўлиши лоэим. v вектор мусбат 
бўлганидан f форманинг манфиймас қиймати у  векторга 
боғлиқ. Демак, у =  0 бўлгандагина форма fминимум қий- 
матга эришади. Бундай ҳолда * ;> О қўйилган масаланинг 
ечими бўлади, яъни бу вектор (1) системанинг манфиймас 
ечимини беради.

Мисол.
( *i — х3 + 4 х 4 =  3, 
j 2 Ху — х2 =  3,
is Ху — 2хг —х4 =  1

учун х =  (ху, х2, х3, x j  векторни топайлик.
Ечиш. Янги у — (уу, у2, у3) вектор ёрдамида бу маса- 

лага мос чизиқли программалаш масаласини қуйидагича 
қўямиз:

f o —*3 +  4 ^ + 1 / !  =  3,
j 2 Ху ‘ *2 +  ^2^3,
13*! — 2*2— xt+ y 3 =  1

система учун манфиймас * вектор ва /  =  у х +  z/2 +  Уз Ф°Р* 
мага минимум қийматни берувчи у — (уи уг, у3) вектор то
пилсин.

Бошланғич жадвалда базис номаълумлар учун у у, yt , у3 
ларни олиб, қуйидагиларга эга бўламиз:

«/! +  * ! — *3 +  4 * 4  =  3,
У 2 ”1" 2 *1 *2 === 3,
У з +  3 *! 2 *2 *4 =  1, 
/  +  6 *1 — 3*2 —*3 +  3 *4 =  7

Бу системага мос симплекс жадвал қуйидаги шаклни ола*
ди:

Базис номаъ
лумлар О з о д  ҳадлар *1 *2 *3 *4 Уг Уг Уз

Уг 3 1 0 | - 1 4 1 0 0

Уг j 3 2 —1 0 0 0 1 0

Уз 1 CD — 2 0 — 1 0 0 1

/  форма Г б - 8 — 3 0 0 0



Симплекс жадвалларнинг биридан иккинчисига кетма-кет 
ўтиб, қуйидаги жадвалларни тузамиз:

Базис номаъ- 
лумлар

Озод
ҳадлар XI *2 *3 х4 Уг Уг Уз

Уг

00 
( со. .1

0 © 1
13
3

1 0 0

У2
7
3

0
1
3

0
2
3

0 1 0

XI
1
3

1
2

”  3
0

1
~~ 3

0 0 1

f форма 5 0 1 — 1 5 0 0 0

Базис номаъ
лумлар

Озод
ҳадлар Хг х2 *3 *4 Уг Уг Уз

*2 7 0 I 0 2 0 3 —2

*8 2 0 0 1 —3 — 1 2 ! - 1

*1 5 1 0 0
1
2

0 2
3 

“  2

f  форма 0 0 0 0 0 — 1 - 1 — 1

Охирги жадвалнинг охирги сатрида мусбат сон мавжуд 
эмас. Демак, топилган (5, 7, 3, 0) ечим берилган система
нинг манфиймас ечими бўлади. Бу ечимда f =  у х +  у2 +  у а 
форманинг минимум қиймати нолга тенг.
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